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ÖZET 

 

YÜKSEK MERTEBEDEN KISMİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN 

ÇÖZÜMLERİNİN VARLIĞI 

 
KILIÇ, Alan 

Doktora, Matematik Bölümü 
Danışman: Prof. Dr. Necat POLAT 

Haziran 2025, 63 sayfa 
 

Bu tezde, yüksek mertebeden hemen hemen doğrusal hiperbolik ile parabolic kısmi 
diferansiyel denklemlerin bir sınıfı için başlangıç ve sınır değer probleminin varlığı ve 
tekliği incelendi. Çözümün ön kestirimlerine dayanılarak, uygun koşullar altında Fourier 
serisi formunda zayıf çözümün varlığı kanıtlandı. Bu amaçla Picard ardışık yaklaşım 
yöntemi kullanıldı. Ayrıca zayıf çözümün tekliği de ispatlandı.  

TezKn Klk bölümünde kısmK dKferansKyel denklemlere sıklıkla KhtKyaç duyulduğu, fKzKk, 
mühendKslKk ve dKğer bKlKmlerKn bKrçok alanında büyük öneme sahKp olduğu dKle getKrKlmKştKr. 
Sonrasında, konumuza KlKşkKn günümüze kadar yapılan çalışmalar tarKhK gelKşKmKyle bKrlKkte 
kısaca ele alınmıştır. İkKncK bölümde Kse üzerKnde çalıştığımız denkleme benzer, daha önce 
yapılan çalışmalara değKndKğKmKz ‘ÖncekK Çalışmalar’ adını alan, ele alınan konu ve 
denklemler Kle KlgKlK var olan lKteratürün özetK verKlmKştKr. Üçünçü bölümde Kse sonraki 
bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar, tanımlar, eşitsizlikler, uzaylar, lemmalar 
ve teoremlere yönelik kaynak ve referanslar verilmiştir. ‘Araştırma Bulguları’ olarak 
adlandırılan dördüncü bölüm Kse tezKn orKjKnal kısmıdır. Bu bölüm KkK kısımdan oluşmaktadır. 
BKrKncK kısımda sınırlı bölgede yüksek mertebeden dampKng terKmlK hemen hemen doğrusal 
hKperbolKk tKpten denklem KçKn başlangıç ve sınır değer problemK ele alınmıştır. Bu kısımda  
ele alınan başlangıç ve sınır değer problemi için  çözümün varlığı ve tekliği incelendi. İkinci 
kısımda  ise sınırlı bölgede yüksek mertebeden hemen hemen doğrusal pseudo-parabolik 
tipten denklem için başlangıç ve sınır değer problemi ele alınmıştır. Bu kısım KçKn de  ele 
alınan başlangıç ve sınır değer problemin  çözümün varlığı ve tekliği incelendi. Ve her iki 
problemde de uygun koşullar altında Fourier serisi formunda zayıf çözümün varlığı  Picard 
ardışık yaklaşım yöntemi yardımıyla kanıtlandı. Beşinci bölümde ise, tezden elde edilen 
sonuçlar ve öneriler verilmiştir. 
 
Anahtar Kelimeler: Yüksek Mertebeden Kısmi Diferansiyel Denklem, Hemen 
Hemen Doğrusal Kısmi Diferansiyel Denklem, Başlangıç Değer Problemi, Sınır 
Değer problemi, Varlık, Teklik, Picard Yöntemi, Fourier Serisi Yöntemi, 
Özfonksiyon Açılım Yöntemi  
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ABSTRACT 

 

EXISTENCE OF SOLUTIONS TO HIGHER ORDER PARTİAL 
DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 

KILIÇ, Alan 
Doctorate, Department of Mathematics 
 Supervisor: Prof. Dr. Necat POLAT 

June 2025, 63 pages 
 

In this thesis, we study the existence and uniqueness of the initial and boundary value 
problem for a class of higher order semi-linear hyperbolic and parabolic partial differential 
equations. Based on the priori estimates of the solution, the existence of the weak solution in 
the form of Fourier series under suitable conditions is proved. For this purpose Picard's 
successive approximation method is used. Also, the uniqueness of the weak solution is 
proved. In the introductory chapter of the thesis, it is underscored that partial differential 
equations are frequently encountered and play a fundamental role in various fields of 
science, particularly in physics, engineering, and related disciplines. Thereafter, a concise 
overview of the historical development and existing literature pertaining to the subject matter 
is presented. In the second chapter, titled Previous Studies, a summary of the existing 
literature concerning the subject and equations under consideration is provided, with a 
particular focus on earlier works related to the equation studied in this thesis. In the third 
chapter, references and sources are provided for several fundamental concepts, definitions, 
inequalities, function spaces, lemmas, and theorems that will be utilized in the subsequent 
chapters. The fourth chapter, entitled Research Findings, constitutes the original contribution 
of this thesis. It is structured in two parts. The first part addresses the initial-boundary value 
problem for a higher-order, semi-linear hyperbolic type equation with a damping term, 
considered within a bounded domain. In this context, the existence and uniqueness of 
solutions to the proposed problem are rigorously analyzed. The second part is devoted to the 
initial-boundary value problem for a higher-order, semi-linear pseudo-parabolic type 
equation, also defined on a bounded domain. A similar analysis is carried out to establish the 
existence and uniqueness of solutions for this class of problems. For both cases, the 
existence of a weak solution expressed in the form of a Fourier series is demonstrated under 
suitable conditions, employing the method of Picard successive approximations. In the fifth 
chapter, the conclusions drawn from the thesis and the recommendations are presented. 

 

Keywords: Higher Order Partial Differential Equation, Semi-linear Partial 
Differential Equation, İnitial Value Problem, Boundary Value Problem, Existence, 
Uniqueness, Picard's Method, Fourier Series Method, The Method of Eigenfunction 
Expansion 
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GİRİŞ 

Fizik, mühendislik ve diğer bilimlerin birçok alanında kısmi diferansiyel 

denklemlere sıklıkla ohtoyaç duyulmasından dolayı kısmo doferansoyel denklemler 

teoroso matematok çalışma alanının en önemlolerondendor. Fozok ve doğer uygulamalı 

bolomleron borçok dalında karşımıza çıkan donamok sostemleron ve problemleron kısmo 

doferansoyel denklemler ole ofade edolebolmesonden dolayı kısmo doferansoyel 

denklemler teoroso matematoğon çalışma alanları oçonde ağırlığını hossettormekte ve 

önemlo bor yer tutmaktadır. Kısmo doferansoyel denklemler günümüzde doğanın temel 

kanunlarının matematoksel modelle formüllendorolmesonde, uygulamalı matematoğon 

genoş bor alanında, matematoksel fozokte borden çok değoşkene bağlı kapsamlı değoşok 

problemleron matematoksel olarak analozonde ve mühendoslokte karşımıza 

çıkmasından dolayı matematoksel borçok bolomde, özellokle fozok, geometro ve 

analozde merkezo bor rol oynar. Bugün matematoksel fozokte borçok problem, kısmo 

doferansoyel denklemlere uygun başlangıç ve/veya sınır koşulları verolerek 

tanımlanabolmektedor. Bu problemler, verolen ek koşullara bağlı olarak başlangıç, 

sınır veya başlangıç ve sınır değer problemlero olarak adlandıdırılmaktadır. Bütün 

fozoksel teoremleron temelo kısmo doferansoyel denklemlere dayanmaktadır. 

Doferansoyel denklemler teoroso, matematoksel dosoplonler oçerosonde en önemlosodor 

[1]. 

 

Genel olarak okonco mertebeden kısmo doferansoyel denklemler hoperbolok, parabolok 

ve eloptok olmak üzere üç sınıfta toplanırlar. Daha yüksek mertebeden kısmo 

doferansoyel denklemler oçon de,  her ne kadar okonco mertebeden kısmo doferansoyel 

denklemlerde olduğu kadar kolay belorlenemese de benzer sınıflandırma 

bulunmaktadır. 

 

Bugün elomozde bulunan borçok teorok ve uygulamalı çalışma oko veya daha yüksek 

mertebelo kısmo doferansoyel denklemler oçermektedor. Bu denklemlero barındıran bazı 

klasok ve klasok olmayan problemleron çözümlero oçon daha genoş bolgo almak 

osteyenler [2], [3], [4], [5], [1], [8], [9], [10], [11], [12], [13] kaynaklarına ve bunların 

oçondeko referanslara başvurabolor. 

 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Boronco bölüm olan ‘Goroş’ bölümünden sonra, 
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üzeronde çalıştığımız denkleme benzer daha önce yapılan çalışmalara değondoğomoz 

‘Önceko Çalışmalar’ adını alan okonco bölümde, ele alınan konu ve denklemler ole 

olgolo var olan loteratürün özeto verolmoştor. 

 

Sonrako bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar, tanımlar, eşotsozlokler, 

uzaylar ve teoremler ole okonco mertebeden kısmo doferansoyel denklemo oçeren 

başlangıç ve/veya sınır değer problemo oçon bazı teoremler ve buna daor örnekler ole 

problemon değoşkenlerone ayrılması (Fouroer seroso) yöntemoyle çözümüne oloşkon 

kaynaklara ‘Materyal ve Metod’ adını verdoğomoz üçüncü bölümde yer verolmoştor. 

‘Araştırma Bulguları’ olarak adlandırılan dördüncü bölüm ose tezon orojonal kısmıdır. 

Bu bölüm oko kısımdan oluşmaktadır. 

 

Boronco kısımda sınırlı bölgede yüksek mertebeden dampong teromlo hemen hemen 

doğrusal hoperbolok topten aşağıdako denklem oçon başlangıç ve sınır değer problemo 

ele alınmıştır:  

 

𝜕!𝑢
𝜕𝑡! +

(−1)"𝑎!
𝜕!"𝑢
𝜕𝑥!" +

(−1)#2𝜀
𝜕!#$%𝑢
𝜕𝑥!#𝜕𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢).	

 

Burada 𝑘 ≥ 1 ve 𝑚 ≤ 𝑘 doğal sayılar, 𝜀 ≥ 0 olacak şekilde sonradan 

sınırlandırılacak bir parametre, 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢), 𝛺 × (−∞,∞) bölgesinde verilmiş 

fonksiyon ve 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡)	problemin çözümüdür. 

 

İkinci kısımda sınırlı bölgede yüksek mertebeden hemen hemen doğrusal pseudo-

parabolik tipten aşağıdaki denklem için başlangıç ve sınır değer problemi ele 

alınmıştır: 

𝜕𝑢
𝜕𝑡 +

(−1)"𝑎!
𝜕!"𝑢
𝜕𝑥!" +

(−1)#𝜀
𝜕!#$%𝑢
𝜕𝑥!#𝜕𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢).	

 

Burada	𝑘 ≥ 1 ve 𝑚 ≤ 𝑘 doğal sayılar, 𝜀 ≥ 0 olacak şekilde bir parametre, 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢), 

𝛺 × (−∞,∞) bölgesinde verilmiş fonksiyon ve 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) problemin çözümüdür. 
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𝑚 = 0 ve 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢) = 𝐹(𝑥, 𝑡) durumunda homojen olmayan denklemin homojen 

başlangıç veya sınır koşullarıyla birlikte problem, homojen denklemli homojen 

olmayan başlangıç veya sınır koşullu probleme dönüşeceği ve ayrıca eğer homojen 

olmayan denklem homojen olmayan başlangıç veya sınır koşullarıyla verilse bu 

durumda problemin bu iki durumdakilere dönüşeceği bilinmektedir. Bu problemin 

çözümü için değişkenlerin ayrılması yöntemi lineer birleşim ilkesiyle birlikte yaygın 

olarak kullanılmaktadır. Bu yöntem Fourier seri yöntemi veya özfonksiyon 

açılımı yöntemi olarak da bilinmektedir. 

 

Yukarıda verilen kısımlardaki problemlerin çözümlerinin varlığı ve tekliği 

incelenmktedir. Bu amaçla problemlere ilişkin özdeğer probleminden elde edilen 

özfonksiyonları içeren Fourier serisi şeklindeki zayıf çözümü verildikten sonra 

Picard ardışık yaklaşımlarıyla oluşturulan çözüme ilişkin dizinin düzgün 

yakınsaklığı  gösterilmektedir. Çözümün ön kestirimlerine dayanılarak uygun 

koşullar altında Fourier serisi formunda zayıf çözümün varlığı ve tekliği 

ispatlanmaktadır. 

 

Beşinci bölümde ise, tezde elde edilen sonuçlar ve öneriler verilmiştir. 
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1. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

Kısmi diferansiyel denklemlerin birçoğunun hiperbolik, parabolik ve eliptik 

tiplerinden biri olduğu bilinmektedir. Konik denklem sınıflandırılması yardımıyla 

ikinci mertebeden iki bağımsız değişkenli kısmi diferansiyel denklemler 

sınıflandırılmaktadır. Elimizdeki en yalın haldeki kısmi diferansiyel denklemler 

dalga(hiperbolik), ısı(parabolik) ve Laplace(eliptik) denklemleri olarak sırasıyla 

aşağıda verilmiştir: 

 

								𝑢&& − 𝑐!𝑢'' = 0,
											𝑢& − 𝑘𝑢'' = 0,
											𝑢'' + 𝑢(( = 0.

	

 

Matematiksel fizikte ve yine birçok uygulamalı bilimde karşımıza çıkan birçok 

problem, kısmi diferansiyel denklemlere özellikle yukarıda verilen tipten veya 

bunları içeren problemlere indirgenirler. İkinci mertebeden olan kısmi diferansiyel 

denklemleri içeren problemler çeşitli yönlerden çalışılmıştır. Ancak karşılaşılan 

çeşitli zorluklardan dolayı yüksek mertebeli denklemler için bu yönlü çalışmalar 

azdır. 

 

Baouendi ve Grisvard 1968’de  𝑥 )*
)&
+ (−1)# )!"*

)'!"
= 𝑓(𝑥, 𝑡)  denklemi için sınır 

değer probleminin çözülebilirliğini gösterdi. 

 

Amanov and Yuldasheva 2009’da  )
!#*
)'!#

− )!*
)&!

= 𝑓(𝑥, 𝑡)  denklemi için sınır değer 

problemlerinin çözülebilirliğini gerçekleştirdiler. Bu çalışmada 𝑘’nın tek değer aldığı 

durumlarda hiperbolik tipe dönüşen denklem için sınır değer problemi çalışmanın 

zorluğu ortadadır. 

 

Amanov and Ashyralyev 2014’te  )
!#*
)'!#

+ )!*
)&!

= 𝑓(𝑥, 𝑡)  denklemi için başlangıç ve 

sınır değer ile sınır değer problemlerinin çözülebilirliğinin 𝑘’nın tekliği ve çiftliğine 

bağlı olduğunu gösterdiler. Bu çalışmada 𝑘’nın tekliği ve çiftliğine bağlı olarak 

ortaya çıkan eliptik tip için başlangıç koşullarından ve hiperbolik tip için sınır 

koşullarından dolayı çalışmanın zorluğu ortadadır. 
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Amanov 2015’te  𝑡# )!#*
)'!#

+ (−1)" )*
)&
= 𝑓(𝑥, 𝑡)  denklemi için başlangıç ve sınır 

değer probleminin çözülebilirliğini gösterdi. 

 

Sabitov 2015’te  )!#*
)&!#

− )!#*
)'!#

= 𝑓(𝑥, 𝑡) denklem için sınır değer probleminin 

çözülebilirliğini gösterdi. 

 

Kozhanov and Pinigina 2017’de (−1)" )
!#*
)&!#

+ )
)'$
<𝑎+,(𝑥)𝑢'%= − 𝑎(𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) 

denklemi için sınır değer probleminin çözülebilirliğini gösterdi. 

 

Çoftço ve Halolov 2008’de   )*
)&
− 𝑎! )

!*
)'!

= 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢)  denklemo oçon başlangıç ve 

devorlo sınır değer problemonon çözülebolorloğono gösterdo [6]. 

 

Halolov ve Çoftço 2009’da  )*
)&
− 𝑎! )

!*
)'!

− 𝜀 )&*
)'!)&

= 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢)	 denklemo oçon 

başlangıç ve devorlo sınır değer problemonon çözülebolorloğono gösterdo [7]. 

 

Yuldasheva 2019’da  )
!*
)&!

− 𝑎! )
!#*
)'!#

= 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢)  doferansoyel denklemo oçon 𝑡’ye göre 

sınır ve 𝑥’e göre devorlo sınır değer problemonon çözülebolorloğono gösterdo [13]. 
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2. MATERYAL VE METOT 

Sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar, tanımlar, eşitsizlikler, 

uzaylar ve teoremler ile ikinci mertebeden kısmi diferansiyel denklemi içeren 

başlangıç ve/veya sınır değer problemi için bazı teoremler ve buna dair örnekler ile 

problemin değişkenlerine ayrılması (Fourier serisi) yöntemiyle çözümüne ilişkin 

[14], [3], [4], [5], [1] kaynaklara ve bunların içindeki referanslara başvurulabilir. 

 

Ele alınan problemlerin çözümlerinin varlığı ve tekliği incelenmektedir. Bu amaçla 

problemlere ilişkin özdeğer probleminden elde edilen özfonksiyonları içeren Fourier  

serisi şeklindeki zayıf çözümü verildikten sonra Picard ardışık yaklaşımlarıyla 

oluşturulan çözüme ilişkin dizinin düzgün yakınsaklığı gösterilmektedir. Daha sonra  

düzgün yakınsadığı fonksiyonun sürekli olduğu dikkate alınarak ilişkin integral 

denkleminin sağlandığı gösterilmektedir. Nihayet çözümün ön kestirimlerine 

dayanarak uygun koşullar altında Fourier serisi formunda zayıf çözümün varlığı ve 

tekliği ispatlanmaktadır. 
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümün her bir kısmı diğerinden bağımsızdır. 

 

3.1 Yüksek Mertebeden Damping Terimli Hemen Hemen Doğrusal 

Hiperbolik Denklemlerin Çözümlerinin Varlığı 

 

Bu kısımda aşağıdaki başlangıç ve sınır değer probleminin çözümünün varlığı ve 

tekliği incelendi: 

 
)!*
)&!

+ (−1)"𝑎! )
!#*
)'!#

+ (−1)#2𝜀 )
!"'(*
)'!")&

= 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢),                                        (4.1.1) 

(𝑥, 𝑡) ∈ 𝛺 = {0 < 𝑥 < 𝜋, 0 < 𝑡 < 𝑇},   
 

u(x, 0) = 0, u-(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π,		 (4.1.2)	
 

)!)*(/,&)
)'!)

= )!)*(2,&)
)'!)

= 0, 𝑙 = 0,1,2, . . . , 𝑘 − 1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.  (4.1.3) 

 

Burada	𝑘 ≥ 1 ve 𝑚 ≥ 0, (𝑘 ≥ 𝑚) doğal sayılar, 𝑇 > 0 gerçel sayılar, 𝜀 ≥ 0 olacak  

şekilde sonradan sınırlandırılacak bir parametre, 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢), 𝛺 × (−∞,∞) bölgesinde 

verilmiş fonksiyon ve 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) problemin çözümüdür. 

 

Mevcut probleme ilişkin özdeğer probleminden elde edilen özfonksiyonları içeren 

Fourier serisi şeklindeki zayıf çözümü verildikten sonra Picard ardışık 

yaklaşımlarıyla oluşturulan çözüme ilişkin dizinin düzgün 

yakınsaklığı gösterilmektedir. Ayrıca zayıf çözümün tekliği de ispatlanmaktadır. 

 

Tanım 4.1.1. Bir 𝑣(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶!"L𝛺M fonksiyonu (4.1.1) deki kısmi türevlere göre 

sürekli ve eğer (4.1.3) deki sınır koşulları ve 𝑣(𝑥, 𝑇) = 0 koşulunu sağlarsa 𝑡𝑒𝑠𝑡 

𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛𝑢 olarak adlandırılır: 

 

Tanım 4.1.2. Keyfi 𝑣(𝑥, 𝑡) test fonksiyonu için aşağıdaki integral eşitliğini sağlayan 

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶L𝛺M fonksiyonuna (4.1.1)-(4.1.3) probleminin zayıf çözümü denir: 
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T T UV
𝜕!𝑣
𝜕𝑡! +

(−1)"𝑎!
𝜕!"𝑣
𝜕𝑥!" −

(−1)#2𝜀
𝜕!#$%𝑣
𝜕𝑥!#𝜕𝑡W 𝑢 − 𝑓

(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑣X 𝑑𝑥𝑑𝑡
2

/

&

/
.		(4.1.4) 

 

Fourier serisi formunda zayıf çözüm kullanılarak (4.1.1)-(4.1.3) probleminden 

Fourier serisi katsayıları için doğrusal olmayan sonsuz sayıda integral denklem elde 

edilir. Fourier serisi katsayılarının çözüm olduğu uzay tanımlanıp uygun norm 

verilir. 

 

Tanım 4.1.3. 𝐵3 ile [0, 𝑇]  aralığındaki Fourier katsayıları olan sürekli fonksiyonlar 

kümesi 

 

{𝑢(𝑡)} = {𝑢%, 𝑢!, . . . , 𝑢4, . . . }	
nin 

] max
/5&53

|𝑢4(𝑡)|
6

47%

< ∞	

 

koşulunu sağlayanları gösterilsin. 𝐵3 de norm aşağıdaki şekilde tanımlansın: 

 

‖𝑢(𝑡)‖ = ] max
/5&53

|𝑢4(𝑡)|
6

47%

.	

 

Açıkça 𝐵3Banach uzayıdır. 

 

Problemin Çözümü 

 

(4.1.1)-(4.1.3) probleminin zayıf çözümünü 

 

									𝑢(𝑥, 𝑡) = ]𝑢4

6

47%

(𝑡)	sin𝑛𝑥																																																			(4.1.5) 
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şeklinde arayalım. Burada 𝑢4(𝑡)	L𝑛 = 1,∞M	bilinmeyen fonksiyondur. Bunları 

bulmak için 𝛥 = 4(𝜀!𝑛8# − 𝑎!𝑛!") < 0 durumunda (4.1.4) eşitliği kullanılarak 

aşağıdaki integral denklemi elde edilir: 

𝑢4(𝑡) =
2
𝛽𝜋T T 𝑒9(&:;)

2

/

&

/
𝑓 h𝜉, 𝜏,]𝑢4

6

47%

(𝜏)sin𝑛ξl sinβ(𝑡 − 𝜏)sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ.					(4.1.6) 

 

Burada 𝛼 = −𝜀𝑛!# ve 𝛽 = √𝑎!𝑛!" − 𝜀!𝑛8#. 

 

Teorem 4.1.1. Aşağıdaki koşullar altında (4.1.6) denkleminin 𝐵3 de tek çözümü 

vardır: 

1)	𝜀 ≤ <
√!
𝑛":!#,	

2)	𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢)	bütün	değişkenlerine	göre	𝛺 × 𝑅	bölgesinde	sürekli,	

3)	|𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢) − 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑣)| ≤ 𝑏(𝑥, 𝑡)|𝑢 − 𝑣|,	𝑏(𝑥, 𝑡) > 0	ve	𝑏(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿!(𝛺),	

4)	𝑓(𝑥, 𝑡, 0) ∈ 𝐿!(𝛺).	
 

Lemma 4.1.1. Teorem 4.1.1 in koşulları altında (4.1.6) denkleminin 𝐵3 de en az bir 

çözümü vardır. 

 

İspat. Ardışık yaklaşımlar yöntemini uygularsak 𝑁 = 1,∞ olmak üzere (4.1.6) 

denklemi için 

 

𝑢4
(>$%)(𝑡) =

2
𝛽𝜋T T 𝑒9(&:;)

2

/

&

/
	𝑓 h𝜉, 𝜏,]𝑢4

(>)(𝜏)sin𝑛ξ
6

47%

l sinβ(𝑡 − 𝜏)sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	 

	 (4.1.7)	

	
elde ederiz. 

𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏) = ∑ 𝑢4
(>)(𝜏)sin𝑛ξ6

47% 	𝑣𝑒 �𝑢(>)(𝑡)� = �𝑢%
(>)(𝑡), 𝑢!

(>)(𝑡), . . . , 𝑢4
(>)(𝑡), . . . �	 

alalım. Açıkça 

 



10 
 

max
/5;53

�𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)� ≤ ] max
/5&53

�𝑢4
(>)(𝜏)� =

6

47%

�𝑢(>)(𝜏)�
?*
																																							(4.1.8)	

 

dir. Şimdi her 𝑁 için 𝑢(>)(𝑡) ∈ 𝐵3 yani ∑ max
/5;53

6
47% �𝑢4

(>)(𝑡)� < ∞ olduğunu 

göstermek istiyoruz. 

Teorem 4.1.1 deki koşullara göre 

 

�𝑢(/)(𝑡)� = ] max
/5&53

6

47%

�𝑢4
(/)(𝑡)� = 0 < ∞	

 

olduğu açıktır. 

 

𝑁 = 0 için 

𝑢4
(%)(𝑡) =

2
𝛽𝜋T T 𝑒9(&:;)

2

/

&

/
𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(/)(𝜉, 𝜏)= sinβ(𝑡 − 𝜏)sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	

 

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 

 

�𝑢4
(%)(𝑡)� ≤

2
𝛽𝜋 VT 𝑒!9(&:;)

&

/
𝑑𝜏W

%
!
hT UT 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

≤ �
1

−2𝛼𝛽!�
%
!
hT U

2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

≤ �
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!
hT U

2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. 𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(%)(𝑡)�

6

47%

≤ h]
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#

6

47%

l

%
!

h]T U
2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/

6

47%

𝑑𝜏l

%
!
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≤
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

hT ]U
2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Bessel eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(%)(𝑡)�

6

47%

≤
1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T 𝑓!
2

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

	
elde edilir. Buradan 

 

	�𝑢(%)(𝑡)�
?*
= ∑ max

/5&53
6
47% �𝑢4

(%)(𝑡)� ≤ < 2
@A<!

=
(
! ‖𝑓(𝜉, 𝜏, 0)‖B!(C)	

																										= < 2
@A<!

=
(
!𝑀% < ∞	dır.	

 

𝑁 = 1 için 

𝑢4
(!)(𝑡) =

2
𝛽𝜋T T 𝑒9(&:;)

2

/

&

/
𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= sinβ(𝑡 − 𝜏)sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	

 

=
2
𝛽𝜋T 𝑒9(&:;)

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0) + 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�
2

/
	

					×sonβ(𝑡 − 𝜏)son𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ 

 

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 

 

�𝑢4
(!)(𝑡)�	

≤
2
𝛽𝜋 VT 𝑒!9(&:;)

&

/
𝑑𝜏W

%
!
hT UT �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+
2
𝛽𝜋 VT 𝑒!9(&:;)

&

/
𝑑𝜏W

%
!
hT UT 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!
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≤ �
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!
hT U

2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+ �
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!
hT U

2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. 𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(!)(𝑡)�

6

47%

	

≤
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

hT ]U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

hT ]U
2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(!)(𝑡)�

6

47%

	

≤
1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T 𝑓!
2

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑓!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! �𝑢(%)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
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+<
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑓!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

 

elde edilir. Buradan 

 

	�𝑢(!)(𝑡)�
?*
= ∑ max

/5&53
6
47% �𝑢4

(!)(𝑡)� ≤ < 2
@A<!

=
(
! �𝑢(%)(𝑡)�

?*
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)	

+ < 2
@A<!

=
(
! ‖𝑓(𝜉, 𝜏, 0)‖B!(C) ≤ < 2

@A<!
=
(
! �𝑢(%)(𝑡)�

?*
𝑀! + <

2
@A<!

=
(
!𝑀% < ∞	dır.	

 

𝑁 = 2 için 

𝑢4
(@)(𝑡) 

=
2
𝛽𝜋T T 𝑒9(&:;)

2

/

&

/
𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= sinβ(𝑡 − 𝜏)sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	

=
2
𝛽𝜋T 𝑒9(&:;)

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0) + 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�
2

/
	

					×sinβ(𝑡 − 𝜏)sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	
 

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 

 

�𝑢4
(@)(𝑡)� 

≤ �
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!
hT U

2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+ �
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!
hT U

2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. 𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(@)(𝑡)�

6

47%
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≤
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

hT ]U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

hT ]U
2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(@)(𝑡)�

6

47%

	

≤
1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+
1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T 𝑓!
2

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑓!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! �𝑢(!)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑓!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

 

elde edilir. Buradan 

 

�𝑢(@)(𝑡)�
?*
= ] max

/5&53

6

47%

�𝑢4
(@)(𝑡)� ≤ <

𝜋
3𝜀𝑎!=

%
! �𝑢(!)(𝑡)�

?*
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)	

+ < 2
@A<!

=
(
! ‖𝑓(𝜉, 𝜏, 0)‖B!(C) ≤ < 2

@A<!
=
(
! �𝑢(!)(𝑡)�

?*
𝑀! + <

2
@A<!

=
(
!𝑀% < ∞	dır.	

  

Tümevarım yöntemiyle her 𝑁 için doğruluğunu gösterelim: 
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𝑁 = 𝑘 − 1	için		

�𝑢(")(𝑡)�
?*
= ] max

/5&53

6

47%

�𝑢4
(")(𝑡)� ≤ <

𝜋
3𝜀𝑎!=

%
! �𝑢(":%)(𝑡)�

?*
𝑀!(𝜏)	

+ < 2
@A<!

=
(
!𝑀%(𝜏) < ∞	olsun.	

	

𝑁 = 𝑘	için	

𝑢4
("$%)(𝑡)	

=
2
𝛽𝜋T T 𝑒9(&:;)

2

/

&

/
𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= sinβ(𝑡 − 𝜏)sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	

=
2
𝛽𝜋T 𝑒9(&:;)

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0) + 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�
2

/
	

				×sinβ(𝑡 − 𝜏)sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	
 

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 

 

�𝑢4
("$%)(𝑡)� 

≤ �
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!
hT U

2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+ �
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!
hT U

2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. 𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
("$%)(𝑡)�

6

47%

	

≤
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

hT ] U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

hT ]U
2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!
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elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

]�𝑢4
("$%)(𝑡)�

6

47%

	

≤
1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+
1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T 𝑓!
2

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑓!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! �𝑢(")(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑓!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

 

elde edilir. Buradan 

 

�𝑢("$%)(𝑡)�
?*
=	∑ max

/5&53
6
47% �𝑢4

("$%)(𝑡)� ≤ < 2
@A<!

=
(
! �𝑢(")(𝑡)�

?*
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)	

+ < 2
@A<!

=
(
! ‖𝑓(𝜉, 𝜏, 0)‖B!(C) ≤ < 2

@A<!
=
(
! �𝑢(")(𝑡)�

?*
𝑀! + <

2
@A<!

=
(
!𝑀% < ∞	olur.	

	

O halde  𝑢(>)(𝑡) ∈ 𝐵3 dir. 

 

 Şimdi  �𝑢(>)(𝑡)� dizisinin 𝑁 → ∞ iken 𝐵3’de düzgün yakınsak olduğunu 

gösterelim. 

Bunun için; 
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𝑢(/)(𝑡) + ] �𝑢(>$%)(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�
6

>7%

	

	
serisinin düzgün yakınsak olduğunu göstermek yeterlidir.  

 

Öncelikle �𝑢4
(>$%)(𝑡) − 𝑢4

(>)(𝑡)� farkları için kestirim elde etmek istiyoruz. 

 

�𝑢(%)(𝑡) − 𝑢(/)(𝑡)�
?*

= ] max
/5&53

6

47%

�𝑢4
(%)(𝑡) − 𝑢4

(/)(𝑡)� = ] max
/5&53

6

47%

�𝑢4
(%)�	

≤ < 2
@A<!

=
(
!𝑀% = 𝐴3 < ∞		

 

bulunur. 

 

�𝑢4
(!)(𝑡) − 𝑢4

(%)(𝑡)�	

≤
2
𝛽𝜋T 𝑒9(&:;)

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�
2

/
|sin𝑛ξ|𝑑𝜉𝑑𝜏	

	

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’yagöre uygulanırsa 

 

�𝑢4
(!)(𝑡) − 𝑢4

(%)(𝑡)� 

≤ �
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!
hT U

2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

	

elde edilir.	𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(!)(𝑡) − 𝑢4

(%)(𝑡)�
6

47%
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≤
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

hT ]U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

	
elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(!)(𝑡) − 𝑢4

(%)(𝑡)�
6

47%

	

≤
1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! �𝑢(%)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

	
elde edilir. Buradan 

 

	�𝑢(!)(𝑡) − 𝑢(%)(𝑡)�
?*
= ∑ max

/5&53
6
47% �𝑢4

(!)(𝑡) − 𝑢4
(%)(𝑡)�	

≤	< 2
@A<!

=
(
! �𝑢(%)(𝑡)�

?*
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C) ≤ < 2

@A<!
=
(
! 𝐴3𝑀! < ∞	dır.	

�𝑢4
(@)(𝑡) − 𝑢4

(!)(𝑡)�	

≤
2
𝛽𝜋T 𝑒9(&:;)

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)=�
2

/
|sin𝑛ξ|𝑑𝜉𝑑𝜏	

 

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 

 

�𝑢4
(@)(𝑡) − 𝑢4

(!)(𝑡)�	

≤ �
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!
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× hT U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. 𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa  

 

]�𝑢4
(@)(𝑡) − 𝑢4

(!)(𝑡)�
6

47%

	

≤
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× hT ] U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

	
elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(@)(𝑡) − 𝑢4

(!)(𝑡)�
6

47%

	

≤
1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)=�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏) − 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) �𝑢(!)(𝑡) − 𝑢(%)(𝑡)� 𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
!�T T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) �<

𝜋
3𝜀𝑎!=

%
! �𝑢(%)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉%, 𝜏%)𝑑𝜉%𝑑𝜏%W

%
!
�

!

𝑑𝜉𝑑𝜏�

%
!

	

≤ �<
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
!�
!

𝐴3 VT T 𝑏!
2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉%, 𝜏%)𝑑𝜉%𝑑𝜏%W𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �<
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
!�
!

𝐴3
1
√2!

�VT T 𝑏!
2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

!

�

%
!
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≤ �<
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
!�
!

𝐴3
1
√2!

�VT T 𝑏!
2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
�

!

	

 

elde edilir. Buradan 

 

	�𝑢(@)(𝑡) − 𝑢(!)(𝑡)�
?*
= ∑ max

/5&53
6
47% �𝑢4

(@)(𝑡) − 𝑢4
(!)(𝑡)�	

≤	U< 2
@A<!

=
(
!X
!

𝐴3
%
√!!
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)

! 	≤ U< 2
@A<!

=
(
!X
!

𝐴3
%
√!!
𝑀!
! < ∞	dır.	

 

Tümevarım yöntemiyle her 𝑁 için doğruluğunu gösterelim: 

 

𝑁 = 𝑘 − 1	için	�𝑢4
(")(𝑡) − 𝑢4

(":%)(𝑡)� = ∑ �𝑢4
(")(𝑡) − 𝑢4

(":%)(𝑡)�6
47% 	

≤ U< 2
@A<!

=
(
!X
":%

𝐴3
%

E(":%)!
	<∫ ∫ 𝑏!2

/
&
/ (𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏=

#+(
! 	

	
olsun. Buradan 

 

�𝑢(")(𝑡) − 𝑢(":%)(𝑡)�
?*
= ] max

/5&53

6

47%

�𝑢4
(")(𝑡) − 𝑢4

(":%)(𝑡)�	

≤ �<
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
!�
":%

𝐴3
1

�(𝑘 − 1)!
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)

(":%)	

≤ U< 2
@A<!

=
(
!X
":%

𝐴3
%

E(":%)!
𝑀!
(":%) < ∞	dır.	

 

𝑁 = 𝑘 için 

�𝑢4
("$%)(𝑡) − 𝑢4

(")(𝑡)�	

≤
2
𝛽𝜋T 𝑒9(&:;)

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(":%)(𝜉, 𝜏)=�
2

/
|sin𝑛ξ|𝑑𝜉𝑑𝜏	

 

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 
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�𝑢4
("$%)(𝑡) − 𝑢4

(")(𝑡)�	

≤ �
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!
	

× hT U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(":%)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. 𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
("$%)(𝑡) − 𝑢4

(")(𝑡)�
6

47%

	

≤
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× hT ] U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(":%)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

]�𝑢4
("$%)(𝑡) − 𝑢4

(")(𝑡)�
6

47%

	

≤
1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(":%)(𝜉, 𝜏)=�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏) − 𝐴𝑢(":%)(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) �𝑢(")(𝑡) − 𝑢(":%)(𝑡)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
!	
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× �T T 𝑏!
2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) ��<

𝜋
3𝜀𝑎!=

%
!�
":%

𝐴3
1

�(𝑘 − 1)!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

":%
!
�

!

𝑑𝜉𝑑𝜏�

%
!

	

≤ �<
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
!�
"

𝐴3
1

�(𝑘 − 1)!
hT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉%, 𝜏%)𝑑𝜉%𝑑𝜏%W

":%

𝑑𝜉𝑑𝜏l

%
!

	

≤ �<
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
!�
"

𝐴3
1

�(𝑘 − 1)!

1
√𝑘!

�VT T 𝑏!
2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

"

�

%
!

	

 

elde edilir. Buradan 

 

	�𝑢("$%)(𝑡) − 𝑢(")(𝑡)�
?*
= ∑ max

/5&53
6
47% �𝑢4

("$%)(𝑡) − 𝑢4
(")(𝑡)�	

≤	U< 2
@A<!

=
(
!X
"

𝐴3
%
√"!
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)

" ≤ U< 2
@A<!

=
(
!X
"

𝐴3
%
√"!
𝑀!
" < ∞	dır.	Buradan	

𝑢(>$%)(𝑡) = 𝑢(/)(𝑡) +]�𝑢("$%)(𝑡) − 𝑢(")(𝑡)�
>

"7/

≤]�<
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
!�
"

𝐴3
1
√𝑘!

𝑀!
"

6

"7/

	

 

olur.  ∑ U< 2
@A<!

=
(
!X
"

𝐴3
%
√"!
𝑀!
"6

"7/   serisinin yakınsaklığından �𝑢(>)(𝑡)� dizisinin 

𝐵3’de düzgün yakınsaklığı elde edilir. Sonuç olarak  

 

	𝑢(/)(𝑡) + ∑ �𝑢("$%)(𝑡) − 𝑢(")(𝑡)�6
>7/ 		serisi düzgün yakınsaktır. 

 

lim
>→6

𝑢(>$%)(𝑡) = 𝑢(𝑡) olsun. �𝑢(>)(𝑡)� dizisi düzgün yakınsak olduğundan 𝑢(𝑡) 

fonksiyonu 𝐵3’de süreklidir. 𝑢(𝑡) fonksiyonunun (4.1.6) integral denklemini 

sağladığını gösterelim: 

 

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�	

= ]�𝑢4(𝑡) − 𝑢4
(>$%)(𝑡)�

6

47%
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≤]
2
𝛽𝜋

6

47%

T 𝑒9(&:;)
&

/
T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�
2

/
|sin𝑛ξ|𝑑𝜉𝑑𝜏	

	

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 

 

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�	

≤ ] �
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!

6

47%

	

× hT U
2
𝜋T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

	
elde edilir. Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�	

≤
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× hT ] U
2
𝜋T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�	

≤
1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(𝜉, 𝜏) − 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) �𝑢(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
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≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! �𝑢(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

	

olur. Eğer lim
>→6

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�
?*
= 0 olduğunu gösterirsek 𝑢(𝑡) fonksiyonunun 

(4.1.6) integral denklemini sağladığı sonucu çıkar. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre, 

Hölder eşitsizliği, Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)� = ]�𝑢4(𝑡) − 𝑢4
(>$%)(𝑡)�

6

47%

	

≤ ]
2
𝛽𝜋

6

47%

T 𝑒9(&:;)
&

/
T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�
2

/
|sin𝑛ξ|𝑑𝜉𝑑𝜏	

≤ ]�
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!

6

47%

	

× hT U
2
𝜋T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>$%)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+] �
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!

6

47%

	

× hT U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>$%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

≤
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× hT ] U
2
𝜋T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>$%)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× hT ] U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>$%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!
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≤
1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>$%)(𝜉, 𝜏)=�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+
1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>$%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) �𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) �𝑢(>$%)(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! �𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! �𝑢(>$%)(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

	
olur. Buradan 

 

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�
?*
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! �𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�

?*
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)	

+ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! �<

𝜋
3𝜀𝑎!=

%
!�
>

𝐴3
1
√𝑁!

‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)
> ‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! �𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�

?*
𝑀! + �<

𝜋
3𝜀𝑎!=

%
!�
>$%

𝐴3
1
√𝑁!

𝑀!
>$%	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
!𝑀! �𝑢(𝑡) − 𝑢

(>$%)(𝑡)�
?*
+ <

𝜋
3𝜀𝑎!=

%
!𝑀!𝐴3

U< 𝜋
3𝜀𝑎!=

%
!𝑀!X

>

√𝑁!
	

 

elde edilir. 

 

	 lim
>→6

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�
?*
= 0		olur.	
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𝑢(𝑡) fonksiyonunun (4.1.6) integral denklemini sağladığı gösterildi. 

 

Lemma 4.1.2. Teorem 4.1.1 in koşulları altında (4.1.6) denkleminin 𝐵3’de en fazla 

bir çözümü vardır. 

 

İspat. Çözümün tekliğini göstermek için 𝑣(𝑡)’nin diğer bir çözüm olduğunu Kabul 

edelim. |𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)| için kestirim elde edelim: 

 

Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre , Hölder eşitsizliği, Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu 

uygulanırsa 

 

|𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)| = ]|𝑢4(𝑡) − 𝑣4(𝑡)|
6

47%

	

≤ ]
2
𝛽𝜋

6

47%

T 𝑒9(&:;)
&

/
T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑣(𝜉, 𝜏)M�
2

/
|sin𝑛ξ|𝑑𝜉𝑑𝜏	

≤ ]�
1

𝜀𝑎!𝑛!"$!#�
%
!

6

47%

	

× hT U
2
𝜋T <𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑣(𝜉, 𝜏)M=

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

≤
1
√𝜀𝑎

h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× h]T U
2
𝜋T <𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑣(𝜉, 𝜏)M=

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/

6

47%

𝑑𝜏l

%
!

	

≤
1
√𝜀𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T <𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑣(𝜉, 𝜏)M=

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)|𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)|!𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! ‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖?* VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
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olur. Böylece 

 

‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖?* ≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! ‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖?*‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
! ‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖?*𝑀!	

≤ <
𝜋

3𝜀𝑎!=
%
!𝑀!‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖?* 	

 

elde edilir. Buradan 

	‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖?* = 0	olur.	Yani	𝑢(𝑡) = 𝑣(𝑡)	olup	𝑢4(𝑡) = 𝑣4(𝑡), L𝑛 = 1,∞M dır. 	

 

Bu sonuç 

	|𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)| ≤ < 2
@A<!

=
(
! <∫ ∫ 𝑏!2

/
&
/ (𝜉, 𝜏)|𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)|!𝑑𝜉𝑑𝜏=

(
!	

	
eşitsizliğine Gronwall eşitsizliği uygulanarak da elde edilebilir. 

(4.1.6) integral denkleminin çözümünün tek olduğu gösterildi. 

 

Teorem 4.1.1’in İspatı. Lemma 4.1.1 ve Lemma 4.1.2’den (4.1.6) denkleminin tek 

çözümü vardır. Böylece teorem ispat edildi. 

 

Teorem 4.1.2. Teorem 4.1.1 koşulları altında (4.1.1)-(4.1.3) probleminin (4.1.5) 

şeklindeki düzgün yakınsak seri ile temsil edilen tek zayıf çözümü vardır. 

 

İspat. (4.1.6) denkleminin çözümü kullanılarak oluşturulan (4.1.5) serisi düzgün 

yakınsak olduğundan süreklidir. (4.1.5) serisinin kısmi toplamlar dizisi 

 

𝑢(G)(𝑥, 𝑡) = ]𝑢4

G

47%

(𝑡)sin𝑛𝑥	

 

şeklindedir. 
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Teorem 4.1.1 ve	lim
G→6

𝑢(G)(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) den	lim
G→6

𝑓 <𝑥, 𝑡, 𝑢(G)(𝑥, 𝑡)= 𝑢L𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡)Mdır. 

𝑆G = 

T T UV
𝜕!𝑣
𝜕𝑡! +

(−1)"𝑎!
𝜕!"𝑣
𝜕𝑥!" −

(−1)#2𝜀
𝜕!#$%𝑣
𝜕𝑥!#𝜕𝑡W𝑢(G) − 𝑓L𝑥, 𝑡, 𝑢(G)M𝑣X

2

/

3

/
𝑑𝑥𝑑𝑡	

 

tanımlansın.	lim
G→6

𝑠G = 0	olduğunu göstermek istiyoruz. Kısmi integral ard arda 

kullanılırsa 

𝑆G = T T �
𝜕!

𝜕𝑡! h]𝑢4

G

47%

(𝑡)sin𝑛𝑥l + (−1)"𝑎! h]𝑢4

G

47%

(𝑡)(−1)"𝑛!"sin𝑛𝑥l
2

/

3

/
	

+ (−1)#2𝜀
𝜕
𝜕𝑡 h]𝑢4

G

47%

(𝑡)(−1)#𝑛!#sin𝑛𝑥l − 𝑓L𝑥, 𝑡, 𝑢(G)M�£ 𝑣𝑑𝑥𝑑𝑡	

= T T �
𝜕!

𝜕𝑡! h]𝑢4

G

47%

(𝑡)sin𝑛𝑥l + (−1)"𝑎!
𝜕!"

𝜕𝑥!" h]𝑢4

G

47%

(𝑡)sin𝑛𝑥l
2

/

3

/
	

+ (−1)#2𝜀
𝜕!#$%

𝜕𝑥!#𝜕𝑡 h]𝑢4

G

47%

(𝑡)sin𝑛𝑥l − 𝑓L𝑥, 𝑡, 𝑢(G)M�£ 𝑣𝑑𝑥𝑑𝑡	

 

T T h
𝜕!

𝜕𝑡! 𝑢(G) +
(−1)"𝑎!

𝜕!"

𝜕𝑥!" 𝑢(G) +
(−1)#2𝜀

𝜕!#$%

𝜕𝑥!#𝜕𝑡 𝑢(G) − 𝑓
(𝑥, 𝑡, u)l

2

/

3

/
𝑣𝑑𝑥𝑑𝑡	

 

elde edilir. Buradan 

 

lim
G→6

𝑠G = 

T T h
𝜕!

𝜕𝑡! 𝑢 +
(−1)"𝑎!

𝜕!"

𝜕𝑥!" 𝑢 +
(−1)#2𝜀

𝜕!#$%

𝜕𝑥!#𝜕𝑡 𝑢 − 𝑓L𝑥, 𝑡, 𝑢(G)Ml
2

/

3

/
𝑣𝑑𝑥𝑑𝑡	

 

olur. (4.1.1) denkleminden 

 

lim
G→6

𝑠G = 0	
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dır. Böylece 𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑢46
47% (𝑡)son𝑛𝑥 fonksiyonu (4.1.1)-(4.1.3) probleminin 

zayıf çözümüdür. 

Teorem ispat edildi. 

 

3.2 Yüksek Mertebeden Hemen Hemen Doğrusal Pseudo-Parabolik 

Denklemlerin Çözümlerinin Varlığı 

 

Bu çalışmada aşağıdaki başlangıç ve sınır değer probleminin çözümünün varlığını 

inceleriz: 

 

)*
)&
+ (−1)"𝑎! )

!#*
)'!#

+ (−1)#𝜀 )
!"'(*
)'!")&

= 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢),																																																		(4.2.1)	

(𝑥, 𝑡) ∈ 𝛺 = {0 < 𝑥 < 𝜋, 0 < 𝑡 < 𝑇}, 	 	

𝑢(𝑥, 0) = 0,			0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋,					 (4.2.2)	
)!)*(/,&)
)'!)

= )!)*(2,&)
)'!)

= 0,			𝑙 = 0,1,2, … , 𝑘 − 1	,0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇. 	 (4.2.3)	

 

Burada	𝑘 ≥ 1 ve 𝑚 ≥ 0, (𝑘 ≥ 𝑚) doğal sayılar, 𝑇 > 0 gerçel sayılar, 𝜀 ≥

0	parametre,  𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢), 𝛺 × (−∞,∞) bölgesinde verilmiş fonksiyon ve 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) 

problemin çözümüdür. 

 

Mevcut probleme ilişkin özdeğer probleminden elde edilen özfonksiyonları içeren 

Fourier serisi şeklindeki zayıf çözümü verildikten sonra Picard ardışık 

yaklaşımlarıyla oluşturulan çözüme ilişkin dizinin düzgün 

yakınsaklığı gösterilmektedir. Ayrıca zayıf çözümün tekliği de ispatlanmaktadır. 

 

Tanım 4.2.1. Bir 𝑣(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶L𝛺M fonksiyonu (4.2.1)’deki kısmi türevlere göre 

sürekli ve eğer (4.2.3)’teki sınır koşulları ve 𝑣(𝑥, 𝑇) = )!"H(',3)
)'!"

= 0 

koşulunu sağlarsa 𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛𝑢 olarak adlandırılır: 

 

Tanım 4.2.2. Keyfi 𝑣(𝑥, 𝑡) test fonksiyonu için aşağıdaki integral eşitliğini sağlayan 

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶L𝛺M fonksiyonuna (4.2.1)-(4.2.3) probleminin zayıf çözümü denir: 
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T T UV
𝜕𝑣
𝜕𝑡 −

(−1)"𝑎!
𝜕!"𝑣
𝜕𝑥!" +

(−1)#𝜀
𝜕!#$%𝑣
𝜕𝑥!#𝜕𝑡W𝑢 + 𝑓

(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑣X 𝑑𝑥𝑑𝑡.
2

/

&

/
							(4.2.4) 

 

Fourier serisi formunda zayıf çözüm kullanılarak (4.2.1)-(4.2.3) probleminden 

Fourier serisi katsayıları için doğrusal olmayan sonsuz sayıda integral denklem elde 

edilir. Fourier serisi katsayılarının çözüm olduğu uzay tanımlanıp uygun norm 

verilir. 

 

Tanım 4.2.3. 𝐵3 ile [0, 𝑇]  aralığındaki Fourier katsayıları olan sürekli fonksiyonlar 

kümesi 

 

{𝑢(𝑡)} = {𝑢%, 𝑢!, . . . , 𝑢4, . . . }	
nin 

 

] max
/5&53

|𝑢4(𝑡)|
6

47%

< ∞	

 

koşulunu sağlayanları gösterilsin. 𝐵3’de norm aşağıdaki şekilde tanımlansın: 

 

‖𝑢(𝑡)‖ = ] max
/5&53

|𝑢4(𝑡)|.
6

47%

	

 

Açıkça 𝐵3 Banach uzayıdır. 

 

Problemin Çözümü 

(4.2.1)-(4.2.3) probleminin zayıf çözümünü 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑢46
47% (𝑡)sin𝑛𝑥	 (4.2.5)	
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şeklinde arayalım. Burada 𝑢4(𝑡)	L𝑛 = 1,∞M bilinmeyen fonksiyondur. Bunu bulmak 

için (4.2.4) eşitliği kullanılarak aşağıdaki integral denklemi elde edilir: 

 

𝑢4(𝑡) =
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# T T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

2

/

&

/
𝑓 h𝜉, 𝜏,]𝑢4

6

47%

(𝜏)sin𝑛ξl sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ. 

	 (4.2.6)	
 

Teorem 4.2.1. Aşağıdaki koşullar altında (4.2.6) denkleminin 𝐵3’de tek çözümü 

vardır: 

1)	𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢)	bütün	değişkenlerine	göre	𝛺 × 𝑅	bölgesinde	sürekli,	

2)	|𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢) − 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑣)| ≤ 𝑏(𝑥, 𝑡)|𝑢 − 𝑣|,	𝑏(𝑥, 𝑡) > 0	ve	𝑏(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿!(𝛺),	
3)	𝑓(𝑥, 𝑡, 0) ∈ 𝐿!(𝛺).	
 

Lemma 4.2.1.Teorem 4.2.1’in koşulları altında (4.2.6) denkleminin 𝐵3’de en az bir 

çözümü vardır. 

 

İspat. Ardışık yaklaşımlar yöntemi uygulanırsa 𝑁 = 1,∞ olmak üzere (4.2.6) 

denklemi için 

 

𝑢4
(>$%)(𝑡) =

2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# T T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

2

/

&

/
	𝑓 h𝜉, 𝜏,]𝑢4

(>)(𝜏)sin𝑛ξ
6

47%

l sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ 

	 (4.2.7)	
elde edilir. 

𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏) = ∑ 𝑢4
(>)(𝜏)sin𝑛ξ6

47% 		ve	�𝑢(>)(𝑡)� = �𝑢%
(>)(𝑡), 𝑢!

(>)(𝑡), . . . , 𝑢4
(>)(𝑡), . . . �		

alalım. 

Açıkça 

max
/5;53

�𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)� ≤ ] max
/5&53

�𝑢4
(>)(𝜏)� =

6

47%

�𝑢(>)(𝜏)�
?*
																																							(4.2.8)	
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dir. Şimdi her 𝑁 için 𝑢(>)(𝑡) ∈ 𝐵3 yani ∑ max
/5;53

6
47% �𝑢4

(>)(𝑡)� < ∞ olduğunu 

göstermek istiyoruz. 

Teorem 4.2.1 deki koşullara göre 

 

�𝑢(/)(𝑡)� = ] max
/5&53

6

47%

�𝑢4
(/)(𝑡)� = 0 < ∞	

	
olduğu açıktır. 

 

𝑁 = 0 için 

𝑢4
(%)(𝑡) =

2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# T T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

2

/

&

/
𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(/)(𝜉, 𝜏)= sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	

 

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 

 

�𝑢4
(%)(𝑡)� 

≤
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# VT 𝑒:
!<!4!#
%$A4!"(&:;)

&

/
𝑑𝜏W

%
!
hT UT 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

≤ �
1

2𝑎!𝑛!"(1 + 𝜀𝑛!#)�
%
!
hT U

2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

≤ �
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"�
%
!
hT U

2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. 𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(%)(𝑡)�

6

47%
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≤ h]
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"

6

47%

l

%
!

h]T U
2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/

6

47%

𝑑𝜏l

%
!

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
h]

1
𝑛!

6

47%

l

%
!

hT ] U
2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Bessel eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(%)(𝑡)�

6

47%

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T 𝑓!
2

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

 

elde edilir. Buradan 

	�𝑢(%)(𝑡)�
?*
= ∑ max

/5&53
6
47% �𝑢4

(%)(𝑡)� ≤ < 2
I(%$A)<!

=
(
! ‖𝑓(𝜉, 𝜏, 0)‖B!(C)	

																										= < 2
I(%$A)<!

=
(
!𝑀% < ∞	dır.	

 

𝑁 = 1 için 

𝑢4
(!)(𝑡)	

=
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# T T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

2

/

&

/
𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	

=
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# 	

				× T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0) + 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�
2

/
sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	

 

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 

 

�𝑢4
(!)(𝑡)� ≤

2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# VT 𝑒:
!<!4!#
%$A4!"(&:;)

&

/
𝑑𝜏W

%
!
	



34 
 

× hT U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# VT 𝑒:
!<!4!#
%$A4!"(&:;)

&

/
𝑑𝜏W

%
!
hT UT 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

≤ h]
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"

6

47%

l

%
!

	

× hT U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+ h]
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"

6

47%

l

%
!

hT UT 𝑓
2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. 𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

]�𝑢4
(!)(𝑡)�

6

47%

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
h]

1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× hT ] U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
h]

1
𝑛!

6

47%

l

%
!

hT ]U
2
𝜋T L𝑓(𝜉, 𝜏, 0)M

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(!)(𝑡)�

6

47%

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
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+
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T 𝑓!
2

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑓!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�𝑢(%)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑓!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

 

elde edilir. Buradan 

 

	�𝑢(!)(𝑡)�
?*
= ∑ max

/5&53
6
47% �𝑢4

(!)(𝑡)� ≤ < 2
I(%$A)<!

=
(
! �𝑢(%)(𝑡)�

?*
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)	

+ < 2
I(%$A)<!

=
(
! ‖𝑓(𝜉, 𝜏, 0)‖B!(C) ≤ < 2

I(%$A)<!
=
(
! �𝑢(%)(𝑡)�

?*
𝑀! + <

2
I(%$A)<!

=
(
!𝑀% < ∞	

dır.	

𝑁 = 2	için	

𝑢4
(@)(𝑡)	

=
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# T T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

2

/

&

/
𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	

=
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# 	

× T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0) + 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�
2

/
sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	

	

olur.	Cauchy	eşitsizliği	𝜏’ya	göre	uygulanırsa	
	

�𝑢4
(@)(𝑡)�	
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≤ �
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"�
%
!
hT U

2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+ �
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"�
%
!
hT U

2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. 𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(@)(𝑡)�

6

47%

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
h]

1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× hT ] U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
h]

1
𝑛!

6

47%

l

%
!

hT ]U
2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(@)(𝑡)�

6

47%

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
V
𝜋!

6 W

%
!
	

× VT
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/

!&

/
𝑑ξ𝑑𝜏W

%
!
	

+
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
V
𝜋!

6 W

%
!
VT T 𝑓!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑓!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�𝑢(!)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
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+�
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑓!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

 

elde edilir. Buradan  

�𝑢(@)(𝑡)�
?*
= ] max

/5&53

6

47%

�𝑢4
(@)(𝑡)� ≤ �

𝜋
6(1 + 𝜀)𝑎!�

%
!
�𝑢(!)(𝑡)�

?*
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)	

+ < 2
I(%$A)<!

=
(
! ‖𝑓(𝜉, 𝜏, 0)‖B!(C) ≤ < 2

I(%$A)<!
=
(
! �𝑢(!)(𝑡)�

?*
𝑀! + <

2
I(%$A)<!

=
(
!𝑀% < ∞	

dır.	

	

Tümevarım yöntemiyle her 𝑁 için doğruluğunu gösterelim: 

 

𝑁 = 𝑘 − 1 için 

�𝑢(")(𝑡)�
?*
= ] max

/5&53

6

47%

�𝑢4
(")(𝑡)� ≤ �

𝜋
6(1 + 𝜀)𝑎!�

%
!
�𝑢(":%)(𝑡)�

?*
𝑀!(𝜏)	

+ < 2
I(%$A)<!

=
(
!𝑀%(𝜏) < ∞	olsun.	

 

𝑁 = 𝑘 için  

𝑢4
("$%)(𝑡) 

=
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# T T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

2

/

&

/
𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	

=
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# 	

× T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0) + 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�
2

/
sin𝑛ξ𝑑ξ𝑑τ	

 

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 

 

�𝑢4
("$%)(𝑡)� 
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≤ �
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"�
%
!
hT U

2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+ �
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"�
%
!
hT U

2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

 

elde edilir. 𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
("$%)(𝑡)�

6

47%

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
	

× h]
1
𝑛!

6

47%

l

%
!

hT ] U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
h]

1
𝑛!

6

47%

l

%
!

hT ]U
2
𝜋T 𝑓

2

/
(𝜉, 𝜏, 0)sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

]�𝑢4
("$%)(𝑡)�

6

47%

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T 𝑓!
2

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑓!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	



39 
 

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�𝑢(")(𝑡)�

?*
	

× VT T 𝑏!
2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
+ �

𝜋
6(1 + 𝜀)𝑎!�

%
!
VT T 𝑓!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏, 0)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

 

elde edilir. Buradan 

	�𝑢("$%)(𝑡)�
?*
=	∑ max

/5&53
6
47% �𝑢4

("$%)(𝑡)�	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�𝑢(")(𝑡)�

?*
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C) + �

𝜋
6(1 + 𝜀)𝑎!�

%
! ‖𝑓(𝜉, 𝜏, 0)‖B!(C)	

≤ < 2
I(%$A)<!

=
(
! �𝑢(")(𝑡)�

?*
𝑀! + <

2
I(%$A)<!

=
(
!𝑀% < ∞	olur.	

 

O halde 𝑢(>)(𝑡) ∈ 𝐵3 dir. 

Şimdi �𝑢(>)(𝑡)� dizisinin 𝑁 → ∞ iken 𝐵3’de düzgün yakınsak olduğunu gösterelim. 

Bunun için 

 

𝑢(/)(𝑡) + ] �𝑢(>$%)(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�
6

>7/

	

	
serisinin düzgün yakınsak olduğunu göstermek yeterlidir. 

 

Öncelikle �𝑢4
(>$%)(𝑡) − 𝑢4

(>)(𝑡)� farkları için kestirim elde etmek istiyoruz. 

 

�𝑢(%)(𝑡) − 𝑢(/)(𝑡)�
?*
= ] max

/5&53

6

47%

�𝑢4
(%)(𝑡) − 𝑢4

(/)(𝑡)� = ] max
/5&53

6

47%

�𝑢4
(%)(𝑡)�	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
𝑀% = 𝐴3 < ∞	

 

bulunur. 
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�𝑢4
(!)(𝑡) − 𝑢4

(%)(𝑡)�	

≤
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�
2

/
|sin𝑛ξ|𝑑𝜉𝑑𝜏	

 

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 

 

�𝑢4
(!)(𝑡) − 𝑢4

(%)(𝑡)�	

≤ �
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"�
%
!
hT U

2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir.	𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(!)(𝑡) − 𝑢4

(%)(𝑡)�
6

47%

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
h]

1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× hT ] U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(!)(𝑡) − 𝑢4

(%)(𝑡)�
6

47%

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓(𝜉, 𝜏, 0)�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
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≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�𝑢(%)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

 

elde edilir. Buradan  

�𝑢(!)(𝑡) − 𝑢(%)(𝑡)�
?*
= ] max

/5&53

6

47%

�𝑢4
(!)(𝑡) − 𝑢4

(%)(𝑡)�	

≤	< 2
I(%$A)<!

=
(
! �𝑢(%)(𝑡)�

?*
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C) ≤ < 2

I(%$A)<!
=
(
! 𝐴3𝑀! < ∞	dır.	

 

�𝑢4
(@)(𝑡) − 𝑢4

(!)(𝑡)�	

≤
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# 	

× T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)=�
2

/
|sin𝑛ξ|𝑑𝜉𝑑𝜏	

 

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 

 

�𝑢4
(@)(𝑡) − 𝑢4

(!)(𝑡)� 

≤ �
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"�
%
!
	

× hT U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir.	𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(@)(𝑡) − 𝑢4

(!)(𝑡)�
6

47%

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
h]

1
𝑛!

6

47%

l

%
!
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hT ] U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

]�𝑢4
(@)(𝑡) − 𝑢4

(!)(𝑡)�
6

47%

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
V
𝜋!

6 W

%
!
	

× VT
2
𝜋

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)=�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(!)(𝜉, 𝜏) − 𝐴𝑢(%)(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) �𝑢(!)(𝑡) − 𝑢(%)(𝑡)� 𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
	

× �T T 𝑏!
2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) ��

𝜋
6(1 + 𝜀)𝑎!�

%
!
�𝑢(%)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉%, 𝜏%)𝑑𝜉%𝑑𝜏%W

%
!
�

!

𝑑𝜉𝑑𝜏�

%
!

	

≤ ��
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�

!

𝐴3 VT T 𝑏!
2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉%, 𝜏%)𝑑𝜉%𝑑𝜏%W𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ ��
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�

!

𝐴3
1
√2!

�VT T 𝑏!
2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

!

�

%
!

	

≤ ��
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�

!

𝐴3
1
√2!

�VT T 𝑏!
2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
�

!

	

 

elde edilir. Buradan 
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	�𝑢(@)(𝑡) − 𝑢(!)(𝑡)�
?*
= ∑ max

/5&53
6
47% �𝑢4

(@)(𝑡) − 𝑢4
(!)(𝑡)�	

≤	U< 2
I(%$A)<!

=
(
!X
!

𝐴3
%
√!!
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)

! 	≤ U< 2
I(%$A)<!

=
(
!X
!

𝐴3
%
√!!
𝑀!
! < ∞	dır.	

 

Tümevarım yöntemiyle her 𝑁 için doğruluğunu gösterelim: 

𝑁 = 𝑘 − 1	için,	�𝑢(")(𝑡) − 𝑢(":%)(𝑡)� = ∑ �𝑢4
(")(𝑡) − 𝑢4

(":%)(𝑡)�6
47% 	

≤ U< 2
I(%$A)<!

=
(
!X
":%

𝐴3
%

E(":%)!
×	<∫ ∫ 𝑏!2

/
&
/ (𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏=

#+(
! 	olsun.	

	
Buradan 

 

�𝑢(")(𝑡) − 𝑢(":%)(𝑡)�
?*
= ] max

/5&53

6

47%

�𝑢4
(")(𝑡) − 𝑢4

(":%)(𝑡)�	

≤ ��
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�

":%

𝐴3
1

�(𝑘 − 1)!
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)

(":%)	

≤ U< 2
I(%$A)<!

=
(
!X
":%

𝐴3
%

E(":%)!
𝑀!
(":%) < ∞	dır.	

 

𝑁 = 𝑘 için 

�𝑢4
("$%)(𝑡) − 𝑢4

(")(𝑡)�	

≤
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!# 	

× T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(":%)(𝜉, 𝜏)=�
2

/
|sin𝑛ξ|𝑑𝜉𝑑𝜏	

 

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 

 

�𝑢4
("$%)(𝑡) − 𝑢4

(")(𝑡)�	

≤ �
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"�
%
!
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× hT U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(":%)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. 𝑛’ye göre toplam alınırsa ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

]�𝑢4
("$%)(𝑡) − 𝑢4

(")(𝑡)�
6

47%

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
h]

1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× hT ] U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(":%)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

]�𝑢4
("$%)(𝑡) − 𝑢4

(")(𝑡)�
6

47%

≤	

1
�2(1 + 𝜀)𝑎

V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏)= 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(":%)(𝜉, 𝜏)=�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(")(𝜉, 𝜏) − 𝐴𝑢(":%)(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) �𝑢(")(𝑡) − 𝑢(":%)(𝑡)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

	≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!

× �T T 𝑏!
2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) ���

𝜋
6(1 + 𝜀)𝑎!�

%
!
�

":%

𝐴3
1

�(𝑘 − 1)!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

":%
!
�

!

𝑑𝜉𝑑𝜏�

%
!

	

≤ ��
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�

"

𝐴3
1

�(𝑘 − 1)!
hT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉%, 𝜏%)𝑑𝜉%𝑑𝜏%W

":%

𝑑𝜉𝑑𝜏l

%
!
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≤ ��
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�

"

𝐴3
1

�(𝑘 − 1)!

1
√𝑘!

�VT T 𝑏!
2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

"

�

%
!

	

	
elde edilir. Buradan 

	�𝑢("$%)(𝑡) − 𝑢(")(𝑡)�
?*
= ∑ max

/5&53
6
47% �𝑢4

("$%)(𝑡) − 𝑢4
(")(𝑡)�	

≤	U< 2
I(%$A)<!

=
(
!X
"

𝐴3
%
√"!
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)

" 	≤ U< 2
I(%$A)<!

=
(
!X
"

𝐴3
%
√"!
𝑀!
" < ∞dır.	

 

Buradan 

 

𝑢(>$%)(𝑡) = 𝑢(/)(𝑡) +]�𝑢("$%)(𝑡) − 𝑢(")(𝑡)�
>

"7/

	

≤ ]��
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�

"6

"7/

𝐴3
1
√𝑘!

𝑀!
" 	

 

olur. ∑ U< 2
I(%$A)<!

=
(
!X
"

6
"7/ 𝐴3

%
√"!
𝑀!
" serisinin yakınsaklığından �𝑢(>)(𝑡)� dizisinin 

𝐵3’de düzgün yakınsaklığı elde edilir. Sonuç olarak  

 

𝑢(/)(𝑡) + ∑ �𝑢(>$%)(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�6
>7/ 	serisi düzgün yakınsaktır. 

lim
>→6

𝑢(>$%)(𝑡) = 𝑢(𝑡)	olsun. �𝑢(>)(𝑡)� dizisi düzgün yakınsak olduğundan 𝑢(𝑡) 

fonksiyonu 𝐵3’de süreklidir. 𝑢(𝑡) fonksiyonunun (4.2.6) integral denklemini 

sağladığını gösterelim: 

 

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)� = ]�𝑢4(𝑡) − 𝑢4
(>$%)(𝑡)�

6

47%

	

≤ ]
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!#

6

47%
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×T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

&

/
T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�
2

/
|sin𝑛ξ|𝑑𝜉𝑑𝜏	

 

olur. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre uygulanırsa 

 

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)� ≤ ]�
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"�
%
!

6

47%

	

× hT U
2
𝜋T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)� ≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
h]

1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× hT ] U
2
𝜋T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

 

elde edilir. Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)� 

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)�𝐴𝑢(𝜉, 𝜏) − 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) �𝑢(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�𝑢(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
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olur. Eğer lim
>→6

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�
?*
= 0  olduğu gösterilirse 𝑢(𝑡) fonksiyonunun 

(4.2.6) integral denklemini sağladığı sonucu çıkar. Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre, 

Hölder eşitsizliği, Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu uygulanırsa 

 

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)� = ]�𝑢4(𝑡) − 𝑢4
(>$%)(𝑡)�

6

47%

	

≤ ]
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!#

6

47%

	

× T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

&

/
T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�
2

/
|sin𝑛ξ|𝑑𝜉𝑑𝜏	

≤ ]�
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"�
%
!

6

47%

	

× hT U
2
𝜋T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>$%)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+] �
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"�
%
!

6

47%

	

× hT U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>$%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
h]

1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× hT ] U
2
𝜋T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>$%)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

+
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
h]

1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× hT ] U
2
𝜋T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>$%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!6

47%

&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
V
𝜋!

6 W

%
!
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× VT
2
𝜋

&

/
T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>$%)(𝜉, 𝜏)=�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
V
𝜋!

6 W

%
!
	

× VT
2
𝜋

&

/
T �𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>$%)(𝜉, 𝜏)= − 𝑓 <𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(>)(𝜉, 𝜏)=�

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) �𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏) �𝑢(>$%)(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�

!
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

+ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�𝑢(>$%)(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�

?*
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

	
olur. Buradan 

 

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�
?*
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�

?*
‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)	

+ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
��

𝜋
6(1 + 𝜀)𝑎!�

%
!
�

>

𝐴3
1
√𝑁!

‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)
> ‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
�𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�

?*
𝑀! + ��

𝜋
6(1 + 𝜀)𝑎!�

%
!
�

>$%

𝐴3
1
√𝑁!

𝑀!
>$%	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
𝑀!	

× �𝑢(𝑡) − 𝑢(>$%)(𝑡)�
?*
+ �

𝜋
6(1 + 𝜀)𝑎!�

%
!
𝑀!𝐴3

�� 𝜋
6(1 + 𝜀)𝑎!�

%
!
𝑀!�

>

√𝑁!
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elde edilir. lim
>→6

�𝑢(𝑡) − 𝑢(>)(𝑡)�
?*
= 0	 olur. Böylece 𝑢(𝑡) fonksiyonunun (4.2.6) 

integral denklemini sağladığı gösterildi. 

 

Lemma 4.2.2. Teorem 4.2.1’in koşulları altında (4.2.6) denkleminin 𝐵3’de en fazla 

bir çözümü vardır. 

 

İspat. Çözümün tekliğini göstermek için 𝑣(𝑡)’nin diğer bir çözüm olduğunu kabul 

edelim. |𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)| için kestirim elde edelim: 

 

Cauchy eşitsizliği 𝜏’ya göre , Hölder eşitsizliği, Bessel eşitsizliği ve Lipschitz koşulu 

uygulanırsa 

 

|𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)| = ]|𝑢4(𝑡) − 𝑣4(𝑡)|
6

47%

	

≤ ]
2
𝜋

1 + 𝜀𝑛!#

6

47%

	

× T 𝑒:
<!4!#
%$A4!"(&:;)

&

/
T �𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑣(𝜉, 𝜏)M�
2

/
|sin𝑛ξ|𝑑𝜉𝑑𝜏	

≤ ]�
1

2𝑎!(1 + 𝜀)𝑛!"�
%
!

6

47%

	

× hT U
2
𝜋T <𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑣(𝜉, 𝜏)M=

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/
𝑑𝜏l

%
!

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
h]

1
𝑛!

6

47%

l

%
!

	

× h]T U
2
𝜋T <𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑣(𝜉, 𝜏)M=

2

/
sin𝑛ξ𝑑ξX

!&

/

6

47%

𝑑𝜏l

%
!

	

≤
1

�2(1 + 𝜀)𝑎
V
𝜋!

6 W

%
!
VT

2
𝜋

&

/
T <𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑢(𝜉, 𝜏)M − 𝑓L𝜉, 𝜏, 𝐴𝑣(𝜉, 𝜏)M=

!2

/
𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
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≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)|𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)|!𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
! ‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖?* VT T 𝑏!

2

/

&

/
(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏W

%
!
	

 

olur. Böylece 

 

‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖?* ≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
! ‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖?*‖𝑏(𝜉, 𝜏)‖B!(C)	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
! ‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖?*𝑀!	

≤ �
𝜋

6(1 + 𝜀)𝑎!�
%
!
𝑀!‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖?* 	

	
elde edilir. Buradan 

	‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖?* = 0	olur.	Yani	𝑢(𝑡) = 𝑣(𝑡)	olup	𝑢4(𝑡) = 𝑣4(𝑡),		

L𝑛 = 1,∞M dır. Bu sonuç 

|𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)| ≤ < 2
I(%$A)<!

=
(
! <∫ ∫ 𝑏!2

/
&
/ (𝜉, 𝜏)|𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)|!𝑑𝜉𝑑𝜏=

(
!		

 

eşitsizliğine Gronwall eşitsizliği uygulanarak da elde edilebilir. 

Yani (4.2.6) integral denkleminin çözümünün tek olduğu gösterildi. 

 

Teorem 4.2.1’in İspatı. Lemma 4.2.1 ve Lemma 4.2.2’den (4.2.6) denkleminin tek 

çözümü vardır. Böylece teorem ispat edildi. 

 

Teorem 4.2.2. Teorem 4.2.1 koşulları altında (4.2.1)-(4.2.3) probleminin (4.2.5) 

şeklindeki düzgün yakınsak seri ile temsil edilen tek zayıf çözümü vardır. 

 

İspat. (4.2.6) denkleminin çözümü kullanılarak oluşturulan (4.2.5) serisi düzgün 

yakınsak olduğundan süreklidir. (4.2.5) serisinin kısmi toplamlar dizisi 
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𝑢(G)(𝑥, 𝑡) = ]𝑢4

G

47%

(𝑡)sin𝑛𝑥	

	

şeklindedir. Teorem 4.2.1 ve	lim
G→6

𝑢(G)(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) den 	lim
G→6

𝑓 <𝑥, 𝑡, 𝑢(G)(𝑥, 𝑡)= = 

	𝑓L𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡)M	dır.	

 

𝑆G = T T UV
𝜕𝑣
𝜕𝑡 −

(−1)"𝑎!
𝜕!"𝑣
𝜕𝑥!" +

(−1)#𝜀
𝜕!#$%𝑣
𝜕𝑥!#𝜕𝑡W 𝑢(G) + 𝑓L𝑥, 𝑡, 𝑢(G)M𝑣X

2

/

3

/
𝑑𝑥𝑑𝑡	

 

tanımlansın. lim
G→6

𝑠G = 0		olduğunu göstermek istiyoruz. Kısmi integral alma ard arda 

kullanılarak 

 

𝑆G = T T �−
𝜕
𝜕𝑡 h]𝑢4

G

47%

(𝑡)sin𝑛𝑥l − (−1)"𝑎! h]𝑢4

G

47%

(𝑡)(−1)"𝑛!"sin𝑛𝑥l
2

/

3

/
	

− (−1)#2𝜀
𝜕
𝜕𝑡 h]𝑢4

G

47%

(𝑡)(−1)#𝑛!#sin𝑛𝑥l + 𝑓L𝑥, 𝑡, 𝑢(G)M�£ 𝑣𝑑𝑥𝑑𝑡	

= T T �−
𝜕
𝜕𝑡 h]𝑢4

G

47%

(𝑡)sin𝑛𝑥l − (−1)"𝑎!
𝜕!"

𝜕𝑥!" h]𝑢4

G

47%

(𝑡)sin𝑛𝑥l
2

/

3

/
	

− (−1)#𝜀
𝜕!#$%

𝜕𝑥!#𝜕𝑡 h]𝑢4

G

47%

(𝑡)sin𝑛𝑥l − 𝑓L𝑥, 𝑡, 𝑢(G)M�£ 𝑣𝑑𝑥𝑑𝑡 =	

T T h−
𝜕
𝜕𝑡 𝑢(G) −

(−1)"𝑎!
𝜕!"

𝜕𝑥!" 𝑢(G) −
(−1)#𝜀

𝜕!#$%

𝜕𝑥!#𝜕𝑡 𝑢(G) + 𝑓
(𝑥, 𝑡, u)l

2

/

3

/
𝑣𝑑𝑥𝑑𝑡	

 

elde edilir. Buradan 

 

lim
G→6

𝑠G =	

T T h−
𝜕
𝜕𝑡 𝑢 −

(−1)"𝑎!
𝜕!"

𝜕𝑥!" 𝑢 −
(−1)#2𝜀

𝜕!#$%

𝜕𝑥!#𝜕𝑡 𝑢 + 𝑓
(𝑥, 𝑡, u)l

2

/

3

/
𝑣𝑑𝑥𝑑𝑡	
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olur. (4.2.1) denkleminden   

 

lim
G→6

𝑠G = 0	

 

 dır. Böylece 𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑢46
47% (𝑡)son𝑛𝑥 fonksiyonu (4.2.1)-(4.2.3) probleminin 

zayıf çözümüdür. Teorem ispat edildi. 
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

4.1 Sonuçlar 

Bu tez çalışmasının esas kısmını oluşturan araştırma bulguları bölümünde, ele alınan 

problemlerin çözümlerinin varlığı ve tekliği incelendi. 

𝜀 ≥ 0 olmak üzere  (−1)#𝜀 )
!"'(*
)'!")&

		 teriminin hiperbolik denklem içeren problem ile 

parabolik denklem içeren problem üzerindeki etkisi araştırıldı. Sonuç olarak birinci 

kısımda  𝜀 ≤ <
√!
𝑛":!#  için teoremdeki koşullar altında varlık ve tekliği her sınırlı 𝑇 

için geçerli olduğu yani global varlık ve teklik ispatlandı. İkinci kısımda 𝜀 için üstten 

sınırlama olmaksızın teoremdeki koşullar altında varlık ve tekliği her sınırlı 𝑇 için 

geçerli olduğu yani global varlık ve tekliği ispatlandı. 

 

4.2 Öneriler 

Ele alınan denklemler için sınır değer problemi için benzer çalışmalar yapılabilir. 

Eliptik diferansiyel denklemler için benzer çalışmalar yapılabilir.   
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