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OZET

YUKSEK MERTEBEDEN KISMIi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERININ VARLIGI

KILIC, Alan
Doktora, Matematik Boliimii
Danigsman: Prof. Dr. Necat POLAT
Haziran 2025, 63 sayfa

Bu tezde, yiiksek mertebeden hemen hemen dogrusal hiperbolik ile parabolic kismi
diferansiyel denklemlerin bir smifi i¢in baglangic ve smir deger probleminin varligir ve
tekligi incelendi. Coziimiin 6n kestirimlerine dayanilarak, uygun kosullar altinda Fourier
serisi formunda zayif ¢oziimiin varligi kanitlandi. Bu amagla Picard ardisik yaklagim
yontemi kullanildi. Ayrica zayif ¢6ziimiin tekligi de ispatlandi.

Tezin ilk bolimiinde kismi diferansiyel denklemlere siklikla ihtiya¢ duyuldugu, fizik,
miihendislik ve diger bilimlerin bir¢ok alaninda biiyiik 6neme sahip oldugu dile getirilmistir.
Sonrasinda, konumuza iliskin gliniimiize kadar yapilan ¢aligmalar tarihi gelisimiyle birlikte
kisaca ele alinmistir. Ikinci béliimde ise {izerinde ¢alistigimiz denkleme benzer, daha 6nce
yapilan ¢alismalara degindigimiz ‘Onceki Caligmalar’ adini alan, ele alinan konu ve
denklemler ile ilgili var olan literatiiriin 6zeti verilmistir. Uglingii béliimde ise sonraki
boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, tanimlar, esitsizlikler, uzaylar, lemmalar
ve teoremlere yoOnelik kaynak ve referanslar verilmistir. ‘Arastirma Bulgular’® olarak
adlandirilan dordiincii boliim ise tezin orijinal kismidir. Bu boliim iki kistmdan olugsmaktadir.
Birinci kisimda sinirl bolgede yiiksek mertebeden damping terimli hemen hemen dogrusal
hiperbolik tipten denklem i¢in baslangi¢c ve sinir deger problemi ele alinmistir. Bu kisimda
ele alinan baslangig ve sinir deger problemi igin ¢dziimiin varligi ve tekligi incelendi. Ikinci
kisimda ise sinirli bolgede yiiksek mertebeden hemen hemen dogrusal pseudo-parabolik
tipten denklem i¢in baglangi¢c ve sinir deger problemi ele alinmistir. Bu kisim i¢in de ele
alinan baglangi¢c ve smir deger problemin ¢6ziimiin varligi ve tekligi incelendi. Ve her iki
problemde de uygun kosullar altinda Fourier serisi formunda zayif ¢6ziimiin varligi Picard
ardisik yaklagim yontemi yardimiyla kanitlandi. Besinci boliimde ise, tezden elde edilen
sonuclar ve Oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yiiksek Mertebeden Kismi Diferansiyel Denklem, Hemen
Hemen Dogrusal Kismi Diferansiyel Denklem, Baslangi¢ Deger Problemi, Sinir
Deger problemi, Varlik, Teklik, Picard Yontemi, Fourier Serisi YOntemi,
Ozfonksiyon Acilim Yéntemi
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ABSTRACT

EXISTENCE OF SOLUTIONS TO HIGHER ORDER PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

KILIC, Alan
Doctorate, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Necat POLAT
June 2025, 63 pages

In this thesis, we study the existence and uniqueness of the initial and boundary value
problem for a class of higher order semi-linear hyperbolic and parabolic partial differential
equations. Based on the priori estimates of the solution, the existence of the weak solution in
the form of Fourier series under suitable conditions is proved. For this purpose Picard's
successive approximation method is used. Also, the uniqueness of the weak solution is
proved. In the introductory chapter of the thesis, it is underscored that partial differential
equations are frequently encountered and play a fundamental role in various fields of
science, particularly in physics, engineering, and related disciplines. Thereafter, a concise
overview of the historical development and existing literature pertaining to the subject matter
is presented. In the second chapter, titled Previous Studies, a summary of the existing
literature concerning the subject and equations under consideration is provided, with a
particular focus on earlier works related to the equation studied in this thesis. In the third
chapter, references and sources are provided for several fundamental concepts, definitions,
inequalities, function spaces, lemmas, and theorems that will be utilized in the subsequent
chapters. The fourth chapter, entitled Research Findings, constitutes the original contribution
of this thesis. It is structured in two parts. The first part addresses the initial-boundary value
problem for a higher-order, semi-linear hyperbolic type equation with a damping term,
considered within a bounded domain. In this context, the existence and uniqueness of
solutions to the proposed problem are rigorously analyzed. The second part is devoted to the
initial-boundary value problem for a higher-order, semi-linear pseudo-parabolic type
equation, also defined on a bounded domain. A similar analysis is carried out to establish the
existence and uniqueness of solutions for this class of problems. For both cases, the
existence of a weak solution expressed in the form of a Fourier series is demonstrated under
suitable conditions, employing the method of Picard successive approximations. In the fifth
chapter, the conclusions drawn from the thesis and the recommendations are presented.

Keywords: Higher Order Partial Differential Equation, Semi-linear Partial
Differential Equation, Initial Value Problem, Boundary Value Problem, Existence,
Uniqueness, Picard's Method, Fourier Series Method, The Method of Eigenfunction
Expansion

viii



GIRIS

Fizik, miihendislik ve diger bilimlerin bircok alaninda kismi diferansiyel
denklemlere siklikla ihtiya¢ duyulmasindan dolayr kismi diferansiyel denklemler
teorisi matematik ¢aligma alaniin en dnemlilerindendir. Fizik ve diger uygulamali
bilimlerin bir¢ok dalinda karsimiza ¢ikan dinamik sistemlerin ve problemlerin kismi
diferansiyel denklemler ile ifade edilebilmesinden dolayr kismi diferansiyel
denklemler teorisi matematigin ¢aligsma alanlar1 i¢inde agirligin1 hissettirmekte ve
onemli bir yer tutmaktadir. Kismi diferansiyel denklemler gliniimiizde doganin temel
kanunlarinin matematiksel modelle formiillendirilmesinde, uygulamali matematigin
genis bir alaninda, matematiksel fizikte birden ¢ok degiskene bagl kapsamli degisik
problemlerin matematiksel olarak analizinde ve miihendislikte karsimiza
cikmasindan dolayr matematiksel bircok bilimde, ozellikle fizik, geometri ve
analizde merkezi bir rol oynar. Bugiin matematiksel fizikte bir¢ok problem, kismi
diferansiyel denklemlere uygun baglangic ve/veya sinir kosullar1 verilerek
tanimlanabilmektedir. Bu problemler, verilen ek kosullara bagl olarak baslangic,
siir veya baslangic ve siir deger problemleri olarak adlandidiriimaktadir. Biitlin
fiziksel teoremlerin temeli kismi diferansiyel denklemlere dayanmaktadir.

Diferansiyel denklemler teorisi, matematiksel disiplinler igerisinde en Onemlisidir

[1].

Genel olarak ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler hiperbolik, parabolik
ve eliptik olmak iizere {i¢ sinifta toplanirlar. Daha yiiksek mertebeden kismi
diferansiyel denklemler i¢in de, her ne kadar ikinci mertebeden kismi diferansiyel
denklemlerde oldugu kadar kolay belirlenemese de benzer siniflandirma

bulunmaktadir.

Bugiin elimizde bulunan bir¢ok teorik ve uygulamali ¢alisma iki veya daha yiiksek
mertebeli kismi diferansiyel denklemler igermektedir. Bu denklemleri barindiran bazi
klasik ve klasik olmayan problemlerin ¢oziimleri i¢in daha genis bilgi almak
isteyenler [2], [3], [4], [5], [1], [8], [9], [10], [11], [12], [13] kaynaklarina ve bunlarin

icindeki referanslara bagvurabilir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim olan ‘Giris’ boliimiinden sonra,

1



tizerinde calistiZimiz denkleme benzer daha 6nce yapilan ¢aligmalara degindigimiz
‘Onceki Calismalar’ adini alan ikinci béliimde, ele alman konu ve denklemler ile

ilgili var olan literatiiriin 6zeti verilmistir.

Sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, tanimlar, esitsizlikler,
uzaylar ve teoremler ile ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemi igeren
baslangi¢ ve/veya sinir deger problemi icin bazi teoremler ve buna dair 6rnekler ile
problemin degiskenlerine ayrilmasi (Fourier serisi) yOntemiyle ¢Oziimiine iliskin
kaynaklara ‘Materyal ve Metod’ adin1 verdigimiz {igiincii bolimde yer verilmistir.
‘Arastirma Bulgular1’ olarak adlandirilan dordiincii boliim ise tezin orijinal kismudir.

Bu boliim iki kistimdan olugmaktadir.

Birinci kisimda sinirhi bolgede yiliksek mertebeden damping terimli hemen hemen
dogrusal hiperbolik tipten asagidaki denklem i¢in baslangi¢ ve sinir deger problemi

ele alinmistir:

62 2k 62m+1

o e Cym2e b
ot?2 dx2k axzmat T

Burada k>1 ve m<k dogal sayilar, €>0 olacak sekilde sonradan

smirlandirilacak  bir parametre, f(x,t,u), 2 X (—,00) bolgesinde verilmis

fonksiyon ve u = u(x, t) problemin ¢6ziimiidiir.

Ikinci kistmda simirli bolgede yiiksek mertebeden hemen hemen dogrusal pseudo-
parabolik tipten asagidaki denklem i¢in baglangic ve sinir deger problemi ele

alinmustir:

ou 2k 2m+1

u
_ _1\k,2 _1\m
gc t D o+ CDMe g anay

= f(x,t,u).

Burada k > 1 ve m < k dogal sayilar, € > 0 olacak sekilde bir parametre, f (x, t, u),

0 x (—o0,00) bdlgesinde verilmis fonksiyon ve u = u(x, t) problemin ¢6ziimiidiir.



m=20 ve f(x,t,u) = F(x,t) durumunda homojen olmayan denklemin homojen
baslangic veya smir kosullariyla birlikte problem, homojen denklemli homojen
olmayan baslangi¢c veya smir kosullu probleme doniisecegi ve ayrica eger homojen
olmayan denklem homojen olmayan baslangi¢ veya smir kosullartyla verilse bu
durumda problemin bu iki durumdakilere doniisecegi bilinmektedir. Bu problemin
¢ozlimi i¢in degiskenlerin ayrilmasi yontemi lineer birlesim ilkesiyle birlikte yaygin
olarak kullanilmaktadir. Bu yontem Fourier seri yontemi veya Ozfonksiyon

acilimi yontemi olarak da bilinmektedir.

Yukarida verilen kisimlardaki problemlerin ¢6ziimlerinin varligi ve tekligi
incelenmktedir. Bu amagla problemlere iliskin 6zdeger probleminden elde edilen
ozfonksiyonlari igeren Fourier serisi seklindeki zayif c¢oziimii verildikten sonra
Picard ardisik yaklasimlariyla olusturulan ¢6ziime iliskin dizinin  diizgiin
yakinsakligi  gosterilmektedir. Coziimiin 6n kestirimlerine dayanilarak uygun
kosullar altinda Fourier serisi formunda zayif ¢Oziimiin varligive tekligi

ispatlanmaktadir.

Besinci boliimde ise, tezde elde edilen sonuglar ve oneriler verilmistir.



1. ONCEKI CALISMALAR

Kismi diferansiyel denklemlerin birgogunun hiperbolik, parabolik ve eliptik
tiplerinden biri oldugu bilinmektedir. Konik denklem siniflandirilmasi yardimiyla
ikinci mertebeden iki bagimsiz degiskenli kismi diferansiyel denklemler
simiflandirilmaktadir. Elimizdeki en yalin haldeki kismi diferansiyel denklemler
dalga(hiperbolik), 1si(parabolik) ve Laplace(eliptik) denklemleri olarak sirasiyla

asagida verilmistir:

2 —
U — C“Uy,, =0,
u; —ku,, =0,
Uy + Uy, =0.

Matematiksel fizikte ve yine bir¢ok uygulamali bilimde karsimiza ¢ikan bir¢ok
problem, kismi diferansiyel denklemlere ozellikle yukarida verilen tipten veya
bunlar1 iceren problemlere indirgenirler. ikinci mertebeden olan kismi diferansiyel
denklemleri iceren problemler ¢esitli yonlerden c¢alisiimistir. Ancak karsilagilan
cesitli zorluklardan dolay yliksek mertebeli denklemler i¢in bu yonli ¢aligmalar

azdir.

92mMy

axzrn

Baouendi ve Grisvard 1968’de x% + (=)™

= f(x,t) denklemi i¢in sinir

deger probleminin ¢oziilebilirligini gosterdi.

2k 2
Amanov and Yuldasheva 2009°da 2% — 2% — f(x,t) denklemi igin sinir deger

ox2k  ot2

problemlerinin ¢oziilebilirligini gergeklestirdiler. Bu calismada k’nin tek deger aldigi
durumlarda hiperbolik tipe doniisen denklem igin sinir deger problemi ¢aligmanin

zorlugu ortadadir.

2k 2
Amanov and Ashyralyev 2014°te R f(x,t) denklemi i¢in baglangi¢ ve

axzk | gtz
smir deger ile sinir deger problemlerinin ¢oziilebilirliginin k’nin tekligi ve ¢iftligine
bagli oldugunu gosterdiler. Bu calismada k’nin tekligi ve ciftligine bagli olarak
ortaya c¢ikan eliptik tip icin baslangi¢ kosullarindan ve hiperbolik tip i¢in sinir

kosullarindan dolay1 ¢alismanin zorlugu ortadadir.

4



Amanov 2015°te tmI% 4 (- 1)" ou

YT = f(x,t) denklemi i¢in baslangi¢ ve simir

deger probleminin ¢oziilebilirligini gésterdi.

aZku aZku

Sabitov 2015°te  ——¢ — ——

= f(x,t) denklem igin smir deger probleminin

cozilebilirligini gosterdi.

Kozhanov and Pinigina 2017°de (—1)* gtzz aixi (aij(x)uxj) —a()u = f(x,t)

denklemi i¢in sinir deger probleminin ¢dziilebilirligini gosterdi.

iftci ve Halilov 2008’de L —u = f(x,t,u) denklemi i¢in baslangig ve
at

devirli siir deger probleminin ¢oziilebilirligini gosterdi [6].

: A : u_ 0% d%u
Halilov ve Cift¢i 2009°da 5~ & 32~ €3.20

= f(x,t,u) denklemi igin
baslangic ve devirli sinir deger probleminin ¢oziilebilirligini gosterdi [7].
2 aZku

Yuldasheva 2019°da ﬁ a” -k

= f(x,t,u) diferansiyel denklemi igin t’ye gore

siir ve x’e gore devirli sinir deger probleminin ¢oziilebilirligini gosterdi [13].



2. MATERYAL VE METOT

Sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, tanimlar, esitsizlikler,
uzaylar ve teoremler ile ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemi igeren
baslangi¢ ve/veya sinir deger problemi icin bazi teoremler ve buna dair 6rnekler ile
problemin degiskenlerine ayrilmasi (Fourier serisi) yontemiyle ¢dziimiine iliskin

[14], [3], [4], [5], [1] kaynaklara ve bunlarin i¢indeki referanslara basvurulabilir.

Ele alinan problemlerin ¢oziimlerinin varligi ve tekligi incelenmektedir. Bu amacla
problemlere iliskin 6zdeger probleminden elde edilen 6zfonksiyonlar1 iceren Fourier
serisi seklindeki zayif ¢oziimii verildikten sonra Picard ardisik yaklasimlariyla
olusturulan ¢6ziime iliskin dizinin diizgiin yakinsaklig1 gosterilmektedir. Daha sonra
diizgiin yakinsadigi fonksiyonun siirekli oldugu dikkate alinarak iliskin integral
denkleminin saglandig1 gosterilmektedir. Nihayet ¢6ziimiin 6n kestirimlerine
dayanarak uygun kosullar altinda Fourier serisi formunda zayif ¢6ziimiin varlig1 ve

tekligi ispatlanmaktadir.



3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boéliimiin her bir kismi1 digerinden bagimsizdir.

3.1 Yiiksek Mertebeden Damping Terimli Hemen Hemen Dogrusal

Hiperbolik Denklemlerin Coziimlerinin Varhg:

Bu kisimda asagidaki baglangic ve siir deger probleminin ¢oziimiiniin varligi ve

tekligi incelendi:

5}

aZk 2m+1
222 . = [t ), (4.1.1)

+ (-D*a? — + (-1)™2¢

dx2k

0%u
at2

xt)yeR={0<x<m 0<t<T}

ux,0) =0,u(x,0)=0,0<x<m, (4.1.2)

621u(0,t) r 621u(rr,t) il

22l = o2l =010=012,...,k—1,0<t<T. (4.1.3)

Buradak > 1 ve m > 0, (k = m) dogal sayilar, T > 0 gergel sayilar, € > 0 olacak

sekilde sonradan sinirlandirilacak bir parametre, f(x, t,u), 2 X (—oo, ) bdlgesinde

verilmis fonksiyon ve u = u(x, t) problemin ¢oziimiidiir.

Mevcut probleme iligkin 6zdeger probleminden elde edilen 6zfonksiyonlari i¢eren
Fourier serisi seklindeki zayif ¢O0ziimii verildikten sonra Picard ardisik
yaklagimlariyla olusturulan ¢cOzlime iligkin dizinin diizgiin

yakinsaklig1 gosterilmektedir. Ayrica zayif ¢oziimiin tekligi de ispatlanmaktadir.

Tamm 4.1.1. Bir v(x,t) € C 2"(5) fonksiyonu (4.1.1) deki kismi tiirevlere gore
stirekli ve eger (4.1.3) deki simir kosullari ve v(x,T) = 0 kosulunu saglarsa test

fonksiyonu olarak adlandirilir:

Tanim 4.1.2. Keyfi v(x, t) test fonksiyonu i¢in asagidaki integral esitligini saglayan
u(x,t) eC (ﬁ) fonksiyonuna (4.1.1)-(4.1.3) probleminin zayif ¢oziimii denir:
7



f f +( Dka 2@—( 1)m2£azm+1v u— f(x, t,u)v|dxdt. (4.1.4)
at? 0x2k dx2mat Y S

Fourier serisi formunda zayif ¢6ziim kullanilarak (4.1.1)-(4.1.3) probleminden
Fourier serisi katsayilar1 i¢in dogrusal olmayan sonsuz sayida integral denklem elde
edilir. Fourier serisi katsayilarimin ¢6ziim oldugu uzay tanimlanip uygun norm

verilir.

Tamm 4.1.3. B ile [0,T] araligindaki Fourier katsayilari olan siirekli fonksiyonlar

kiimesi

ful®} = {u,uy,...,u,,...}

nin
(0/0)
max |u., (t < oo
Z OStSTI a0]
n=1

kosulunu saglayanlar1 gosterilsin. B de norm asagidaki sekilde tanimlansin:

[0/0)
u()|| = max |u, (t)]|.
O} ZOStSTI a0]
n=1

Agikca BrBanach uzayidir.
Problemin Coziimii

(4.1.1)-(4.1.3) probleminin zay1f ¢éziimiinii

[00]

u(x,t) = z u, (t) sinnx (4.1.5)

n=1



seklinde arayalim. Burada wu,(t) (n =1, 00) bilinmeyen fonksiyondur. Bunlari

bulmak i¢in A = 4(e?n*™ — a’n?*) < 0 durumunda (4.1.4) esitligi kullanilarak

asagidaki integral denklemi elde edilir:

2 t rm had
u,(t) = B—ﬂf f e®(t=1) f (E, T, z Uy, (T)sinnE> sinf(t — 7)sinnédédt. (4.1.6)
0 Y0 n=1
Burada @ = —en?™ ve § = Va?n2k — g2n4m,

Teorem 4.1.1. Asagidaki kosullar altinda (4.1.6) denkleminin B de tek ¢Oziimii

vardir;
1) e < Znk-2m
2

2) f(x, t,w) biitiin degiskenlerine gore 2 x R bolgesinde siirekli,
3) If(x, t,u) = f(x, t,v)| < b(x,t)|u —vl|, b(x,t) > 0ve b(x,t) € L,(2),
4) f(x,t,0) € L,(2).

Lemma 4.1.1. Teorem 4.1.1 in kosullar1 altinda (4.1.6) denkleminin B; de en az bir

¢Oziimii vardir.

Ispat. Ardisik yaklasimlar ydntemini uygularsak N = 1,00 olmak iizere (4.1.6)

denklemi i¢in

(N+1) :i “rr a(t-1) N ) ; ; _ ;
u, (t) Bﬂfo fo e f(f,r,Zun (T)smnE> sinf(t — t)sinndédt

n=1

(4.1.7)

elde ederiz.

AuM (&, 1) = 32, u™ (D)sinnE ve {ﬁ(’“ (t)} - {ugm ®,uM@),...,.u™ ), ... }

alalim. Agikca



(4.1.8)

) ( ) _ =
paxhn® 0l < ), maxlu”o)] = [ @],
n=1
. . . . —(N) . © ) o
dir. Simdi her N i¢in u '(t) € By yani Y., max Juy, (t)] < © oldugunu
<T<

gostermek istiyoruz.

Teorem 4.1.1 deki kosullara gore

oo

”ﬁ(o)(t)” = z max
0<t<T

n=1

ul® ()| =0 < o

oldugu agiktir.
N = 0 i¢in

uP () = '[%fo fone“(t_r) f (6, 7, Au©@ (¢, T)) sinB(t — 7)sinn&d&dt

olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa

| =

1 1
2

S(—Ziﬁz ( [ f f(gr0)51nn§dzl dr)
g(W E( f [ f fE T, 0)smn§d§l dT)

elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

|u£ll) (t)| = [% (-foteza(t_r) dT>2 (-fot [-fonf @€ O)Sinnﬁdzr dT>;
[

[y

1

i|u£l1)(t)| < (i o n2k+2m>_ (i fot E fonf &7, O)sinnEdEr dT)Z

10



1 1
1(°°1>5(f°°2" 2 \?
< — Z— f Z[— f F(E T O)SinnEdEl dT)
2 )
\/Ea n=1n 0 n=1 Jo
elde edilir. Bessel esitsizligi uygulanirsa

1

Z|u“>(t)| ( )([ -] fz(fro)dfdr>

elde edilir. Buradan

[z @l|, =22 max @] < (57 )IIf(fTO)IILZ(m

0<t<T

1

—(3‘S ) M; < oo dir.

N =1 i¢in

u

;2) ) = [%fo fone“(t_r) f (6, 7, AuW (¢, T)) sinB(t — 7)sinn&d&dt

- 2 [e [ (s (a2 6.0) - £ 0 + £6m0)

xsinf(t — t)sinn€dédt

olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa

[us? 0]

1

< ﬁiﬂ ( fo " J2att-o) dff ( fo t l fo " (f (7A€ D) - fEr, 0)) sinnEdEr dT)Z

+ [% (foteZa(t—r) dr>% (fot Uonf &1, O)sinnEdEr dT)é

11



1

< <m)% (fot E fon (f (E, 7, AuM (¢, T)) - f(, T, 0)) sinnEdEr dT)z

+ (W 2 (f l f f, O)SmnEdEl dr>

elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

1

_ (f > E [ (r (e nauEn) - rer0) sinnzdir dr>2
* % (2 %f (fi E fonf ¢ O)sinngdgr dT>E

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

i [us? (0]
n=1

2

D (2 enmrio-nssof o)

1

V(L[ e o)

( f f b2 (£, 7)|AuV (&, 7)| dfdr)

1
2

<

3£a2

+(3m2 IU f £2 (&1, O)dfdr)l
<(38a2) || ( fo fo "y (E,T)dfdrf

12




+ 38a2 %<f f f2( frO)dfdr)l

elde edilir. Buradan

uP(0)| < (ng)— RG] I EGR] s

B0, M+ () My < oo

u t = ma
I @ =27 max

(38(1 ) £, O)”LZ(-Q) (3:12)%

N = 2 i¢in
ud(e)

- Biﬂ f f”ea(t—‘f) f(g,T,Au(z)(g,T)) sinB(t — 7)sinn€dgdt
0 J0

-2 [ [ (s (6 60) - £ + £6m0)

xsinf(t — t)sinnédédt

olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa

1

(fot F fon (f (f, 7, Au@ (¢, T)) -1, 0)) sinnEdEr dr)

1
2

[u 0]
A
1

1
S -
cq2n2k+am

+<W 2 (f l f fé 0)51nn§d§l dr)

elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

i [us (0]
n=1

13



1 1

i E fon <f (f, 7, Au@ (¢, r)) - f, T, 0)) SinnEdEr dr)

+—( n) ( f Z[ f f(fTO)smnEdEl dr)

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

i|u$?) ®)|
< é (%Zf ( fo t% fo ' (f (& au®E D) - £, 0))2 dfdr)
b (’92 < | & [rex o)dfdrf

1

< 2( f f b2 (£,7)|Au® (&, 7)| dfdr)

3£a2

+(5e) (f [r (fTO)dfdr>1
<(3ea2) ” (f f b? ET)dEdT>1
+(5e) (f [r (fTO)dfdr>1

elde edilir. Buradan

1
2

[oe]

= E max
Br 0<t<T

n=1

uD 0| < (= )||—(2)(t)|| 1B Dl oy

u
” 3ea?

M2 (3 )1M1<00d1r.

(38(1 ) £, O)”LZ(-Q) (3:12)% u

Tlimevarim yontemiyle her N i¢in dogrulugunu gosterelim:

14



N =k — 1igin
|

+ (38 2) M, (1) < o olsun.

[oe]

E max
0<t<T

0] = () [0, e

N = k i¢in
u;k-l—l) (t)

- Biﬂ f fﬂea(r-f) f(g,r,Au(k)(g,T)) sinB(t — 7)sinnEdgdt
0 J0

=2 [een [ (s (a2 60) = 60 + £61.0)

xsinf(t — t)sinnédédt

olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa

|u£1k+1) (t)|
(o) ([ o) co)sma] a]

+ (W 2 (f l f f, O)SmnEdEl dr>

elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

1
2

i|u£lk+1)(t)|
S%(in—lz (fo il f ( flé, T,Au(k)(f,r)) - f(, 1, 0)) sinnEdEr dT)E

+%(Z%>E(Ln§;l ff(g-t-o)smnzdil dT)

15



elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

i |u£lk+1) (t)|
VS -
N % (,;)2 ( fo % fo e, o)dfdff

5( f f b2 (£, 7)|Au® (£, )| dfdr)

1
2

3£a2

+ 38a2 %<f f f2( frO)dfdr)l
(ol (] [ 6 ouser)

1

+(3m2 %U f 2 (1, O)dfdr)

elde edilir. Buradan

||a(k+1)(t)|| - 22, max [0 < (MZ)‘ —(k)(t)” 15 Dl
+(3;2)%||f(f,r, Iz, < (3;2)3 i M+ (ﬁ)l,v,1 < oo olur.

O halde 7™ (t) € B, dir.

Simdi {ﬂ(m (t)} dizisinin N — oo iken By’de diizgiin yakimsak oldugunu

gosterelim.

Bunun i¢in;

16



[ee]

GEDY (ﬁ(’”“ ) —a™ (t))

N=1

serisinin diizglin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir.
Oncelikle |H;N+1) (t) — E;N) (t)| farklar1 i¢in kestirim elde etmek istiyoruz.

[oe] [o¢]

@0 -z%0] = max [l - uP @] = Y max
. 0

0<t<T
n=1 n=1

)

1

< (%) My = Ar < o0

3ea?

bulunur.

[uP @ - uP @)
< ﬂ% fo et fo ' I (&7, 4uD(E, 1)) - £(£,7,0)| Isinngldédr

olur. Cauchy esitsizligi t’yagore uygulanirsa

[uP @) - uP @)

< <m)% (fot E fon (f (E, 7, AuM (¢, T)) - f(, T, 0)) sinnEdEr dT)

1
2

elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

PN ELCEINIG
n=1

17



1 1

i E fon (f (E, 7, AuM (¢, T)) - f(, T, O)) sinnEdEr dT)E

P ELCEIINIG]
n=1

f%f (r (6 mauen) - e 0))2 ds‘dr>z

1

() ([ [ € ot @ o agar )

o (fot fonbz (E,T)dfdf)

IA

N[ =

() o

3ea?

elde edilir. Buradan

[E2® -2Vl =2 max 1P © - uP @)
T

0<t=<T
1
4
< ()
3ea?

[u () - uP @)

1

2@, 166 Dl < (577)" ArMz < 0 dir

13
3ea?

2 [ )y (6 60) - (55006 0) s

olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa

[u () - uP @)

1
5; _—
cq2n2k+am

N[ =

18



1

x ( fo t E fo i <f (67 4u@ (D) ~ £ (6,7, 4uD(E, r))) sinnEdEl dr>2

elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa
P ERCEHIRIG]
n=1

f(§5>

i |%f E T, Au(Z)(f, T)) —f (E, 7, Au® (¢, T))) sinnEdEr dT)2

/\

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

[2[" (r(emio0) -1 (£mmoe.o)) aca)

1

38(12 ( f f b? €, D]AuP () — AP, D) dgdr>

1

< 38(12 (f f b* (€, 7) |u(2)(t) _(1)(t)|d§dr>
(5ea (f f 23 ) (s ¥z (f fonbz(gth)d{l dT1>%} dwf)

% Ar (-[o -fo b2 (¢,71) (fot fonbz (fl,rl)dfldq) dfdrf
%_ZAT\/% [(fot fonbz (E,T)dfdf)zr

19

1
2

IA
/N
%
oA
N
N——

=

IA
/N
%
oA
N
N——



2

e e

elde edilir. Buradan

[0 -5, =2y i 0 -

2

192 1
T \2 1 T \2 1
< l(3sa2)zl AT\E ||b(¢, T)||%2(m < [(—38(12)2] Ar \/—2_!M22 < oo dir.

Tlimevarim yontemiyle her N i¢in dogrulugunu gosterelim:

N = k= Ligin [ur(0) = V@ = T w0 =P ®

l k-1 k—1
<

<|G=)| A (0079 6 asar)

olsun. Buradan

[e¥©-a*P®] =) max|uP© -u 0
BT 0<t<T
n=1
a 17k-1 )
T )2 (k-1)
< (38612) ] Ar kD! Ib(S, T)”LZ(Q)
i 17k—1
T )2 1 (k-1)
< (3£a2) l AT\/MMZ < oo dIr.
N =k igin

[ul* V(6 - uP )|

. ﬂiﬂfotea(t—‘f) fo” |f (E; T,Au(k)(f, T)) _ f (E; T’Au(k—l)(f, 7;))| |Sinn2|dfd7.'

olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa

20



[us* V(0 - w0

1
S _
cq2n2k+am
1

. ( []E[ (e au0) - (6.raut060)) Sinnzdzr dr>2

1
2

elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

[ee]

D @ - uP o)

1

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

[ee]

D @ - uP )

n=1

e 2 )it

( f f b2 (&, 7)|Au® (&, 1) — Au*-V(¢,7)| dfdr)

1

( f f b2 (£,7) |a(")(t) a” 1)(1:)| dEdT)

1
2

1
2

I/\

3£a2

1
2

I/\

3£a2

Gee?)

N =

IA

21



IS (S Sy N o o

1
2

X

1k

IA
/N
)
oA
N
N——

AT\/ﬁ<Lt fonbz ¢, 1) (fot fonbz (El,‘cl)dfld‘rl>k_1 dfdr)

1 1 t T X k
A DR (fo J,? “"”df‘“>

elde edilir. Buradan

1k

N[ =

IA
/N
)
oA
N
N——

—(k —(k
[7 @ -a®® =z max [P0 - @)
17k 1k
b4 1 b4
< l(@)zl ATﬁllb(f, T)Il'L‘Z(m < [(ﬁ)zl AT\/_M2 < oo dir. Buradan

H(N+1)(t) = 7© ® + Z <ﬁ(k+1) () 7 (t) [

k=0

1
E
Beaz \/_

11k
olur. X 0[(38 Z)Zl Ar \/—Mz serisinin yakinsakligindan {E(N)(t)} dizisinin

Bz de diizgiin yakinsaklig elde edilir. Sonug olarak

a® () + X¥=-o (ﬁ(kﬂ)(t) - ﬂ(k)(t)) serisi diizglin yakinsaktir.

Jim 7™ () = u(t) olsun. {ﬁ(’v)(t)} dizisi diizgiin yakinsak oldugundan u(t)

fonksiyonu Byp’de siireklidir. u(t) fonksiyonunun (4.1.6) integral denklemini

sagladigim gosterelim:

|a(t) - a(”“)(t)|
= Jun® = a0 )

22

N[ =



<

||M8

2 s
2.7 f a(t-m) f |F (&7 4u(6, D) - £ (&7, Au™ (€, 1) )| IsinnE|dgdz
0
olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa

EORTAO]

(oe]
Z (ea n2k+2m)

n=

1
2

IA

1

x ( fo t E fo i (f(f, v AuE ) - f (&7 4uME, r))) sinnEdEl dr)

elde edilir. Holder esitsizligi uygulanirsa

1

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

|a(t) - a(”“)(t)|

%(—)([ f f(& 7 AuE D) - £ (§1,4uM(E, r))) dfdf>

1

" )E ( f t f “b2 (6, 1) |Au(g, 1) — AuM(E, r)|2d§dr>2

3ea?

1

IA

IA

1

<( 3Sa2 ( f f b2 (§,7) |u(t)—_(N)(t)| dfdr)

23




1

(f f b2 (¢, T)dgdr>

olur. Eger Allim ”ﬂ(t) — g (t)” = 0 oldugunu gosterirsek u(t) fonksiyonunun
—00 BT

= (35(12) ||u(t) —u

(4.1.6) integral denklemini sagladigi sonucu ¢ikar. Cauchy esitsizligi t’ya gore,

Holder esitsizligi, Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

@@ -7 0] = Y |un® -l

IA

ﬁif “ [ 76,5, aut,0) - £ (604w 6, 0) Isinnldgan
(g
1

JEN f(&Au D) - f (& 7,400, D) sinnzdzzdr
o ITTJo

- 1
+ Z <€a2n2k+2m)

E
2

MS ||M8

IA

S
1l
iy

X

/-~

1
2

1

x ( f t E f i <f (67, 4u™0E D) - £ (&7, A (g r))) smnEdEl dr)
(5
x ( fo i E fo i (f(f, v, Au(, D) - f (&7 Aut+D(E, D) smnEdEl dr>_

1

24



N[ =

(ftzfn f(& 7, Au(§ 1)) — f(f, 7, AutN+D (¢, r)))z dfch)

1 [m?
£a6

%2> ( E T, AulN (g, r)) —f (f, 1, Au™ (¢, r)))z dEdr)

1
2

r(

f f b2 (£,7) |u(t) _(N+1)(t)| dfdr)

1

( f f b 0 [i 0 -7 o dfdr)

(-[o fonbz ¢, T)dfd‘[)é
<f0t foﬂbz ¢, T)dfd’[>%

3£a2

38a2

) ”u(t) u

= (3£a2

o -

+ (38612

olur. Buradan

[z -z @]

< () 70 -0, 16 Dl

N

1 1
+(3ea) [(3;2)2] = 1 D 156, Dl

1
n 2 1 N+1
(38612) ] AT\/mMz

)||u(t) O] My +

= (3£a2

1
2

< (z25) M, |[uc) ~

3ea?

Br * (SSHaZ) MzAr VNI

elde edilir.

= 0 olur.
Bt

pm a0~

25



u(t) fonksiyonunun (4.1.6) integral denklemini sagladigi gosterildi.

Lemma 4.1.2. Teorem 4.1.1 in kosullar1 altinda (4.1.6) denkleminin B;’de en fazla

bir ¢ézliimii vardir.

Ispat. Coziimiin tekligini gostermek icin V(t)’nin diger bir ¢dziim oldugunu Kabul

edelim. |u(t) — v(t)| i¢cin kestirim elde edelim:

Cauchy esitsizligi 7’ya gore , Holder esitsizligi, Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu

uygulanirsa

@O =TI = ) un(®) = v (0]

< zﬁi f a(t=1) fo ”| (&1, Au(E, 1) — f(&1,Av(E, 1))| Isinng|dédr
o 1

N[ =

X
/N

ft Vs
o ITTJo

2 f (f(f,r,Au(f,r)) - f(f,r,Av(f,r))) sinn‘{dErdT>
( )
21

lf f(E,T,Au(E,T))—f(f,r,Av(f,r)))sinnEdEl dr)

IA

||M8 ﬂ‘

N[

1

<%>E (fot%fon (f(f, T, Au(¢, 1) — f(§, T,AU(E,T)))Z dng>2

IA

“\

1

(f f b2 (£, r)|u(t)—v(t)|2dfdr>

IA
—~

3£a2

1

< (523 ) () = Bl ( [ [ T)dfdr>2

26



olur. Boylece

1

) @) = T g, 16CE Dl 09

T

IR2(e) = B(E)lla, < (

3ea?
1

< (5222)" 1) = 5@, M,

N =

< (5222)" MolIT® = T,

elde edilir. Buradan

[u(t) —v(t)llp, = 0 olur. Yani u(t) = v(t) olup u,(t) = v,(t), (n = 1,_00) dir.

Bu sonug

1
2

ZORH OGN INNHGOIOET G Izdfdr)%

3ega?

esitsizligine Gronwall esitsizligi uygulanarak da elde edilebilir.

(4.1.6) integral denkleminin ¢dziimiiniin tek oldugu gosterildi.

Teorem 4.1.1’in Ispati. Lemma 4.1.1 ve Lemma 4.1.2°den (4.1.6) denkleminin tek

¢coziimi vardir. Boylece teorem ispat edildi.

Teorem 4.1.2. Teorem 4.1.1 kosullart altinda (4.1.1)-(4.1.3) probleminin (4.1.5)

seklindeki diizgilin yakinsak seri ile temsil edilen tek zayif ¢oziimii vardir.

Ispat. (4.1.6) denkleminin ¢oziimii kullanilarak olusturulan (4.1.5) serisi diizgiin

yakinsak oldugundan stireklidir. (4.1.5) serisinin kismi toplamlar dizisi

l
up(x,t) = z u, (t)sinnx
n=1

seklindedir.

27



Teorem 4.1.1 ve llimu(l) (x,t) = ulx,t) den llimf (x, t,ug (x, t)) u(x, t,u(x, t))dlr.

S:

K 2 0%ky §2m+1y,
.f .f l(atz + ( 1) ax - ( 1)m2€ 9x 2mat> U(l) —_ f(x, t, u(l))vl dxdt

tanimlansin. lims; = 0 oldugunu goéstermek istiyoruz. Kismi integral ard arda

[—>0o0

kullanilirsa

!
S, = f f [6t2 ( u, (t)sinnx) + (=1*a? (Z u, (t)(—l)knz"sinnx)

n=1

!
+ (—1)’”28%(2 Uy, (t)(—l)mnzmsinnx> —f(x ¢, u(,))” vdxdt

n=1

2 l
f f [atz ( U, (t)sinnx> + (—1)ka? aax'fk (Z u, (t)sinnx>

n=1

62m+1 L
+ (—1)™2¢ EReITER (Z U, (t)sinnx) — f(x, t, u(l))] vdxdt

n=1

aZk 2m+1
f f u(l) + (—1)*a? 32k L + (—1)m28mu(1) — f(x,t,u) |vdxdt

elde edilir. Buradan

hmsl

>0

aZk aZm+1
f f FTo + (—1*a? pyeral + (—1)™m2¢ Sarmapt f(x, t,ugy) |vdxde
olur. (4.1.1) denkleminden

llmsl =0

>0
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dir. Boylece u(x,t) = Ygoq Uy (t)sinnx fonksiyonu (4.1.1)-(4.1.3) probleminin
zay1f ¢oziimudiir.

Teorem ispat edildi.

3.2 Yiiksek Mertebeden Hemen Hemen Dogrusal Pseudo-Parabolik

Denklemlerin Coziimlerinin Varhg:

Bu calismada asagidaki baglangi¢ ve sinir deger probleminin ¢éziimiiniin varligini

inceleriz;

aZku §2m+1y, i

ou
E + (_1)ka2 9x2k + (_1)m£ dx2mat f(x' L, u)' (421)
x,)eN={0<x<m0<t<T}
u(x,0) =0, 0<x<m, (4.2.2)
a2lu(o,t) a2lu(m,t)

PR T T 0 1(=012,..,k—1,0<t<T. (4.2.3)

Buradak >1 ve m=>0, (k>m) dogal sayillar, T >0 gercel sayilar, &>
0 parametre, f(x,t,u), 2 X (—0, ) bélgesinde verilmis fonksiyon ve u = u(x, t)

problemin ¢oziimiidiir.

Mevcut probleme iligkin 6zdeger probleminden elde edilen 6zfonksiyonlari iceren
Fourier serisi seklindeki zayif ¢O0ziimii verildikten sonra Picard ardisik
yaklagimlariyla olusturulan ¢cOzlime iligkin dizinin diizgiin

yakinsaklig1 gosterilmektedir. Ayrica zayif ¢oziimiin tekligi de ispatlanmaktadir.

Tamm 4.2.1. Bir v(x,t) €C (5) fonksiyonu (4.2.1)’deki kismi tiirevlere gore

. . o , . 92™My(x,T)
strekli  ve eger (4.2.3)teki smir kosullarive v(x,T) = m = 0

kosulunu saglarsa test fonksiyonu olarak adlandirilir:

Tanim 4.2.2. Keyfi v(x, t) test fonksiyonu i¢in asagidaki integral esitligini saglayan
u(x,t) eC (ﬁ) fonksiyonuna (4.2.1)-(4.2.3) probleminin zayif ¢oziimii denir:
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t rm ov . zaZIcv . 62m+1v
fofo — = (Df? o b (“DMem e u [ bWy | dade. (42.4)

Fourier serisi formunda zayif ¢6ziim kullanilarak (4.2.1)-(4.2.3) probleminden
Fourier serisi katsayilar1 i¢in dogrusal olmayan sonsuz sayida integral denklem elde
edilir. Fourier serisi katsayilarimin ¢6ziim oldugu uzay tanimlanip uygun norm

verilir.

Tamm 4.2.3. B ile [0,T] araligindaki Fourier katsayilari olan siirekli fonksiyonlar

kiimesi

fu®} ={u,uy,...,u,,...}

nin

> maxfu, (©)] < o0
n=1
kosulunu saglayanlar1 gosterilsin. By-’de norm asagidaki sekilde tanimlansin:

[0/0)
u(®)|| = max |u, (t)]|.
O} ZOStSTI a0]
n=1

Agikca B Banach uzayidir.

Problemin Coziimii

(4.2.1)-(4.2.3) probleminin zay1f ¢éziimiinii

u(x, t) = Yooq uy (t)sinnx (4.2.5)
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seklinde arayalim. Burada u,, (t) (n =1, 00) bilinmeyen fonksiyondur. Bunu bulmak

icin (4.2.4) esitligi kullanilarak asagidaki integral denklemi elde edilir:

g 2,2k

t T g2n had

_ T ———m(t-1) . .

U (t) = mfo fo e 1+en? f(f, T, Elun (T)smnE) sinn&d&dr.
n=

(4.2.6)

Teorem 4.2.1. Asagidaki kosullar altinda (4.2.6) denkleminin B;’de tek ¢Oziimii

vardir;

1) f(x, t,u) biitiin degiskenlerine gore 2 X R bolgesinde siirekli,
2) |f(x, t,u) = f(x, t,v)| < b(x,t)|lu—vl|, b(x,t) > 0ve b(x,t) € L,(2),
3) f(x,t,0) € L,(2).

Lemma 4.2.1.Teorem 4.2.1’in kosullar1 altinda (4.2.6) denkleminin B’ de en az bir

¢Ozimi vardir.

Ispat. Ardisik yaklagimlar yontemi uygulamrsa N = 1,00 olmak iizere (4.2.6)

denklemi i¢in

E t fmT aznzk ®
uleH)(t):H%fofo e Trenzmt™V f E,T,Zule)(r)sinnE sinn&d&dt
n=

(4.2.7)
elde edilir.

AuM (&, 1) = ¥, u™ (D)sinnE ve {ﬁ(’” (t)} - {ui’v) ®,uM@®),...,.u™ ), ... }

alalim.

Acikga
max |Au®™ (¢,7)| < E max u;N)(T)| = ”H(N)(T) (4.2.8)
0sT<T 4 0t<T Br

n=
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dir. Simdi her N igin E(N)(t) € By yani »o_; max |u,(1N)(t)| < oo oldugunu
<T<

gostermek istiyoruz.

Teorem 4.2.1 deki kosullara gore

oo

o] = 3 s o] =0 <
n=1
oldugu agiktir.

N = 0 i¢in

22k

(1) B ———m(t—T) .
) =1 f f e Trenm O ¢ (&7, 4u® (€, 7)) sinnEdgdr
olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa

[ @)

1
% t 2a2n2k (t-7) . t T 2 3
< - 2m .
=T 1 enzm (fo e 1ten dT) fo lfo f(f,r,O)smnEdEl drt

1

1 2
< <2a2n2k(1 +£Tl2m) (f l f f(f T, O)SlnTlEdEl d’[)

= <2a2(1 -1|- s)nzk)E (fot E fonf ¢z O)Sinnfdir dT>E

elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

> hévcl
n=1
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1
2

= (i 2a2(1 i e)n2k>§ (i fot % fonf @ O)Sinnzdz: 2 dT)
5 S e

elde edilir. Bessel esitsizligi uygulanirsa

N[ =

1 1

Z|u(1)()| Z(HS)Q(”—Z)Z(I f fz(frO)dfdr>

elde edilir. Buradan

[z @], =2 max [P ®| < (27,

0<t<T

) 1F (&7, 0l oy

6(1+&)a?

1

=( = )5M1<00d1r.

6(1+¢&)a?

N =1 i¢in
u? ()
g t T a2n2k (
SR | S— “Iren?m (1) :
1 +gn2mf0 fo e 1+en f(f.T,Au (f,r)) sinngdédt
2
=T
1+ en?m

X fo it fo ' (f (&£7.4uDE D)) - F(E,7,0) + f(E 7, 0)) sinngdgdt

olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa
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x U: E fon <f (5, n AU, T)) - fE T, 0)) SinnEdEr dT)E

! 1
2.2k

Z t trre 2 2
2a“n - .
+ 1 Zan (fo e “TrenzmtTD dt > (fo l-fo f&, O)SlnnEdEl dT)

1

- (; 2a*(1 1— S)n2k>
X (fot E fon (f (5. 7, AuD (¢, T)) _ o, 0)) Sinnzdgr dT)g

- 1

i (i 2a2(1 -1|— zz)nz">E (fot U:f (9 O)sinnEdEr dT)E

elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

N[ =

1

1
1 21N\ A2 (T | 2 \37

+ﬁ<z_> (] D e[, eemosimia] o)
elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa
PRI
n=1

1

2 2

€Y _

< 2(1+£)a( ) ( f f f (&7, AuM (€, D)) f(f,T,O)) dfd-;)
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il ) (2] crom)
) ([ [ oo
([ 1 6nomse)
(]
) ([ [ o)

elde edilir. Buradan

IA

+
NIH

(6(1 + £)a?

IA

(6(1 + e)az)E |

+

1
—(2) () 2 ||=(1)
[z @l|, =2 max [P @] < (52) [EV O, 156 Dl
1 1
14 2 ||—=(1)
+(6(1+s)a2) £ .70, = (6(1+£)a2) u (t)”BT M, + (6(1+s)a2) My <
dir.
N = 2 icin
ud(¢)
g t T 2n2k
= fo fo e Tren?m D) f(f, T, Au® (E, r)) sinnEdEdt
2
_ T
1+ en2m

2.2k

x fo T fo ' (f (240 D) - £(6,7,0) + £5,7,0)) sinntdid

olur. Cauchy esitsizligi t’ya gore uygulanirsa

[u 0]

35



1

< arrraps) ([ 2] (6 60) - 6.0 st )

<2a2(1-1l-8)n2k E(f l f &, O)Slnnidzl dr)

elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

[uny

+

1

i E f: <f (f, 7, Au®@ (¢, T)) - f(¢, 1, 0)) sinngdzl2 dT>2

+ ma(i >_ ( f z[ fo nf (E,T,O)sinnzdzrdrf

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

N[ =

Z|u(3)(t)| 2(1 + e)a( )

(f f f f 7, Au® (¢, T) - f& T, 0))2 dEdr>2

2(1+g ( )( ffz(ffo)dfdr>

< 6(1 +g)a2 %<f f b2 (¢, T)lAu(Z)(E T)l dfd‘[)

1

<6(1 + s)az %<f f 2@ O)dfdr>_

<6(1 + g)az)E By (-[o fonbz &, T)ds;de
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1

T 1 t T 2
+ (—)2 f f £2 (¢,7,0)dédT
6(1 + €)a? o Jo n
elde edilir. Buradan
|=

1

T 2

+ (6(1+s)a2) ACGLAD] TGRS (6(1+£)a2)
dir.

(o]

= E max
T 0<t<T

n=1

w20 < ( ) [#®@]|, 16 Dl ca

6(1+ g)a2

i
6(1+&)a?

)%M < oo
1

BTM2+(

Tlimevarim yontemiyle her N i¢in dogrulugunu gosterelim:
N =k —1i¢in

|=

1
n 2
+ (6(1+8)a2) M, (1) < oo olsun.

[oe]

= E max
Br 0<t<T

G| ) [5“ "o, Mm@

6(1+ e)a2

2
— t T 2n2k
=T enm f f ¢ renmm 0 £ (&7, 4u®(§,7)) sinngdgdr
0 Y0

olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa

[ul @)
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< <2a2(1 -1}- S)nZR)E (fot E fon (f (f, 7, AutO (&, r)) - f(, T, O)) sinnEdEr dT)

1

+ <2a2(1 _1|_ S E (f l f f(& 1, O)SmnEdEl d‘c)

elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

1

2 () )] )
i) ) ([ S o] dr)

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

(o]

Z|u;k+1) (t)|
2(1 + &)a (%f (f f E 7, 4, T)) — @, 0))2 dde>

(7‘[2>2< f f2 (f ())dédl)
6 T,
2(1 + e)a

1
2

1

( f f b? (§,D)|Au (¢, 1) dfdr)

(f f fz(ffo)dfdr>1
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(6(1 + £)a?

+
NIH

(6(1 + &)a?

N[ =



(m) |7

1 1

([ o) ([ oo

elde edilir. Buradan

[e V@], =2 max |ui )|

<—6(1 +£)a2) ||_("")(t)|| 16, Dl + (ﬁ)illﬂf,n Ol o)

l
< (o)’

Vs

1
2
—6(1+£)a2) M, < oo olur.

BTM2+(

O halde 7™ (t) € By dir.
Simdi ju { W )(t)} dizisinin N — oo iken By de diizgiin yakinsak oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in

[o¢]

GEDY (a(”“) © -7 (t))

N=0

serisinin diizglin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir.

Oncelikle |H;N+1) (t) — E;N) (t)| farklar1 i¢in kestirim elde etmek istiyoruz.

(o] [oe]

—(1 —(0
[0 -7"0],, = 3, maxu© - uPo]= ), max
, B B2
n=1 n=1

()|

1

< < n )2 M, =A; <
_— — o0
—\6(1+¢&)a? 1 T

bulunur.
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u® () - ulP (1)
2

n fte_%(t_f) fﬂ |f (5, 7, AuPD (¢, T)) — f(&,1,0)| |sinnE|dédr
0

~ 1+ en?m ),

olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa

[uP @ - uP @)

1

(fot E fo” (f (f, 7, AuW (¢, r)) - f,T, O)) sinnzdzr dT>2

1
2

1
=( )
2a%(1 + g)n?k
elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

P EHCEINIG]
n=1

1

)
S - -
21+ €)a n=1"2

x ( fo t i E fo i <f (674D D) - £, 0)) sinnEdEr dT)

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

N[ =

i EYORIRIG]
J2(+ ) e)a( > (f f E T’Au(l)("r' T)) @ 0))2 dde>

1

(m ( f f b2 (£, 7)|AuV (&, 7)| dfdr>

1
2
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1

. (fot fonbz ¢, ‘[)d{dt)E

< (ﬁ)i [z @

elde edilir. Buradan

o]

= Z max |u,(12)(t) — u,(ll) (t)|
Bt

0<t<T

||a(2) © -7 (t)|

1
< (o)
— \6(1+&)a?

n=1
1

a(“(t)”BT 1B Dy < (sr=m)" ArM, < oo dr.

6(1+&)a?

[u () - uP @)
2

SL
1 + en2m

t a2n2k T
x f e Trenzm(t™D) f | f (g, 7, Au® (¢, r)) —f (g, 1, Au(E, r))| |sinng|dEdt
0 0
olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa

[u () - uP @)

N[ =

= <2a2(1 -1}- e)nz")

1

x ( fo t E fo i <f (67 au@ (D) ~ £ (6,7, 4uD(E, r))) sinnEdEl dr>2

elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

P ECEIRIG]
n=1

)
S N -
21+ €)a n=1"2
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1

(Lti E fon <f (f, 7, Au® (¢, r)) —f (E, 7, AuW (¢, T))) sinnEdEr dr)z

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

D [ - uP )|
n=1

1 2\2
= 1o <?>

(f f f T, Au® (¢, T) f(g‘, 7, Au (€, r)))z dfdr)

2

1

= <6(1 + €)a2> <f f b2, T)|Au(2)(€ D~ A, T)l dfdr)
= <6(1 T g)az)% (f f AGLI R GRIO] dfdf)
= (6(1 -IT-Te)aZ)E

1
2

§ fotfonbz &) {(6(1 :LT e)aZ)%”ﬂ(l)(t) By ( fo t fo nbz (fl,rl)dfldq);} d.sdr>
(el | ([ [ ([ [ oo

42

()| e[ o)

| (fot fonbz &, T)dfdrf

_<m>f Ar

IA

1
N[

IA

IA

elde edilir. Buradan
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[0 -5, =2,y i 0 -

172 192
™ 2 1 2 n 2 1 a2
= l(6(1+s)a2) l Ar V2! 16(, T)”LZ(Q) = l(6(1+s)a2) l Ar @MZ < codr.

Tiimevarim yontemiyle her N i¢in dogrulugunu gosterelim:

N = k= Ligin, [@(©) =70 = 2?0 - @)
k-1 K1

= l(G(lfs)aZ)%l Ar \/(klfl)' % (fot fon b* (¢, T)dde)T olsun.

Buradan

[oe]

= E max
Br 0<tsT

n=1

[=“® -2 ® ) (®) ~uf V()

11k—1

_ T 2 1 (k1)
<6(1 + 8)612) ] Ar (k r 1)! ”b(f' T)”Lz(ﬂ)

IA

k-1

( = )%l Ap —— Mék_1)<00d1r.

IA

6(1+&)a? T [(k=1D)!

N =k igin

[ul* V(6 - uP )|

2

SL
1+ en2m

X fote_%(t_f) fon |f (E, 7, AutO (&, r)) —f (E, 7, Aute=D (¢, T))| |sinn&|dédt

olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa

[us* V(0 - w0

1

1 2
<
- <2a2(1 + e)nz")
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1

x ( fo t E fo ' (£ (67 au® D) - £ (5,7, 4040, D)) sinnEdEr dr>2

elde edilir. n’ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

i|u$l"“) ® - u@®)
1 1 :
: V2(1+¢&)a (;ﬁ>

X ( f t i E f i (f (67 au® €, D) - £ (&7 4u* D, r))) sinnEdEr dr)z

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

D |l ® - w0 <
n=1

1
2

ﬁ(ﬁ) (fot%f: (7 (6040 0) £ (2.7, Aut=D(g, ) ) df‘“)

1

(m (f f b? (¢, D]Au ¢, 7) — AutV () dfdf>

1

<m)2 (ftfonbz ) |ﬁ(k)(t) —ﬁ(k_l)(t)r dfd’[>§

IA

IA

N[ =

6(1+ e)az)

=(
17k-1 k_ 2
* <fo b2 €0 [ 6(1 fe)az)zl \/W(f f b* ﬂdfdf) } dfdr)

1

< [(m)] Aﬁ( f t f b2 (6,0) ( f t f "2 (fl,rl)dfldn)k_l d6d1>2
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k

1 t k
e = ()

elde edilir. Buradan

N =

[z @® -a®w®|  =xe, max |u
BT 0<t<T

k+1 k
uf D) - ul ()|

11k 11k

T 2 1 k T 2

Buradan

N

H(N+1)(t) _ ﬁ(o)(t) n z <ﬁ(k+1) () ﬁ(k) (t))

k=0
k

% 1
Z 6(1+8)a2 \/__l z

17Kk
olur. Yi, l(L)Zl Ar \/—Mz serisinin yakinsakligindan {E(N)(t)} dizisinin

6(1+¢&)a?

By de diizgiin yakinsaklig1 elde edilir. Sonug olarak

a©® ) +Xy=0 ( W+1) (t) — a™ (t)) serisi diizglin yakinsaktir.

Al,lm g+t )(t) = u(t) olsun. {ﬂ(N)(t)} dizisi diizgiin yakinsak oldugundan u(t)

fonksiyonu By’de siireklidir. u(t) fonksiyonunun (4.2.6) integral denklemini

sagladigimi gosterelim:

ORI GIE i [un(® = u (0

[0/0)
Z en2m

:nm
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t a2n2k T

x f e THenzm(t™D) f | F(&,7,Au(E, ) - f (5, T, AuM (¢, r))| |sinnE|dédt
0 0

olur. Cauchy esitsizligi T’ya gore uygulanirsa

1
2

|ﬁ(t) (N+1)(t) S i( 2a2(1 +s)n2k)
x ( fo t E fo i (f(f, v AuE, D) - f (&7 4uME, r))) sinnEdEr dr>_

elde edilir. Holder esitsizligi uygulanirsa

1

! o 1
) (fot i E f: <f(f' T Au@, D) - f (f, 7, Au™ (¢, T))) SinnEdEr dT)E

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

[z -7 o] <

EORTAO]

1

\/ﬁ ( )% (f f f(&1,Au(é, 1)) — f(f 7, AuM (¢, r))) dfdf>

( f t f "y (& D]Au(E, 1) — AuM (g, T)|2d§dr>E

IA

6(1+ e)a2

1

(fot f:bz 99 |ﬁ(t) _ ﬂ(N)(t)|2 dfd1>§

1

. (fot fonbz ¢, ‘c)dfdr)E
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N[ =

1
2

IA

Evaa)
(6(1 + e)az)
Evoe)

[z -

6(1+ e)a2



olur. Eger Al[im ”H(t) — g (t)” =0 oldugu gosterilirse u(t) fonksiyonunun
—00 BT

(4.2.6) integral denklemini sagladigi sonucu ¢ikar. Cauchy esitsizligi t’ya gore,

Holder esitsizligi, Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

ORI GIE i [un(®) = u (0

2
i)

IA
NgE

1 + en2m

S
1l
iy

e Thmm f " |F (&7 4u(g. D) - £ (&7, Au™ (€, ) )| Isinng|dgdz
0

X
o ot

1
2

IA
Nk

<2a2 (1 -1I- e)nz")

S
1l
iy

1
2

X
/-~

gEN f(&7AuE D) - f (&7, 40D, D) sinnzdzzdr
o ITJo

1
2

n
NgE

<2a2 (1 -1I- s)nz")

S

1l

=
[uny

T

X
/-~

fo t F fo " <f (&7, 4u™ (& D) - £ (&7, AuM (g, T))) sinnEdEl dr>2

|-

1 1\2
’ <f°t i E fon <f(f' T A, D) - f (E, 7, AulN+D (¢, T))) SinnEdEr UZT>E

1

—_—
21+ €)a n=1n2

=

1

foti E f: <f (5' o AU (g, T)) —f (5, 7, AuM (¢, T))) sinnEdElZ d‘[)z

X

/N

1 T2 ;
= Pt oa <?>
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1

x ( fo t% fo i (f(e, v, Au(E, D) - f (&7 Aut D, ‘[)))2 dfdr)

1 T2 %
" Gtoa <?>

x (f%f” f (5' T AU (¢, T)) —f (E, 7, AuM (¢, T)))Z dfdr)

1
2

S<6(1+g)a2 (f f v ¢ o) i -7 | dfdf)

+<6(1+£)a2 %U f b* (¢, )|_(N+1)(t) —(N)(t)| dfd‘[>_
= (6(1 :g)az %””(” - B (fo fonbz (f,r)dfdr>2

1

. (fot fonbz (E,T)dfdf)E

olur. Buradan

||a(t) — g™ D)

Bt

<—6(1+g)a2) [z -z, 1bE Dl

14N

+
\_/

<6(1 + &)a? [(6(1 T g)aZ) ] ATW 15CE, DIIE, @ 1D Dl o)

< () 0=l el | v
= (6(1 -IT-Te)aZ)E Mz

1 Lz ;MZIN
[wo -0l + (G e e jﬁ)
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elde edilir. lim [z =™ @®]| =0 olur. Béylece u(t) fonksiyonunun (4.2.6)
—00 BT

integral denklemini sagladig1 gosterildi.

Lemma 4.2.2. Teorem 4.2.1’in kosullar1 altinda (4.2.6) denkleminin B;’de en fazla

bir ¢ézliimii vardir.

Ispat. Coziimiin tekligini gdstermek icin V(t)’nin diger bir ¢dziim oldugunu kabul

edelim. |u(t) — v(t)| i¢cin kestirim elde edelim:

Cauchy esitsizligi t’ya gore , Holder esitsizligi, Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu

uygulanirsa

[ =TI = ) [un(®) = v (0]

2
i)

IA
NgE

1 + en2m

S
1l
=

2.2k

e—%(t—r)[ |f(§, 7, Au(é, T)) — f(,f, 7, Av (¢, r))| |sinng|dédt
0

X
° ot

1
2

<2a2 (1 -1I- e)nz")

IA
NgE

S
1l
=

X (fot E fo” (f(g, T, Au(§, 7)) — (&, 7, Av(E, T))) sinnzdgl dr>2
S

2(1+&8)a\sm
X (Z fot E fo” (f(g, T, Au(€, 7)) — f(&, 1, Av(E, r))) sinnzdgl d‘[>2

1 2% to rm ,
Sm(%) (-fo E-fo (f(f,T,Au(f'T))—f(f,T,Av(f,T))) d{d-[>

1

2
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1

IA

] —

1

IA

olur. Boylece

I = 5O, < ( ) 17(0) = F@lls, 16 Dl

1

T 2 _
s(m) () = 5(E) |, M,

T
6(1 + €)a?

1

T 2 — —
< (sazaa) Mal® 7O,

elde edilir. Buradan
lu(t) —v(t)llp, = 0 olur. Yani u(t) = v(t) olup u,(t) = v,(t),

(n = 1,_00) dir. Bu sonug

[a(t) 70 < (== )%(f NI r)|u(t)—v(t)|2dedr)

6(1+&)a?

esitsizligine Gronwall esitsizligi uygulanarak da elde edilebilir.

Yani (4.2.6) integral denkleminin ¢dziimiiniin tek oldugu gosterildi.

Teorem 4.2.1’in Ispati. Lemma 4.2.1 ve Lemma 4.2.2°den (4.2.6) denkleminin tek

¢coziimi vardir. Boylece teorem ispat edildi.

Teorem 4.2.2. Teorem 4.2.1 kosullart altinda (4.2.1)-(4.2.3) probleminin (4.2.5)

seklindeki diizgilin yakinsak seri ile temsil edilen tek zayif ¢oziimii vardir.

Ispat. (4.2.6) denkleminin ¢oziimii kullanilarak olusturulan (4.2.5) serisi diizgiin

yakinsak oldugundan stireklidir. (4.2.5) serisinin kismi toplamlar dizisi
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l

up(x,t) = z u, (t)sinnx

n=1

seklindedir. Teorem 4.2.1 ve llimu(l) (x,t) = u(x,t) den llim f (x, t, uqy(x, t)) =

f (x, t, u(x, t)) dir.

. Zazkv . 62m+1v
S, = f f __(_ Yea +(— )me m U +f(x,t,u(l))v dxdt

tanimlansin. llimsl = 0 oldugunu gostermek istiyoruz. Kismi integral alma ard arda

kullanilarak

T ,m L !
S = . -fo [—%(Z U, (t)sinnx) — (—1)ka2 (Z Uy, (t)(—l)anRSinnx>

n=1 n=1

!
— (- 1)’”28%(2 Uy, (t)(—l)mnzmsinnx> +f(x ¢, u(,))” vdxdt

T rm l ) 1
= fo fo [— % (Z Uy, (t)sinnx) (—1)kqa? aa Zkk (Z U, (t)sinnX>
§2zm+1 L
—(=1™me ERSTET: (Z Uy, (t)sinnx) — f(xt, u(l))] vdxdt =

aZk g2m+1
f f u(l) - ( 1) a dx2k u(l) ( 1)m mu(l) + f(x, t, U) vdxdt
elde edilir. Buradan

hmsl

aZk aZm+1
f f ——u — (=1D*a? Pyl (—1)m2¢ T2imar + f(x,t,u) |vdxdt

51



olur. (4.2.1) denkleminden

lims; =0

>0

dir. Boylece u(x,t) = Ypmeq Uy (t)sinnx fonksiyonu (4.2.1)-(4.2.3) probleminin

zayif ¢oziimiidiir. Teorem ispat edildi.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

4.1 Sonuglar
Bu tez ¢alismasinin esas kismini olusturan arastirma bulgulari boliimiinde, ele alinan

problemlerin ¢oziimlerinin varlig1 ve tekligi incelendi.
62m+1u

ax2mot

€ = 0 olmak tizere (—1)™e teriminin hiperbolik denklem igeren problem ile

parabolik denklem iceren problem iizerindeki etkisi arastirildi. Sonug olarak birinci

a —
kisimda & < —nk—2m
V2

icin gecerli oldugu yani global varlik ve teklik ispatlandi. ikinci kisimda & igin iistten

icin teoremdeki kosullar altinda varlik ve tekligi her sinirli T

sinirlama olmaksizin teoremdeki kosullar altinda varlik ve tekligi her smirli T igin

gegerli oldugu yani global varlik ve tekligi ispatlanda.

4.2  Oneriler
Ele almman denklemler i¢in sinir deger problemi i¢in benzer ¢aligmalar yapilabilir.

Eliptik diferansiyel denklemler i¢in benzer caligsmalar yapilabilir.
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