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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

Yiiksek Mertebeden Lineer Genellestirilmis Pantograf Diferansiyel Denklemlerin
Yaklasik Coziimleri icin Hosoya Polinom Tabanh Matris Siralama Y ontemi

Gozde KARAPELIT
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Lisansiistii Egitim Enstitiisii
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Uygulamah Matematik Bilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Ali KONURALP

Bu calismada, baslangi¢c ve/veya sinir sartlarini iceren karisik kosullar altindaki
yiiksek mertebeden lineer genellestirilmis pantograf diferansiyel denklemlerin yaklagsik
cOziimlerini elde etmek amaciyla, Hosoya polinomlarina dayali matris siralama yontemi
geligtirilmigtir. Bu 6zel tiir denklemlerin yaklasik ¢oziimleri icin 6nerdigimiz Hosoya po-
linomu matris siralama yontemi tanitilmis ve ilgili ¢6ziim yaklagimi detaylandirilmstir.
Bu metotta esit aralikli siralama noktalar1 ile Chebyshev-Lobatto siralama noktalarina
gore coziimler elde edilmistir. Onerilen yontemin etkinligi ve uygulanabilirligini deger-
lendirmek amaciyla cesitli ornek problemler ele alinmis ve bu problemlere iligkin sayi-
sal hesaplamalar gerceklestirilmistir. Elde edilen sonuglara gore, dnerilen yontemin hem
dogruluk hem de hesaplama ag¢isindan hizli ve verimli oldugu ortaya koyulmus olup, bu
durum sunulan karsilastirmali olan tablo ve grafiklerle desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hosoya Polinomlari, Lineer Genellestirilmis Pantograf Diferansi-
yel Denklemler, Gecikmeli Diferansiyel Denklemler, Yiiksek Mertebeden Diferansiyel
Denklemler, Matris Siralama Metodu, Hosoya Polinom Tabanli Matris Siralama Yon-
temi.
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In this study, a matrix collocation method based on Hosoya polynomials is deve-
loped to obtain approximate solutions of higher-order linear generalized pantograph dif-
ferential equations under mixed conditions including initial and/or boundary conditions.
The Hosoya polynomial matrix collocation method we proposed for approximate soluti-
ons of these special types of equations is introduced and the related solution approach is
detailed. In this method, solutions are obtained according to equally spaced collocation
points and Chebyshev-Lobatto collocation points. Various example problems are conside-
red to evaluate the effectiveness and applicability of the proposed method, and numerical
calculations related to these problems are performed. According to the results obtained,
the proposed method is shown to be fast and efficient in terms of both accuracy and com-
putation, and this is supported by the comparative tables and graphs presented.

Keywords: Hosoya Polynomials, Linear Generalized Pantograph Differential Equations,
Delayed Differential Equations, Higher Order Differential Equations, Matrix Collocation
Method, Hosoya Polynomial based Matrix Collocation Method.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler matematigin en kokli ve etkili dallarindan biridir. Bu
alanin zengin tarihcesi ve genis uygulama alanlart mevcuttur. Diferansiyel denklemlerin
kokeni 17. yiizyila uzanir. Ik 6rnekler Newton ve Leibniz’in kalkiiliis ¢alismalar1 sira-
sinda ortaya cikti. Newton, hareket yasalarin1 formiile ederken diferansiyel denklemleri

kulland1. Leibniz ise 1691°de “diferansiyel denklem” terimini ilk kullanan kisi oldu [1].

18. yiizyilda Euler, Bernoulli kardesler ve d’ Alembert gibi matematikgiler bu alani
biiyiik ol¢iide gelistirdi. Euler 6zellikle lineer diferansiyel denklemler i¢in ¢6ziim yontem-
leri gelistirdi. Bernoulli ailesi degiskenlerin ayrilmasi yontemini ve homojen denklemleri

inceledi [2-4].

19. ylizy1l diferansiyel denklemler teorisinin altin ¢agi oldu. Cauchy varlik ve tek-
lik teoremlerini gelistirdi, Sturm-Liouville teorisi ortaya ¢ikti. Riemann, kompleks analiz
yontemlerini diferansiyel denklemlere uyguladi. Poincaré ise diferansiyel denklem sis-

temlerinin nitel teorisini kurdu [2, 5-7].

20. yiizyilda Lyapunov kararlilik teorisi, dinamik sistem teorisi ve kaos teorisi gibi
modern yaklagimlar gelisti. Bilgisayarlarin yayginlasmasiyla sayisal ¢oziim yontemleri
hizla gelismis ve diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimleri miimkiin olmadiginda etkili
alternatifler sunmustur. Ozellikle Runge-Kutta yontemleri, sonlu fark ve sonlu eleman

yontemleri bilim ve miihendislikte yaygin olarak kullanilmaktadir [8—11].

Bu c¢alismada, gecikmeli diferansiyel denklemleri (GDD) karisik kosullar altinda
tanimlanan yiiksek mertebeden degisken katsayili lineer genellestirismis pantoraf tiirii di-
feransiyel denklemler ele alinmistir. Bu denklem tipinin ortaya ¢ikardigi 6zel zorluklara
karsin biitiinlesik bir hesaplama yontemi gelistirilmistir. Onerilen bu yontem farkl dzel-
likte sayisal orneklerle dogrulanmis ve mevcut yaklasimlara kiyasla ol¢iilebilir dogruluk

ve hesaplama verimliligi gostermistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Hosoya Polinomlar1 ve Ozellikleri

Kimyasal grafik teorisi, kimya ve matematigin kesisiminden dogan disiplinlerarasi
bir ¢alisma alanidir. Bu alanin temelleri, 1947 yilinda Amerikali kimyager Harry Wiener
tarafindan atilmistir. Wiener, “Structural Determination of Paraffin Boiling Points” bag-
likl1 6ncii calismasinda, organik bilesiklerin (6zellikle alkanlarin) yapisini grafik teorisi
kavramlariyla modellemis ve bu yapilar iizerinden bazi fiziksel 6zellikleri (6rnegin kay-

nama noktalar1) tahmin edebilecek sayisal bir yontem gelistirmistir [12].

1970’11 ve 1980’li yillardan itibaren bu alanda onemli gelismeler yasanmustir.
Ozellikle Haruo Hosoya [13], 1988 yilinda Wiener indeksini genelleyerek Hosoya po-
linomunu tanitmis; bu polinom ile graf yapilarinin mesafe bazli dagilimini daha ayritil
bicimde analiz etmeye olanak saglamistir. Boylece, kimyasal grafiklerin polinom temelli
temsil bicimleri ortaya ¢ikmus, grafiklerin topolojik yapisi daha derinlemesine incelene-
bilir hale gelmistir. Bir diger mesafe tabanli topolojik indeks olan hiper-Wiener indeksi,
1993 yilinda M. Randi tarafindan ortaya atilmigtir [14]. Tiim bu kavramlar kimya, biyo-
loji ve aglar gibi farkli alanlarda bir¢cok uygulama bulmustur. Hosoya polinomu, Wiener
indeksi ve hiper-Wiener indeksi, bir grafikteki kose ciftleri arasindaki mesafelere daya-
nir ve kenar ciftleri arasindaki mesafeler i¢in kenar-Hosoya polinomu [15], kenar-Wiener
indeksi [16] ve kenar-hiper-Wiener indeksi [17] adlariyla benzer kavramlar iizerinde lite-

ratiirde caligmalar yapilmastir.

Graf teorisi, hem saf matematikte hem de uygulamali bilimlerde genis bir kulla-
nim alanina sahiptir. Kimyasal bilesiklerin modellenmesinde, ag yapilarinin analizinde
ve diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde graf teorisinin sagladigi kavramlardan

yararlanilmaktadir [18].

Hosoya polinomu, bir grafin yapisal ozelliklerini yansitan ve molekiiler grafik
teorisinde 6nemli yere sahip olan bir kombinatorik polinom tiiriidiir. Ik kez Japon mate-

matikci Haruo Hosoya tarafindan 1988 yilinda tanimlanmagtir [13].

Temel bir G grafii¢in G = (V| F) kenarlar seklinde adlandirilan grafin farkli koge

ciftlerinden olusan bir F(G) kiimesi ve koseler olarak isimlendirilen 6gelerden olusan bir



V(G) kiimesinden elde edilen bir kiimedir. £’deki her bir x = (u, v) nokta ¢ifti G nin bir
kenarini olusturur. Eger u ve v noktalar1 bir kenar ile birlestirilirse, u ve v noktalar1 komsu
noktalardir. vy, v, ..., v, kadar olan noktalar G’nin koseleri olmak iizere, vy, v, ..., v,,’e
kadar olan n koseli P, grafi ve i = 1,2,...,n — 1 olmak tizere v;, v;1; ’e komgudur. G
grafinin her nokta cifti bir yolla birlestirilirse buna baglantili graf denir. G' grafindaki v;
ve v; koseleri arasindaki uzaklik onlarla birlesen en kisa yolun uzakligina esittir ve bu

uzaklik d(u;, v;) seklinde gosterilir [19]. Hosoya polinomu H (G, t) sekilde gosterilen bir

polinom olup G, n koseli ve m kenarl bir graf olmak iizere baglantili graf G icin

"
H(G,t) =Y d(G, k)t* 2.1
k=0

seklinde tanimlanir. burada k ve ¢ , G grafinin parametreleri olmak iizere d(G.k), k uzak-
liginda olan kose ciftlerinin sayisin1 gosterir [19]. Bu polinomlarin katsayilart oldugu
bir seri ¢oziim yonteminin olusturulacaktir. Literatiirde Hosoya polinomlar1 kullanilarak
olusturulmug herhangi bir matris ¢6ziim yontemi yoktur. Hosoya polinomlarmin dife-
rensiyel denklemleri ¢c6zmek icin kullanimi kullanimi noktasinda, teorik olarak oldukca
giiclii olan ve literatiirdeki benzer metotlara karsilastirilabilecek bir potansiyele sahip-
tir. Gecikmeli denklemleri igeren bu tiir diferansiyel denklemler, miihendislik ve uygu-
lamal1 bilimlerde yaygin olarak karsilagilan problemlerin modellenmesinde 6nemli rol

oynar [19-21].

2.2. Genellestirilmis Pantograf Diferansiyel Denklemler

Genellestirilmis pantograf diferensiyel denklemler, oransal olarak 6l¢ceklenmis ar-
giimanlarin, gecikmeli terimlerin de yer aldig1 genis bir fonksiyonel diferensiyel denklem
tirleridir. Bu yapilar1 sayesinde, 0zellikle zaman gecikmeli sistemlerin modellenmesinde
etkin bir sekilde kullanilmaktadir. S6z konusu denklemler, klasik adi diferensiyel denk-
lemlerden farkli olarak, gecmis zamana ait bilgi ya da problemin farkli 6l¢eklerdeki du-
rumlari ile dogrudan iligkili olan dinamikleri tamimlayabilirler. Bu 6zellikleri, onlar1 ¢cok

cesitli disiplinlerde uygulama potansiyeli yiiksek modeller haline getirmektedir.

Fizikte, genellestirilmis pantograf denklemleri 6zellikle elektromanyetik dalga ya-
yilimi, kuantum mekanigi ve 1s1 transferi gibi konularda, sistemin ge¢mis durumlarinin

gelecekteki davranislar iizerindeki etkisinin dikkate alinmasi gereken durumlarda kul-



lamlmaktadir. Ornegin, bir sinyalin iletim hatt1 boyunca yayilimi sirasinda karsilastigi

gecikmeler bu denklemler araciligiyla modellenebilmektedir [22,23].

Kimya alaninda ise bu denklemler, reaksiyon kinetikleri ve ozellikle otokataltik
tepkimelerin modellenmesinde énemlidir. Tepkime hizlarinin ge¢mis konsantrasyon de-
gerlerine bagli olmasi, sistemin gecikmeli tepkisini dikkate alan modelleri gerekli kilar ve

bu tiir durumlar pantograf tipi denklemlerle ifade edilebilir [24,25].

Biyolojide, genellestirilmis pantograf diferensiyel denklemler; popiilasyon dina-
mikleri, epidemiyolojik modelleme, noronal aglar ve biyolojik ritimlerin matematiksel
ifadesinde kullanilmaktadir. Bu baglamda, bireylerin ge¢mis yas dagilimlarina veya 6n-
ceki zamanlardaki etkilesimlere dayali olarak gelisen sistemler i¢in uygun c¢oziimler su-

nar [26,27].

Miihendislik uygulamalarinda ise bu denklemler, 6zellikle kontrol teorisi, otoma-
tik kontrol sistemleri, titresim analizleri, elektrik devreleri, robotik, mekatronik sistemler
ve goriintii isleme alanlarinda karsimiza ¢ikmaktadir. Sistem bilesenlerinin zamanla 61-
cekli etkilesimlerini gdz 6niinde bulundurmak gerektiginde, pantograf tipi modeller tercih

edilmektedir [28-30].

Ekonomi ve finans bilimlerinde, zaman gecikmeli yatirnm tepkileri, stokastik sii-
recler, fiyat tahmin modelleri, talep degisimlerinin gecmis verilere baglilig: gibi karma-
sik yapilarin modellenmesi i¢in bu tiir diferensiyel denklemler kullanilmaktadir. Ozel-
likle piyasalarin gecmis durumlarina gore tepki verdigi dinamik sistemlerde, genellesti-
rilmis pantograf diferensiyel denklemleri oldukc¢a agiklayici ve etkili modelleme araglari-

dir [30,31].

Bu cok yonlii uygulama alanlari, genellestirilmis pantograf diferensiyel denklem-
lerin yalnizca teorik agidan degil, ayn1 zamanda uygulamali bilimlerde de gii¢lii bir ma-

tematiksel ara¢ oldugunu ortaya koymaktadir [32-38].



3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1. Yiiksek Mertebeden Degisken Katsayilh Lineer Genellestirilmis Pantog-
raf Diferansiyel Denklemler
my ve mq pozitif tam sayilar ve 0 < j < my ve 0 < i < my olacak sekilde P;;(t)

katsay1 fonksiyonu, g(t) homojen olmayan fonksiyon, a;; ve b;; reel sabitler olmak iizere
DD Py (ayt +by) = g(t), a<t<b

sekilde tanimlanan denklem, mertebesi m, olan lineer genellestirilmis pantograf diferan-
siyel denklem veya lineer gecikmeye sahip gecikmeli diferansiyel denklem olarak adlan-
dirilir [39-42]. Bu denklem ile birlikte, her ¢ i¢in +y; reel sabitler olmak iizere bu ¢alismada

bagslangic ve sinir degerlerinin igerildigi

mo—1

Z (aiky(k)(a) + biky('“)(b)) =, 1=0,1,...,my— 1.
k=0

genel haldeki karisik kosullar dikkate alinacaktir.

3.2. Yiiksek Mertebeden Degisken katsayili Lineer Genellestirilmis Pantog-
raf Diferansiyel Denklemler icin Hosoya Matris Siralama Y ontemi

Bu boliimde, yiiksek mertebeden degisken katsayili lineer genellestirilmis pan-
tograf tipli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiine yonelik olarak 6zgiin bir sayisal yontem
geligtirilmigtir. S6z konusu yontem, Hosoya polinomlarinin sahip oldugu yapisal 6zellik-
lerden yararlanilarak tasarlanmig olup, matris siralama teknigi ile insa edilmistir. YOnte-
min temel amaci, bu tiir denklemlerin analitik olarak ¢dziimlenmesinin zor veya imkansiz
oldugu durumlarda, yiiksek dogrulukta ve hesaplama acisindan verimli sayisal sonuglar
elde edilmesini saglamaktir. Bu kapsamda, Hosoya polinomlari ile bu polinomlarin katsa-
yilarinin kullanilmasiyla elde edilen cesitli matris baglantilari, metodun gelistirilmesinde
temel bilesenler olarak kullanilmistir. Bu calismada ele alinan yiiksek mertebeden genel-

lestirilmig

S S Pty (at +by) = g(t), a<t<b 3.1
j=0 i=0
yapisina sahip ms. mertebeden lineer degisken katsayili pantograf diferansiyel denklem-
leri i¢in
mo—1

> (aigy™ (@) + by (b)) =3, i=0,1,...,my—1. (3.2)
k=0



karisik kosullar altindaki (3.1) denkleminin kesilmis seri formundaki sonlu bir yaklasik

¢Ozumii
N
y(t) Zyn(t) = > @ Ho(t), a<t<b (3.3)
n=0
seklinde olup, buradan = 0,1, ..., N i¢in a,, bilinmeyen katsayilar ve H,(t) n. derece-

den Hosoya polinomudur. H. Hosoya tarafindan gelistirilen bu polinom G grafina bagh

olarak
o

H(G,t) =Y d(G, k)t*
k=0
olacak sekilde herhangi bir grafinin Hosoya polinomu ise

H,(t)=n+n-1t+n-2)+...+n—(n—1)t""]
seklinde ifade edilir. Bu tanima gore Hosoya polinomlarinin birkagi
Hi(t)=1
Hy(t) =t+2
H3(t)=t*+2t+3
Hyt) =1 +2t> +3t+ 4

Hs(t) =t* +2t> + 3> + 4t +5

olarak elde edilmig olur. Bu polinomlara ait grafik agagidaki Sekil (3.1)’de verilmistir.

(3.1) denkleminin

N
y(t) = yn(t) = 3 auHoin (1)
n=0
kesilmis seri agilimina karsilik gelen matris formu, n = 0,1, 2, ..., N i¢in
H(t) = [Hi(t) Hy(t) Hs(t) ... Hyii(t)]
ve
A=lay a ... ap
olmak iizere
y(t) =yn(t) = H(t)A

seklinde yazabiliriz. Burada A matrisi Hosoya polinomlarinin taban oldugu ¢6ziim fonk-

siyonunundaki bilinmeyen katsayilar matrisidir.



Sekil 3.1. Hosoya polinomlar1 grafigi

Z matrisi Hosoya polinomlari ile Taylor polinomlari arasindaki doniisiim matrisi-

dir. Hosoya polinomlarinin matris formu
H'(t) = Z" X" (t) = H(t) = X(t)Z (3.4)

seklinde tanimlanir. X (#) standart taban matrisi

seklindedir. Yukarida verilen matris formlarina gére H(¢) matrisi ve H'(¢) birinci merte-

beden tiirevi arasindaki matris bagintisi
yn(t) = H(t)A (3.5)

yn(t) = H'(t)A (3.6)
olup matris formu seklinde elde edilir. Buradan islemi tekrarlayarak k. tiirevi

yn(t) = H'(H)A

yi(t) =H"(1)A

@) =HW (A k=0,1,2, ... (3.7)

olacak sekilde matris formu yazilir.



Buna gore yukarida verilen (3.4) denklemini (3.5) ve (3.6) da yerine yazarak ¢o-

zUm matrisi ve onun birinci tiirevine ait

yn(t) = X'(t)ZA (3.8)
matris formlar1 haline gelirken, k. tiirevini de
uy' (1) = X0 (1)ZA (39)
olarak yazabiliriz. X(¢) cinsinden yiiksek mertebeden tiirevleri bulmak i¢in ve X'(¢) ve
X(t) arasinda bir bagint1 bulmak igin
X'(t) = X(¢)B (3.10)

iteratif formiilii kullanilir. Bu esitligin her iki tarafinin tiirevleri alinarak iglem tekrarla-

X"(t) = X'(t)B = X(t)B?

X" (t) = X'(t)B* = X(t)B?

X® () = X'()B* ! = X()B*, k =0,1,2, ... (3.11)

elde etmis oluruz. Burada B matrisi (N + 1) x (N + 1) tipinde bir matris olup

010 -+ 00 0]
002 -+ 00 0
000 -+ 00 0
B=|. . .
000 - 00N
000 -+~ 00 0

seklinde tanimlanir. Daha sonra (3.11) esitligi (3.9) da kullanilirsa y](ﬁ) (t)’nin matris hali

y()® =y B (1) = XB (1) ZA = X(O)B*ZA k= 0,1, ..., my (3.12)

olarak elde edilir. Gecikme kismu ile ¢alismak icin (3.5) denkleminde ¢ yerine a;;t + b;;

doniisiimii uygulandiginda

yN(aijt =+ b”) = H(aijt + bl])A (313)



ifadesi bulunur. Simdi de yine X(t) ifadesinde ¢ yerine a;;t + b;; yazilinca X(a;;t + b;;)

‘nin matris formu icin,

(8) agj bgj (é) agj Z%] T ](V]g) Cll?g Jbvf}’ .
0 L0 ... 1 pN—
M(aij, b”> _ (1) a:U ) (1 )al.J %] (314)
0 0 e (W) a
olmak iizere
X(agt + bij) = X(t)pla, bi) (3.15)

oldugunu kabul edelim. Burada (3.12) nin birinci mertebeden tiirevi
X' (@it + bi;) = X(t)p(aqj, bij)B (3.16)
olurken k. tiirev
y\ (aijt + bij) = X(t)u(ai;, b)) BYZA (3.17)
elde edilir. Ayrica kosul (3.2)‘ye karsilik gelen
ao,0y(a) 4 ooy (b) + ag.1y'(a) + b1y (b) + ... 4 @gmy—19"™2 V(@) + bomy— 1™V (b) = 7o

aroy(a) + b1 oy(d) + a11y'(a) + b1y’ (b) + ... + a17m2_1y(m2_1)(a) + b1,m2—1?/(m2_1)(b) =M

Umy—1,09(@) 4 bmy—1,09(D) + Amy—1,1Y' (@) + bpy—1,1y'(b) + - --

+ amz—l,mg—ly(mz_l) (a) + bm2—17m2—1y(m2_1) (b) = sz—l
(3.18)

denklemlerini buluruz.

3.3. Coziim Yontemi
Bu boliimde (3.1)’in temel matris denklemini elde etmek i¢in (3.1)’de (3.12) mat-

ris formunu daha sonra (3.15) matrisini yerine yazarak

mi ma

D ) Pt)X () p(ais, biy)B'ZA = g(t) (3.19)

j=0 i=0
matris denklemi elde edilir. Temel matris denklemleri olusturulduktan sonra, standart (esit
arakli) siralama noktalar1 [43] veya Chebyshev-Lobatto(CL) siralama noktalar1 asagidaki
gibi

b—a+a—b
2

b_
t,-:a+< a)i, i=01,... N yada t,— cos(mi/N) (3.20)

N



tanimlanir. Birinci formiilii kullanarak es aralikli siralama noktalarimi kullanacagiz. Sira-

lama noktalar1 (3.17) denkleminde yerine yazilir ise;
mi me

DD Pult)X(t)ua, by B'ZA = g(t), 0<i<N (3.21)

7=0 =0

ifadesi bulunur. Ya da daha kompakt olarak temel matris denklemi

mip m2

> Py(t)X(t)plai;, b B'Z| A = G (3.22)

7=0 =0

olarak ifade edilebilir. Burada F;;, X (¢) ve G matris formalari

_ [ X (o) 1ty - t)
Pj(te) 0 -+ 0 X(t) 1ty - AN
P;; = 0 Pj(ty) --- 0 , X = ) =1. .
0 0 R t . . . T .
i), | X(ty) 1oty - ¥
g(to) | [ ag
t a
e "W ac|®
g9(tn) ] | an
seklindedir. Yukaridaki (3.22) denklemi
WA =G veya [W;G] (3.23)
olarak yazilabilir. Burada
mi me
W =" " Pi(ty)X(t:)u(ay, bi;)B'Z
7=0 =0

seklinde tanimlanmigtir. Diger taraftan (3.2) kosullari i¢in matris formu (3.18) kullanila-

rak
UA =+ yada [U;9] (3.24)
kosullarla ilgili temel matris tanimlanabilir. Burada
mo—1
Uj= ) (a5X(a) +byX(0) Z' = [ug; wy ugy -+ ung] 0<j<my—1
=0

olarak ifade edilir. Daha sonra (3.1) denklemi (3.2) kosullar1 altinda (3.23) matrisinin

herhangi m. satirinin yerine (3.24) satir matrisleri yerlestirilerek

WA =G (3.25)

10



yani

[ W11 W12 ce wW1N ) 9(750) 1
Way Wa2 e WaN ;og(th)
~ =~ U U12 e Ulm ; M
(W;G] = . X , 1. . (3.26)
Um+1)1 Um+1)2 * Umt+)m 5 Tm
| W(N+1)1 W(N+1D)2 -~ WNF)N 5 g(tN)_ (N+1)x(N+1)

arttirtlmig matrisi olusturulur. Burada ¢oziimiin olabilmesi i¢in

rank(W) = rank [W; é] =N+1
esitliklerinin olmasi1 gerekir. Bu sekilde
A= (W) @ (3.27)
katsayilar matrisi yazilabilir. Boylece A matrisi yani bilinmeyen Hosoya katsayilar matrisi

bu cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle bulunur. Aynm1 zamanda (3.1) denklemi (3.2)

kosullar1 altinda yazilabiliyorsa tek bir ¢6ziime sahiptir.

3.4. Rezidiiel Fonksiyonuna Dayahh Hata Analizi
Burada iizerinde calistigimiz Lineer de8isken katsayili Pantograf diferansiyel

denklemleri;
mi1 me

S Pty agt +by) = g(t), a<t<b
j=0 i=0
seklinde tanimlanir. Buna gore (3.3) Hosoya serisi formunda elde edilen yy () ¢oziimii

verilen fonksiyonun yaklagik ¢oziimii olmak iizere ¢ € [a, b] i¢in

m1 m2

IRy =33 Pty (ayt + biy) — g(t)

j=0 i=0

rezidiiel fonksiyonudur. Ozellikle
t. € [a,b], r=0,1,2,..., N igin
|Ry(t,)| <107%, (ke Z")
maksimum hata degeri 107% (k € Z™) olarak 6nceden belirlendiginde, N kesme sinirinin

her bir noktasinda Ry (t,) rezidiiel fonksiyonunun mutlak degerinin 6nceden belirlenen

10~* degerinden daha kiiciik olacak seklinde arttirilir.

11



N yeterince bityiik degerler alindiginda Ry () — 0 ise bu durumda hata degerini
azaltir. Diger bir ifade ile, Ry (t) olarak tanimlanan rezidiiel (kalan) fonksiyon ile [a, b]
araliginda | Ry ()| fonksiyonun ortalama degeri ile ¢oziimiin dogrulugu kontrol edilebile-

bilir ve buradan hata tahmini yapilabiliriz.

Eger problemin analitik ¢6ziimii y(¢) biliniyorsa, bu ¢oziim ile sayisal yontemle
elde edilen yaklasik ¢6ziim yy (¢) arasindaki farkin mutlak degerine mutlak hata fonksi-

yonu denir ve

ex(t) = [y(t) — yn(1)]

olarak gosterilir.

12



4. ORNEKLER

Onerilen yontemin dogruluk ve etkinligini degerlendirmek amaciyla gesitli rnek-
ler lizerinde uygulamalar gerceklestirilmistir. Coziim sonuclarinin hassasiyetini incele-
mek {izere hata analizi yapilmig ve elde edilen veriler, karsilagtirmal1 olarak tablolar ve

grafikler aracilifiyla sunulmustur.

Ornek 1

Tam ¢oziimii u(t) = e' fonksiyonu ve g(t) = 0 olan

oty =40 ]

+ —eDy(t/2), 0<t<1
pantograf denkleminin [37,44,45]

2 2

u(0) = 1 baglangi¢ sart1 alundaki N = 8 igin Ho-
soya matris siralama yontemini esit aralikli siralama noktalari ile ¢ozelim. Tablo 4.1°de
goriilen N = 8 i¢in yaklagik ¢6ziim ve mutlak hata degerleri esit aralikli siralama noktala-

rina gore olusturulmustur.

€N(t)

2.22045 x 10716
1.43119 x 10710
1.82826 x 10710
2.29509 x 10710
1.19246 x 10710
2.59912 x 1010

yn ()
1.0
1.22140
1.49182
1.82212
2.22554
2.71828

t | y(t)

0.0 1.0

0.2 | 1.22140
0.4 | 1.49182
0.6 | 1.82212
0.8 | 2.225564
1.0 | 2.71828

Tablo 4.1. Ornek 1’in N = 8 i¢in yaklasik ¢6ziim ve mutlak hata degerleri

t; HSY Taylor Yon. [44] | Galerkin Yon. [37]
0.0 2.22045 x 10716 | — 0

0.2 5.77482 x 1077 | 1.44 x 102 6.261 x 107

0.4 7.20049 x 1077 | 7.524 x 10~1Y 1.089 x 10~

0.6 2.37904 x 1077 | 2.953 x 1078 1.081 x 10~

0.8 1.25124 x 1072 | 4.018 x 10~ 7 1.497 x 1078

1.0 4.90322 x 1079 | 3.059 x 1076 1.788 x 1078
CPU zamam | 0.0217231 - 0.1406

Tablo 4.2. Ornek 1’in N = 7 icin mutlak hata kargilagtirmalar
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en()

8.x1079}

6.x1079 | -

4.x1079 ¢

2.x1079 |

en(t) Mutlak Hata Fonksiyonu

0.2 0.4

0.6 0.8

mutlak hatalarinin ey (¢) karsilastirilmasi

t; HSY Hermite YoOn. [45]
0.0 | 2.22045 x 10716 | 0

0.2 | 1.43119 x 1071° | 3.8503 x 10~ 1°
0.4 | 1.82826 x 10710 | 4.5797 x 10~ 10
0.6 | 2.29509 x 1071V | 5.3296 x 10~
0.8 | 1.19246 x 10719 | 6.4064 x 10~
1.0 | 2.59912 x 10710 | 1.1526 x 10~%

t
1.0

Sekil 4.1. Ornek 1’in N = 7,10, 15 degerleri i¢in hesap edilen yaklagik ¢oziimlerinin

Tablo 4.3. Ornek 1’in N = 8 icin Hosoya Yontemi ve N = 7 i¢in Hermite Yontemi ile
elde edilen yaklagik ¢coziimlerin mutlak hata karsilagtirmalari

Ornek 1’in niimerik ¢oziimleri Tablo 4.2°de N = 7 i¢cin Hosoya matris siralama yontemini
(HSY) esit aralikli siralama noktalar ile elde edilen yaklasik ¢oziimlerin mutlak hatala-
rinin, Taylor [44], Galerkin [37] yontemleri ile elde edilen ¢oziimlerin mutlak hatalari ile
kargilagtirilmigtir. Tablo 4.3’te Hermite yonteminde [45] N i¢in (N + 1). dereceden bir
polinom ¢6ziimii elde edilmis iken, Galerkin Yonteminde [37] N i¢in N. dereceden bir
polinom ¢oziimil elde edildigi ifade edilmistir. Bu sebeple karsilastirmalart iki tablo ile
gerceklestirmis bulunuyoruz. Burada hesap edilen sayisal ¢oziimler Mathematica prog-
rami1 kullanilarak hazirlanan algoritma ile elde edilmis olup, N = 7 icin gerceklestirilen
niimerik hesaplamada elde edilen islem siiresi 0.0217231 saniye olarak bulunmustur. Ay-
rica Tablo 4.2°de belirtildigi lizere, hem tam ¢oziime olan yaklasma hem de bunu hesap

etme siiresi olarak karsilagtirmada onemli bir iistiinliik elde edilmistir.
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Ornek 2

Tam ¢Ozimii

pantograf denkleminin [37,46,47] w«(0) = 1 baglangi¢ sarti altindaki N = 5 i¢in esit

aralikli siralama noktalar1 i¢in Hosoya matris siralama yontemi ile ¢ozelim.

en(t)

0.00000 x 1076
9.69763 x 1076
2.13832 x 107
5.67587 x 107°
7.18951 x 107
0.000193633

yn (t)

1.0
0.664681
0.433559
0.276477
0.171491
0.102476

t | y(t)

0.0 1.0

0.2 | 0.664691
0.4 | 0.433561
0.6 | 0.276482
0.8 | 0.171484
1.0 | 0.102670

Tablo 4.4. Ornek 2’in N = 5 icin yaklasik ¢oziim ve hata degerleri

Tablo 4.4, esit aralikli siralama noktalar1 alinarak hesaplanmis N = 5 i¢in yaklagik ¢oziim
ve mutlak hata degerlerini gosterirken, Tablo 4.5 ise N = 7,11, 15 degerleri i¢in gercek-
lestirilen niimerik hesaplamada elde edilen mutlak hatalar1 ve ¢oziimlerin elde edilmesi
icin gecen islem siiresini gostermektedir. Burada yaklagik ¢6ziimii bulma hizi, N in ar-
tan degerleri ile dogru orantili bir bigcimde artig gosterse dahi, elde edilen CPU zamanlar1
gercekten diisiik seviyelerdedir. Sekil 4.2°de ise Ornek 2'nin N = 11, 15 i¢in mutlak hata

karsilastirmalar1 goriilmektedir.

ti €7<t) 611(t) €15 (t)

0.0

7.10543 x 1071

2.33147 x 1071

3.21965 x 1071

0.2

3.31765 x 1078

5.21805 x 10714

6.43929 x 10~1°

0.4

2.46365 x 1078

3.66929 x 10~

7.54952 x 10710

0.6

3.36995 x 1078

1.23235 x 1071

4.99600 x 10~

0.8

3.36995 x 1078

7.49401 x 1016

4.24660 x 1071°

1.0

8.00338 x 1078

8.47100 x 10~ 14

2.80331 x 10715

CPU zamani

0.0391509

0.0440474

0.0580732

Tablo 4.5. Ornek 2’nin N = 7,11, 15 i¢in mutlak hata degerleri
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en(t) Mutlak Hata Fonksiyonu

en(t)

7x10714 |
6x10-14 1
5x 1014
4x 10714

3x10"14

2x10714 ¢

1x10714

‘012‘ | ‘014‘ | ‘016‘ | ‘0‘.8‘ | ‘1‘.Ot
Sekil 4.2. Ornek 2’nin N = 11, 15 igin mutlak hata karsilagtirmalar

Ornek 3

Tam ¢oziimii y(¢) = e " fonksiyonu olan

Y (£) = —y(t) + Ty(

d _gu
1) — L4
2q) e

2
pantograf denkleminin [39,44] y(0) = 1 baglangi¢ sart1 altindaki N = 7 i¢in Hosoya

matris siralama yontemini esit aralikli siralama noktalar ile ¢ozelim.

ti | y(t) yn(t) | en(t)

001 1.0 1.0 2.22045x1071¢
0.2 | 0.818731 | 0.818731 | 1.38738x10~°
0.4 | 0.670320 | 0.670320 | 1.23151x107*
0.6 | 0.548812 | 0.548812 | 7.82521x10~1°
0.8 | 0.449329 | 0.449329 | 5.99291x 107
1.0 | 0.367879 | 0.367879 | 9.03310x 10710

Tablo 4.6. Ornek 3’in N = 7 i¢in yaklasik ¢6ziim ve mutlak hata degerleri

Tablo 4.6, esit aralikli siralama noktalar1 alinarak hesaplanmig /N = 7 i¢in yaklasik ¢6ziim
ve mutlak hata degerlerini gosterirken, Tablo 4.7 ise N = 8, 14 degerleri i¢in gergekles-
tirilen niimerik hesaplamada elde edilen mutlak hatalar1 ve ¢coziimlerin elde edilmesi i¢in
gecen islem siiresini gostermektedir. Burada yaklagsik ¢oziimii bulma hizi, N in 10’dan

biiyiik degerleri igin de diisiik degerlere sahip oldugu goriilmektedir. Ornek 3’iin N = 7

16



icin mutlak hata fonksiyonu Sekil 4.3’de, N = 8, 14 degerleri i¢in elde edilen mutlak hata

fonksiyonlar1 ve kargilastirmalari ise Sekil 4.4’te goriilmektedir.

en(t) Mutlak Hata Fonksiyonu
en()

15x1079 -
1.0x1079

5.0x10‘105

02 04 o6 08 10!
Sekil 4.3. Ornek 3’iin N = 7 igin hesap edilen mutlak hata grafigi

ti €g<t> 614(t)

0.0 6.66134 x 10716 | 2.22045 x 10~ 16
0.2 6.34088 x 1071 | 1.11022 x 1016
0.4 6.19010 x 10~ | 1.11022 x 1016
0.6 1.59477 x 10~ | 8.88178 x 1016
0.8 4.75575 x 10712 [ 1.38778 x 10~ 1°
1.0 8.00338 x 10~% | 1.11022 x 10~ 1
CPU zaman: | 0.0234364 0.0277392

Tablo 4.7. Ornek 3’in N = 8,14 degerleri ve esit aralikli siralama noktalari i¢in Hosoya
matris yonetemi ile elde edilen mutlak hata degerleri ve hesaplama siireleri

en(t)

3x10714 -
2x10714\

1x10714 -

en(t) Mutlak Hata Fonksiyonu

= eq4(t)

es(t)

0.2 0.4

0.6 0.8

1.0

Sekil 4.4. Ornek’3 iin N = 8, 14 degerlerini igin hesap edilen yaklasik ¢oziimlerin mutlak
hatalarinin e,, (¢) kargilagtirilmasi
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Ornek 4

Tam ¢6ziimii y(t) = t* fonksiyonu olan

3

t
y'(t) = Zy(t) +y<§) —2+2, 0<t<l1

ikinci mertebeden pantograf denkleminin [42,48] y(0) = 0,4'(0) = 0 baglangig sart-
lar1 alindaki N = 3 i¢in ele alinan problem Hosoya matris siralama yontemi kullamilarak
¢oziilmiistiir. Uygulanan bu yontem sonucunda elde edilen sayisal ¢oziim degerleri, ana-
litik ¢6ziim ile birebir uyum gostermistir. Elde edilen sonuclar, Hosoya matrisine dayali
siralama tekniginin diisiik boyutlu problemlerde yiiksek dogruluksundugunu ve yontemin
giivenilirligini teyit ettigini ortaya koymaktadir. Boylece, N = 3 durumu icin kullani-
lan yaklagimin hem tutarli hem de gecerli bir ¢6ziim elde ettigini sdylemek miimkiindiir.
N = 3 ve daha biiyiik degerleri icin de ayn1 durum gecerli olup elde edilen sonuglar

analitik ¢6ziim ile birebir aynidir.

Ornek 5

Tam ¢oziimii y(¢) = e * fonksiyonu olan
y"(t) = —y(t) —y(t —0.3) +e 03 0<t<1

iclincii mertebeden pantograf denkleminin [42] baslangi¢ sartlar1 altindaki

N = 10 i¢cin Hosoya matris siralama yontemi ile ¢ozelim.

ti | y(t) yn(t) | en(t)

0.0 1.0 1.0 4.22107 x 10713
0.2 | 1.22140 | 1.22140 | 5.65548 x 10~ 13
0.4 | 1.49182 | 1.49182 | 8.97393 x 1013
0.6 | 1.82212 | 1.82212 | 1.44940 x 1012
0.8 | 2.22554 | 2.22554 | 2.22999 x 1012
1.0 | 2.71828 | 2.71828 | 4.13459 x 10~ 1

Tablo 4.8. Ornek 5’in N = 10 ve esit aralikli siralama noktalar1 icin Hosoya matris yon-
temi ile elde edilen yaklasik ¢6ziim ve mutlak hata degerleri
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4x10712
3x10712
2x10712}

1x10712

Sekil 4.5. Ornek 5’in N = 10 icin hesap edilen mutlak hata grafigi

N = 10 icin gergeklestirilen niimerik hesaplamada elde edilen iglem siiresi 0.270299 sa-
niye olarak bulunmustur. Tablo 4.8, Ornek 5’in N = 10 ve esit aralikl1 siralama noktalari
icin Hosoya matris yontemi ile elde edilen yaklasik ¢oziim ve mutlak hata degerlerini
gosterirken, Tablo 4.9 ise N = 7,10 degerleri i¢in gerceklestirilen niimerik hesaplamada
elde edilen mutlak hatalar1 gostermektedir. Ayrica Ornek 5’in N = 10 esit aralikli sira-
lama noktalar1 icin Hosoya matris yontemi ile elde edilen mutlak hata ve rezidiiel hata

degerleri Tablo 4.10°da yer almaktadir. Sekil 4.5°de, N = 10 degeri i¢in elde edilen mut-

0.2 0.4

lak hata fonksiyonu goriilmektedir.

0.6 0.8

li

67(t)

Glo(t)

0.0

9.99201 x 10~1°

4.22107 x 10713

0.2

1.16993 x 10~

5.65548 x 10713

0.4

5.97328 x 1077

8.97393 x 10713

0.6

1.43054 x 107°

1.44940 x 10712

0.8

4.53279 x 1078

2.22999 x 10~12

1.0

6.51927 x 1077

4.13459 x 1071

Tablo 4.9. Ornek 5’in N = 7 ve N = 10 esit aralikli siralama noktalar1 i¢in Hosoya
matris yontemi ile elde edilen yaklasik ¢6ziim ve mutlak hata degerleri
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ti | y(t) en(t) |Rn(1)]

001 1.0 4.22107 x 10713 | 2.31237 x 1012
0.2 | 1.22140 | 5.65548 x 10713 | 3.91354 x 1012
0.4 ] 1.49182 | 8.97393 x 10713 | 7.0276 x 1012

0.6 | 1.82212 | 1.44940 x 10712 | 1.24968 x 10~ 1
0.8 | 2.22554 | 2.22999 x 10712 | 6.68564 x 10~
1.0 | 2.71828 | 4.13459 x 10~ | 2.95606 x 10~

Tablo 4.10. Ornek 5’in N = 10 esit aralikli siralama noktalar1 icin Hosoya matris yontemi
ile elde edilen mutlak hata ve rezidiiel hata degerleri

Ornek 6

Tam ¢oziimii y(t) = cos(t) fonksiyonu olan

90 = 120) =/ 1) =5 ) +teos(zn) + cos( 5 )

ictincli mertebeden pantograf denkleminin [44]

sartlar1 altindaki ¢6ztimiinii bulalim.

Burada ¢6ziim yaklagiminda iki farkli siralama noktasi kullanilacaktir. Bu ornekte ayrica
amacimiz Hosoya polinomlarini esit aralikli siralama noktalar ile Chebyshev-Lobatto si-
ralama noktalar1 kullanilmast ile elde edilen verileri de karsilastirmaktir. Oncelikle Tablo
4.11’de N = 10 i¢in esit aralikli siralama noktalarin1 dikkate alip Hosoya matris yontemi
kullanarak hesaplamis oldugumuz yaklagik ¢oziim ve mutlak hata degerleri goriilmekte-
dir. Tablo 4.12°de ise N = 10 i¢in Chebyshev-Lobatto(CL) siralama noktalar1 ile Hosoya
matris yontemimizi kullanarak hesaplamis oldugumuz yaklagik ¢6ziim ve mutlak hata de-

gerleri goriilmektedir.
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t;

y(t)

yn(t)

en(t)

0.0

1.000000

1.000000

1.11022 x 10716

0.1

0.995004

0.995004

1.87295 x 10713

0.2

0.980067

0.980067

1.19660 x 10~

0.3

0.955336

0.955336

2.10265 x 10712

0.4

0.921061

0.921061

9.20253 x 10712

0.5

0.877583

0.877583

1.01715 x 10719

0.6

0.825336

0.825336

4.94839 x 10710

0.7

0.764842

0.764842

1.67757 x 107

0.8

0.696707

0.696707

4.51094 x 107

0.9

0.621610

0.621610

1.02716 x 107°

1.0

0.540302

0.540302

2.06165 x 1078

Tablo 4.11. Ornek 6'min N = 10 icin esit aralikli siralama noktalarim1 Hosoya matris
yontemi kullanarak hesaplanmis Yaklasik Coziim ve Mutlak Hata Degerleri

t;

y(t)

yn (1)

en(t)

0.00000

1.000000

1.000000

4.44089 x 10~1¢

0.02447

0.999701

0.999701

3.33067 x 1071¢

0.09549

0.995444

0.995444

4.44089 x 1016

0.20611

0.978835

0.978835

3.10862 x 1071

0.34549

0.940909

0.940909

1.69276 x 1012

0.50000

0.877583

0.877583

5.18510 x 107!

0.65451

0.793347

0.793347

4.70644 x 10719

0.79389

0.701075

0.701075

2.00486 x 1077

0.90451

0.618072

0.618072

4.99409 x 107

0.97553

0.560731

0.560731

8.25253 x 1079

1.00000

0.540302

0.540302

9.68619 x 107

Tablo 4.12. Ornek 6’'nin N = 10 igin Hosoya matris siralama yontemini Chebyshev-
Lobatto(CL) siralama noktalar1 kullanarak hesaplanmis Yaklagik Coziim ve
Mutlak Hata Degerleri
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Mutlak Hata Fonk.
10_9 —

10—10,
10—11 L
10—12,
10—13,

10—14,

10719 - ,
i g e

0.001 0.005 0.010 0.050 0.100 0.500 1

Sekil 4.6. Ornek 6’nin N = 10 i¢in CL siralama noktalar1 kullanilarak hesap edilen yak-
salik ¢oziimlerin mutlak hata logaritmik grafigi

Mutlak Hata Fonk.

10—11 L

10—14 L

—

Il Il Il t
0.001 0.005 0.010 0.050 0.100 0.500

Sekil 4.7. Ornek 6’'nin N = 10 igin hesap edilen esit aralikli siralama noktalari(mavi
renkli diiz ¢izgi) ile Chebyshev-Lobatto siralama noktalari(sari ¢izgi ¢izgi) kul-
lanarak elde edilen yaklasik ¢oziimlerin mutlak hata logaritmik grafigi

N = 10 i¢in gerceklestirilen Tablo 4.11’°deki niimerik hesaplamada elde edilen islem sii-
resi ortalama 0.0367287 saniye olarak bulunmustur. Sekil 4.6, Ornek 6’nin N = 10 icin
CL siralama noktalar1 kullanilarak hesap edilen yaklasik ¢oziimlerin mutlak hata logarit-
mik grafigini ve Sekil 4.7 de Ornek 6'min N = 10 icin hesap edilen esit aralikl1 siralama
noktalari(mavi renkli diiz ¢izgi) ile Chebyshev-Lobatto siralama noktalari(sari ¢izgi ¢izgi)
kullanarak elde edilen yaklasik ¢oziimlerin mutlak hata logaritmik grafigini gostermekte-

dir.
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ti 610(t> 615(t)

0.0 1.11022 x 10716 | 2.22045 x 10~1¢
0.1 1.87295 x 1071 | 1.11022 x 10716
0.2 1.19660 x 1072 | 2.22045 x 10716
0.3 2.10265 x 10712 | 2.22045 x 10~1¢
0.4 9.20253 x 10712 | 2.22045 x 10716
0.5 1.01715 x 10710 | 2.22045 x 10716
0.6 4.94839 x 1071V | 3.33067 x 1016
0.7 1.67757 x 1079 | 6.66134 x 10~16
0.8 4.51094 x 10~ | 7.77156 x 10716
0.9 1.02716 x 1078 | 1.44329 x 10~'°
1.0 2.06165 x 1078 | 2.33147 x 10~
CPU zamam | 0.0367287 0.0495769

Tablo 4.13. Ornek 6’'nin N = 10 ve N = 15 icin Hosoya matris yontemi esit aralikli
siralama noktalarinin mutlak hata degerleri ve hesaplama siireleri

Tablo 4.13°de Ornek 6'min N = 10 ve N = 15 icin Hosoya matris yontemi esit ara-

likl1 siralama noktalarinin mutlak hata degerleri ve hesaplama siirelerini verilirken, Tablo

4.14’de Ornek 6’'nin N = 10 icin Hosoya matris yontemi esit aralikli siralama noktalart

icin rezidiiel hata ile Chebyshev-Lobatto siralama noktalari icin rezidiiel hata, mutlak hata

ve yaklagik ¢coziimlerinin karsilagtirilmasi verilmistir.

t;

y(t)

yn (1)

en(t)

Rezidiiel Hata
[Bn(t)]

CL Rezidiiel Hata
[Bn(t)]

0.0

1.000000

1.000000

1.11022 x 10716

2.22045 x 1071¢

6.66134 x 10~1¢

0.1

0.995004

0.995004

1.87295 x 10713

4.44089 x 10716

2.22045 x 1071¢

0.2

0.980067

0.980067

1.19660 x 10~

2.22045 x 1071¢

4.44089 x 10716

0.3

0.955336

0.955336

2.10265 x 10712

4.44089 x 1071°

4.44089 x 10710

0.4

0.921061

0.921061

9.20253 x 10712

2.22045 x 10716

2.22045 x 10716

0.5

0.877583

0.877583

1.01715 x 10719

2.22045 x 10716

4.44089 x 10716

0.6

0.825336

0.825336

4.94839 x 10710

1.61787 x 10716

6.66134 x 10~1¢

0.7

0.764842

0.764842

1.67757 x 1077

1.03957 x 10716

6.61619 x 10~1¢

0.8

0.696707

0.696707

4.51094 x 107

7.77156 x 1071¢

2.19536 x 1071¢

0.9

0.621610

0.621610

1.02716 x 107°

2.78157 x 10~ 1°

1.5572 x 1071

1.0

0.540302

0.540302

2.06165 x 1073

5.55112 x 1071

1.11022 x 1071°

Tablo 4.14. Ornek 6’'nin N = 10 igin yaklagik ¢6ziim, mutlak hata degerleri ve hem esit
aralikli siralama noktalart hem de Chebyshev-Lobatto siralama noktalar: kul-
lanarak elde edilen rizidiiel hata degerlerinin kargilagtirilmasi
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, lineer gecikmeli diferansiyel denklemler, genellestirilmis pantograf
denklemler ve birinci ya da daha yiiksek mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemle-
rin yaklasik ¢coziimlerini elde etmek icin, Hosoya polinomlarina dayanan yeni bir matris
siralama yontemi Onerilmis ve cesitli problemlere uygulanmigtir. Yontemin dogrulugunu
ve etkinligini incelemek amaciyla farkli 6rnekler ele alinmig, bulunan yaklasik ¢oziimler
literatiirdeki analitik ¢coziimlerle karsilastirilmistir. Ayrica, yontemin sayisal dogrulugunu
degerlendirmek icin literatiirde yer alan sonuclarla 6nerilen yontemden elde edilen veriler
kargsilastirilarak hata analizi yapilmistir. Analizler, yontemin yiiksek dogruluk sagladigini
ve elde edilen ¢oziimlerin incelenen problemlerle olduk¢a uyumlu oldugunu ortaya koy-
mustur. Literatiirde mevcut yontemler arasinda yaygin bigcimde kullanilan polinom aile-
sine yeni bir polinom sinifi eklenmis; yapilan karsilastirmalar, 6nerilen yontemin ayni

kesme degerlerinde mevcut yontemlere kiyasla daha iyi ¢oziimler tirettigini gostermistir.
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