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Fen Bilimleri Enstitusu
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Danmisman: Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ
Ikinci Damisman: Prof. Dr. Ozkan OCALAN

Bu tez galigmasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci bélimde fark denklemleri ile ilgili
genel bilgiler ve literatiirde yapilan ¢aligmalardan bazilar1 sunulmus, ayrica son yillarda
tez ¢alismamizin konusu ile ilgili yapilmis olan bazi ¢aligsmalar sonuglar1 ile birlikte
verilmistir. Ikinci bolimde fark denklemleri ile ilgili temel tanim ve teoremler
hatirlatilmistir.  Ugilincii bdlimde {p(n)} ve {q(n)} negatif olmayan reel say1
dizileri, h, f: R - R slrekli azalmayan fonksiyonlar uh(u) > 0,uf(u) > 0,u # 0

{o(n)} ve {t(n)} tamsay dizileri ve

Lim7(n) = lim o(n) = oo.
n—->oo n—-oo
olmak (izere
A™ [x(n) +p(n)h (x(a(n)))] +qn)f (x(r(n))) =0,neN={0,1,..}
yuksek mertebeden lineer olmayan karma neutral fark denkleminin ¢oézimlerinin

salimimlilig1 ile ilgili daha 6nce literatiirde olmayan tamamen orijinal sonuclar verilmistir.

Son olarak tartisma ve sonug kismina yer verilmistir.
2023, v+ sayfa
Anahtar Kelimeler: Fark denklemleri, Lineer olmayan fark denklemleri, Yiksek

mertebeden fark denklemleri, Gecikmeli, ileri ve Karma neutral

fark denklemleri, Fark denklemlerinin salinimliligi,
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Doctoral Thesis

OSCILLATORY BEHAVIOR OF
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Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ
Co-Supervisor: Prof. Dr. Ozkan OCALAN

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, general information about
difference equations and some of the studies in the literature are presented, and some
studies that have been studied in recent years on the subject of our thesis are given with
their results. In the second chapter, we mention some basic notions and theorems about
difference equations. In the third chapter, completely original results are given that were
not previously available in the literature on the oscillation of solutions of the high-order

nonlinear mixed type neutral difference equation;

A™ [x(n) +p(n)h (x(a(n)))] +q(n)f (x(t(n))) =0,neN={0,1,..}
where {p(n)} and {q(n)} are sequences of nonnegative real numbers, h,f: R > R are
continuous and nondecreasing with uh(u) > 0,uf(u) >0,u# 0 , and {o(n)} and
{r(n)} are sequences of integers such that

Limt(n) = lim o(n) = oo.
n—oo n—oo

Finally, the discussion and conclusion part is given.
2023, v + 33 pages
Keywords:  Difference equations, Nonlinear difference equations, Higher order

difference equations, Delayed, forward and mixed type neutral difference

equations, Oscillation of difference equations,
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

R Reel sayilar

R* Pozitif Reel sayilar

R~ Negatif Reel sayilar

N Dogal sayilar

Z Tam sayilar

Ro R —{0}

R, [0, )

T; Monoton olmayan argiimanlar
h; Monoton argtiimanlar

I Carpim sembolii

X Toplam semboli

A Ileri fark operatorii

E Oteleme (kaydirma) operatorii
C Stirekli fonksiyonlarin kiimesi




1 GIRIS

Fark denklemleri; miihendislik, kimya, fizik, biyolojideki genetik, radyasyondaki kuan-
tum, ekonomi gibi bir¢ok bilim alaninda kullanilmaktadir. Fark denklemleri teorisi,
diferansiyel denklemlerin teorisine ¢ok biiyiik benzerlik gostermektedir. Diferansiyel
denklemler, zamanin siirekli olarak alindigi modellerde kullanilmaktadir. Bunlarda bir
degiskendeki degisme, tiirevsellerle gosterilmektedir. Zaman kesikli durumda ise yani
t degiskeni sadece tam say1 degerleri aliyorsa, bir degiskendeki degisme, tiirevseller
yerine farklarla gosterilir ve bunlarin yer aldigi denklemler fark denklemleri olarak ad-
landirihir. Fark denklemlerinin incelenmesi, diferansiyel denklemlere kiyasla daha yeni
bir kavramdir. 20. yy da, genetik ve radyasyondaki kuantum gibi bilimin cesitli dal-
larindaki geligmeler, tiim doga olaylarinin, siireklilik ifadeleri diginda ifadelere de ihtiyag
duydugunu gostermistir. Fark denklemleri teorisinin uygulamalari, kontrol teorisinde
kararhilik durumunun incelenmesinde, biyolojide canli populasyon sayisinin arastiril-
masinda, ekonomide borsa hareketlerinin izlenmesinde, tip biliminde hiicre hareket-
lerinin incelenmesinde ve bir ¢ok bilim dalinda kullanilmaktadir. Uygulama alaninin
genis olmasi fark denklemlerine duyulan ilgiyi arttirmis ve sadece matematikgilerin degil
ayni zamanda fen, miihendislik, saglik ve sosyal bilimlerde calisan arastirmacilarin da
dikkatini ¢ekmistir. Boylece son 50 yil icerisinde hatir1 sayilir bir literatiir olusmustur.
Bu konuyla ilgili olarak Miller (1968), Goldberg (1986), Lakshmikantham ve Trigiante
(1988), Mickens (1990), Gyori ve Ladas (1991), Agarwal ve Wong (1997), Elaydi (1999),
Agarwal (2000), Agarwal, Grace ve O’Regan (2000), Kelley ve Peterson (2001), Cheng
(2003) ve Cull vd. (2005) kitaplarindan soz edilebilir.

Bilindigi iizere fizik, mekanik ve miihendislikteki teknik alanlarla ilgili somut problem-
lerin matematiksel olarak modellenmesinde ¢ogu zaman fark denklemleri ortaya ¢ikmak-
tadir. Dolayisiyla, s6z konusu problemlerin aydinlatilmas: herseyden 6nce karsilik gelen
fark denklemlerinin tanimlanmasina bagh kalmaktadir. Fark denklemleri i¢in cevaplan-
mas1 gereken baglica soru ¢oziimiin mevcut olup olmamasidir. Coziimiin mevcut olmasi
durumunda c¢oziimiin analitik olarak hesaplanmasi ve irdelenmesi siireci baslar. Fakat

analitik c¢oztimleri bulmak ¢ok zor hatta bulunduklar:i zaman da irdelenmeleri giicliik-



lerle dolu olabilir. Bu nedenle denklemleri ¢6zmeden ¢oziimlerin yapisi hakkinda bilgi
sahibi olmak son derece tnemlidir. Bu gibi durumlarda fark denklemlerinin kalitatif
olarak incelenmesi devreye girer. Coziimleri bulmaksizin onlarin sinirlilik, salinimlilik
ve yakinsaklik gibi durumlarinin incelenmesi kalitatif analizin baghca aragtirma konu-

larimi olusturmaktadir.

Bu tez calismasinda fark denklemlerinin énemli siniflarindan biri olan

A" [z(n) + p(n)h(z(o(n)))] + ¢(n) f(z(7(n))) = 0,n e N={0,1, ..} (1.1)

(p(n)) ve (¢(n)) negatif olmayan reel say1 dizileri, h, f : R — R siirekli azalmayan
fonksiyonlar olmak iizere uh(u) > 0, uf(u) > 0, u # 0 i¢in, (o(n)) ve (7(n)) tamsay1
dizileri olmak iizere yiiksek mertebeden lineer olmayan karma neutral fark denkleminin
¢oziimlerinin kalitatif incelemesi yapilacaktir. Neutral fark denklemleri, degisme hiz
gecmis veya gelecek degerlere baglh olan biyolojik ve fiziksel sistemler i¢in bir matem-
atiksel model olugturur. Bu tip denklemler popiilasyon dinamikleri, kararlilik teorisi,
gecikmeli veya ileri ag sistemlerinin dinamik davranmiglar1 gibi bir cok alanda uygulama
bulabilmektedir. Neutral gecikmeli fark denklemlerinin en 6nemli 6zelligi en yiiksek
basamaktan farkin bilinmeyen fonksiyonun sadece n bagimsiz degiskenine degil, ayni
zamanda onceki argiimentlere bagh olmasidir. Genel olarak, en yiiksek basamaktan
fark bilinmeyen fonksiyonun n anindaki ve n —r;,n —ry ve n — rs3, - - - anlarindaki gibi
gecikmelere bagli olarak ifade edilmis ise, bu tiir fark denklemleri neutral gecikmeli fark

denklemleri olarak adlandirilir. Genel olarak k. basamaktan bir adi fark denklemi
A*z(n) + f (n,z(n), Az(n), A*x(n), ..., A" z(n)) =0,
k. basamaktan bir gecikmeli fark denklemi
A*z(n) + f (n,z(n —ri), Ax(n — ry), A%2(n — r3), ..., A" 'z(n —rp)) =0,

ve k. basamaktan bir neutral gecikmeli fark denklemi

AF(x(n) + a(n)z(n — 1))
+f (noz(n — 1), Az(n —ry), A%z(n —r3), .., A" tx(n — 1)) =0,



seklinde ifade edilebilir. Burada n € N, r, ry, r9, ..., r lar pozitif tamsayilardir.

Neutral fark denklemlerinin kapali formda ¢oziimlerini bulmak genellikle zordur. Coziim-
ler bulunamadiglr zaman fark denklemlerinin c¢oziimlerinin kalitatif bakimdan incelen-
mesi biiyiik 6nem tagir. Neutral gecikmeli fark denklemlerinin kalitatif teorisinde daha
¢ok coziimlerin salimmlilik, sinirlilik ve asimptotiksel davraniglari incelenmektedir. Neu-
tral gecikmeli fark denklemleri ¢atallanma analizi, populasyon dinamigi, kararlilik teorisi,
gecikmeli ag sistemlerinin dinamigi gibi bir ¢ok konuda kendine uygulama alani bul-

maktadir.

Adi fark denklemleri ile matematiksel modeller kurulurken gergekte mevcut olan gecik-
meler goz ardi edilerek analizler yapilmaktadir. Gecikmeli, ileri, neutral gecikmeli ve
neutral ileri fark denklemler ise sistemin ge¢misteki veya gelecekteki davraniglarini belir-
lerken fonksiyonun ve onun farklarinin hem simdiki hem ge¢cmisteki hem de gelecekteki
hareketlerini goz oniinde bulundurmaktadir. Bu durum ise modelin basarisini arttir-
maktadir. Fakat gecikmeli neutral ve ileri neutral fark denklemlerinin kalitatif teorisi
adi fark denklemleri kadar kolay olmayip baz zorluklar icermektedir. Adi fark den-
klemleri icin gegerli olan sonuglar neutral gecikmeli denklemler icin saglanmayabilir.
Teorinin zorluguna ragmen bu denklemlerin uygulama alanlarinin oldukca genis olmasi

yapilan calismalarin hiz kazanmasini saglamigtir.

Son yillarda gecikmeli ve ileri fark denklemlerinin ¢oziimlerinin davranigi ve 6zellikle
salimmlihig ile ilgili bir ¢ok ¢aligma yapilmaktadir. Ladas (1989), ¢alismasinda p €

R, k € Z olmak iizere birinci mertebeden lineer, sabit katsayil
z(n+1)—zn)+prx(n—k)=0, n=0,1,2,... (1.2)

denklemini ele almig ve denklemin ¢oziimlerinin salimimhhg ile ilgili gerek ve yeter

sartlar elde etmislerdir. Erbe ve Zhang (1989), ¢aligmalarinda
z(n+1)—z(n)+pn)z(n—k) =0, n=0,1,2,..., (1.3)

(p(n)) negatif olmayan reel terimli dizi ve k& € Z* olmak iizere birinci mertebeden,

lineer, degisken katsayili gecikmeli fark denkleminin biitiin ¢oziimlerinin salinimliligi
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icin yeter sart vermiglerdir. Ladas vd. (1989), caligmalarinda yukaridaki fark denklem-
inin biitiin ¢oziimlerinin salinimhlig i¢in yeter sart vermiglerdir. Tang ve Liu (2001),

¢alismalarinda
r(n+1) —z(n)+pn)z*n—k) =0, n=0,1,2,..., (1.4)

(p(n)) negatif olmayan reel say1 dizisi ve k pozitif bir tamsay1 olmak tizere 0 < a < 1
olmasi durumunda yani denklemin sublineer olmasi durumunda (1.4) lineer olmayan
gecikmeli fark denkleminin salinimliligi i¢in gerek ve yeter sart elde etmisler ve o > 1
durumunda yani superlineer durumunda ise yeter sartlar elde etmiglerdir. Zhang (2002),

calismasinda
A (z(n) —px(n—=1))+q(n)z*(n—k)=0, n=0,1,2,..., (1.5)

(g(n)) negatif olmayan reel sayr dizisi, k& ve [ birer pozitif tamsayi, 0 < a < 1 ve
0 < p < 1 olmak iizere (1.5) neutral lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin saliniml
olmasi igin gerek ve yeter sart elde etmigtir. Thandapani vd. (2003), yapmig olduklar

calismada
A (z(n) + h(n)x(n —1)) + d0g(n)z*(n —k) =0, n=0,1,2,..., (1.6)

d = +1 ve « porzitif tek tamsayilarin orani, (h(n)), (g(n)) pozitif reel say1 dizileri, k
pozitif bir tamsay1, [ herhangi bir tamsay1 olmak {iizere (1.6) neutral gecikmeli lineer
olmayan fark denkleminin salinimlilik davraniglarini incelemigler ve 6 = 1, 0 < a < 1
ve |l > k olmasi ve 6 = —1, a« > 1 ve | negatif bir tamsay1 olmasi durumlarinin her ikisi
i¢in (1.6) denkleminin ¢oziimlerinin salinimhi olmasi igin yeter sartlar elde etmiglerdir.

Agarwal (1996), caligmasinda
A" (z(n) +p(n)z(n —k)) +q(n)f(x(n—1) =0, n €N, (1.7)

k,l negatif olmayan tamsayilar, g(n) > 0 olmak iizere (¢(n)) ve (p(n)) reel say1 dizileri,
f : R — R siirekli fonksiyon ve u # 0 i¢in uf(u) > 0 olmak iizere lineer olmayan
neutral gecikmeli fark denkleminin ¢oziimlerinin salinimlilig1 i¢in yeter sartlar vermistir.

Agarwal ve Gracea (1999), ¢caligmalarinda

A" (z(n) +x(n—r)) +qn)f(z(n - g)) =0, m > 1, (1.8)

4



(p(n)) negatif olmayan reel terimli dizi, g,r € Z*, f : R — R siirekli ve azalmayan
bir fonksiyon ve uf(u) > 0, u # 0, ayrica xy > 0 i¢in —f(—zy) > f(zy) > f(x)f(y)
sartlar1 altinda yiiksek mertebeden lineer olmayan fark denkleminn salimimlilig: iizerine
calismiglar ve m nin tek olmasi durumunda denklemin salinimliligi i¢in yeter sartlar

vermiglerdir. Yildiz ve Ocalan (2006), caligmalarinda
A"(z(n) +pn)x(n — 1)+ q(n)z*(n—k) =0, neN, (1.9)

(qn), (pn) negatif olmayan reel say1 dizisi, k ve [ birer pozitif tamsayi, a € (0,1) pozitif
tek tamsayilarin orani olmak iizere, yiiksek mertebeden neutral gecikmeli fark den-
kleminin salmimlihig1 tizerine baz1 yeter sartlar vermislerdir. Yildiz ve Ogiinmez (2013),

calismalarinda
A™ [z(n) + p(n)z*(n — k)] + q(n)2’(n —1) =0, n=0,1,2, ..., (1.10)

burada (p(n)) reel say1 dizisi, (¢(n)) negatif olmayan reel say1 dizisi, k ve [ birer poz-
itif tamsay1, «, 5 tek tamsayilarin oram ve a, 5 € (0,00) olmak iizere lineer olmayan
neutral gecikmeli fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salinimliligr icin yeter sartlar elde

etmiglerdir. Zhang (2014), ¢aligmasinda
A" (z(n) +p(n)z(n — 1)) +q(n) f(z(n — k)) = 0, (1.11)

m > 2 ve ¢ift tamsayi, r,k € N olmak iizere karsilastirma teoremi kullanarak cift
mertebeli lineer olmayan neutral gecikmeli fark denklemlerinin salinimlihigr ile ilgili

kriterler vermistir. Kaleeswari (2019), ¢alismasinda
A" [z(n) + p(n)z(r(n))] + q(n) f(z(o(n))) =0, n €N, (1.12)

m > 1 olmak {izere lineer olmayan neutral fark denklemini

(Hy) : (¢(n)) negatif olmayan reel say1 dizisi ve 6zdes olarak sifir olmayan,

(Hs) : (p(n)) reel say1 dizisi ve 0 < p(n) <1, n € N,

(Hj3) : (1(n)) ve (0(n)) azalmayan diziler ve 7(n) < n i¢in lim, . 7(n) = +00, d(n) <
n i¢in lim,,_,« o(n) = +o0,

(Hy) : f: R — R siirekli ve azalmayan bir fonksiyon ve u # 0 igin wf(u) > 0, ayrica

ry >0 icin — f(—zy) > f(zy) > f(z)f(y),

bt



sartlar1 altinda incelemis ve bu denklemin salimimlilig: ile ilgili baz1 kriterler ortaya

koymugtur. Grace ve Graef (2020), caligmalarinda
A(a®)(A™  2(t)] + ¢’ (t —m+1), t>ty, n>3, (1.13)

a, f tek tamsayilarin oram ve a > 3, (a(t)) ve (q(t)) poztif reel say1 dizileri (¢ > )
ve m > 1 durumunda lineer olmayan yiiksek mertebeden fark denkleminin salinimlilig
tizerine baz kriterler elde etmiglerdir. Zhang ve Tian (1998), ¢alismalarinda g(n) > 0

bir reel say1 dizisi 7(n) > 0 tamsay dizisi olmak {iizere
Azx(n)+qn)x(r(n)) =0, n=0,1,2,.... (1.14)

denklemini ele almiglar ve 7(n) < n ve 7(n) azalmayan olmasi durumunda

n—1
1
limsupg(n) >0 and liminf Z q(j) > o (1.15)

j=7(n)

ise (1.14) denkleminin tiim ¢oziimlernin salmimh oldugunu gostermisler ve Ocalan

(2020),
n—1 1
lim i o1 .
iminf > q(j) > — (1.16)
j=7(n)
olmasi durumunda (1.14) denkleminin tiim ¢ziimlerinin salinimli oldugunu gostermistir

ki bu 7(n) in azalmadig1 ve yalnizca alt limit kogulunu igerdigi durumlarda literatiirdeki

en iyi sonugtur.

Bu tez galigmasinin asil konusu olan (1.1) denkleminin baz 6zel hallerinin ¢oziimlerinin
kalitatif incelenmesi ile ilgili son yillarda yapilmig olan énemli baz1 ¢caligmalar agagida

sonuclar1 ve ornekleri ile birlikte verilmistir;

Kaleeswari ve Selvaraj (2010), (1.1) denkleminin 6zel hali olan
A" [x(n) + p(n)z(r(n))] + q(n)f (z(o(n))) =0, n=0,1,2,..., (1.17)

denklemini
(H1) : (g(n)) negatif olmayan reel say1 dizisi ve 6zdeg olarak sifir olmayan;

(Hs) : (p(n)) reel say1 dizisi ve 0 < p(n) < 1, n € N,
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(H3) : (1(n)) ve (0(n)) azalmayan diziler ve 7(n) < n i¢in lim,,_,o, 7(n) = +00, o(n) <
n i¢in lim,,_,« 0(n) = 400,

(Hy) : f: R — R siirekli ve azalmayan bir fonksiyon ve u # 0 i¢in wf(u) > 0, ayrica
zy > 0 icin — f(—2y) > f(zy) > f(2)f(y),
sartlar1 altinda incelemis ve asagidaki sonuglar1 elde etmiglerdir.

Teorem 1.1 (H;) ve (H,) saglansin.

EI(th>meW”=m (1.18)

n=ngo j=n

ve m tek olsun. Eger tiim 2. mertebeden

Ay(n) + R;(n)f (y(o(n))) =0, j€{2,4,...m—1}

denklemleri n > ng icin salimimh ve

Av(n) + Ro(n)f (v(n(n))) = 0 (1.19)

birinci mertebeden denklemi salimmli olacak sekilde azalmayan o(n) < n(n) <n, n >
ng igin (n(n)) dizisi var ise bu durumda denklem (1.17) iin tiim ¢oziimleri salinimhdir.

Ornek 1.1 Ugiincii mertebeden

A3 [x(n) + %x(n — 1)} +4z(n—2)=0 (1.20)

denklemini ele alahm. Burada 0 < p(n) = 3 < 1, ¢(n) = 4n, 7(n) = n —1 < n,

o(n)=n—2<mn,ve f(u) =2 dir. Ayrica

i (iq@) (o))" = Z (Z@) (n—2)

n=no \j=n n=ng
Boylece Teorem 1.1 in tiim sartlar saglandigindan (1.20) denkleminin tiim ¢oziimleri
salinmmlidir. Ornegin bu ¢oziimlerden birisi z(n) = (—1)" dir.
Teorem 1.2 (H,) ve (Hy) sartlar1 ve (1.18) saglansin, ayrica m tek olsun. Eger j €
{2,4,...,m — 1} i¢in

(o(n)—m+5)0—9 0o (r—nt+m—j—2)m—I—2
f <f> Zr:no (m—j3—2)!

(1.21)
(52 0) £ (1= po(r) = o0,



ve (1.19) denklemi salimimli olacak sekilde azalmayan o(n) < n(n) < n, n > ng igin
(n(n)) dizisi var ise; bu durumda denklem (1.17) nin tiim ¢oziimleri salmimhdir.

Ornek 1.2 Birinci mertebeden

A |z(n) + Z:L‘(n -1+ %x (n—2)=0 (1.22)

denklemini ele alahm. Burada 0 < p(n) = 2 < 1, ¢q(n) = 1, 7(n) = n -1 < n,

on) =n—2 < nve f(u) = u dur. Teorem 1.2 nin tiim sartlar saglandigindan

(1.22) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhidir. (1.22) denleminin saliniml olan bu

_ "

5 verilebilir.

goziimlerinden biri olarak z(n)
Yildiz ve Ogiinmez (2013), yaptiklar1 galismada (1.1) denkleminin 6zel hallerinden biri
olan
A™ [z(n) + p(n)z®(n — k)] + q(n)2’(n —1) =0, n=0,1,... (1.23)

denklemini (p(n)) reel say1 sizisi, (¢(n)) negatif olmayan reel say1 dizisi, a € (0,00) ve
€ (0,00) olacak sekilde tek tamsayilarin orani, k,[ pozitif tamsayilar olmak iizere
asagidaki sartlar altinda incelemislerdir.

(Cy) : liminf, . q(n) > 0;

(C5) :0<p(n) <1,

(C3): =1 < =P <p(n) <0 (P eR).

Teorem 1.3 1 < a < oo (C4) ve (C2) saglansin.

(a) m ¢ift oldugunda eger

Bulo) + o) (L ”))5 (5 l)(m_mw% =0, (1.24)

(m —1)! om—1

denklemi salinimh ise (1.23) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhidir.
(b) m tek oldugunda (1.23) denkleminin saliniml olmayan tiim ¢oziimleri n — oo
icin 0 a yakinsar.

Ornek 1.3 m cift ve [ tek tamsay1, o € [1,00), 3 € (0,1), 0 < p < 1 ve ¢ > 0 olsun.
A™ [z(n) + pz®(n — k)] + gz’ (n — 1) = 0, (1.25)

denklemini ele alalim. (1.25) denklemi Teorem (1.3)(a) mn tiim sartlarim saglar. (1.25)

denkleminin 1. mertebeye indirgenmis hali

s (28 (52)
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boylece

Solot) ()
q — = o0
—" \(m—1)! 2m—1

oldugundan (1.25) denkleminin tiim ¢oztimleri Teorem (1.3) e gore salimmhidir. Bu

¢oziimlerden birtanesi z(n) = (2;”> " cos(n) dir.

Teorem 1.4 (C4) ve (C3) saglansin. Bu durumda denklem (1.23) iin tiim ¢oztimleri
ya salimmlidir, ya da sifira yakinsar.

Ornek 1.4 m tek ve [ cift tamsayl, o € [1,00) ve ( tek tamsayllarin orani, p €

(—1,1) — {0} ve ¢,k > 0 olmak iizere
A™ [z(n) + pr®(n — k)] + gz’ (n — 1) = 0, (1.26)

denklemi 0 < p < 1 igin Teorem (1.3)(b) nin tiim sartlarm saglar ve —1 < p <

0 i¢in Teorem (1.4) iin tiim sartlarim saglar ve salimmh olmadig1 takdirde kesinlikle
1

sifira yakinsar. Ornegin z(n) = (%) " sin(nw + %) denklem (1.26) min saliiml bir

¢oztimidiir.

Zhang (2014), calisgmasinda m ¢ift olmak {izere
A™ [z(n) + p(n)z(n — 7)] + q(n) f(z(n — k)) = 0, (1.27)

7,k € N, n € N(ng) = {no,no + 1,n9 + 2...} denklemini ele almig ve
(Hy) : (p(n)) reel say1 dizisi ve 0 < p(n) < 1,n € N; ve (¢(n)) negatif olmayan reel
say1 dizisi ve 6zdeg olarak sifir olmasin;
(Hs) : f : R — R siirekli ve tek bir fonksiyon ve zf(z) > 0,z # 0;
sartlar1 altinda ve agagidaki sonuclari elde etmistir.
Teorem 1.5 (H,) ve (Hs) saglansin ve her.|xz| > x¢ > 0 i¢in |f (z)| > |z| olsun. Birinci

mertebeden

Az(n) + A !q(n)(n — k)" (1 —p(n—k))z(n—k) =0, (1.28)

(m—1)

12
V7 sabit say1st var ise (1.27)

denklemi salinimli olacak sekilde 6yle bir A, = (%)(m
denkleminin tiim ¢oziimleri salimimhdir.

Teorem 1.6 (H,) ve (H,) saglansin ve her.|z| > o > 0 i¢in |f (z)| > |z| olsun. k£ > 1
icin eger

n—1 1+k
2 k
lim inf g q(i) (i — k)" (1 = p(i — k) > 2077D% (m — 1)! <m)

i=n—k



veya

limsup Y q(i) (i — k)" (1= p(i — k) > 207D (m — 1)
ise denklem (1.27) nin tiim ¢oziimleri salmimhidir.

Ornek 1.5 ) [ ( 1)"]

2(m=1% (1)1 |24+ (=2

m l . n

A [l‘(n) + nl”(n T)i| + e(n_3)(n_2)m—2 (1'29)

z(n—2)In(e+2%(n—2) =0

n > 3, m ¢ift ve 7 pozitif tamsay1, denklemini ele alalim. Burada 0 < p(n) = % <1,

2(m71)2 m—1)!|2+ (="
oty = 2 ] 0 ) = et (et ) k=2 i

n n 9m—12 (1)1 (-1
Zq(z’><z‘—2>ml(1— : )= > V4 ?PH ]

i=n—2 12 i=n—2
buradan
lim sup Zn: y A [2 ’ ((i)n] _ Sotmery (m —1)! > 207D (m — 1)1
n—oo L, e e

olur ve Teorem (1.6) geregince denklem (1.29) salimimhdir.

Teorem 1.7 (H;) ve (H;) saglansin ve her.|z| > x > 0 igin |f (z)| > |z| olsun. k& > 0

k 1+k
Dca< [t
Sas (1+k)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda eger

i¢in eger

2
I ) (i — k)™ (1= pli — k) > 20 (m = 1)1 (1 - 2
im sup i:zn:kq@) (i = k)" (1= p(i — k) > (m—1) M
veya
n—1
lim sup Z q(i) (i — k)™ (1 = p(i — k) > 20"D% (m — 1) (1-a")
0 ek
ise denklem (1.27) nin tiim ¢ozitimleri salinimhdir.
Ornek 1.6 [ ( 1>n]
2m=1)% (11|18 (=
m n—1 32 n
AT [o(n) + 2 a(n = 7)) + CEIL (1.30)

z(n—2)In(e+2*(n—2))=0
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n > 2, m ¢ift ve 7 pozitif tamsayi, denklemini ele alalim. Burada 0 < p(n) = "T_l <1,

o(m=12(n _1y1[18 4 (=D
q(n) = ((nlz))*[f;( -] >0, f(z) = xln(e+2?), k = 2 dir. o = 5, alahm bu
durumda;

n . n—1

N _ i—2-1 12 15 (—=1)"
—m 1 ———= ) = 2m=% (my — )1 | ==
3 a2 (1= ) = e e g ()

ve buradan;

n—1
1 1) 1
lim sup Z 20m=1% (1 — 1) {—5 + (( ) } = —52("‘_1)2 (m—1)!

n—oo 32 n
> (m—1)! (1 — (%)j

olur ve boylece Teorem 1.7 den dolayisiyla denklem (1.30) un tiim ¢ziimleri salinimhdir.

i=n—2

Kaleeswari (2019), calismasinda
A" [z(n) + p(n)z(t(n))] + q¢(n) f(x(c(n))) =0,n e N ={0,1,...} (1.31)

denklemini m > 1 ve agsagidaki sartlar altinda incelemistir.

(Hy) : (g(n)) negatif olmayan reel say1 dizisi ve 6zdes olarak sifir olmasin;

(Hs) : (p(n)) reel say1 dizisi ve 0 < p(n) < 1, n € N;

(Hs3) : (7(n)) ve (¢(n)) azalmayan diziler ve 7(n) < n igin lim,, o 7(n) = +00,0(n) <
n i¢in lim,, . o(n) = 400;

(Hy) : f : R — R siirekli ve azalmayan bir fonksiyon ve zf(z) > 0,z # 0, —

f(=zy) = fwy) = f(2)f(y);
Teorem 1.8 (H;) ve (Hy) sartlar saglansin.

> (Z Q(J')> (o(n)"™? =00 (1.32)

n=ng \j=n

ve m tek olsun. Eger ikinci mertebeden
A’y(n) + Rj(n)f (y(c(n))) =0, j € {2,4,....,m—1} (1.33)

denklemi salinmli ve birinci mertebeden
Auv(n) + Ro(n)f (v(n(n))) = 0 (1.34)
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denklemi salinimh olacak sekilde bir azalmayan o(n) < n(n) < n,n > ny {n(n)} dizisi
var ise bu durumda denklem (1.31) in tiim ¢oziimleri salinimhdir.

Ornek 1.7 Uciincii mertebeden
1
A3 [x(n) + ix(n — 1)} +4z(n—2)=0 (1.35)

<1, q(n) =4n, 7(n) = n—1 < n,

denklemini ele alahm. Burada 0 < p(n) = 3

o(n)=n—2<mn,ve f(u) =2 dir. Ayrica
> (Z q(]’)) (o)™ =" (Z 4J') (n—2)=o00
n=no \j=n neno \ien
Boylece Teorem 1.8 in tiim gartlar1 saglandigindan, (1.35) denkleminin tiim ¢oziimleri
salinmmlidir. Ornegin bu ¢oziimlerden birisi z(n) = (—1)" dir.
Teorem 1.9 (H,) ve (H,) sartlar ve (1.32) saglansin. m gift olsun. (1.33) denkleminin

tiim ¢oziimleri j € {1,3,...,m — 3} igin salimmh ve
A2u(n) + Ro_1(n)f (u(o(n))) = 0, (1.36)

denklemi n > ng i¢in salimiml ise denklem (1.31) in tiim ¢oziimleri salinimhdur.

Ornek 1.8
1 ) 3
A% |e(n) + zn—2)| + 220 —1) =0 (1.37)
4 n—1
2. mertebeden denklemini ele alahm. Burada 0 < p(n) = ; < 1, g(n) = 2422

T(n)=n—-2<n,o(n)=n—1<n,ve f(u) =wu dur. Ayrica

> (Zqo)) COLEEDY (Z 5j_*f’> =

n=ng \Jj=n n=ng \Jj=n

olur ve boylece Teorem (1.9) in tiim sartlar: saglanmig olur. Denklem (1.37) salimmh
goziimlere sahiptir. Bu ¢oziimlerden biri z(n) = n (—1)" olarak verilebilir.

Teorem 1.10 (H;) ve (H4) sartlarn ve (1.32) saglansm. m tek olsun. Eger j €
{2,4,...,m — 1} i¢in

(g(n)=m+5)0 D 0o (r—ntm—j-2)m—i—2
) R (1.38)

(52, 000)) £ (1= plo(r))) = o
ve (1.34) denklemi salinimh olacak gekilde azalmayan o(n) < n(n) < n,n > ng (n(n))

dizisi var ise bu durumda denklem (1.31) in tiim ¢oziimleri salimimhdur.
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Ornek 1.9
A |a(n) + Z:E(n “))| 4 5r-2=0 (1.39)

denklemini elel alam. Burada 0 < p(n) = 2 < 1, ¢(n) = , 7(n) = n—1 < n,
on) =n—2 < n, ve f(u) = v dur. Teorem (1.10) un tiin sartlar saglandigindan
denklem (1.39) un tiim ¢oziimleri salimmhidir ve bu ¢oziimlerden biri z(n) = % dir.
Teorem 1.11 (H;) ve (Hy4) sartlar ve (1.32) saglansin. m ¢ift olsun. Eger (1.38) sart1

yeterince biiyiik n ler ve j € {1,3,...,m — 3} icin saglaniyor ve

(on)— S
(ST ) = plot) (Z q<r>> - o0

r=ng

ise bu durumda denklem (1.31) in tiim ¢oziimleri salmimldir.

Ornek 1.10
1
A* {x(n) + éx(n - 1)] +8(n+2)z(n—1)=0 (1.40)
4. dereceden denklemini ele alahm. Burada 0 < p(n) = 3 < 1, q(n) = 8(n+2),

T(n)=n—-1<n,0(n)=n—-1<n,ve f(u) = ;%5 dur. Teorem (1.11) in tiim sartlarn
saglandigindan (1.40) denkleminin tiim ¢oziimleri salimimldir. Ornegin z(n) = (—1)"
(1.40) denkleminin salinimh bir ¢oztimiidiir.

Grace ve Graef (2020), ¢caligmalarinda
A ((a)A"'z(@)%) + q(t)2” (t —m+ 1)t > ¢, (1.41)

n > 3, denklemini
(1) : a, § tek tamsayilarin oran ve o > [3;
(1) : (a(t)) ve (q(t)) t > to icin pozitif reel say1 dizis;
(13i) = m > 1.

sartlar1 altinda incelemisler ve asagidaki sonuglar1 elde etmislerdir. Ayrica bu galis-

malarda
1
A(v,u) = —, U > U >
o) Z() ’
ve
tlim At ) < o0 (K1)

kabul edilmigtir.
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Teorem 1.12 n ¢ift ve m > (n — 2)k + 1 olacak sekilde bir k sayisi olsun. Eger birinci
mertebeden

AY (t) +q(t) (m)ﬁ ((t —mA4 D) St —m+ 1)) (1.42)
Ya(t—m+1)=0,

ve

Q=

t—1 5
(at <2n 2(n — 2 ,) q(s) (8—m+1)(n_2)ﬁ> Zﬁ(t m+1) =0,
- (1.43)

ve

a(t)

denklemleri salimimli ise denklem (1.41) in tiim ¢ziimleri salmimhdir.

AW (t) + (kn1_2>a <Z q(s)) : Wg(t —m+(n—-2k+1)=0

s=to

Sonug 1.1 n ¢ift ve m > (n — 2)k + 1 olacak sekilde bir k sayis1 olsun. Eger birinci
mertebeden

Ay(t) + P(t)y=(t =) =0
gecikmeli fark denklemi salimmh ise (1.41) denklemi salimmhdir.

Sonug 1.2 n ¢ift ve m > (n — 2)k + 1 olacak gekilde bir k sayisi olsun. Eger 5 = « i¢in

t—1

-1 T—1
lim inf pis)> =V

t—00 T7T

s=t—m+1
veya 3 < « igin
t—1
lim inf P(s) = o0
fmreo s=t—m-+1

ise denklem (1.41) salinimhdar.
Teorem 1.13 n tek ve m > (n — 1)k + 1 olacak sekilde bir k sayis1 olsun. Eger birinci
mertebeden (1.42), (1.43) ve

n—1
aa (t)

denklemleri salinimh ise denklem (1.41) salinimldur.

B
AW(t)+q(t)( ) Wa(t—m+(n—1k+1)=0 (1.44)

Simdi asagidaki iki sonug i¢in

P*(t) < min {q(t) (m)ﬁ ((t m+ 1)18 cf%(t —m+ 1)) ;

1
— B _ o knfl
(ﬁ Zi;o <—2n_2(1n_2)!> q(s) (s —m+ 1)(n 2)6) ’ ( . )
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ve 78 = max{m — (n — 1)k — 1,m — 1} kabul edelim.
Sonug 1.3 n tek ve m > (n — 1)k + 1 olacak sekilde bir k sayis1 olsun. Eger birinci
mertebeden

Ay(t) + P*(t)y= (t — %) = 0

gecikmeli fark denklemi salimml ise (1.41) denklemi salimmhdur.
Sonug 1.4 n tek ve m > (n — 1)k + 1 olacak sekilde bir k sayis1 olsun. Eger 5 = « igin

t—1

o 1 T*—1
lim inf P*(s) > %
00 T*T
s=t—m+1
veya 5 < « igin
t—1
lim inf P*(s) =00
t—o0
s=t—m+1

ise denklem (1.41) salimmbhdir. Ayrica ilk bagta kabul edilen (K1) sartin revize ederek

lim A (t,tg) = o0 (K2)

t—o0

alarak asagidaki iki sonucu da ortaya koymuslardir.

Teorem 1.14 n ¢ift ve m > (n — 2)k + 1 olacak gekilde bir £ sayisi olsun ayrica (K2)
sart1 da saglansi. Eger birinci dereceden (1.42) denklemi salimml ise denklem (1.41)
salinimhidir.

Teorem 1.15 n tek ve m > (n — 1)k + 1 olacak sekilde bir & sayist olsun ayrica (K2)
sart1 da saglansin. Eger (1.42) ve (1.44) denklemleri salinimh ise bu durumda denklem

(1.41) salmmhdur.

Yukarida verilen 6rnek ¢aligmalar ve literatiirde var olan ¢aligmalara bakildiginda (1.1)
denkleminin 6zel bazi durumlari ele alinmis ve ¢oziimlerinin davranislar: bazi 6zel sart-
lara bagh olarak verilmigtir. Bu tez galigmasinda ise (1.1) denklemi en genel halde
calisilmig ve c¢oziimlerinin davraniglar ile ilgili daha once literatiirde olmayan en genel

kapsamli sonuclar elde edilmigtir.

Bu tez caligmasi ii¢ boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde fark denklemleri ile ilgili
genel bilgiler ve literatiirde yapilan caligmalardan bazilar1 sunulmus, ayrica son yillarda

tez galigmamizin asil konusu olan (1.1) denkleminin ¢6ziimlerinin davrams ile ilgili
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yapilmig olan baz1 calismalar sonuclar ile birlikte verilmistir. Ikinci boliimde fark den-
klemleri ile ilgili temel tanim ve teoremler hatirlatilmigtir. Ucgtincii boliimde ise (1.1)
denklemi literatiirde daha once incelenen kosullardan daha genig bir sekilde ele alinmig
ve ¢oziimlerinin davranisi ile ilgili tamamen orijinal ve literatiirde olmayan yeni sonuclar

verilmigtir.
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2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez calismamizda ihtiya¢ duyacagimiz, bilinen bazi tanim, teorem ve lem-
malar1 verecegiz. Ilk énce fark analizi ve fark denklemleri tanitilacak ve daha sonra fark
denklemlerinin ¢oziimleri hakkinda bilgiler verilecektir. Daha sonra fark denklemlerinin

salinimliligi hakkinda bilinen bazi1 tanim ve teoremler hatirlatilacaktir.

2.1 Fark Analizi ve Genel Tanimlar
n € N olmak iizere x(n) fonksiyonu i¢in kaydirma (&teleme) operatorii
Ez(n) =x(n+1)
ve ileri fark operatorii
Az(n) =xz(n+1) —x(n)
seklinde tanimlanir (Goldberg 1958, Elaydi 1999, Agarwal 2000)
E*z(n) = x(n + k)
oldugu kolaylikla goriilebilir. A*x(n) i hesaplamak igin I 6zdeslik operatorii olmak
iizere, A = ' — I ve F = A + [ ifadelerini kullanabiliriz. O zaman,
AFz(n) = (E - I)*z(n)
= > (1))
— fj(—l)i(’;)x(n +k —1)
bulunur. Benzer sekilde,
2’“: Ak
oldugu goriiliir.

Tanim 2.1.1 n > ng icin Af(n) = f(n) verilsin. Bu durumda n > ng igin

A7 f(n) =F(n) +c

seklinde ifade edilen A~! &peratoriine ters fark operatorii ve F'(n) fonksiyonuna da

f(n)’ nin ters farki denir. Burada ¢ keyfi sabittir.
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Tamim 2.1.2. n € N olmak iizere z,, N iizerinde tanimh reel (veya kompleks) degerli
bir fonksiyon olsun.

z(n),z(n+1),...,x(n+ k) (2.1.1)

ifadelerini igeren bir bagintiya (denkleme) &k mci1 mertebeden bir fark denklemi denir
(Agarwal 2000).

Tanim 2.1.3. Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en biiyiik indis ile en kiigiik
indis arasindaki fark olarak tammlanir. Ornegin; x(n + 3) — 3z(n +2) + 7Tz(n+1) =0
denklemi ikinci mertebeden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tanim 2.1.4. Eger (2.1.1) fark denklemi,

k
a(in)x(n +1i) = b(n) (2.1.2)
=0
formunda verilirse k£ 1nc1 mertebeden olan (2.1.1) fark denklemine lineerdir denir.
Eger en az bir n € N i¢in b(n) sifirdan farkh ise, bu durumda (2.1.2) fark denklemine

homogen olmayan lineer fark denklemi denir (Agarwal 2000).

Eger (2.1) fark denklemi,
k
Z amxr(n+1i) =0 (2.1.3)
=0

seklinde verilirse (2.1.3) fark denklemine homogen lineer fark denklemi denir (Agarwal
2000).

n € N olmak iizere x(n) fonksiyonu icin kaydirma (Steleme) operatorii
Exz(n) =xz(n+1)

ve ileri fark operatorii

Az(n) =z(n+1) — z(n)

seklinde tanimlanir (Goldberg 1958, Elaydi 1999, Agarwal 2000)
E*z(n) = x(n + k)

oldugu kolaylhkla goriilebilir. AFz(n) i hesaplamak igin I 6zdeslik operatorii olmak
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iizere, A = E — [ ve F = A + [ ifadelerini kullanabiliriz. O zaman,
AFz(n) = (E - I)*z(n)
k . .
= > (=15 B a(n)

1=0

= fj(—l)i(’;)x(n +k —1)

bulunur. Benzer sekilde,

oldugu goriiliir.

Tamim 2.1.1 n > ng igin Af(n) = f(n) verilsin. Bu durumda n > ng icin

seklinde ifade edilen A~! operatoriine ters fark operatorii ve F'(n) fonksiyonuna da
f(n)’ nin ters farki denir. Burada c keyfi sabittir.
Tanim 2.1.2. n € N olmak iizere z,, N iizerinde tanimh reel (veya kompleks) degerli

bir fonksiyon olsun.

z(n),z(n+1),...,x(n+k) (2.1.1)

ifadelerini igeren bir bagintiya (denkleme) k ci mertebeden bir fark denklemi denir
(Agarwal 2000).

Tanim 2.1.3. Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en biiyiik indis ile en kiiciik
indis arasindaki fark olarak tammlamr. Ornegin; x(n 4+ 3) — 3x(n +2) + Tz(n +1) =0
denklemi ikinci mertebeden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tanim 2.1.4. Eger (2.1.1) fark denklemi,

k

> alin)z(n + i) = b(n) (2.1.2)

=0
formunda verilirse £ 1nc1 mertebeden olan (2.1.1) fark denklemine lineerdir denir.
Eger en az bir n € N i¢in b(n) sifirdan farkh ise, bu durumda (2.1.2) fark denklemine
homogen olmayan lineer fark denklemi denir (Agarwal 2000).

Eger (2.1) fark denklemi,

Z aimr(n+1) =0 (2.1.3)
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seklinde verilirse (2.1.3) fark denklemine homogen lineer fark denklemi denir (Agarwal

2000).

2.2 Lineer Fark Denklemleri Teorisi

Bu kisimda k 1ncit mertebeden lineer fark denklemleri hakkinda bilinen bazi tamim ve

teoremler verilecektir. £ inci mertebeden, homogen olmayan, lineer fark denklemini
z(n+k)+plin)x(n+k—1)+... 4+ p(kn)z(n) = g(n) (2.2.1)

formunda yazabiliriz. Burada p(in) ve g(n), n > ng igin tanimh reel degerli fonksiyonlar
ve VYn > ny icin p(kn) # 0 dir.

Teorem 2.2.1. Agagidaki baglangic deger problemi bir tek x(n) ¢ziimiine sahiptir
x(n+k)+plin)z(n+k—1)+ ...+ p(kn)x(n) = g(n)

l‘(no) =AQo, x<n0+1) = A1 4., [E(no—l—k—l) = Q1
(Elaydi 1999).
Simdi (2.2.1) fark denkleminin

z(n+k)+p(ln)z(n+k—1)+ ...+ p(kn)z(n) =0 (2.2.2)

seklindeki lineer, homogen geklini yazalim ve agagidaki tamimlar1 hatirlatalim.

Tanmim 2.2.1. Eger Vn > ng icin
a1 f(In) +asf(2n)+ ...+ a,f(m)=0

olacak gekilde hepsi birden sifir olmayan aq,as,...,a, sabitleri var ise n > ng igin
f(1n), f(2n),..., f(m) fonksiyonlarina lineer bagimhidir denir.
Eger Vn > ng igin

arf(In) +asf(2n)+ ...+ a,f(m)=0

esitligi sadece a1 = ay = ... = a, = 0 durumunda saglaniyorsa, n > ng i¢in f(1n), f(2n),..., f(m)
fonksiyonlarina lineer bagimsizdir denir (Elaydi 1999, Lakshmikantham ve Trigiante

1938).

20



Tanim 2.2.2. (2.2.2) fark denkleminin £ tane lineer bagimsiz ¢oziimlerinin kiimesine,
temel ¢oziimler kiimesi denir (Elaydi 1999, Lakshmikantham ve Trigiante 1988).
Tanim 2.2.3. z(1n),z(2n),...,x(km) ¢oziimlerinin Casoration determinanti veya

kisaca Casoration, C'(n) ile gosterilir ve

z(1n) x(2n) .. x(m)
() = det :L'(l(n +1)) x(2(n +1)) . x(r(n +1)) (223)
z(lln+r—1)) z@2n+r—-1)) ... z(r(n+r—1))

ile verilir. Casoration determinant1 diferensiyel denklemlerdeki wronskiyenin diskret
benzeridir (Elaydi 1999, Kelley ve Peterson 1991).
Lemma 2.2.1. (Abel Lemmas1) z(1n), z(2n), ..., z(km) ¢bziimleri (2.2.2) fark denk-

leminin ¢oziimleri olsun. Bu durumda Casoration determinant1 n > nq igin

C, = (—1)kn=no) (1:[ p(ki)) C'(no) (2.2.4)

i=no
ile verilir (Elaydi 1999).
Teorem 2.2.2. (2.2.2) fark denkleminin z(1n),z(2n),...,x(km) ¢oziimlerinin, temel
¢oziimler kiimesi olmasi i¢in gerek ve yeter sart, ng € Z* igin C(ng) # 0 olmasidir
(Elaydi 1999).
Tanim 2.2.4. {z(1n),z(2n),...,z(km)}, (2.2.2) fark denkleminin temel ¢tziimler
kiimesi olsun. Bu durumda a; ler keyfi sabitler olmak iizere (2.2.2) fark denkleminin

k
genel ¢oztimii z(n) = > a;xz(in) ile verilir (Elaydi 1999).
i=1

2.3 Fark Denklemlerinin Coziimlerinin Salinimliligi

Bu kisimda fark denklemlerinin ve fark denklem sistemlerinin salinimliligi ile ilgili bili-
nen bazi tanim ve teoremler verilecek.

Tanim 2.3.1. Eger her pozitif N tamsayis1 ve n > N i¢in z(n)x(n + 1) < 0 ise z(n)
agikar olmayan ¢oziimiine sifir etrafinda salimmlidir denir. Aksi halde z(n) ¢oziimiine
salinimli olmayan ¢oziim denir. Bagka bir sekilde ifade edersek, eger bir x(n) ¢dziimii
belli bir yerden (n degerinden itibaren) sonra sadece pozitif ya da sadece negatif degilse

sifir etrafinda salimmhdir denir (Agarwal vd 2000, Gyori ve Ladas 1991, Elaydi 1999).
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Tamim 2.3.2. k£ mc1 mertebeden bir fark denklem sisteminin bir (x(n)) ¢oziimii
z(n) = [z'(n), 2%(n),...,2"(n)]" olsun. Eger her bir (z(n)) bileseni salmiml ise (x(n))
¢oziimiine salmmhidir denir. Diger durumda yani, bir (z°(n)) bilegeni belli bir yerden
sonra pozitif ya da negatif ise (z(n)) ¢oziimiine salinimhi olmayan bir ¢oziim denir.
Buradan =0,1,2,... i¢in z,, € R" dir (Gyori ve Ladas 1991).

Teorem 2.3.1. k,l € N ve j=—k,...,li¢in p; € R olmak tizere,

z(n+1)—az(n)+ ija:(n):() , n=0,1,2,... (2.3.1)

fark denklemini gozoniine alalim. Bu durumda agsagidaki durumlar birbirine denktir.
(7) (2.3.1) fark denkleminin her ¢oziimii salimmhdir.

(77) (2.3.1) fark denklemine ait

karakteristik denkleminin pozitif kokii yoktur (Gyori ve Ladas 1991).
Teorem 2.3.2. p € R ve k € Z icin,

z(n+1)—z(n)+prx(n—k) =0 (2.3.2)

seklindeki (k + 1) inci mertebeden otonom fark denklemini gozoniine alalim. Bu du-
rumda (2.3.2) fark denkleminin her ¢oziimiiniin salimimli olmasi igin gerek ve yeter sart
asagidaki ifadelerden birinin saglanmasidir:

(1) k=—11ise p < —1;

(17) k =0ise p > 1;

(vit) ke {...,=3, =2} J{1,2,.. .} ise p >
(Gyori ve Ladas 1991, Ladas vd. 1989).

k‘k
(k + 1>k+1

Teorem 2.3.3. p(n) negatif olmayan reel terimli dizi ve k € Z* olmak iizere
z(n+1)—xz(n)+pn)z(n—k) =0, n=0,1,2,... (2.3.3)

birinci mertebeden, lineer, degisken katsayili gecikmeli fark denklemini ele alalim. Kabul
edelim ki

liminfp(n) =c¢> 0

n—o0
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ve

limsupp(n) > 1 —c¢

n—oo

olsun.
(1) z(n+ 1) — z(n) + p(n)z(n — k) <0 esitsizligi pozitif ¢oziimlere sahip degildir.
(77) z(n+ 1) — x(n) + p(n)x(n — k) > 0 esitsizligi negatif ¢oziimlere sahip degildir.
(7i1) (2.3.3) denkleminin her ¢oziimii salinimhdir (Erbe ve Zhang 1989).

Teorem 2.3.4. p(n) >0 ve
Lk

olsun. Bu durumda (2.3.3) denkleminin en az bir tane salimimh olmayan ¢6ziimii vardir

(Erbe ve Zhang 1989).

sup p(n) <

Teorem 2.3.5 p, negatif olmayan reel terimli dizi k € Z* ve f : R — R siirekli bir

fonksiyon olmak {izere
z(n+1) —xz(n) +pn)f(r(n—k)) =0, n=0,1,2,... (2.3.4)

denklemini ele alalim.

(i) xf(x) >0, 2#0

(i7) 111{]}55&@ =M, 0<M < +00

(731) cM > # k> 1, ¢ =liminf, . p(n) > 0. sartlar saglansin. Bu durumda
(2.3.4) denkleminin her ¢oziimii salimmhidir. (Erbe ve Zhang 1989).

Teorem 2.3.6 p(n) > 0 ve f: R — R siirekli ve azalmayan fonksiyon olsun.

(i) xf(x) >0, x#0

(77) lim iglf@ =M, 0 < M < 4o0 sartlar1 saglansin.

- 1
lim sup Z p(k) > i

n—oo

ise (2.3.4) denkleminin her ¢oziimii salimmhdir. (Erbe ve Zhang 1989).

Teorem 2.3.7. 0 < o < 1 olmak {izere
z(n+1) —xz(n)+pn)z*(n—%k) =0, n=0,1,2,... (2.3.5)

lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin her ¢oziimii salimmhidir ancak ve ancak
Zp(n) =00 (2.3.6)
n=0
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dur (Tang ve Liu 2001).
Teorem 2.3.8. Kabul edelim ki @ > 1 olsun. Bu durumda asagidaki sonuclar saglanir.

(i) Eger bir A > k™! In @ varsa 6yle ki

lim inf[p(n) exp(—e*™)] > 0 (2.3.7)

n—oo

ise bu durumda (2.3.5) denkleminin her ¢tziimii salimimlidir.
(i) Eger
(p(n),p(n+1),....,p(n+k—1)) #0

saglanir ve bir u < k~!1In a varsa dyle ki

lim sup[p(n) exp(—e"")] < 0o (2.3.8)
ise bu durumda (2.3.5) denklemi belirli bir n den sonra pozitif ¢oziime sahiptir (Tang
ve Liu 2001).

Teorem 2.3.9. Asagidaki birinci mertebeden neutral fark denklemini ele alalim.
A(y(n) + h(n)y(n — k) + o0q(n)y*(n —1) =0, n=0,1,2,... (2.3.9)

Burada (h(n)) ve (q(n)) birer pozitif reel say1 dizisi, k bir pozitif tamsay1 ve [ de herhangi
bir tamsay1 olmak iizere

Hd=+1,0<a<lvel>k;

(ii) 0 = —1, a < 1 ve [ bir negatif tamsay1

sartlar altinda

o0

‘ q(n) q(n — k) _
,;Omm{uha(n—lw)’ 1+ha<n—l>} o

ise (2.3.9) denkleminin her ¢oziimii salimmhidir (Thandapani vd. 2002).
Teorem 2.3.10. (gq(n)) bir pozitif reel say1 dizisi ve [ de pozitif bir tamsay1 olmak
iizere eger

i 3 00> (17

s=n—I
ise
Av(n) +g(n)v(n+1) >0
esitsizligi belirli bir n den sonra pozitif ¢dziime sahip degildir (Thandapani vd. 2002).
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Teorem 2.3.11. (g(n)) bir pozitif reel say1 dizisi ve | de pozitif bir tamsay1 olmak

{izere

ise

Av(n) —gq(n)v(n+1) >0
esitsizligi belirli bir n den sonra pozitif ¢oziime sahip degildir (Thandapani vd. 2002).
Teorem 2.3.12. (¢(n)) bir pozitif reel say1 dizisi ve [ de pozitif bir tamsay1 olmak

lizere | L
lim inf - ;k p(i) > s (2.3.10)
ise
z(n+1)—xz(n)+pn)z(n—Fk) =0, n=0,1,2,... (2.3.11)

fark denkleminin her ¢oziimii salmimhdir (Ladas vd. 1989).

Teorem 2.3.13. Kabul edelim ki 0 < p <1 ve 0 < a <1 olsun. Bu durumda
A(xz(n) —pr(n—1)) +q(n)z*(n—k) =0, n=0,1,2,...

denkleminin her ¢oziimii salimimhdir ancak ve ancak
> q(n) = o0
n=0
dur (Zhang 2002).
Teorem 2.3.14 7(n) < n, n € N ve 7(n) azalmayan,(q(n)) negatif olmayan reel say1
dizisi ve 6zdeg olarak sifir olmasin, h, f : R — R siirekli ve azalmayan fonksiyonlar ve

uf(u) > 0,u # 0 saglansin. Ayrica

x
limsup — = M. 2.3.12
a0 f(z) ( )
olsun. Eger
n—1 M
lim i ) > —, 0< 3.
1g£fzp(j)>e,o_M<oo, (2.3.13)
j=7(n)
veya
lim sup Z p(j) > M, 0 < M < o0, (2.3.14)
T =)



Az(n) +qn)f (z(r(n))) =0, n=0,1,2,.... (2.3.15)

denkleminin tiim ¢oziimleri salimimhdir (Ocalan ve Yildiz 2018).

Teorem 2.3.15
A™(xz(n) —x(n—r71))+qn)f(x(n —g)) =0,m > 1. (2.3.16)

denklemini asagidaki sartlar altinda ele alalim.

(Hy) : (¢(n)) negatif olmayan reel say1 dizisi ve 6zdes olarak sifir olmasin;

(Hs) : f : R — R siirekli ve azalmayan bir fonksiyon ve uf(u) > 0,u # 0,2y > 0
igin — f(—zy) > f(xy) > f(z)f(y);

(Hs) : g,r € N¥

m tek oldugunda eger

ve

olmak tizere
> a(n)f (nQ(n)) = oo
ise bu durumda (2.3.16) denklemi salmimhidir (Agarwal vd. 2000).

Teorem 2.3.16 Birinci mertebeden

2272m

8
)[> a(n)f ((n—9)"") f (w(n—g)) =0

Aw(n) + f ((mT

denklemi salimimh ve
A"z (n) + (1) g(n) f (z(n — g)) =0

denkleminin tiim sinirh ¢oztimleri salinimh ise, (2.3.16) denklemi salinimhdir (Agarwal
vd. 2000).
Teorem 2.3.17

A™(z(n) — P(n)z(n —k)) +q(n)f(x(n —1)) =0,m > 1. (2.3.17)
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denklemini ele alahm. (g(n)) negatif olmayan reel say1 dizisi ve 6zdes olarak sifir ol-
masin, (p(n)) bir reel say1 dizisi, k ve [ negatif olmayan tamsayilar ve f : R — R siirekli
ve azalmayan bir fonksiyon ve uf(u) > 0,u # 0,zy > 0 i¢in — f(—zy) > f(zy) >
K f(z)f(y) olacak gekilde K pozitif tamsay1 olmak iizere bir f fonksiyonu var olsun.
Ayrica agagidaki sartlar1 verelim.

(H1):0 <p(n)<1;

(Hs) : 0 < p(n) < P, <1, P sabit. ;
(H3) : =1 < =P, <p(n) <0, P, > 0 sabit
. n! sy ym—1 I+1
(Hy) : liminf, [ > q(s)F ((1 —p(s—1)) (2m_ll) ) > (HLl) m;

s=n—I

. n! sy ym—1 I+1
(Hy) : lim inf, { PR )] > () ke M € (0,1)
(a) : m ¢ift oldugunda (H;) ve (Hy4) saglanirsa (2.3.17) denkleminin tiim ¢ziimleri
salinimhidir.
(b) : m tek oldugunda (Hj) ve (Hs) saglanirsa (2.3.17) denkleminin tiim ¢oziimleri
ya salimmlidir ya da sifira yakinsar.
Teorem 2.3.18 (H3) ve (Hs) saglanirsa (2.3.17) denkleminin tiim ¢oziimleri ya salinim-

lidir ya da sifira yakinsar (Agarwal vd. 1996).
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3 YUKSEK MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN KARMA
NEUTRAL FARK DENKLEMLERININ COZUMLERININ

SALINIMLILIGI

3.1 Teorem Ispatlarinda Kullanilacak Baz1 Lemmalar

Calismamizin bu boliimiinde
A" 2(n) + p(n)h(x(o(m)] + a(n) f(@(r(n)) = O,n € N = {0,1,..}  (3.L1)

(p(n)) ve (q(n)) negatif olmayan reel say1 dizileri, h, f : R — R siirekli azalmayan

fonksiyonlar u # 0 i¢in uh(u) > 0, uf(u) >0, (c(n)) ve (7(n)) tamsay: dizileri ve

lim 7(n) = lim o(n) = o0 (3.1.2)

n—o0 n—o0
olmak iizere yiiksek mertebeden lineer olmayan karma neutral fark denkleminin ¢6ziim-
lerinin kalitatif incelemesi asagidaki sartlar gegerli olmak tizere yapilacaktir.

(Hy) : (p(n)) reel say1 dizisi p(n) > 0, n € N.

(Hs) : (g(n)) negatif olmayan reel say1 dizisi ve 6zdes olarak sifir olmasin.

(H3) : h, f : R — R siirekli ve azalmayan fonksiyonlar uf(u) > 0, uh(u) >0 u #0
icin.

Bu boéliimde p(n) ve g(n) katsayilarin literatiirde daha 6nce incelenen kogullardan
daha genig olarak ele alacagiz ve (3.1.1) denkleminin ¢oziimlerinin salimmhhig ile il-
gili farkli sonuglar ortaya koyacagiz. Ayrica burada elde edilen sonuglar h(x) = x ve
f(z) = x igin tamamen yenidir. Elde edilen sonuglarin daha iyi anlagilabilmesi igin baz
lemmalara ihtiyac vardir. Once lemmalar1 verecegiz ardindan (3.1.1) denkleminin m
¢ift ve m tek oldugu durumlar1 ayr1 ayr inceleyecegiz. Ayrica p(n) ve g(n) dizilerinin
farkli durumlar ic¢in de literatiirde olmayan yeni sonuclar elde edecegiz.

Lemma 3.1.1 (Ayrik Kneser Teoremi) z(n) n > a i¢in tamimh ve z(n) > 0, A™z(n)
n > a icin sabit isaretli ve 6zdes olarak sifir olmasm.0 < j < m igin (m + j) tek
oldugunda A™z(n) < 0 ve (m + j) cift oldugunda A™z(n) > 0 olacak sekilde 6yle bir

J tamsayisi bulunabilir ki
her n > a, igin j <m — 1 oldugunda (—1)"""A’z(n) >0, j <i<m —1,
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ve
yeterince biiyiik n > a igin j > 1 oldugunda A’z(n) >0, ,1<i<j—1.

dir.
Lemma 3.1.2 z(n) n > a igin tamimh ve z(n) > 0, A™z(n) n > a igin sabit igaretli
ve Ozdeg olarak sifir olmasin ve sinirli olsun. Bu durumda yeterince biiyiik n > a i¢in

(—=1)"tA™2(n) > 0, ve

lim A’z(n) =0, 1<i<m— 1.

dir.
Lemma 3.1.3 (g(n)) negatif olmayan reel say: dizisi (7(n)) azalmayan tamsay: dizisi
ve 7(n) <n, f: R — R siirekli ve azalmayan fonksiyon ve uf(u) > 0, u # 0 olsun.
Eger

Ay(n) +q(n)f (y(r(n))) <0, n=0,1,2,...,

birinci dereceden gecikmeli esitsizligi pozitif ¢oziimlere sahip ise

Ay(n) +q(n)f (y(t(n))) =0, n=0,1,2,....

birinci dereceden gecikmeli fark denklemi de pozitif ¢oziimlere sahiptir.

3.2 (3.1.1) Denkleminde m Cift Olmas1 Durumunda Salinim-
hilik Sartlar:

Bu boliimde m ¢ift oldugu durumda (H;)-(Hj) sartlar altinda (3.1.1) denkleminin
¢oziimlerinin salmimliligr ile ilgili yeni bir sonug elde edecegiz. Asagida verecegimiz
teorem m’nin ¢ift oldugu durumda literartiirde bugiine kadar elde edilmis en kapsamli
sonugctur.

Teorem 3.2.1 m c¢ift olsun. Kabul edelim o(n) ve 7(n) ileri veya geri argiimentler
olsun ve (3.1.2), (H;)-(H3) saglansin. Bu durumda (3.1.1) denkleminin tiim ¢oziimleri
salinimhidir.

Ispat. z(n) > 0 icin (z(n)) (3.1.1) denkleminin salinml olmayan bir ¢éziimii olsun.

z(n) = x(n) + p(n)h (x(a(n))) . (3.2.1)
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yazalim. Buradan z(n) > z(n) > 0 ve
A"z(n) = —q(n)f (z(1(n))) <0, n > ny. (3.2.2)

olur. Ayrica Lemma (3.1.1) den biliyoruz ki ¢ = 1,2, 3, ..., m—1 igin A’z(n) sabit isaretli
ve A™12(n) > 0 artmayandir. Az(n) < 0 veya Az(n) > 0 olmak iizere iki durum sz
konusudur. Biz burada Az(n) < 0 oldugunu gostermek istiyoruz. Az(n) > 0 oldugunu
diigtinelim. lim,, .o 2(n) = @ 0 < a < oo olsun. (3.1.1) denkleminde her iki tarafin

ny > ng’ dan N’ ye m kez toplamim alirsak

2(N +m) — z(ny) Z Z Z (7(jm))) = 0. (3.2.3)

Ji=n1 j2=j1 Jm=Jm—1

elde ederiz. Burada N — oo igin (3.2.3) te

a— z(ny) Z Z Z (T(jm))) = 0. (3.2.4)

=1 ja=j1  jm=jm-1
olur. Burada Az(n) > 0, a > z(ny), f(z) > 0 oldugundan ve (Hs) sartin goz oniine
aldigimizda, kolayca goriilebilir ki bu durum (3.2.4) denkleminin sifira egit olmasi ile
gelisir. Buna gore Az(n) < 0 dir. Az(n) < 0 oldugundan Lemma (3.1.1) den dolay1
j = 0 olmak zorundadir. Diger taraftan yine Lemma (3.1.1) den A™z(n) < 0 igin
(m + j) nin tek oldugunu biliyoruz ki bu durum da j = 0 i¢gin m nin ¢ift olmas ile
celisir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Ornek 3.2.1 Asagidaki dordiincii dereceden fark denklemini ele alalim.

A* [x(n) + 2n$%(n + 1)] + -0 1xg(n —-3)=0, n>0. (3.2.5)

n—+
Literatiirde daha ¢nce yapilmig olan ¢aligmalarda bu denklemin ¢6ziimlerinin saliniml
olup olmadigim styleyebilecek herhangi bir makale yoktur. Ancak (3.2.5) denklemi

Teorem (4.2.1) in tiim sartlarin sagladigindan tiim ¢oziimleri salimmhidir.

3.3 (3.1.1) Denkleminde m nin Tek Olmasi1 Durumunda Salinim-
hilik Sartlar:

Bu bsliimde m nin tek oldugu durumda (p(n)) ve (¢(n)) nin farkli durumlar igin (3.1.1)

denkleminin ¢6ziimlerinin salimmliligr ile ilgili yeni sonuclar ortaya koyacagiz.
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Teorem 3.3.1 m tek olsun. o(n) ve 7(n) ileri veya geri argiimentler olmak iizere (3.1.2),
(Hy)-(H3) saglansin ve kabul edelim ki lim sup,,_, . ¢(n) > 0 olsun. Bu durumda (3.1.1)
denkleminin salinimli olmayan her ¢oziimii n — oo igin sifira yakinsar.

Ispat. (2(n)) (3.1.1) denkleminin salinmli olmayan ve ayni zamanda n — oo icin

sifira. yakinsamayan bir ¢oziimit olsun
2(n) = z(n) + p(n)h (x(o(n))). (3.3.1)

yazahm. Buradan z(n) > z(n) > 0 ve
A™z2(n) = —g(n)f (z(r(n))) < 0, n > ny. (3.3.2)

olur. Ayrica Lemma (3.1.1) den biliyoruz ki i = 1,2,3,...,m — 1 igin A’2(n) sabit
isaretli ve A™1z(n) > 0 artmayandir. (3.3.2) de her tarafin n; > ng dan sonsuza

toplami alinirsa

S A" = gn)f (x(r(n)),

buradan

0< A" Lany) — L= qln)f (2(r(n))).

olur. Burada 0 < L = lim,, ..o A™ '2(n) < cove Y >°  q(n)f (z(r(n))) < oo oldugun-
dan lim, . q(n)f (z(7(n))) = 0 olur ki burada da limsup,_ . ¢(n) > 0 oldugu goz
oniine almirsa lim,, ., f (z(7(n))) = 0 elde edilir.Ayrica f hakkindaki kabuliimiizden
lim,, o0 (1) = 0 oldugu bulunur ki bu da n — oo igin z(n) in sifira yakinsamayan bir
¢oziim olmasi ile celigir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.3.2 m tek olsun. o(n) ve 7(n) ileri veya geri argiimentler olmak {izere
(3.1.2), (H1)-(Hs) saglansin, eger lim, .., c(n) = 0 olacak sekilde bir (¢(n)) ,dizisi var
ve

Ay(n) +q(n)f[e(t(n))y(r(n))] =0, n=0,1,2,..., (3.3.3)

denkleminin tiim ¢oziimleri salinimh ise (3.1.1) denkleminin tiim ¢oztimleri salinimhdir.

Ispat. (2(n)) (3.1.1) denkleminin salmmli olmayan bir ¢ziimii ve z(n) > 0 olsun.

z(n) = z(n) + p(n)h (x(a(n))) . (3.3.4)

31



yazalim. Buradan z(n) > z(n) > 0 ve
A"z(n) = —q(n)f (x(7(n))) <0, n >ng (3.3.5)

olur. Ayrica Lemma (3.1.1) den biliyoruz ki = 1,2,3, ...,m—1 i¢in A’z(n) sabit igaretli
ve A" 12(n) > 0 artmayandir. (A™'z(n)) smrh oldugundan lim,, ., ¢(n) = 0 olacak

sekilde 6yle bir (¢(n)) dizisi bulabiliriz ki
z(n) > c(n)A™ z(n), n>n; > ne. (3.3.6)
Boylece (3.1.1), (3.3.4), (3.3.6) dan ve f azalmayan oldugundan
A"z(n) + q(n) f [c(T(n)) (A" 2(1(n)))] <0, n > n. (3.3.7)
elde ederiz. Simdi y(n) = A™ 'z(n) > 0 alahm. Buna gore (3.3.7) den

Ay(n) +q(n)f (c(r(n))y(T(n))) <0, n = n4, (3.3.8)

elde ederiz. Boylece (3.3.8) esitsizliginin pozitif ¢dziimlere sahip oldugunu bulmus olu-
ruz. Lemma (3.1.3) den biliyoruzki (3.3.8) esitsizligine karsilik gelen denklem de pozitif
coztimlere sahiptir. Bu da (3.3.3) denkleminin tiim ¢oziimlerinin saliniml olmasi ile
celisir ve boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.3.3 m tek olsun. o(n) ve 7(n) ileri veya geri argiimentler olmak {izere
(3.1.2), (H;)-(Hj3) saglansin ve kabul edelim ki lim,,_,, ¢(n) = 0,limsup,,_, . p(n) = oo
olsun. Bu durumda (3.1.1) denkleminin n — oo i¢in sifira yakinsamayan tiim ¢oziimleri
salimmhdir.

Ispat. (x(n)) (3.1.1) denkleminin salinimli olmayan ve ayni zamanda n — oo igin sifira

yakinsamayan bir ¢oziimii ve z(n) > 0 olsun.
2(n) = z(n) + p(n)h (z(a(n))). (3.3.9)
yazahm. Buradan z(n) > z(n) > 0 ve
A™2(n) = —q(n)f (2(r(n))) <0, n > ng (3.3.10)

olur. Ayrica Lemma (3.1.1) den biliyoruz ki ¢ = 1,2, 3, ..., m—1 igin A’z(n) sabit isaretli

ve A" 1z(n) > 0 artmayandir. Az(n) < 0 veya Az(n) > 0 olmak iizere iki durum soz
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konusudur. (3.3.9) den ve limsup,,_,. p(n) = oo oldugundan lim, .. 2(n) = oo ve
buradan Az(n) > 0 elde ederiz. Diger taraftan Teorem (3.2.1) in ispatindan Az(n) < 0
oldugunu biliyoruz ki bu da .Az(n) > 0 ile geligir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
Teorem 3.3.4 m tek olsun. o(n) ve 7(n) ileri veya geri argiimentler olmak {izere
(3.1.2), (Hy)-(Hs) saglansin ve kabul edelim ki lim,, ., ¢(n) = 0 olsun. Bu durumda
(3.1.1) denkleminin sinirh olmayan her ¢oziimii salimmhdar.

Ispat. (z(n)) (3.1.1) denkleminin salinmh ve siirh olmayan bir ¢oziimii ve z(n) > 0

olsun.

z(n) = z(n) + p(n)h (z(a(n))) (3.3.11)

yazalim. Buradan z(n) > x(n) > 0 ve
A"z(n) = —q(n)f (z(1(n))) <0, n > ng (3.3.12)

olur. Ayrica Lemma (3.1.1) den biliyoruz ki i = 1,2,3,...,m — 1 i¢in A’z(n) sabit
isaretli ve A" !z(n) > 0 artmayandir. Az(n) < 0 veya Az(n) > 0 olmak iizere iki
durum s6z konusudur. (3.3.12) den ve (z(n)) sinrsiz oldugundan lim, ., z2(n) = oo
olur ve buradan da Az(n) > 0 elde edilir ancak Teorem (3.2.1) in ispatindan Az(n) < 0
oldugunu biliyoruz ki bu da .Az(n) > 0 ile geligir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.3.5 m tek, o(n) ileri veya geri argiiment olmak iizere 7(n) < n ve azal-
mayan olsun. (3.1.2), (H;)-(Hs) saglansin ve kabul edelim ki lim,, .. ¢(n) = 0 ve

liminf,_,. p(n) < oo olsun. Eger
Ay(n) + () f (y(r(n) =0, n=0,1,2,... (3:3.13)

denkleminin tiim ¢oziimleri salimml ise, bu durumda (3.1.1) denkleminin smirhi ve
n — oo i¢in sifira yakinsamayan her ¢oziimii salimmmldur.
Ispat. (x(n)) (3.1.1) denkleminin siirh ancak salinmli olmayan ve n — oo icin sifira

yakinsamayan bir ¢tziimii z(n) > 0 olsun.
z(n) = x(n) + p(n)h (x(c(n))) (3.3.14)
yazalim. Buradan z(n) > x(n) > 0 ve

A"z(n) = —q(n)f (z(1(n))) <0, n > ng (3.3.15)



olur. Ayrica Lemma (3.1.1) den biliyoruz ki 7 = 1,2,3,...,m — 1 i¢in A’z(n) sabit
isaretli ve A" 1z(n) > 0 artmayandir. Az(n) < 0 veya Az(n) > 0 olmak {izere iki
durum s6z konusudur. Dahasi Teorem (3.2.1) in ispatindan Az(n) < 0 oldugunu ve
(z(n)) in siirh oldugunu biliyoruz. Diger taraftan (x(n)) sinirh ve sifira yakinsamayan
bir ¢oziim oldugundan 0 < limsup,,_,. z(n) < oo olur. Ayrica liminf, ., p(n) < oo
oldugundan 0 < a < oo i¢in lim,,_,. (n) = a elde ederiz. Lemma (3.1.2) den biliyoruz

ki lim,, oo A" 12(n) = 0,” dir. lim,, .o x(n) = a ve lim,, .., A™ *2(n) = 0 oldugundan
z(n) > A" z(n), n>mn; >ng (3.3.16)
yazabiliriz ve burada (3.1.1), (3.3.14) ve (3.3.16) kullamlarak f azalmayan oldugundan
A"z(n) + q(n) f [A™ " 2(7(n))] <0, n>mny (3.3.17)

olur. Burada y(n) = A™ 'z(n) > 0 yazarsak
Ay(n) +q(n)f (y(r(n))) <0, n=m (3.3.18)

elde ederiz. Boylece (3.3.18) esitsizliginin pozitif ¢oziimlere sahip oldugunu bulmus olu-
ruz. Lemma (3.1.3) den biliyoruzki (3.3.18) esitsizligine kargilik gelen denklem de pozitif
goziimlere sahiptir. Bu da (3.3.12) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salimml olmasi ile
celisir ve boylece ispat tamamlanmig olur.

Ornek 3.3.1 Uciincii dereceden

n-+1
n

A3 |z(n) + z(n+1)In(e+ |z(n + 1)|)} +nzr(n—1)In(e+|z(n—1)]) =0
(3.3.19)
denklemini ele alahm. Burada p(n) = 2, g(n) = n, o(n) = n+1, 7(n) = n — 1,

h(z) = f(x) = zIn (e + |z|)’ dir. Burada eger c¢(n) = £ alimirsa (3.3.3) den

n

Ay(n) + 2= Y, (e + M) ~0 (3.3.20)

n—1 n—1

elde ederiz. Burada k(n) = %5, 7(n) =n—1, g(y) = yIn <e + %) dir. Diger taraftan
(3.1.1) den

limsupi =M-=1

y—o  f(y)
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elde ederiz. Boylece
T N 1
llggfj;(n)k(j) = llggolfj;lj e 1> .
olur. Teorem (2.3.10) dan biliyoruz ki (3.3.20) denkleminin tiim ¢oziimleri salinim-
lidir. Boylece Teorem (3.3.2) nin tiim gartlar saglandigindan (3.3.19) denkleminin tiim
¢oziimleri salimimlidir.
Dikkat edilmelidir ki (3.3.19) denkleminin ¢oziimlerinin davranigi hakkinda liter-
atiirde daha onceden verilmis olan hig bir sonug yoktur.

Ornek 3.3.2 Beginci dereceden

AS [:c(n) +p(n)z (En} >] £ Jlr - ([g]) —0,neN. (3.3.21)

L 2n, n cift ise
denklemini ele alalim. Burada p(n) = ,q(n) = ==, o(n) = [2n],

n .
s 1 tek ise

7(n) = [2], ve || tamdeger fonksiyonu, h(z) = f(z) = z. Ayrica (3.3.13) den

Ay(n) + — i -y ([g}) —0. (3.3.22)

elde ederiz. Boylece n = 2k igin

n—1 2k—1 2k—1 1 k 1 1

= g —_— = = > —

2 A =2 a) =2 = =57 0
Jj=7(n) j=k =k

oldugu goriilebilir. Eger n = 2k — 1 ise bu durumda
n—1 2k—2

, 1 k 1 1
= = > = > -
a0 Zj+1 2%k—1"2 ¢

j=7(n) j=k—1

olur. Ayrica (1.16) dan

oldugunu biliyoruz ki buradan (3.3.22) denkleminin tiim ¢6ziimlerinin salimiml oldugunu
soyleyebiliriz. Boylece Teorem (3.3.5) in tiim sartlar1 saglanmig olur ve buna gore den-
klem (3.3.21) in tiim ¢oztimleri salinmhdir. Denklem (3.3.21) in karma tipte bir den-
klem olmasi ve lim,, .., p(2n) = 0o, olmasi sebebiyle literatiirde daha énce bu denklemi

yanitlayan hi¢bir sonu¢ bulunmadigina dikkat edilmelidir.
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4 TARTISMA ve SONUC

Bu tez caligmasinda
A" [z(n) + p(n)h(z(o(n)))] + ¢(n) f(z(T(n))) = 0,n € N ={0,1,...} (4.1)

(p(n)) ve (g(n)) negatif olmayan reel say1r dizileri, h, f : R — R siirekli azalmayan
fonksiyonlar u # 0 i¢in uh(u) > 0, uf(u) > 0, ayrica (o(n)) ve (7(n)) tamsay: dizileri
ve

lim 7(n) = lim o(n) = co.

olmak tizere yiiksek mertebeden lineer olmayan karma neutral fark denkleminin ¢oziim-
lerinin kalitatif incelemesi agsagidaki sartlar gegerli olmak tizere yapilmigtir.

(Hy) : (p(n)) reel say1 dizisi p(n) > 0,n € N.

(Hs) : (g(n)) negatif olmayan reel say1 dizisi ve 6zdes olarak sifir olmasin.

(H3) : h, f : R — R siirekli ve azalmayan fonksiyonlar ve u # 0 i¢in uf(u) > 0.

Yaptigimiz bu ¢alismada p(n) ve ¢(n) katsayilari literatiirde daha énce incelenen
kogullardan daha genig olarak ele aldik ve (4.1) denkleminin ¢dziimlerinin salimmliligy
ile ilgili m nin tek veya ¢ift olmasi durumlarinda ayr1 ayr1 farkl sonuclar elde ettik.
Ayrica burada elde edilen sonuglar h(x) = x ve f(x) = x i¢gin tamamen yeni olmakla
birlikte elde edilmis olan bu sonuglar bugiine kadar literatiirde elde edilmig en genel
kapsamli sonuclardir.

Yapmis oldugumuz bu ¢alismanin, ilerleyen zamanlarda bu konular tizerinde caliga-
cak olan yeni aragtirmacilara yol gosterici nitelikte olacagi diisiiniilmektedir. Ayrica
yeni yapilacak olan ¢alismalarda ortaya cikacak yeni matematiksel modellerin ¢oziimii

hakkinda arastirmacilarin referans alabilecegi yeni bir kaynak ortaya konmustur.
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