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1 G·IR·IŞ

Fark denklemleri; mühendislik, kimya, �zik, biyolojideki genetik, radyasyondaki kuan-

tum, ekonomi gibi birçok bilim alan¬nda kullan¬lmaktad¬r. Fark denklemleri teorisi,

diferansiyel denklemlerin teorisine çok büyük benzerlik göstermektedir. Diferansiyel

denklemler, zaman¬n sürekli olarak al¬nd¬¼g¬modellerde kullan¬lmaktad¬r. Bunlarda bir

de¼gi̧skendeki de¼gi̧sme, türevsellerle gösterilmektedir. Zaman kesikli durumda ise yani

t de¼gi̧skeni sadece tam say¬ de¼gerleri al¬yorsa, bir de¼gi̧skendeki de¼gi̧sme, türevseller

yerine farklarla gösterilir ve bunlar¬n yer ald¬¼g¬denklemler fark denklemleri olarak ad-

land¬r¬l¬r. Fark denklemlerinin incelenmesi, diferansiyel denklemlere k¬yasla daha yeni

bir kavramd¬r. 20. yy da, genetik ve radyasyondaki kuantum gibi bilimin çeşitli dal-

lar¬ndaki geli̧smeler, tüm do¼ga olaylar¬n¬n, süreklilik ifadeleri d¬̧s¬nda ifadelere de ihtiyaç

duydu¼gunu göstermi̧stir. Fark denklemleri teorisinin uygulamalar¬, kontrol teorisinde

kararl¬l¬k durumunun incelenmesinde, biyolojide canl¬ populasyon say¬s¬n¬n araşt¬r¬l-

mas¬nda, ekonomide borsa hareketlerinin izlenmesinde, t¬p biliminde hücre hareket-

lerinin incelenmesinde ve bir çok bilim dal¬nda kullan¬lmaktad¬r. Uygulama alan¬n¬n

geni̧s olmas¬fark denklemlerine duyulan ilgiyi artt¬rm¬̧s ve sadece matematikçilerin de¼gil

ayn¬zamanda fen, mühendislik, sa¼gl¬k ve sosyal bilimlerde çal¬̧san araşt¬rmac¬lar¬n da

dikkatini çekmi̧stir. Böylece son 50 y¬l içerisinde hat¬r¬say¬l¬r bir literatür oluşmuştur.

Bu konuyla ilgili olarak Miller (1968), Goldberg (1986), Lakshmikantham ve Trigiante

(1988), Mickens (1990), Gyōri ve Ladas (1991), Agarwal ve Wong (1997), Elaydi (1999),

Agarwal (2000), Agarwal, Grace ve O�Regan (2000), Kelley ve Peterson (2001), Cheng

(2003) ve Cull vd. (2005) kitaplar¬ndan söz edilebilir.

Bilindi¼gi üzere �zik, mekanik ve mühendislikteki teknik alanlarla ilgili somut problem-

lerin matematiksel olarak modellenmesinde ço¼gu zaman fark denklemleri ortaya ç¬kmak-

tad¬r. Dolay¬s¬yla, söz konusu problemlerin ayd¬nlat¬lmas¬herseyden önce kaŗs¬l¬k gelen

fark denklemlerinin tan¬mlanmas¬na ba¼gl¬kalmaktad¬r. Fark denklemleri için cevaplan-

mas¬gereken başl¬ca soru çözümün mevcut olup olmamas¬d¬r. Çözümün mevcut olmas¬

durumunda çözümün analitik olarak hesaplanmas¬ve irdelenmesi süreci başlar. Fakat

analitik çözümleri bulmak çok zor hatta bulunduklar¬zaman da irdelenmeleri güçlük-

1



lerle dolu olabilir. Bu nedenle denklemleri çözmeden çözümlerin yap¬s¬hakk¬nda bilgi

sahibi olmak son derece önemlidir. Bu gibi durumlarda fark denklemlerinin kalitatif

olarak incelenmesi devreye girer. Çözümleri bulmaks¬z¬n onlar¬n s¬n¬rl¬l¬k, sal¬n¬ml¬l¬k

ve yak¬nsakl¬k gibi durumlar¬n¬n incelenmesi kalitatif analizin başl¬ca araşt¬rma konu-

lar¬n¬oluşturmaktad¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda fark denklemlerinin önemli s¬n¬�ar¬ndan biri olan

�m [x(n) + p(n)h(x(�(n)))] + q(n)f(x(�(n))) = 0; n 2 N = f0; 1; :::g (1.1)

(p(n)) ve (q(n)) negatif olmayan reel say¬ dizileri, h; f : R ! R sürekli azalmayan

fonksiyonlar olmak üzere uh(u) > 0; uf(u) > 0; u 6= 0 için, (�(n)) ve (�(n)) tamsay¬

dizileri olmak üzere yüksek mertebeden lineer olmayan karma neutral fark denkleminin

çözümlerinin kalitatif incelemesi yap¬lacakt¬r. Neutral fark denklemleri, de¼gi̧sme h¬z¬

geçmi̧s veya gelecek de¼gerlere ba¼gl¬olan biyolojik ve �ziksel sistemler için bir matem-

atiksel model oluşturur. Bu tip denklemler popülasyon dinamikleri, kararl¬l¬k teorisi,

gecikmeli veya ileri a¼g sistemlerinin dinamik davran¬̧slar¬gibi bir çok alanda uygulama

bulabilmektedir. Neutral gecikmeli fark denklemlerinin en önemli özelli¼gi en yüksek

basamaktan fark¬n bilinmeyen fonksiyonun sadece n ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenine de¼gil, ayn¬

zamanda önceki argümentlere ba¼gl¬ olmas¬d¬r. Genel olarak, en yüksek basamaktan

fark bilinmeyen fonksiyonun n an¬ndaki ve n� r1; n� r2 ve n� r3; � � � anlar¬ndaki gibi

gecikmelere ba¼gl¬olarak ifade edilmi̧s ise, bu tür fark denklemleri neutral gecikmeli fark

denklemleri olarak adland¬r¬l¬r. Genel olarak k. basamaktan bir adi fark denklemi

�kx(n) + f
�
n; x(n);�x(n);�2x(n); :::;�k�1x(n)

�
= 0;

k. basamaktan bir gecikmeli fark denklemi

�kx(n) + f
�
n; x(n� r1);�x(n� r2);�2x(n� r3); :::;�k�1x(n� rk)

�
= 0;

ve k: basamaktan bir neutral gecikmeli fark denklemi

�k(x(n) + �(n)x(n� r))

+f
�
n; x(n� r1);�x(n� r2);�2x(n� r3); :::;�k�1x(n� rk)

�
= 0;
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şeklinde ifade edilebilir. Burada n 2 N; r; r1; r2; : : : ; rk lar pozitif tamsay¬lard¬r.

Neutral fark denklemlerinin kapal¬formda çözümlerini bulmak genellikle zordur. Çözüm-

ler bulunamad¬¼g¬zaman fark denklemlerinin çözümlerinin kalitatif bak¬mdan incelen-

mesi büyük önem taş¬r. Neutral gecikmeli fark denklemlerinin kalitatif teorisinde daha

çok çözümlerin sal¬n¬ml¬l¬k, s¬n¬rl¬l¬k ve asimptotiksel davran¬̧slar¬incelenmektedir. Neu-

tral gecikmeli fark denklemleri çatallanma analizi, populasyon dinami¼gi, kararl¬l¬k teorisi,

gecikmeli a¼g sistemlerinin dinami¼gi gibi bir çok konuda kendine uygulama alan¬bul-

maktad¬r.

Adi fark denklemleri ile matematiksel modeller kurulurken gerçekte mevcut olan gecik-

meler göz ard¬edilerek analizler yap¬lmaktad¬r. Gecikmeli, ileri, neutral gecikmeli ve

neutral ileri fark denklemler ise sistemin geçmi̧steki veya gelecekteki davran¬̧slar¬n¬belir-

lerken fonksiyonun ve onun farklar¬n¬n hem şimdiki hem geçmi̧steki hem de gelecekteki

hareketlerini göz önünde bulundurmaktad¬r. Bu durum ise modelin başar¬s¬n¬artt¬r-

maktad¬r. Fakat gecikmeli neutral ve ileri neutral fark denklemlerinin kalitatif teorisi

adi fark denklemleri kadar kolay olmay¬p baz¬zorluklar içermektedir. Adi fark den-

klemleri için geçerli olan sonuçlar neutral gecikmeli denklemler için sa¼glanmayabilir.

Teorinin zorlu¼guna ra¼gmen bu denklemlerin uygulama alanlar¬n¬n oldukça geni̧s olmas¬

yap¬lan çal¬̧smalar¬n h¬z kazanmas¬n¬sa¼glam¬̧st¬r.

Son y¬llarda gecikmeli ve ileri fark denklemlerinin çözümlerinin davran¬̧s¬ve özellikle

sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ ile ilgili bir çok çal¬̧sma yap¬lmaktad¬r. Ladas (1989), çal¬̧smas¬nda p 2

R; k 2 Z olmak üzere birinci mertebeden lineer, sabit katsay¬l¬

x(n+ 1)� x(n) + px(n� k) = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : (1.2)

denklemini ele alm¬̧s ve denklemin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ ile ilgili gerek ve yeter

şartlar elde etmi̧slerdir. Erbe ve Zhang (1989), çal¬̧smalar¬nda

x(n+ 1)� x(n) + p(n)x(n� k) = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : ; (1.3)

(p(n)) negatif olmayan reel terimli dizi ve k 2 Z+ olmak üzere birinci mertebeden,

lineer, de¼gi̧sken katsay¬l¬ gecikmeli fark denkleminin bütün çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬
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için yeter şart vermi̧slerdir. Ladas vd. (1989), çal¬̧smalar¬nda yukar¬daki fark denklem-

inin bütün çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeter şart vermi̧slerdir. Tang ve Liu (2001),

çal¬̧smalar¬nda

x(n+ 1)� x(n) + p(n)x�(n� k) = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : ; (1.4)

(p(n)) negatif olmayan reel say¬dizisi ve k pozitif bir tamsay¬olmak üzere 0 < � < 1

olmas¬durumunda yani denklemin sublineer olmas¬durumunda (1:4) lineer olmayan

gecikmeli fark denkleminin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için gerek ve yeter şart elde etmi̧sler ve � > 1

durumunda yani superlineer durumunda ise yeter şartlar elde etmi̧slerdir. Zhang (2002),

çal¬̧smas¬nda

�(x(n)� px(n� l)) + q(n)x�(n� k) = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : ; (1.5)

(q(n)) negatif olmayan reel say¬ dizisi, k ve l birer pozitif tamsay¬, 0 < � < 1 ve

0 � p < 1 olmak üzere (1:5) neutral lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin sal¬n¬ml¬

olmas¬için gerek ve yeter şart elde etmi̧stir. Thandapani vd. (2003), yapm¬̧s olduklar¬

çal¬̧smada

�(x(n) + h(n)x(n� l)) + �q(n)x�(n� k) = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : ; (1.6)

� = �1 ve � pozitif tek tamsay¬lar¬n oran¬, (h(n)); (q(n)) pozitif reel say¬dizileri, k

pozitif bir tamsay¬, l herhangi bir tamsay¬olmak üzere (1:6) neutral gecikmeli lineer

olmayan fark denkleminin sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧slar¬n¬incelemi̧sler ve � = 1; 0 < � < 1

ve l > k olmas¬ve � = �1; � > 1 ve l negatif bir tamsay¬olmas¬durumlar¬n¬n her ikisi

için (1:6) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬için yeter şartlar elde etmi̧slerdir.

Agarwal (1996), çal¬̧smas¬nda

�m (x(n) + p(n)x(n� k)) + q(n)f(x(n� l)) = 0 ; n 2 N; (1.7)

k; l negatif olmayan tamsay¬lar, q(n) � 0 olmak üzere (q(n)) ve (p(n)) reel say¬dizileri,

f : R ! R sürekli fonksiyon ve u 6= 0 için uf(u) > 0 olmak üzere lineer olmayan

neutral gecikmeli fark denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeter şartlar vermi̧stir.

Agarwal ve Gracea (1999), çal¬̧smalar¬nda

�m (x(n) + x(n� r)) + q(n)f(x(n� g)) = 0; m � 1; (1.8)
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(p(n)) negatif olmayan reel terimli dizi, g; r 2 Z+; f : R ! R sürekli ve azalmayan

bir fonksiyon ve uf(u) > 0; u 6= 0; ayr¬ca xy > 0 için �f(�xy) � f(xy) � f(x)f(y)

şartlar¬alt¬nda yüksek mertebeden lineer olmayan fark denkleminn sal¬n¬ml¬l¬¼g¬üzerine

çal¬̧sm¬̧slar ve m nin tek olmas¬durumunda denklemin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ için yeter şartlar

vermi̧slerdir. Y¬ld¬z ve Öcalan (2006), çal¬̧smalar¬nda

�m(x(n) + p(n)x(n� l) + q(n)x�(n� k) = 0 ; n 2 N; (1.9)

(qn); (pn) negatif olmayan reel say¬dizisi, k ve l birer pozitif tamsay¬, � 2 (0; 1) pozitif

tek tamsay¬lar¬n oran¬ olmak üzere, yüksek mertebeden neutral gecikmeli fark den-

kleminin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬üzerine baz¬yeter şartlar vermi̧slerdir. Y¬ld¬z ve Ö¼günmez (2013),

çal¬̧smalar¬nda

�m [x(n) + p(n)x�(n� k)] + q(n)x�(n� l) = 0; n = 0; 1; 2; :::; (1.10)

burada (p(n)) reel say¬dizisi, (q(n)) negatif olmayan reel say¬dizisi, k ve l birer poz-

itif tamsay¬, �; � tek tamsay¬lar¬n oran¬ve �; � 2 (0;1) olmak üzere lineer olmayan

neutral gecikmeli fark denklemlerinin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeter şartlar elde

etmi̧slerdir. Zhang (2014), çal¬̧smas¬nda

�m (x(n) + p(n)x(n� r)) + q(n)f(x(n� k)) = 0; (1.11)

m � 2 ve çift tamsay¬, r; k 2 N olmak üzere kaŗs¬laşt¬rma teoremi kullanarak çift

mertebeli lineer olmayan neutral gecikmeli fark denklemlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ ile ilgili

kriterler vermi̧stir. Kaleeswari (2019), çal¬̧smas¬nda

�m [x(n) + p(n)x(�(n))] + q(n)f(x(�(n))) = 0; n 2 N; (1.12)

m � 1 olmak üzere lineer olmayan neutral fark denklemini

(H1) : (q(n)) negatif olmayan reel say¬dizisi ve özdeş olarak s¬f¬r olmayan,

(H2) : (p(n)) reel say¬dizisi ve 0 < p(n) < 1; n 2 N;

(H3) : (�(n)) ve (�(n)) azalmayan diziler ve �(n) < n için limn!1 �(n) = +1; �(n) <

n için limn!1 �(n) = +1;

(H4) : f : R! R sürekli ve azalmayan bir fonksiyon ve u 6= 0 için uf(u) > 0; ayr¬ca

xy > 0 için � f(�xy) � f(xy) � f(x)f(y),
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şartlar¬ alt¬nda incelemi̧s ve bu denklemin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ ile ilgili baz¬ kriterler ortaya

koymuştur. Grace ve Graef (2020), çal¬̧smalar¬nda

�
�
(�(t)(�n�1x(t))�

�
+ q(t)x�(t�m+ 1); t � t0; n � 3; (1.13)

�; � tek tamsay¬lar¬n oran¬ve � � �, (�(t)) ve (q(t)) poztif reel say¬dizileri (t � t0)

ve m > 1 durumunda lineer olmayan yüksek mertebeden fark denkleminin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬

üzerine baz¬kriterler elde etmi̧slerdir. Zhang ve Tian (1998), çal¬̧smalar¬nda q(n) � 0

bir reel say¬dizisi �(n) � 0 tamsay¬dizisi olmak üzere

�x(n) + q(n)x(�(n)) = 0; n = 0; 1; 2; : : : . (1.14)

denklemini ele alm¬̧slar ve �(n) � n ve �(n) azalmayan olmas¬durumunda

lim sup
n!1

q(n) > 0 and lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

q(j) >
1

e
; (1.15)

ise (1:14) denkleminin tüm çözümlernin sal¬n¬ml¬ oldu¼gunu göstermi̧sler ve Öcalan

(2020),

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

q(j) >
1

e
; (1.16)

olmas¬durumunda (1:14) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬oldu¼gunu göstermi̧stir

ki bu �(n) in azalmad¬¼g¬ve yaln¬zca alt limit koşulunu içerdi¼gi durumlarda literatürdeki

en iyi sonuçtur.

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n as¬l konusu olan (1:1) denkleminin baz¬özel hallerinin çözümlerinin

kalitatif incelenmesi ile ilgili son y¬llarda yap¬lm¬̧s olan önemli baz¬çal¬̧smalar aşa¼g¬da

sonuçlar¬ve örnekleri ile birlikte verilmi̧stir;

Kaleeswari ve Selvaraj (2010), (1:1) denkleminin özel hali olan

�m [x(n) + p(n)x(�(n))] + q(n)f (x(�(n))) = 0; n = 0; 1; 2; : : : ; (1.17)

denklemini

(H1) : (q(n)) negatif olmayan reel say¬dizisi ve özdeş olarak s¬f¬r olmayan;

(H2) : (p(n)) reel say¬dizisi ve 0 � p(n) < 1; n 2 N,
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(H3) : (�(n)) ve (�(n)) azalmayan diziler ve �(n) < n için limn!1 �(n) = +1; �(n) <

n için limn!1 �(n) = +1;

(H4) : f : R! R sürekli ve azalmayan bir fonksiyon ve u 6= 0 için uf(u) > 0; ayr¬ca

xy > 0 için � f(�xy) � f(xy) � f(x)f(y);

şartlar¬alt¬nda incelemi̧s ve aşa¼g¬daki sonuçlar¬elde etmi̧slerdir.

Teorem 1.1 (H1) ve (H4) sa¼glans¬n.

1X
n=n0

 1X
j=n

q(j)

!
(�(n))(m�2) =1 (1.18)

ve m tek olsun. E¼ger tüm 2. mertebeden

�2y(n) +Rj(n)f (y(�(n))) = 0; j 2 f2; 4; :::;m� 1g

denklemleri n � n0 için sal¬n¬ml¬ve

��(n) +R0(n)f (�(�(n))) = 0 (1.19)

birinci mertebeden denklemi sal¬n¬ml¬olacak şekilde azalmayan �(n) < �(n) � n; n �

n0 için (�(n)) dizisi var ise bu durumda denklem (1:17) ün tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Örnek 1.1 Üçüncü mertebeden

�3

�
x(n) +

1

2
x(n� 1)

�
+ 4x (n� 2) = 0 (1.20)

denklemini ele alal¬m. Burada 0 � p(n) = 1
2
< 1; q(n) = 4n; �(n) = n � 1 < n;

�(n) = n� 2 < n; ve f(u) = u
n
dir. Ayr¬ca

1X
n=n0

 1X
j=n

q(j)

!
(�(n))(m�2) =

1X
n=n0

 1X
j=n

4j

!
(n� 2) =1:

Böylece Teorem 1:1 in tüm şartlar¬sa¼gland¬¼g¬ndan (1:20) denkleminin tüm çözümleri

sal¬n¬ml¬d¬r. Örne¼gin bu çözümlerden birisi x(n) = (�1)n dir.

Teorem 1.2 (H1) ve (H4) şartlar¬ve (1:18) sa¼glans¬n, ayr¬ca m tek olsun. E¼ger j 2

f2; 4; :::;m� 1g için

f
�
(�(n)�m+j)(j�i)

j!

�P1
r=n0

(r�n+m�j�2)m�j�2
(m�j�2)!�P1

j=r q(j)
�
f (1� p(�(r))) =1;

(1.21)
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ve (1:19) denklemi sal¬n¬ml¬olacak şekilde azalmayan �(n) < �(n) � n; n � n0 için

(�(n)) dizisi var ise; bu durumda denklem (1:17) nin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Örnek 1.2 Birinci mertebeden

�

�
x(n) +

3

4
x(n� 1)

�
+
1

2
x (n� 2) = 0 (1.22)

denklemini ele alal¬m. Burada 0 � p(n) = 3
4
< 1; q(n) = 1

2
; �(n) = n � 1 < n;

�(n) = n � 2 < n ve f(u) = u dur. Teorem 1:2 nin tüm şartlar¬ sa¼gland¬¼g¬ndan

(1:22) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. (1:22) denleminin sal¬n¬ml¬ olan bu

çözümlerinden biri olarak x(n) = (�1)n
2

verilebilir.

Y¬ld¬z ve Ö¼günmez (2013), yapt¬klar¬çal¬̧smada (1:1) denkleminin özel hallerinden biri

olan

�m [x(n) + p(n)x�(n� k)] + q(n)x�(n� l) = 0; n = 0; 1; ::: (1.23)

denklemini (p(n)) reel say¬sizisi, (q(n)) negatif olmayan reel say¬dizisi, � 2 (0;1) ve

� 2 (0;1) olacak şekilde tek tamsay¬lar¬n oran¬, k; l pozitif tamsay¬lar olmak üzere

aşa¼g¬daki şartlar alt¬nda incelemi̧slerdir.

(C1) : lim infn!1 q(n) > 0;

(C2) : 0 � p(n) < 1;

(C3) : �1 < �P � p(n) � 0 (P 2 R):

Teorem 1.3 1 � � � 1 (C1) ve (C2) sa¼glans¬n.

(a) m çift oldu¼gunda e¼ger

�!(n) + q(n)

�
1� (p(n� l))
(m� 1)!

�� �
n� l
2m�1

�(m�1)�
!�(n� l) = 0; (1.24)

denklemi sal¬n¬ml¬ise (1:23) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

(b) m tek oldu¼gunda (1:23) denkleminin sal¬n¬ml¬olmayan tüm çözümleri n ! 1

için 0 a yak¬nsar.

Örnek 1.3 m çift ve l tek tamsay¬, � 2 [1;1) ; � 2 (0; 1); 0 < p < 1 ve q > 0 olsun.

�m [x(n) + px�(n� k)] + qx�(n� l) = 0; (1.25)

denklemini ele alal¬m. (1:25) denklemi Teorem (1:3)(a) n¬n tüm şartlar¬n¬sa¼glar. (1:25)

denkleminin 1. mertebeye indirgenmi̧s hali

�!(n) + q

�
1� p
(m� 1)!

�� �
n� l
2m�1

�(m�1)�
!�(n� l) = 0;
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böylece
1X
n=0

q

�
1� p
(m� 1)!

�� �
n� l
2m�1

�(m�1)�
=1

oldu¼gundan (1:25) denkleminin tüm çözümleri Teorem (1:3) e göre sal¬n¬ml¬d¬r. Bu

çözümlerden birtanesi x(n) =
�
2m

q

� 1
��1
cos(n�) dir.

Teorem 1.4 (C1) ve (C3) sa¼glans¬n. Bu durumda denklem (1:23)�ün tüm çözümleri

ya sal¬n¬ml¬d¬r, ya da s¬f¬ra yak¬nsar.

Örnek 1.4 m tek ve l çift tamsay¬, � 2 [1;1) ve � tek tamsay¬lar¬n oran¬, p 2

(�1; 1)� f0g ve q; k > 0 olmak üzere

�m [x(n) + px�(n� k)] + qx�(n� l) = 0; (1.26)

denklemi 0 < p < 1 için Teorem (1:3)(b) nin tüm şartlar¬n¬ sa¼glar ve �1 < p <

0 için Teorem (1:4) ün tüm şartlar¬n¬sa¼glar ve sal¬n¬ml¬olmad¬¼g¬takdirde kesinlikle

s¬f¬ra yak¬nsar. Örne¼gin x(n) =
�
2m

q

� 1
��1
sin(n� + �

2
) denklem (1:26) n¬n sal¬n¬ml¬bir

çözümüdür.

Zhang (2014), çal¬̧smas¬nda m çift olmak üzere

�m [x(n) + p(n)x(n� �)] + q(n)f(x(n� k)) = 0; (1.27)

� ; k 2 N; n 2 N(n0) = fn0; n0 + 1; n0 + 2:::g denklemini ele alm¬̧s ve

(H1) : (p(n)) reel say¬dizisi ve 0 � p(n) < 1; n 2 N ; ve (q(n)) negatif olmayan reel

say¬dizisi ve özdeş olarak s¬f¬r olmas¬n;

(H2) : f : R! R sürekli ve tek bir fonksiyon ve xf(x) > 0; x 6= 0;

şartlar¬alt¬nda ve aşa¼g¬daki sonuçlar¬elde etmi̧stir.

Teorem 1.5 (H1) ve (H2) sa¼glans¬n ve her.jxj � x0 > 0 için jf (x)j � jxj olsun. Birinci

mertebeden

�z(n) +
�m

(m� 1)!q(n)(n� k)
m�1 (1� p(n� k)) z(n� k) = 0; (1.28)

denklemi sal¬n¬ml¬ olacak şekilde öyle bir �m =
�
1
2

�(m�1)2
sabit say¬s¬ var ise (1:27)

denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 1.6 (H1) ve (H2) sa¼glans¬n ve her.jxj � x0 > 0 için jf (x)j � jxj olsun. k � 1

için e¼ger

lim inf
n!1

n�1X
i=n�k

q(i) (i� k)m�1 (1� p(i� k) > 2(m�1)2 (m� 1)!
�

k

k � 1

�1+k
9



veya

lim sup
n!1

nX
i=n�k

q(i) (i� k)m�1 (1� p(i� k) > 2(m�1)2 (m� 1)!

ise denklem (1:27) nin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Örnek 1.5

�m
�
x(n) + 1

n
x(n� �)

�
+

2(m�1)
2
(m�1)!

h
2+(

(�1)n
n

i
e(n�3)(n�2)m�2

x(n� 2) ln (e+ x2(n� 2) = 0
(1.29)

n > 3; m çift ve � pozitif tamsay¬, denklemini ele alal¬m. Burada 0 < p(n) = 1
n
< 1;

q(n) =
2(m�1)

2
(m�1)!

h
2+(

(�1)n
n

i
e(n�3)(n�2)m�2 > 0; f(x) = x ln (e+ x2) ; k = 2 dir.

nX
i=n�2

q(i) (i� 2)m�1
�
1� 1

i� 2

�
=

nX
i=n�2

2(m�1)
2
(m� 1)!

h
2 + ( (�1)

n

n

i
e

buradan

lim sup
n!1

nX
i=n�2

2(m�1)
2
(m� 1)!

h
2 + ( (�1)

n

n

i
e

=
6

e
2(m�1)

2

(m� 1)! > 2(m�1)2 (m� 1)!

olur ve Teorem (1:6) gere¼gince denklem (1:29) sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 1.7 (H1) ve (H2) sa¼glans¬n ve her.jxj � x0 > 0 için jf (x)j � jxj olsun. k > 0

için e¼ger

0 < � �
�

k

1 + k

�1+k
oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda e¼ger

lim sup
n!1

n�1X
i=n�k

q(i) (i� k)m�1 (1� p(i� k)) > 2(m�1)2 (m� 1)!
�
1� �

2

4

�
veya

lim sup
n!1

n�1X
i=n�k

q(i) (i� k)m�1 (1� p(i� k)) > 2(m�1)2 (m� 1)!
�
1� �k

�
ise denklem (1:27) nin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Örnek 1.6

�m
�
x(n) + n�1

n
x(n� �)

�
+

2(m�1)
2
(m�1)!

h
15
32
+(

(�1)n
n

i
(n�2)m�2

x(n� 2) ln (e+ x2(n� 2)) = 0
(1.30)
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n > 2; m çift ve � pozitif tamsay¬, denklemini ele alal¬m. Burada 0 < p(n) = n�1
n
< 1;

q(n) =
2(m�1)

2
(m�1)!

h
15
32
+(

(�1)n
n

i
(n�2)m�2 > 0; f(x) = x ln (e+ x2) ; k = 2 dir. � = 4

14
alal¬m bu

durumda;

nX
i=n�2

q(i) (i� 2)m�1
�
1� i� 2� 1

i� 2

�
=

n�1X
i=n�2

2(m�1)
2

(m� 1)!
�
15

32
+ (
(�1)n
n

�
ve buradan;

lim sup
n!1

n�1X
i=n�2

2(m�1)
2

(m� 1)!
�
15

32
+ (
(�1)n
n

�
=

15

16
2(m�1)

2

(m� 1)!

> (m� 1)!
 
1�

�
4

14

�2!

olur ve böylece Teorem 1:7 den dolay¬s¬yla denklem (1:30) un tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Kaleeswari (2019), çal¬̧smas¬nda

�m [x(n) + p(n)x(�(n))] + q(n)f(x(�(n))) = 0; n 2 N = f0; 1; :::g (1.31)

denklemini m � 1 ve aşa¼g¬daki şartlar alt¬nda incelemi̧stir.

(H1) : (q(n)) negatif olmayan reel say¬dizisi ve özdeş olarak s¬f¬r olmas¬n;

(H2) : (p(n)) reel say¬dizisi ve 0 � p(n) < 1; n 2 N;

(H3) : (�(n)) ve (�(n)) azalmayan diziler ve �(n) < n için limn!1 �(n) = +1; �(n) <

n için limn!1 �(n) = +1;

(H4) : f : R ! R sürekli ve azalmayan bir fonksiyon ve xf(x) > 0; x 6= 0; �

f(�xy) � f(xy) � f(x)f(y);

Teorem 1.8 (H1) ve (H4) şartlar¬sa¼glans¬n.

1X
n=n0

 1X
j=n

q(j)

!
(�(n))(m�2) =1 (1.32)

ve m tek olsun. E¼ger ikinci mertebeden

�2y(n) +Rj(n)f (y(�(n))) = 0; j 2 f2; 4; :::;m� 1g (1.33)

denklemi sal¬nml¬ve birinci mertebeden

��(n) +R0(n)f (�(�(n))) = 0 (1.34)
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denklemi sal¬n¬ml¬olacak şekilde bir azalmayan �(n) < �(n) � n; n � n0 f�(n)g dizisi

var ise bu durumda denklem (1:31) in tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Örnek 1.7 Üçüncü mertebeden

�3

�
x(n) +

1

2
x(n� 1)

�
+ 4x (n� 2) = 0 (1.35)

denklemini ele alal¬m. Burada 0 � p(n) = 1
2
< 1; q(n) = 4n; �(n) = n � 1 < n;

�(n) = n� 2 < n; ve f(u) = u
n
dir. Ayr¬ca

1X
n=n0

 1X
j=n

q(j)

!
(�(n))(m�2) =

1X
n=n0

 1X
j=n

4j

!
(n� 2) =1

Böylece Teorem 1:8 in tüm şartlar¬sa¼gland¬¼g¬ndan, (1:35) denkleminin tüm çözümleri

sal¬n¬ml¬d¬r. Örne¼gin bu çözümlerden birisi x(n) = (�1)n dir.

Teorem 1.9 (H1) ve (H4) şartlar¬ve (1:32) sa¼glans¬n. m çift olsun. (1:33) denkleminin

tüm çözümleri j 2 f1; 3; :::;m� 3g için sal¬n¬ml¬ve

�2u(n) +Rm�1(n)f (u(�(n))) = 0; (1.36)

denklemi n � n0 için sal¬n¬ml¬ise denklem (1:31) in tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Örnek 1.8

�2

�
x(n) +

1

4
x(n� 2)

�
+
5n+ 3

n� 1 x (n� 1) = 0 (1.37)

2. mertebeden denklemini ele alal¬m. Burada 0 � p(n) = 1
4
< 1; q(n) = 5n+3

n�1 ;

�(n) = n� 2 < n; �(n) = n� 1 < n; ve f(u) = u dur. Ayr¬ca
1X

n=n0

 1X
j=n

q(j)

!
(�(n))(m�2) =

1X
n=n0

 1X
j=n

5j + 3

j � 1

!
=1

olur ve böylece Teorem (1:9) in tüm şartlar¬sa¼glanm¬̧s olur. Denklem (1:37) sal¬n¬ml¬

çözümlere sahiptir. Bu çözümlerden biri x(n) = n (�1)n olarak verilebilir.

Teorem 1.10 (H1) ve (H4) şartlar¬ ve (1:32) sa¼glans¬n. m tek olsun. E¼ger j 2

f2; 4; :::;m� 1g için

f
�
(�(n)�m+j)(j�i)

j!

�P1
r=n0

(r�n+m�j�2)m�j�2
(m�j�2)!�P1

j=r q(j)
�
f (1� p(�(r))) =1

(1.38)

ve (1:34) denklemi sal¬n¬ml¬olacak şekilde azalmayan �(n) < �(n) � n; n � n0 (�(n))

dizisi var ise bu durumda denklem (1:31) in tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.
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Örnek 1.9

�

�
x(n) +

3

4
x(n� 1)

�
+
1

2
x (n� 2) = 0 (1.39)

denklemini elel alal¬m. Burada 0 � p(n) = 3
4
< 1; q(n) = 1

2
; �(n) = n � 1 < n;

�(n) = n � 2 < n; ve f(u) = u dur. Teorem (1:10) un tün şartlar¬ sa¼gland¬¼g¬ndan

denklem (1:39) un tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r ve bu çözümlerden biri x(n) = (�1)n
2

dir.

Teorem 1.11 (H1) ve (H4) şartlar¬ve (1:32) sa¼glans¬n. m çift olsun. E¼ger (1:38) şart¬

yeterince büyük n ler ve j 2 f1; 3; :::;m� 3g için sa¼glan¬yor ve

f

�
(�(n)(m�2)

(m� 1)!

�
f (1� p(�(n)))

 1X
r=n0

q(r)

!
=1

ise bu durumda denklem (1:31) in tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Örnek 1.10

�4

�
x(n) +

1

2
x(n� 1)

�
+ 8 (n+ 2) x (n� 1) = 0 (1.40)

4. dereceden denklemini ele alal¬m. Burada 0 � p(n) = 1
2
< 1; q(n) = 8 (n+ 2) ;

�(n) = n� 1 < n; �(n) = n� 1 < n; ve f(u) = u
n+2

dur. Teorem (1:11) in tüm şartlar¬

sa¼gland¬¼g¬ndan (1:40) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬mld¬r. Örne¼gin x(n) = (�1)n

(1:40) denkleminin sal¬n¬ml¬bir çözümüdür.

Grace ve Graef (2020), çal¬̧smalar¬nda

�
��
a(t)�n�1x(t)

���
+ q(t)x� (t�m+ 1) ; t � t0 (1.41)

n � 3; denklemini

(i) : �; � tek tamsay¬lar¬n oran¬ve � � �;

(ii) : (a(t)) ve (q(t)) t � t0 için pozitif reel say¬dizisi;

(iii) : m > 1:

şartlar¬ alt¬nda incelemi̧sler ve aşa¼g¬daki sonuçlar¬ elde etmi̧slerdir. Ayr¬ca bu çal¬̧s-

malarda

A(v; u) =

vX
s=u

1

a
1
� (s)

; v � u � t0

ve

lim
t!1

A (t; t0) <1 (K1)

kabul edilmi̧stir.
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Teorem 1.12 n çift ve m > (n� 2)k+ 1 olacak şekilde bir k say¬s¬olsun. E¼ger birinci

mertebeden

�Y (t) + q(t)
�

1
2n�1(n�1)!

�� �
(t�m+ 1)(n�1)� a� �

� (t�m+ 1)
�

Y
�
� (t�m+ 1) = 0;

(1.42)

ve

�Z(t) +

 
1

a(t)

t�1X
s=t0

�
1

2n�2(n� 2)!

��
q(s) (s�m+ 1)(n�2)�

! 1
�

Z
�
� (t�m+ 1) = 0;

(1.43)

ve

�W (t) +
(kn�2)

�
�

a
1
� (t)

 
t�1X
s=t0

q(s)

! 1
�

W
�
� (t�m+ (n� 2)k + 1) = 0

denklemleri sal¬n¬ml¬ise denklem (1:41) in tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Sonuç 1.1 n çift ve m > (n � 2)k + 1 olacak şekilde bir k say¬s¬olsun. E¼ger birinci

mertebeden

�y(t) + P (t)y
�
� (t� �) = 0

gecikmeli fark denklemi sal¬n¬ml¬ise (1:41) denklemi sal¬n¬ml¬d¬r.

Sonuç 1.2 n çift ve m > (n� 2)k+1 olacak şekilde bir k say¬s¬olsun. E¼ger � = � için

lim inf
t!1

t�1X
s=t�m+1

P (s) >
(� � 1)��1

� �

veya � < � için

lim inf
t!1

t�1X
s=t�m+1

P (s) =1

ise denklem (1:41) sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 1.13 n tek ve m > (n� 1)k + 1 olacak şekilde bir k say¬s¬olsun. E¼ger birinci

mertebeden (1:42), (1:43) ve

�W (t) + q(t)

 
kn�1

a
1
� (t)

!�
W

�
� (t�m+ (n� 1)k + 1) = 0 (1.44)

denklemleri sal¬n¬ml¬ise denklem (1:41) sal¬n¬mld¬r.

Şimdi aşa¼g¬daki iki sonuç için

P �(t) � min
�
q(t)

�
1

2n�1(n�1)!

�� �
(t�m+ 1)(n�1)� a� �

� (t�m+ 1)
�
;�

1
a(t)

Pt�1
s=t0

�
1

2n�2(n�2)!

��
q(s) (s�m+ 1)(n�2)�

� 1
�

;
(kn�1)

�
�

a
1
� (t)

�Pt�1
s=t0

q(s)
� 1
�

)
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ve � � = max fm� (n� 1)k � 1;m� 1g kabul edelim.

Sonuç 1.3 n tek ve m > (n � 1)k + 1 olacak şekilde bir k say¬s¬olsun. E¼ger birinci

mertebeden

�y(t) + P �(t)y
�
� (t� � �) = 0

gecikmeli fark denklemi sal¬n¬ml¬ise (1:41) denklemi sal¬n¬ml¬d¬r.

Sonuç 1.4 n tek ve m > (n� 1)k+1 olacak şekilde bir k say¬s¬olsun. E¼ger � = � için

lim inf
t!1

t�1X
s=t�m+1

P �(s) >
(� � � 1)���1

� ���

veya � < � için

lim inf
t!1

t�1X
s=t�m+1

P �(s) =1

ise denklem (1:41) sal¬n¬ml¬d¬r. Ayr¬ca ilk başta kabul edilen (K1) şart¬n¬revize ederek

lim
t!1

A (t; t0) =1 (K2)

alarak aşa¼g¬daki iki sonucu da ortaya koymuşlard¬r.

Teorem 1.14 n çift ve m > (n� 2)k + 1 olacak şekilde bir k say¬s¬olsun ayr¬ca (K2)

şart¬da sa¼glans¬n. E¼ger birinci dereceden (1:42) denklemi sal¬n¬ml¬ise denklem (1:41)

sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 1.15 n tek ve m > (n� 1)k + 1 olacak şekilde bir k say¬s¬olsun ayr¬ca (K2)

şart¬da sa¼glans¬n. E¼ger (1:42) ve (1:44) denklemleri sal¬n¬ml¬ise bu durumda denklem

(1:41) sal¬n¬ml¬d¬r.

Yukar¬da verilen örnek çal¬̧smalar ve literatürde var olan çal¬̧smalara bak¬ld¬¼g¬nda (1:1)

denkleminin özel baz¬durumlar¬ele al¬nm¬̧s ve çözümlerinin davran¬̧slar¬baz¬özel şart-

lara ba¼gl¬ olarak verilmi̧stir. Bu tez çal¬̧smas¬nda ise (1:1) denklemi en genel halde

çal¬̧s¬lm¬̧s ve çözümlerinin davran¬̧slar¬ile ilgili daha önce literatürde olmayan en genel

kapsaml¬sonuçlar elde edilmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬üç bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölümde fark denklemleri ile ilgili

genel bilgiler ve literatürde yap¬lan çal¬̧smalardan baz¬lar¬sunulmuş, ayr¬ca son y¬llarda

tez çal¬̧smam¬z¬n as¬l konusu olan (1:1) denkleminin çözümlerinin davran¬̧s¬ ile ilgili
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yap¬lm¬̧s olan baz¬çal¬̧smalar sonuçlar¬ile birlikte verilmi̧stir. ·Ikinci bölümde fark den-

klemleri ile ilgili temel tan¬m ve teoremler hat¬rlat¬lm¬̧st¬r. Üçüncü bölümde ise (1:1)

denklemi literatürde daha önce incelenen koşullardan daha geni̧s bir şekilde ele al¬nm¬̧s

ve çözümlerinin davran¬̧s¬ile ilgili tamamen orijinal ve literatürde olmayan yeni sonuçlar

verilmi̧stir.
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2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez çal¬̧smam¬zda ihtiyaç duyaca¼g¬m¬z, bilinen baz¬tan¬m, teorem ve lem-

malar¬verece¼giz. ·Ilk önce fark analizi ve fark denklemleri tan¬t¬lacak ve daha sonra fark

denklemlerinin çözümleri hakk¬nda bilgiler verilecektir. Daha sonra fark denklemlerinin

sal¬n¬ml¬l¬¼g¬hakk¬nda bilinen baz¬tan¬m ve teoremler hat¬rlat¬lacakt¬r.

2.1 Fark Analizi ve Genel Tan¬mlar

n 2 N olmak üzere x(n) fonksiyonu için kayd¬rma (öteleme) operatörü

Ex(n) = x(n+ 1)

ve ileri fark operatörü

�x(n) = x(n+ 1)� x(n)

şeklinde tan¬mlan¬r (Goldberg 1958, Elaydi 1999, Agarwal 2000)

Ekx(n) = x(n+ k)

oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. �kx(n) i hesaplamak için I özdeşlik operatörü olmak

üzere, � = E � I ve E = �+ I ifadelerini kullanabiliriz. O zaman,

�kx(n) = (E � I)kx(n)

=
kP
i=0

(�1)i
�
k
i

�
Ek�ix(n)

=
kP
i=0

(�1)i
�
k
i

�
x(n+ k � i)

bulunur. Benzer şekilde,

Ekx(n) =

kX
i=0

�
k
i

�
�k�ix(n)

oldu¼gu görülür.

Tan¬m 2.1.1 n � n0 için �f(n) = f(n) verilsin. Bu durumda n � n0 için

��1f(n) = F (n) + c

şeklinde ifade edilen ��1 öperatörüne ters fark operatörü ve F (n) fonksiyonuna da

f(n)�nin ters fark¬denir. Burada c key� sabittir.
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Tan¬m 2.1.2. n 2 N olmak üzere xn; N üzerinde tan¬ml¬reel (veya kompleks) de¼gerli

bir fonksiyon olsun.

x(n); x(n+ 1); : : : ; x(n+ k) (2.1.1)

ifadelerini içeren bir ba¼g¬nt¬ya (denkleme) k ¬nc¬mertebeden bir fark denklemi denir

(Agarwal 2000).

Tan¬m 2.1.3. Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en büyük indis ile en küçük

indis aras¬ndaki fark olarak tan¬mlan¬r. Örne¼gin; x(n+ 3)� 3x(n+ 2) + 7x(n+ 1) = 0

denklemi ikinci mertebeden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tan¬m 2.1.4. E¼ger (2:1:1) fark denklemi,

kX
i=0

a(in)x(n+ i) = b(n) (2.1.2)

formunda verilirse k ¬nc¬mertebeden olan (2:1:1) fark denklemine lineerdir denir.

E¼ger en az bir n 2 N için b(n) s¬f¬rdan farkl¬ise, bu durumda (2:1:2) fark denklemine

homogen olmayan lineer fark denklemi denir (Agarwal 2000).

E¼ger (2:1) fark denklemi,
kX
i=0

ainx(n+ i) = 0 (2.1.3)

şeklinde verilirse (2:1:3) fark denklemine homogen lineer fark denklemi denir (Agarwal

2000).

n 2 N olmak üzere x(n) fonksiyonu için kayd¬rma (öteleme) operatörü

Ex(n) = x(n+ 1)

ve ileri fark operatörü

�x(n) = x(n+ 1)� x(n)

şeklinde tan¬mlan¬r (Goldberg 1958, Elaydi 1999, Agarwal 2000)

Ekx(n) = x(n+ k)

oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. �kx(n) i hesaplamak için I özdeşlik operatörü olmak
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üzere, � = E � I ve E = �+ I ifadelerini kullanabiliriz. O zaman,

�kx(n) = (E � I)kx(n)

=
kP
i=0

(�1)i
�
k
i

�
Ek�ix(n)

=
kP
i=0

(�1)i
�
k
i

�
x(n+ k � i)

bulunur. Benzer şekilde,

Ekx(n) =
kX
i=0

�
k
i

�
�k�ix(n)

oldu¼gu görülür.

Tan¬m 2.1.1 n � n0 için �f(n) = f(n) verilsin. Bu durumda n � n0 için

��1f(n) = F (n) + c

şeklinde ifade edilen ��1 öperatörüne ters fark operatörü ve F (n) fonksiyonuna da

f(n)�nin ters fark¬denir. Burada c key� sabittir.

Tan¬m 2.1.2. n 2 N olmak üzere xn; N üzerinde tan¬ml¬reel (veya kompleks) de¼gerli

bir fonksiyon olsun.

x(n); x(n+ 1); : : : ; x(n+ k) (2.1.1)

ifadelerini içeren bir ba¼g¬nt¬ya (denkleme) k ¬nc¬mertebeden bir fark denklemi denir

(Agarwal 2000).

Tan¬m 2.1.3. Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en büyük indis ile en küçük

indis aras¬ndaki fark olarak tan¬mlan¬r. Örne¼gin; x(n+ 3)� 3x(n+ 2) + 7x(n+ 1) = 0

denklemi ikinci mertebeden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tan¬m 2.1.4. E¼ger (2:1:1) fark denklemi,

kX
i=0

a(in)x(n+ i) = b(n) (2.1.2)

formunda verilirse k ¬nc¬mertebeden olan (2:1:1) fark denklemine lineerdir denir.

E¼ger en az bir n 2 N için b(n) s¬f¬rdan farkl¬ise, bu durumda (2:1:2) fark denklemine

homogen olmayan lineer fark denklemi denir (Agarwal 2000).

E¼ger (2:1) fark denklemi,
kX
i=0

ainx(n+ i) = 0 (2.1.3)
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şeklinde verilirse (2:1:3) fark denklemine homogen lineer fark denklemi denir (Agarwal

2000).

2.2 Lineer Fark Denklemleri Teorisi

Bu k¬s¬mda k ¬nc¬mertebeden lineer fark denklemleri hakk¬nda bilinen baz¬tan¬m ve

teoremler verilecektir. k ¬nc¬mertebeden, homogen olmayan, lineer fark denklemini

x(n+ k) + p(in)x(n+ k � 1) + : : :+ p(kn)x(n) = g(n) (2.2.1)

formunda yazabiliriz. Burada p(in) ve g(n), n � n0 için tan¬ml¬reel de¼gerli fonksiyonlar

ve 8n � n0 için p(kn) 6= 0 d¬r.

Teorem 2.2.1. Aşa¼g¬daki başlang¬ç de¼ger problemi bir tek x(n) çözümüne sahiptir

x(n+ k) + p(in)x(n+ k � 1) + : : :+ p(kn)x(n) = g(n)

x(n0) = a0 ; x(n0 + 1) = a1 ; : : : ; x(n0 + k � 1) = ak�1

(Elaydi 1999).

Şimdi (2:2:1) fark denkleminin

x(n+ k) + p(1n)x(n+ k � 1) + : : :+ p(kn)x(n) = 0 (2.2.2)

şeklindeki lineer, homogen şeklini yazal¬m ve aşa¼g¬daki tan¬mlar¬hat¬rlatal¬m.

Tan¬m 2.2.1. E¼ger 8n � n0 için

a1f(1n) + a2f(2n) + : : :+ arf(m) = 0

olacak şekilde hepsi birden s¬f¬r olmayan a1; a2; : : : ; ar sabitleri var ise n � n0 için

f(1n); f(2n); : : : ; f(m) fonksiyonlar¬na lineer ba¼g¬ml¬d¬r denir.

E¼ger 8n � n0 için

a1f(1n) + a2f(2n) + : : :+ arf(m) = 0

eşitli¼gi sadece a1 = a2 = : : : = ar = 0 durumunda sa¼glan¬yorsa, n � n0 için f(1n); f(2n); : : : ; f(m)

fonksiyonlar¬na lineer ba¼g¬ms¬zd¬r denir (Elaydi 1999, Lakshmikantham ve Trigiante

1988).
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Tan¬m 2.2.2. (2:2:2) fark denkleminin k tane lineer ba¼g¬ms¬z çözümlerinin kümesine,

temel çözümler kümesi denir (Elaydi 1999, Lakshmikantham ve Trigiante 1988).

Tan¬m 2.2.3. x(1n); x(2n); : : : ; x(km) çözümlerinin Casoration determinant¬ veya

k¬saca Casoration, C(n) ile gösterilir ve

C(n) = det

0BBBBBB@
x(1n) x(2n) : : : x(m)

x(1(n+ 1)) x(2(n+ 1)) : : : x(r(n+ 1))
...

...
...

...

x(1(n+ r � 1)) x(2(n+ r � 1)) : : : x(r(n+ r � 1))

1CCCCCCA (2.2.3)

ile verilir. Casoration determinant¬ diferensiyel denklemlerdeki wronskiyenin diskret

benzeridir (Elaydi 1999, Kelley ve Peterson 1991).

Lemma 2.2.1. (Abel Lemmas¬) x(1n); x(2n); : : : ; x(km) çözümleri (2:2:2) fark denk-

leminin çözümleri olsun. Bu durumda Casoration determinant¬n � n0 için

Cn = (�1)k(n�n0)
 
n�1Y
i=n0

p(ki)

!
C(n0) (2.2.4)

ile verilir (Elaydi 1999).

Teorem 2.2.2. (2:2:2) fark denkleminin x(1n); x(2n); : : : ; x(km) çözümlerinin, temel

çözümler kümesi olmas¬ için gerek ve yeter şart, n0 2 Z+ için C(n0) 6= 0 olmas¬d¬r

(Elaydi 1999).

Tan¬m 2.2.4. fx(1n); x(2n); : : : ; x(km)g, (2:2:2) fark denkleminin temel çözümler

kümesi olsun. Bu durumda ai ler key� sabitler olmak üzere (2:2:2) fark denkleminin

genel çözümü x(n) =
kP
i=1

aix(in) ile verilir (Elaydi 1999).

2.3 Fark Denklemlerinin Çözümlerinin Sal¬n¬ml¬l¬¼g¬

Bu k¬s¬mda fark denklemlerinin ve fark denklem sistemlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile ilgili bili-

nen baz¬tan¬m ve teoremler verilecek.

Tan¬m 2.3.1. E¼ger her pozitif N tamsay¬s¬ve n � N için x(n)x(n + 1) � 0 ise x(n)

aşikar olmayan çözümüne s¬f¬r etraf¬nda sal¬n¬ml¬d¬r denir. Aksi halde x(n) çözümüne

sal¬n¬ml¬olmayan çözüm denir. Başka bir şekilde ifade edersek, e¼ger bir x(n) çözümü

belli bir yerden (n de¼gerinden itibaren) sonra sadece pozitif ya da sadece negatif de¼gilse

s¬f¬r etraf¬nda sal¬n¬ml¬d¬r denir (Agarwal vd 2000, Györi ve Ladas 1991, Elaydi 1999).
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Tan¬m 2.3.2. k ¬nc¬ mertebeden bir fark denklem sisteminin bir (x(n)) çözümü

x(n) = [x1(n); x2(n); : : : ; xr(n)]T olsun. E¼ger her bir (xi(n)) bileşeni sal¬n¬ml¬ise (x(n))

çözümüne sal¬n¬ml¬d¬r denir. Di¼ger durumda yani, bir (xi(n)) bileşeni belli bir yerden

sonra pozitif ya da negatif ise (x(n)) çözümüne sal¬n¬ml¬ olmayan bir çözüm denir.

Burada n = 0; 1; 2; : : : için xn 2 Rr dir (Györi ve Ladas 1991).

Teorem 2.3.1. k; l 2 N ve j = �k; : : : ; l için pj 2 R olmak üzere,

x(n+ 1)� x(n) +
lX

j=�k

pjx(n) = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : (2.3.1)

fark denklemini gözönüne alal¬m. Bu durumda aşa¼g¬daki durumlar birbirine denktir.

(i) (2:3:1) fark denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

(ii) (2:3:1) fark denklemine ait

�� 1 +
lX

j=�k

pj�
j = 0

karakteristik denkleminin pozitif kökü yoktur (Györi ve Ladas 1991).

Teorem 2.3.2. p 2 R ve k 2 Z için,

x(n+ 1)� x(n) + px(n� k) = 0 (2.3.2)

şeklindeki (k + 1) inci mertebeden otonom fark denklemini gözönüne alal¬m. Bu du-

rumda (2:3:2) fark denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬olmas¬için gerek ve yeter şart

aşa¼g¬daki ifadelerden birinin sa¼glanmas¬d¬r:

(i) k = �1 ise p � �1;

(ii) k = 0 ise p � 1;

(iii) k 2 f: : : ;�3;�2g
S
f1; 2; : : :g ise p > kk

(k + 1)k+1

(Györi ve Ladas 1991, Ladas vd. 1989).

Teorem 2.3.3. p(n) negatif olmayan reel terimli dizi ve k 2 Z+ olmak üzere

x(n+ 1)� x(n) + p(n)x(n� k) = 0; n = 0; 1; 2; : : : (2.3.3)

birinci mertebeden, lineer, de¼gi̧sken katsay¬l¬gecikmeli fark denklemini ele alal¬m. Kabul

edelim ki

lim inf
n!1

p(n) = c > 0
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ve

lim sup
n!1

p(n) > 1� c

olsun.

(i) x(n+ 1)� x(n) + p(n)x(n� k) � 0 eşitsizli¼gi pozitif çözümlere sahip de¼gildir.

(ii) x(n+ 1)� x(n) + p(n)x(n� k) � 0 eşitsizli¼gi negatif çözümlere sahip de¼gildir.

(iii) (2:3:3) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r (Erbe ve Zhang 1989).

Teorem 2.3.4. p(n) � 0 ve

sup p(n) <
kk

(k + 1)k+1

olsun. Bu durumda (2:3:3) denkleminin en az bir tane sal¬n¬ml¬olmayan çözümü vard¬r

(Erbe ve Zhang 1989).

Teorem 2.3.5 pn negatif olmayan reel terimli dizi k 2 Z+ ve f : R ! R sürekli bir

fonksiyon olmak üzere

x(n+ 1)� x(n) + p(n)f(x(n� k)) = 0; n = 0; 1; 2; : : : (2.3.4)

denklemini ele alal¬m.

(i) xf (x) > 0; x 6= 0

(ii) lim inf
x!0

f(x)
x
=M; 0 < M < +1

(iii) cM > kk

(k+1)k+1
; k � 1; c = lim infn!1 p(n) > 0: şartlar¬sa¼glans¬n. Bu durumda

(2:3:4) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r. (Erbe ve Zhang 1989).

Teorem 2.3.6 p(n) � 0 ve f : R! R sürekli ve azalmayan fonksiyon olsun.

(i) xf (x) > 0; x 6= 0

(ii) lim inf
x!0

f(x)
x
=M; 0 < M < +1 şartlar¬sa¼glans¬n.

lim sup
n!1

nX
k=n�m

p(k) >
1

M

ise (2:3:4) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r. (Erbe ve Zhang 1989).

Teorem 2.3.7. 0 < � < 1 olmak üzere

x(n+ 1)� x(n) + p(n)x�(n� k) = 0; n = 0; 1; 2; : : : (2.3.5)

lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r ancak ve ancak
1X
n=0

p(n) =1 (2.3.6)
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dur (Tang ve L¬u 2001).

Teorem 2.3.8. Kabul edelim ki � > 1 olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki sonuçlar sa¼glan¬r.

(i) E¼ger bir � > k�1 ln� varsa öyle ki

lim inf
n!1

[p(n) exp(�e�n)] > 0 (2.3.7)

ise bu durumda (2:3:5) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

(ii) E¼ger

(p(n); p(n+ 1); : : : ; p(n+ k � 1)) 6= 0

sa¼glan¬r ve bir � < k�1 ln� varsa öyle ki

lim sup
n!1

[p(n) exp(�e�n)] <1 (2.3.8)

ise bu durumda (2:3:5) denklemi belirli bir n den sonra pozitif çözüme sahiptir (Tang

ve L¬u 2001).

Teorem 2.3.9. Aşa¼g¬daki birinci mertebeden neutral fark denklemini ele alal¬m.

�(y(n) + h(n)y(n� k)) + �q(n)y�(n� l) = 0; n = 0; 1; 2; : : : (2.3.9)

Burada (h(n)) ve (q(n)) birer pozitif reel say¬dizisi, k bir pozitif tamsay¬ve l de herhangi

bir tamsay¬olmak üzere

(i) � = +1; 0 < � < 1 ve l > k;

(ii) � = �1; � < 1 ve l bir negatif tamsay¬

şartlar alt¬nda
1X

n=n0

min

�
q(n)

1 + h�(n� l + k) ;
q(n� k)

1 + h�(n� l)

�
=1

ise (2:3:9) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r (Thandapani vd. 2002).

Teorem 2.3.10. (q(n)) bir pozitif reel say¬dizisi ve l de pozitif bir tamsay¬olmak

üzere e¼ger

lim inf
n!1

n�1X
s=n�l

q(s) >

�
l

l + 1

�l+1
ise

�v(n) + q(n)v(n+ l) � 0

eşitsizli¼gi belirli bir n den sonra pozitif çözüme sahip de¼gildir (Thandapani vd. 2002).
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Teorem 2.3.11. (q(n)) bir pozitif reel say¬dizisi ve l de pozitif bir tamsay¬olmak

üzere

lim inf
n!1

n+l�1X
s=n

q(s) >

�
l

l + 1

�l+1
ise

�v(n)� q(n)v(n+ l) � 0

eşitsizli¼gi belirli bir n den sonra pozitif çözüme sahip de¼gildir (Thandapani vd. 2002).

Teorem 2.3.12. (q(n)) bir pozitif reel say¬dizisi ve l de pozitif bir tamsay¬olmak

üzere

lim inf
n!1

1

k

n�1X
i=n�k

p(i) >
kk

(k + 1)k+1
(2.3.10)

ise

x(n+ 1)� x(n) + p(n)x(n� k) = 0; n = 0; 1; 2; : : : (2.3.11)

fark denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r (Ladas vd. 1989).

Teorem 2.3.13. Kabul edelim ki 0 � p < 1 ve 0 < � < 1 olsun. Bu durumda

�(x(n)� px(n� l)) + q(n)x�(n� k) = 0; n = 0; 1; 2; : : :

denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r ancak ve ancak

1X
n=0

q(n) =1

dur (Zhang 2002).

Teorem 2.3.14 �(n) � n; n 2 N ve �(n) azalmayan,(q(n)) negatif olmayan reel say¬

dizisi ve özdeş olarak s¬f¬r olmas¬n, h; f : R ! R sürekli ve azalmayan fonksiyonlar ve

uf(u) > 0; u 6= 0 sa¼glans¬n. Ayr¬ca

lim sup
x!0

x

f(x)
=M: (2.3.12)

olsun. E¼ger

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j) >
M

e
; 0 �M <1; (2.3.13)

veya

lim sup
n!1

nX
j=�(n)

p(j) > M; 0 < M <1; (2.3.14)
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ise

�x(n) + q(n)f (x(�(n))) = 0; n = 0; 1; 2; : : : . (2.3.15)

denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Öcalan ve Y¬ld¬z 2018).

Teorem 2.3.15

�m(x(n)� x(n� r)) + q(n)f(x(n� g)) = 0;m � 1: (2.3.16)

denklemini aşa¼g¬daki şartlar alt¬nda ele alal¬m.

(H1) : (q(n)) negatif olmayan reel say¬dizisi ve özdeş olarak s¬f¬r olmas¬n;

(H2) : f : R ! R sürekli ve azalmayan bir fonksiyon ve uf(u) > 0; u 6= 0; xy > 0

için � f(�xy) � f(xy) � f(x)f(y);

(H3) : g; r 2 N+

m tek oldu¼gunda e¼ger
1X
q(k) <1

ve

Qn =
1X
k=n

q(n)

olmak üzere
1X
q(n)f (nQ(n)) =1

ise bu durumda (2:3:16) denklemi sal¬n¬ml¬d¬r (Agarwal vd. 2000).

Teorem 2.3.16 Birinci mertebeden

�!(n) + f

�
22�2m

(m� 1)!

��
q(n)f

�
(n� g)m�1

�
f (!(n� g)) = 0

denklemi sal¬n¬ml¬ve

�mx(n) + (�1)m+1� q(n)f (x(n� g)) = 0

denkleminin tüm s¬n¬rl¬çözümleri sal¬n¬ml¬ise, (2:3:16) denklemi sal¬n¬ml¬d¬r (Agarwal

vd. 2000).

Teorem 2.3.17

�m(x(n)� P (n)x(n� k)) + q(n)f(x(n� l)) = 0;m � 1: (2.3.17)
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denklemini ele alal¬m. (q(n)) negatif olmayan reel say¬dizisi ve özdeş olarak s¬f¬r ol-

mas¬n, (p(n)) bir reel say¬dizisi, k ve l negatif olmayan tamsay¬lar ve f : R! R sürekli

ve azalmayan bir fonksiyon ve uf(u) > 0; u 6= 0; xy > 0 için � f(�xy) � f(xy) �

Kf(x)f(y) olacak şekilde K pozitif tamsay¬olmak üzere bir f fonksiyonu var olsun.

Ayr¬ca aşa¼g¬daki şartlar¬verelim.

(H1) : 0 � p(n) < 1;

(H2) : 0 � p(n) � P1 < 1; P1 sabit. ;

(H3) : �1 < �P2 � p(n) � 0; P2 > 0 sabit

(H4) : lim infn!1

�
n�1P
s=n�l

q(s)F
�
(1� p(s� l))

�
s�l
2m�1

�m�1��
>
�

l
l+1

�l+1 1
K2�F (1=(1�m)!) ;

(H5) : lim infn!1

�
n�1P
s=n�l

q(s)F
��

s�l
2m�1

�m�1��
>
�

l
l+1

�l+1 1
K2�F (M)

M 2 (0; 1);

(a) : m çift oldu¼gunda (H1) ve (H4) sa¼glan¬rsa (2:3:17) denkleminin tüm çözümleri

sal¬n¬ml¬d¬r.

(b) : m tek oldu¼gunda (H2) ve (H5) sa¼glan¬rsa (2:3:17) denkleminin tüm çözümleri

ya sal¬n¬ml¬d¬r ya da s¬f¬ra yak¬nsar.

Teorem 2.3.18 (H3) ve (H5) sa¼glan¬rsa (2:3:17) denkleminin tüm çözümleri ya sal¬n¬m-

l¬d¬r ya da s¬f¬ra yak¬nsar (Agarwal vd. 1996).

27



3 YÜKSEK MERTEBEDEN L·INEER OLMAYAN KARMA

NEUTRAL FARKDENKLEMLER·IN·INÇÖZÜMLER·IN·IN

SALINIMLILI¼GI

3.1 Teorem ·Ispatlar¬nda Kullan¬lacak Baz¬Lemmalar

Çal¬̧smam¬z¬n bu bölümünde

�m [x(n) + p(n)h(x(�(n)))] + q(n)f(x(�(n))) = 0; n 2 N = f0; 1; :::g (3.1.1)

(p(n)) ve (q(n)) negatif olmayan reel say¬ dizileri, h; f : R ! R sürekli azalmayan

fonksiyonlar u 6= 0 için uh(u) > 0; uf(u) > 0; (�(n)) ve (�(n)) tamsay¬dizileri ve

lim
n!1

�(n) = lim
n!1

�(n) =1 (3.1.2)

olmak üzere yüksek mertebeden lineer olmayan karma neutral fark denkleminin çözüm-

lerinin kalitatif incelemesi aşa¼g¬daki şartlar geçerli olmak üzere yap¬lacakt¬r.

(H1) : (p(n)) reel say¬dizisi p(n) � 0; n 2 N.

(H2) : (q(n)) negatif olmayan reel say¬dizisi ve özdeş olarak s¬f¬r olmas¬n.

(H3) : h; f : R! R sürekli ve azalmayan fonksiyonlar uf(u) > 0; uh(u) > 0 u 6= 0

için.

Bu bölümde p(n) ve q(n) katsay¬lar¬n¬literatürde daha önce incelenen koşullardan

daha geni̧s olarak ele alaca¼g¬z ve (3:1:1) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ ile il-

gili farkl¬sonuçlar ortaya koyaca¼g¬z. Ayr¬ca burada elde edilen sonuçlar h(x) = x ve

f(x) = x için tamamen yenidir. Elde edilen sonuçlar¬n daha iyi anlaş¬labilmesi için baz¬

lemmalara ihtiyaç vard¬r. Önce lemmalar¬verece¼giz ard¬ndan (3:1:1) denkleminin m

çift ve m tek oldu¼gu durumlar¬ayr¬ayr¬inceleyece¼giz. Ayr¬ca p(n) ve q(n) dizilerinin

farkl¬durumlar¬için de literatürde olmayan yeni sonuçlar elde edece¼giz.

Lemma 3.1.1 (Ayr¬k Kneser Teoremi) z(n) n � a için tan¬ml¬ve z(n) > 0; �mz(n)

n � a için sabit i̧saretli ve özdeş olarak s¬f¬r olmas¬n.0 � j � m için (m + j) tek

oldu¼gunda �mz(n) � 0 ve (m + j) çift oldu¼gunda �mz(n) � 0 olacak şekilde öyle bir

j tamsay¬s¬bulunabilir ki

her n � a, için j � m� 1 oldu¼gunda (�1)j+i�iz(n) > 0, j � i � m� 1,
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ve

yeterince büyük n � a için j � 1 oldu¼gunda �iz(n) > 0; ; 1 � i � j � 1:

dir.

Lemma 3.1.2 z(n) n � a için tan¬ml¬ve z(n) > 0; �mz(n) n � a için sabit i̧saretli

ve özdeş olarak s¬f¬r olmas¬n ve s¬n¬rl¬olsun. Bu durumda yeterince büyük n � a için

(�1)i+1�m�iz(n) > 0; ve

lim
n!1

�iz(n) = 0; 1 � i � m� 1:

dir.

Lemma 3.1.3 (q(n)) negatif olmayan reel say¬dizisi (�(n)) azalmayan tamsay¬dizisi

ve �(n) � n; f : R ! R sürekli ve azalmayan fonksiyon ve uf(u) > 0; u 6= 0 olsun.

E¼ger

�y(n) + q(n)f (y(�(n))) � 0; n = 0; 1; 2; : : : ;

birinci dereceden gecikmeli eşitsizli¼gi pozitif çözümlere sahip ise

�y(n) + q(n)f (y(�(n))) = 0; n = 0; 1; 2; : : : :

birinci dereceden gecikmeli fark denklemi de pozitif çözümlere sahiptir.

3.2 (3.1.1) Denkleminde m Çift Olmas¬Durumunda Sal¬n¬m-

l¬l¬k Şartlar¬

Bu bölümde m çift oldu¼gu durumda (H1)-(H3) şartlar¬ alt¬nda (3:1:1) denkleminin

çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ ile ilgili yeni bir sonuç elde edece¼giz. Aşa¼g¬da verece¼gimiz

teorem m�nin çift oldu¼gu durumda literartürde bugüne kadar elde edilmi̧s en kapsaml¬

sonuçtur.

Teorem 3.2.1 m çift olsun. Kabul edelim �(n) ve �(n) ileri veya geri argümentler

olsun ve (3:1:2); (H1)-(H3) sa¼glans¬n. Bu durumda (3:1:1) denkleminin tüm çözümleri

sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. x(n) > 0 için (x(n)) (3:1:1) denkleminin sal¬nml¬olmayan bir çözümü olsun.

z(n) = x(n) + p(n)h (x(�(n))) : (3.2.1)
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yazal¬m. Buradan z(n) � x(n) > 0 ve

�mz(n) = �q(n)f (x(�(n))) � 0; n � n0: (3.2.2)

olur. Ayr¬ca Lemma (3:1:1) den biliyoruz ki i = 1; 2; 3; :::;m�1 için�iz(n) sabit i̧saretli

ve �m�1z(n) > 0 artmayand¬r. �z(n) < 0 veya �z(n) > 0 olmak üzere iki durum söz

konusudur. Biz burada �z(n) < 0 oldu¼gunu göstermek istiyoruz. �z(n) > 0 oldu¼gunu

düşünelim. limn!1 z(n) = a 0 < a � 1 olsun. (3:1:1) denkleminde her iki taraf¬n

n1 � n0�dan N�ye m kez toplam¬n¬al¬rsak

z(N +m)� z(n1) +
NX

j1=n1

NX
j2=j1

� � �
NX

jm=jm�1

q(jm)f (x(�(jm))) = 0: (3.2.3)

elde ederiz. Burada N !1 için (3:2:3) te

a� z(n1) +
1X

j1=n1

1X
j2=j1

� � �
1X

jm=jm�1

q(jm)f (x(�(jm))) = 0: (3.2.4)

olur. Burada �z(n) > 0; a > z(n1), f(x) > 0 oldu¼gundan ve (H2) şart¬n¬göz önüne

ald¬¼g¬m¬zda, kolayca görülebilir ki bu durum (3:2:4) denkleminin s¬f¬ra eşit olmas¬ile

çeli̧sir. Buna göre �z(n) < 0 d¬r. �z(n) < 0 oldu¼gundan Lemma (3:1:1) den dolay¬

j = 0 olmak zorundad¬r. Di¼ger taraftan yine Lemma (3:1:1) den �mz(n) � 0 için

(m + j) nin tek oldu¼gunu biliyoruz ki bu durum da j = 0 için m nin çift olmas¬ ile

çeli̧sir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Örnek 3.2.1 Aşa¼g¬daki dördüncü dereceden fark denklemini ele alal¬m.

�4
h
x(n) + 2nx

1
3 (n+ 1)

i
+

n

n+ 1
x
5
3 (n� 3) = 0; n � 0: (3.2.5)

Literatürde daha önce yap¬lm¬̧s olan çal¬̧smalarda bu denklemin çözümlerinin sal¬n¬ml¬

olup olmad¬¼g¬n¬ söyleyebilecek herhangi bir makale yoktur. Ancak (3:2:5) denklemi

Teorem (4:2:1) in tüm şartlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

3.3 (3.1.1) Denkleminde m nin Tek Olmas¬Durumunda Sal¬n¬m-

l¬l¬k Şartlar¬

Bu bölümdem nin tek oldu¼gu durumda (p(n)) ve (q(n)) nin farkl¬durumlar¬için (3:1:1)

denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile ilgili yeni sonuçlar ortaya koyaca¼g¬z.
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Teorem 3.3.1m tek olsun. �(n) ve �(n) ileri veya geri argümentler olmak üzere (3:1:2);

(H1)-(H3) sa¼glans¬n ve kabul edelim ki lim supn!1 q(n) > 0 olsun. Bu durumda (3:1:1)

denkleminin sal¬n¬ml¬olmayan her çözümü n!1 için s¬f¬ra yak¬nsar.

·Ispat. (x(n)) (3:1:1) denkleminin sal¬nml¬olmayan ve ayn¬zamanda n ! 1 için

s¬f¬ra yak¬nsamayan bir çözümü olsun

z(n) = x(n) + p(n)h (x(�(n))) : (3.3.1)

yazal¬m. Buradan z(n) � x(n) > 0 ve

�mz(n) = �q(n)f (x(�(n))) � 0; n � n0: (3.3.2)

olur. Ayr¬ca Lemma (3:1:1) den biliyoruz ki i = 1; 2; 3; :::;m � 1 için �iz(n) sabit

i̧saretli ve �m�1z(n) > 0 artmayand¬r. (3:3:2) de her taraf¬n n1 � n0 dan sonsuza

toplam¬al¬n¬rsa
1X

n=n1

�mz(n) = �
1X

n=n1

q(n)f (x(�(n))) ;

buradan

0 < �m�1z(n1)� L =
1X

n=n1

q(n)f (x(�(n))) ;

olur. Burada 0 � L = limn!1�
m�1z(n) <1 ve

P1
n=n1

q(n)f (x(�(n))) <1 oldu¼gun-

dan limn!1 q(n)f (x(�(n))) = 0 olur ki burada da lim supn!1 q(n) > 0 oldu¼gu göz

önüne al¬n¬rsa limn!1 f (x(�(n))) = 0 elde edilir.Ayr¬ca f hakk¬ndaki kabulümüzden

limn!1 x(n) = 0 oldu¼gu bulunur ki bu da n!1 için x(n) in s¬f¬ra yak¬nsamayan bir

çözüm olmas¬ile çeli̧sir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 3.3.2 m tek olsun. �(n) ve �(n) ileri veya geri argümentler olmak üzere

(3:1:2); (H1)-(H3) sa¼glans¬n, e¼ger limn!1 c(n) = 0 olacak şekilde bir (c(n)) ;dizisi var

ve

�y(n) + q(n)f [c(�(n))y(�(n))] = 0; n = 0; 1; 2; : : : ; (3.3.3)

denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬ise (3:1:1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. (x(n)) (3:1:1) denkleminin sal¬nml¬olmayan bir çözümü ve x(n) > 0 olsun.

z(n) = x(n) + p(n)h (x(�(n))) : (3.3.4)
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yazal¬m. Buradan z(n) � x(n) > 0 ve

�mz(n) = �q(n)f (x(�(n))) � 0; n � n0 (3.3.5)

olur. Ayr¬ca Lemma (3:1:1) den biliyoruz ki i = 1; 2; 3; :::;m�1 için�iz(n) sabit i̧saretli

ve �m�1z(n) > 0 artmayand¬r. (�m�1z(n)) s¬n¬rl¬oldu¼gundan limn!1 c(n) = 0 olacak

şekilde öyle bir (c(n)) dizisi bulabiliriz ki

x(n) � c(n)�m�1z(n); n � n1 � n0: (3.3.6)

Böylece (3:1:1), (3:3:4); (3:3:6) dan ve f azalmayan oldu¼gundan

�mz(n) + q(n)f
�
c(�(n))

�
�m�1z(�(n))

��
� 0; n � n1: (3.3.7)

elde ederiz. Şimdi y(n) = �m�1z(n) > 0 alal¬m. Buna göre (3:3:7) den

�y(n) + q(n)f (c(�(n))y(�(n))) � 0; n � n1; (3.3.8)

elde ederiz. Böylece (3:3:8) eşitsizli¼ginin pozitif çözümlere sahip oldu¼gunu bulmuş olu-

ruz. Lemma (3:1:3) den biliyoruzki (3:3:8) eşitsizli¼gine kaŗs¬l¬k gelen denklem de pozitif

çözümlere sahiptir. Bu da (3:3:3) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬ ile

çeli̧sir ve böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 3.3.3 m tek olsun. �(n) ve �(n) ileri veya geri argümentler olmak üzere

(3:1:2); (H1)-(H3) sa¼glans¬n ve kabul edelim ki limn!1 q(n) = 0; lim supn!1 p(n) =1

olsun. Bu durumda (3:1:1) denkleminin n!1 için s¬f¬ra yak¬nsamayan tüm çözümleri

sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. (x(n)) (3:1:1) denkleminin sal¬n¬ml¬olmayan ve ayn¬zamanda n!1 için s¬f¬ra

yak¬nsamayan bir çözümü ve x(n) > 0 olsun.

z(n) = x(n) + p(n)h (x(�(n))) : (3.3.9)

yazal¬m. Buradan z(n) � x(n) > 0 ve

�mz(n) = �q(n)f (x(�(n))) � 0; n � n0 (3.3.10)

olur. Ayr¬ca Lemma (3:1:1) den biliyoruz ki i = 1; 2; 3; :::;m�1 için�iz(n) sabit i̧saretli

ve �m�1z(n) > 0 artmayand¬r. �z(n) < 0 veya �z(n) > 0 olmak üzere iki durum söz
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konusudur. (3:3:9) den ve lim supn!1 p(n) = 1 oldu¼gundan limn!1 z(n) = 1 ve

buradan �z(n) > 0 elde ederiz. Di¼ger taraftan Teorem (3:2:1) in ispat¬ndan �z(n) < 0

oldu¼gunu biliyoruz ki bu da .�z(n) > 0 ile çeli̧sir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 3.3.4 m tek olsun. �(n) ve �(n) ileri veya geri argümentler olmak üzere

(3:1:2); (H1)-(H3) sa¼glans¬n ve kabul edelim ki limn!1 q(n) = 0 olsun. Bu durumda

(3:1:1) denkleminin s¬n¬rl¬olmayan her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. (x(n)) (3:1:1) denkleminin sal¬nml¬ve s¬n¬rl¬olmayan bir çözümü ve x(n) > 0

olsun.

z(n) = x(n) + p(n)h (x(�(n))) (3.3.11)

yazal¬m. Buradan z(n) � x(n) > 0 ve

�mz(n) = �q(n)f (x(�(n))) � 0; n � n0 (3.3.12)

olur. Ayr¬ca Lemma (3:1:1) den biliyoruz ki i = 1; 2; 3; :::;m � 1 için �iz(n) sabit

i̧saretli ve �m�1z(n) > 0 artmayand¬r. �z(n) < 0 veya �z(n) > 0 olmak üzere iki

durum söz konusudur. (3:3:12) den ve (x(n)) s¬n¬rs¬z oldu¼gundan limn!1 z(n) = 1

olur ve buradan da �z(n) > 0 elde edilir ancak Teorem (3:2:1) in ispat¬ndan �z(n) < 0

oldu¼gunu biliyoruz ki bu da .�z(n) > 0 ile çeli̧sir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 3.3.5 m tek, �(n) ileri veya geri argüment olmak üzere �(n) � n ve azal-

mayan olsun. (3:1:2); (H1)-(H3) sa¼glans¬n ve kabul edelim ki limn!1 q(n) = 0 ve

lim infn!1 p(n) <1 olsun. E¼ger

�y(n) + q(n)f (y(�(n))) = 0; n = 0; 1; 2; : : : (3.3.13)

denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬ ise, bu durumda (3:1:1) denkleminin s¬n¬rl¬ ve

n!1 için s¬f¬ra yak¬nsamayan her çözümü sal¬n¬mld¬¬r.

·Ispat. (x(n)) (3:1:1) denkleminin s¬n¬rl¬ancak sal¬nml¬olmayan ve n ! 1 için s¬f¬ra

yak¬nsamayan bir çözümü x(n) > 0 olsun.

z(n) = x(n) + p(n)h (x(�(n))) (3.3.14)

yazal¬m. Buradan z(n) � x(n) > 0 ve

�mz(n) = �q(n)f (x(�(n))) � 0; n � n0 (3.3.15)
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olur. Ayr¬ca Lemma (3:1:1) den biliyoruz ki i = 1; 2; 3; :::;m � 1 için �iz(n) sabit

i̧saretli ve �m�1z(n) > 0 artmayand¬r. �z(n) < 0 veya �z(n) > 0 olmak üzere iki

durum söz konusudur. Dahas¬Teorem (3:2:1) in ispat¬ndan �z(n) < 0 oldu¼gunu ve

(z(n)) in s¬n¬rl¬oldu¼gunu biliyoruz. Di¼ger taraftan (x(n)) s¬n¬rl¬ve s¬f¬ra yak¬nsamayan

bir çözüm oldu¼gundan 0 < lim supn!1 x(n) < 1 olur. Ayr¬ca lim infn!1 p(n) < 1

oldu¼gundan 0 < a <1 için limn!1 x(n) = a elde ederiz. Lemma (3:1:2) den biliyoruz

ki limn!1�
m�1z(n) = 0;�d¬r. limn!1 x(n) = a ve limn!1�

m�1z(n) = 0 oldu¼gundan

x(n) � �m�1z(n); n � n1 � n0 (3.3.16)

yazabiliriz ve burada (3:1:1), (3:3:14) ve (3:3:16) kullan¬larak f azalmayan oldu¼gundan

�mz(n) + q(n)f
�
�m�1z(�(n))

�
� 0; n � n1 (3.3.17)

olur. Burada y(n) = �m�1z(n) > 0 yazarsak

�y(n) + q(n)f (y(�(n))) � 0; n � n1 (3.3.18)

elde ederiz. Böylece (3:3:18) eşitsizli¼ginin pozitif çözümlere sahip oldu¼gunu bulmuş olu-

ruz. Lemma (3:1:3) den biliyoruzki (3:3:18) eşitsizli¼gine kaŗs¬l¬k gelen denklem de pozitif

çözümlere sahiptir. Bu da (3:3:12) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬ile

çeli̧sir ve böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Örnek 3.3.1 Üçüncü dereceden

�3

�
x(n) +

n+ 1

n
x(n+ 1) ln (e+ jx(n+ 1)j)

�
+ nx(n� 1) ln (e+ jx(n� 1)j) = 0

(3.3.19)

denklemini ele alal¬m. Burada p(n) = n+1
n
; q(n) = n; �(n) = n + 1; �(n) = n � 1;

h(x) = f(x) = x ln (e+ jxj)�dir. Burada e¼ger c(n) = 1
n
al¬n¬rsa (3:3:3) den

�y(n) + n
y(n� 1)
n� 1 ln

�
e+

jy(n� 1)j
n� 1

�
= 0 (3.3.20)

elde ederiz. Burada k(n) = n
n�1 ; �(n) = n� 1; g(y) = y ln

�
e+ jyj

n

�
d¬r. Di¼ger taraftan

(3:1:1) den

lim sup
y!0

y

f(y)
=M = 1
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elde ederiz. Böylece

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

k(j) = lim inf
n!1

n�1X
j=n�1

j

j � 1 = 1 >
1

e
:

olur. Teorem (2:3:10) dan biliyoruz ki (3:3:20) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬m-

l¬d¬r. Böylece Teorem (3:3:2) nin tüm şartlar¬sa¼gland¬¼g¬ndan (3:3:19) denkleminin tüm

çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Dikkat edilmelidir ki (3:3:19) denkleminin çözümlerinin davran¬̧s¬ hakk¬nda liter-

atürde daha önceden verilmi̧s olan hiç bir sonuç yoktur.

Örnek 3.3.2 Beşinci dereceden

�5

�
x(n) + p(n)x

��
3

2
n

���
+

1

n+ 1
x
�hn
2

i�
= 0; n 2 N: (3.3.21)

denklemini ele alal¬m. Burada p(n) =

8<: 2n; n çift ise
n
n+1
; n tek ise

; q(n) = 1
n+1
; �(n) =

�
3
2
n
�
;

�(n) =
�
n
2

�
; ve [:] tamde¼ger fonksiyonu, h(x) = f(x) = x: Ayr¬ca (3:3:13) den

�y(n) +
1

n+ 1
y
�hn
2

i�
= 0: (3.3.22)

elde ederiz. Böylece n = 2k için

n�1X
j=�(n)

q(j) =
2k�1X
j=k

q(j) =
2k�1X
j=k

1

j + 1
=
k

2k
=
1

2
>
1

e
;

oldu¼gu görülebilir. E¼ger n = 2k � 1 ise bu durumda
n�1X
j=�(n)

q(j) =
2k�2X
j=k�1

1

j + 1
=

k

2k � 1 >
1

2
>
1

e
:

olur. Ayr¬ca (1:16) dan

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

q(j) � 1

2
>
1

e
:

oldu¼gunu biliyoruz ki buradan (3:3:22) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬oldu¼gunu

söyleyebiliriz. Böylece Teorem (3:3:5) in tüm şartlar¬sa¼glanm¬̧s olur ve buna göre den-

klem (3:3:21) in tüm çözümleri sal¬nml¬d¬r. Denklem (3:3:21) in karma tipte bir den-

klem olmas¬ve limn!1 p(2n) =1; olmas¬sebebiyle literatürde daha önce bu denklemi

yan¬tlayan hiçbir sonuç bulunmad¬¼g¬na dikkat edilmelidir.
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4 TARTIŞMA ve SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda

�m [x(n) + p(n)h(x(�(n)))] + q(n)f(x(�(n))) = 0; n 2 N = f0; 1; :::g (4.1)

(p(n)) ve (q(n)) negatif olmayan reel say¬ dizileri, h; f : R ! R sürekli azalmayan

fonksiyonlar u 6= 0 için uh(u) > 0; uf(u) > 0; ayr¬ca (�(n)) ve (�(n)) tamsay¬dizileri

ve

lim
n!1

�(n) = lim
n!1

�(n) =1:

olmak üzere yüksek mertebeden lineer olmayan karma neutral fark denkleminin çözüm-

lerinin kalitatif incelemesi aşa¼g¬daki şartlar geçerli olmak üzere yap¬lm¬̧st¬r.

(H1) : (p(n)) reel say¬dizisi p(n) � 0; n 2 N.

(H2) : (q(n)) negatif olmayan reel say¬dizisi ve özdeş olarak s¬f¬r olmas¬n.

(H3) : h; f : R! R sürekli ve azalmayan fonksiyonlar ve u 6= 0 için uf(u) > 0:

Yapt¬¼g¬m¬z bu çal¬̧smada p(n) ve q(n) katsay¬lar¬n¬literatürde daha önce incelenen

koşullardan daha geni̧s olarak ele ald¬k ve (4:1) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬

ile ilgili m nin tek veya çift olmas¬durumlar¬nda ayr¬ayr¬ farkl¬ sonuçlar elde ettik.

Ayr¬ca burada elde edilen sonuçlar h(x) = x ve f(x) = x için tamamen yeni olmakla

birlikte elde edilmi̧s olan bu sonuçlar bugüne kadar literatürde elde edilmi̧s en genel

kapsaml¬sonuçlard¬r.

Yapm¬̧s oldu¼gumuz bu çal¬̧sman¬n, ilerleyen zamanlarda bu konular üzerinde çal¬̧sa-

cak olan yeni araşt¬rmac¬lara yol gösterici nitelikte olaca¼g¬düşünülmektedir. Ayr¬ca

yeni yap¬lacak olan çal¬̧smalarda ortaya ç¬kacak yeni matematiksel modellerin çözümü

hakk¬nda araşt¬rmac¬lar¬n referans alabilece¼gi yeni bir kaynak ortaya konmuştur.
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