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OZET

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olmak iizere H, =L, (0,m;H) uzayinda
£o(y)=(=1)"y B () + Aylx),

y)=(=1)"y®" (x)+ Ay(x) + Qlx)y(x)
diferansiyel ifadeleri ve ayni
y?@(0)=y*(n)=0 (i=12,.,m)

siir kosullart ile olusturulan operatorler sirasiyla L,ve L olsun. Burada A H uzayinda
stnirsiz kendine es bir operator ve Q(x) her x e [0, n] icin yine H uzayinda kendine es bir
cekirdek operatdrdiir. A operatoriiniin ve  Q(x) operator fonksiyonunun bazi ek kosullar
sagladig varsayilarak L, ve L operatorlerinin saf ayrik spektruma sahip oldugu gosterilmis,
ozdegerleri icin asimtotik formiil ve L operatoriiniin diizenli izi igin

R 17 1 17
lim Y| &, —1, ——[(Q)0, ., )dx | = —[rQ(0) + rQ(m)] - = [ rQ(x)dx
Pt Ty ¢ 4 25,

seklinde bir formiil bulunmustur. Burada n, <n, <...ve j,,],,... belirli 6zellige sahip olan
dogal say1 dizileridir. Ayrica u, <, <...<p, <. ve 7\,1 < 7\,2 <...SA, <..swasylaL ve
L operatorlerinin 0zdegerleri ve @,,@,,... A operatoriiniin 0zvektorlerinden olusan tam

ortonormal bir dizidir.

Anahtar kelimeler: Hilbert uzayi, 6zdeger, spektrum, rezolvent, kapanabilir operator,
simetrik operator, kendine es operator, cekirdek operator, asimtotik davrams, saf ayrk
spektrum, diizenli iz.

vii



ABSTRACT

Let L, and L be operators which are formed by the differantial expressions

£4(y)= 1"y (x)+ Ay(x)

and

Ay) = (=1)"y"(x)+ Ay(x) + Qlx)y(x)

respectively, in the space H, =L, (O,n;H), with the same boundary condition

y?@(0)=y* (n)=0 (i=12,.,m)

where H is an infinite dimensional separable Hilbert space. Here, A is an unbounded self
adjoint operator in H and, for every x e [O, n], Q(x) is a self-adjoint kernel operator in H.
Assuming the operator A and the operator function Q(x) satisfy some additional conditions, it
has been shown that the operators L, and L have line separated spectrum and, it has been
found the asymptotic formula for their eigenvalues and the following formula

L 17 1 17
lim | A, —p, == [(Q()0, .9, )dx |=—[rQ(0) + rQ(m)] - —— [ rQ(x)dx
P =1 o 4 2n 0

for the regularized trace of L. Here, n, <n, <...and j,,j,,... are sequences of natural
numbers with a particular property. Furthermore, u,<u,<..<p, <.. and
7\.1 < 7\.2 <...<A, <... are the eigenvalues of the operators L, and L, respectively; and
¢0,,9,,... is a complete orthonormal sequence consisting of eigenvectors of the operator A.
Keywords:Hilbert space, eigenvalue, spectrum, resolvent, closable operator, symmetric

operator, self-adjoint operator, kernel operator, regularized trace, asymptotic behaviour, line
separated spectrum

viii



1. GIRIS

Bu calismada cift mertebeden sinirsiz operator katsayili kendine es bir diferansiyel operatoriin
spektrumu incelenmis, Ozdegerleri icin asimtotik formiil bulunmus ve diizenli izi

hesaplanmistir.
Bu kisimda ¢alismamizin énemli ayrintilan yer almistir.

3. Boliimiin 1. kisminda, 2m. mertebeden sinirsiz operatdr katsayili bir diferansiyel ifade ve
belirli sinir kosullan ile olusturulan kendine es bir operatdr tanimlayarak bu operatoriin

spektrumu incelenmistir.

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olsun. Bu uzayda i¢ carpimu (.,.) ile ve normu da

|||| ile gosterecegiz. [0, n] araliginda tamimli, degerleri H uzayina ait olan ve

1. Her ge H icin (f(x),g) skaler fonksiyonu [O,TC] araliginda Lebesgue anlaminda

Olciilebilir,
2. [Jfcofdx <o
0

kosullarin1 saglayan tiim fonksiyonlarin kiimesini H, =L,(0,7m;H) ile gosterecegiz. H,

kiimesi bir lineer uzaydir. Bu lineer uzayin

(F.f,)y, = | (F,G0.£,00)dx  (f.f, € H,)

O —y 3

fonksiyonu ile bir ayrlabilir Hilbert uzayr oldugu bilinmektedir, (Kirillov,1976). H,

uzayindaki normu ||||H ile gosterecegiz.
1

A, D(A)c H olmak iizere
A=A">I,A"ec_(H)

kosullarini saglayan bir operatdr olsun. Burada, 6_(H) ile H den H ye tiim tam siirekli
operatorlerin kiimesi gosterilmistir. A operatoriiniin 6zdegerleri y, <7y, <..<7y, 6 <... ve bu

0zdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zvektorleri de sirasiyla @,,@,,...,@, ... olsun. Burada,

her 6zdeger kendi kathilik sayis1 kadar yazilmistir. D(Lo,) ile H, uzayinin asagidaki kosullari



saglayan tim y(x) fonksiyonlarimin kiimesini gésterelim:

1) y(x) fonksiyonu [0, n] araliginda H uzayindaki norma gore 2m. mertebeden siirekli

tiireve sahiptir.

2) Her xe [O,TE] icin y(x)e D(A) ve Ay(x) fonksiyonu [O,TE] aralifinda H uzayindaki

norma gore stireklidir.

3) y*0)=y*"(x)=0 (i=12,..,m)

’

L, :ol, - H,

L, (v)= 1"y (x)+Ay(x)

’

lineer operatoriinii géz Oniine alalm. Bu kisimda L, operatoriiniin simetrik oldugu
ispatlanmistir (Teorem 3.1.2). L, operatoriiniin kapamsi1 L, =L; olsun. L,:D(L,)— H,
kapali simetrik bir operatordiir. Bu operatoriin 6zvektorlerinden olusan {cos kx.Q; }::011

kiimesi tam oldugundan s6z konusu operator kendine estir, (Adigiizelov ve Baksi, 2004).

Q(x) [O, n] araliginda tamimli ve asagidaki kosullar1 saglayan bir operator fonksiyon olsun.
a) Her xe [O, 71;] icin Q(x):H — H simrh kendine es bir operatérdiir.

b) Q(x) [O, n] araliginda zayif olgiilebilirdir. Yani her f,ge H icin (Q(x)f,g) skaler

fonksiyonu [0, n] araliginda Lebesgue anlaminda 6l¢iilebilirdir.
C) ||Q(x)|| fonksiyonu [0, 7] araliginda simrhidir.
Bu kisimda Q:H, — H,

Qy =Qx)y(x)
operatoriiniin kendine es oldugu ve L=L,+Q:D(L,)— H, operatoriiniin saf ayrik
spektruma sahip oldugu gosterilmistir. L operatoriiniin 6zdegerleri 7\,1 <A , S S A <.

olsun. Burada da her 6zdeger kendi katlilik sayis1 kadar yazilmistir.



3. Boliimiin 2. kisminin temel sonucu asagidaki teoremden ibarettir:

Teorem 3.2.3: Q(x) operatér fonksiyonu a), b) ve ¢) kosullarmi sagliyor ve j— oo iken

Y, ~aj® (0<a,0 <o) ise

~ (Xa% 2m+o
2b
2ma

n — oo iken A, ~ dn?™** dur.

i
2

ve b= J smt cost “ldt olmak iizere
0

m=1 hali icin L operatoriiniin 6zdegerlerinin asimtotik davranist Gorbaguk (1975)

calismasinda incelenmistir.

3. Bolimiin 3. kisminda L, operatoriiniin W,,W,,...,\u,,... 0zdegerler dizisinin belirli bir

esitsizligi saglayan ozel alt dizilerinin var oldugu gosterilmis ve bundan yararlanarak L

operatdriiniin diizenli izi tanimlanmistir.

L, operatoriiniin 6zdegerleri u, <p, <...<p, <... olsun. Bu kisimda j— e iken y; ~ aj*

(a,00 > 0) kosullar1 saglandig: taktirde {].J.n} dizisinin

2mo 2mo;
Mg —H, > do[qzmo‘ —Ilp2m+ocJ, (q =n,+Ln, +2,...) (1.1)

olacak sekilde bir {p.n }ml alt dizisine sahip oldugu ispatlanmistir. Burada d, pozitif bir

Pp:

sabittir.

L, operatoriiniin 6zdegerleri

kK™ +y, (k=012,... ;j=12,..)

seklindedir. Dolayisiyla

n, =k +75, (q=12...) (1.2)

dir. {pn }m > azalmayan {].Ln }:_1 dizisinin (1.1) esitsizligini saglayan bir alt dizisi ve j,, j,,...
P “p= -

(1.2) esitligini saglayan dogal sayilar olmak iizere



P

hmZ[?» —H, - i]i(Q(X)(PJq ’(qu )dX
0

limitine L operatoriiniin diizenli izi diyecegiz.
3. Boliimiin 4. kisminin temel sonucu asagidaki teoremden ibarettir:

Teorem 3.4.2: Q(x) operator fonksiyonu
1. Q) [0,7:] araliginda 2.mertebeden zayif tiireve sahip ve her f,ge H icin
(Q"(x)f,g) fonksiyonu siirekli,
ii. Her xe [O,TC] icin Q”(x):H—>H (i=0,1,2) kendine es ¢ekirdek operatdrler ve

HQ(i)(x)ﬂG ) (i=0,1,2) fonksiyonlar1 [O,TC] araliginda sinirli ve olgiilebilir

kosullarini sagliyor ve j — oo iken

2m+2+2m
~aj* (a>0,a>—F—F—— (1.3)
g " 242m-+/2 - J
ise L operatdriiniin diizenli izi i¢in
1imnz A~ - ]E(Q(x)(p. 0. kx| = L[rQ(0)+ trQ(n)]—iTtrQ(x)dx (1.4)
peo = q- T . Jg 7 T g 4 271 0

formiilii saglanir.

3. Bolimiin 5. kisminda 6zdegerleri (1.3) kosulunu saglayan A operatdriine ve i), ii)
kosullarimi saglayan Q(x) operatdr fonksiyonuna birer 6rnek verilmistir. Bu Grnekte L,
operatoriiniin L, ([O, n]x [O,TC]) uzayimda kismi tiirevli bir simetrik operatoriin kapanisi oldugu
gosterilmis ve (1.4) formiiliinden yararlanarak L =L+ Q operatoriiniin diizenli izi

hesaplanmistir.

Skaler diferansiyel operatorlerin diizenli izi ile ilgili ¢aligmalar ilk olarak Gelfand ve
Levitan’in (1953) calismasi ile baslamistir. Bu calismadan sonra Dikiy (1953), Halberg ve
Kramer (1960), Gasimov ve Levitan (1963), Levitan (1964), Lidskiy ve Sadovnig¢iy (1967),
Guseynov ve Levitan (1978) ve bircok baska calismalarda cesitli skaler diferansiyel
operatorlerin diizenli izi incelenmistir. Bu konudaki ¢aligmalarin listesi Levitan ve Sargsyan

(1991) ve Fulton ve Pruess (1994) calismalarinda verilmistir.



Operator katsayili diferansiyel operatorlerin diizenli izi Halilova (1976), Adigiizelov(1976),
Maksudov vd. (1984), Bayramoglu ve Adigiizelov (1996), Albayrak vd. (1999), Adigiizelov
vd. (2001), Adigiizelov vd. (2001), Adigiizelov vd. (2004), Adigiizelov ve Baksi (2004),

Adigiizelov ve Kanar (2005) ve baz1 baska calismalarda incelenmistir.

Bizim calismamizdan 6nce, konumuzla ilgili yapilan en son ¢alisma olan Adigiizelov, E.E.,
Baksi O., (2004) “On The Regularized Trace of The Differantial Operator Equation Given in

a Finite Interval”, makalesinde L, (0, n;H) uzayimda

y)=-y"(x)+ Ay(x)+Q(x)y(x)

diferansiyel ifadesi ve

y(0)=y(r)=0 (i=1,2,.,m)

sinir kosullart ile olusturulan L. operatoriiniin diizenli izi hesaplanmistir.

Bizim calismamiz, bu calismamn genellestirilmis halidir. Yani ¢(y) ifadesi, herhangi ¢ift

mertebeden bir diferansiyel ifade olarak g6z Oniine alinmistir. Ayrica bu ¢alismada kabul

edilen bazi1 kosullar bizim ¢alismamizda kaldirilmastir.



2. ONBILGILER

H aynilabilir bir Hilbert uzay: olsun. Bu uzayda i¢ carpimu (.,.), normu da |||| ile gosterecegiz.

—o0<a<b<oo olmak iizere bir (a,b) araliginda tanimli, degerleri H uzayma ait olan

1. Her ge H icin (f(x),g) skaler fonksiyonu [a,b] araliginda Lebesgue anlaminda
oOlciilebilir,

b
2. [lfeofdx <o 2.1)

kosullarin1 saglayan f fonksiyonlarmmin kiimesini H, =L,(a,b;H) ile gosterelim. H, in

herhangi f ve g elemanlarinin i¢ carpimi
b
j £(x), g(0))dx (2.2)

seklinde tanmimlanirsa, H, kiimesi bir ayrilabilir Hilbert uzay: olusturur (Kirillov,1976). H,

uzayinda normu ||||H ile gosterecegiz.
1

D(A)=H olmak iizere A, D(A)dan H ye kendine es bir operator olsun. Her
xe D(A), x#0 icin (Ax,x)>0 ((Ax,x)<0) ise A ya pozitif (negatif) operatér denir ve
bu A >0 (A <0) seklinde yazilir. Her x € D(A) igin (Ax,x)20 ((Ax,x)<0) ise A ya

negatif olmayan (pozitif olmayan) bir operator denir ve bu A >0 (A <0) seklinde gosterilir.

A ve B kendine es herhangi iki operatér olsun. D(A) c D(B) ve D(A)dan H ye A-B
operatoril pozitif (negatif olmayan) bir operator ise A ya B den biiyiiktiir ( kiiciik degildir)
denir ve A>B (A >B) olarak yazilir. H den H ye tiim sinirhi lineer operatorlerin kiimesini

B(H) ile ve H den H ye tiim tam siirekli operatorler kiimesini de G, (H) ile gosterecegiz.

Tanmm 2.1: A negatif olmayan kendine es bir operator ve B de B® = A olacak sekilde kendine

es bir operator ise B ye A nin karekokii denir.

Teorem 2.1: Negatif olmayan kendine es bir A:H — H operatoriiniin bir tek negatif

olmayan kendine es B karekokii vardir. Eger C: H - H

AC=CA (2.3)



olacak sekilde herhangi bir sinirli lineer operator ise
BC=CB 2.4)
dir (Lysternik ve Sobolev, 1955).

Tamim 2.2: Bir A lineer operatoriiniin bir A 6zdegerine karsilik gelen tiim 6zvektorlerin ve

sifir elemaninin olusturdugu N, lineer manifolduna A nin A 6zdegerine karsilik gelen

Ozuzay1 denir.

Tanmm 2.3: Bir A lineer operatériiniin bir A 6zdegerine karsiik gelen N, Ozuzayinin

boyutuna A 6zdegerinin katlilig1 denir.

1
A operatdriiniin pozitif karekokii A2 seklinde gosterili. A€ o_(H) olsun. Bu durumda

1

A"A kendine es negatif olmayan bir operatordiir ve (A*A)5 € 6_(H) dir (Cohberg ve Krein,

1
1969). (A*A)E operatoriiniin sifirdan farkli 6zdegerleri s, >s, >...25s, (0<k <oo) olsun.

1
Burada her 6zdeger kendi katlilik sayis1 kadar yazilmistir. (A*A)5 negatif olmayan bir
operatdr oldugundan s,s,,...,s, pozitif sayilardir. Bu sayilara A operatoriiniin s sayilar

denir. Eger k<eo ise s;=0; j=k+Lk+2,.. kabul edilir A nin s sayilar1 bazen
s;(A) (j=12....) seklinde de yazilabilir. s;(A)=[A| oldugunu belirtelim. Eger A normal

operator yani A"A = AA” ise o taktirde

5;(A) :\xj(A)\ (j=12....k) (2.5)

dir (Cohberg ve Krein, 1969). Burada |k1(A] > |k2(A] .2 |kk (A)|, A operatoriiniin sifirdan

farkli 6zdegerleridir.

s sayilar
D st(A)<eo, (p21) (2.6)
j=l

kosulunu saglayan tim Ae o (H) operatorlerinin kiimesini G, veya GP(H) simgesiyle

gosterecegiz. Burada o, (p >1) bir ayrilabilir Banach uzayidir (Cohberg ve Krein, 1969).



Bu uzayin her A operatdriiniin normu

[l ) = {ZIS?(A)T 2.7

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.4: G, uzayina ait olan, baska bir deyisle s sayilar
5;(A)<eo (2.8)

ozelligine sahip olan A € G, (H) operatoriine cekirdek operatérii denir.

Aeo,(H) ve B:H — Hsmirh lineer bir operatér ise AB,BAe o, (H) ve

[AB], ) <[BHIA], (2.9)
[BA[, oy < IBIA], (2.10)
dir. Ayrica p, <p, ise 6, o, dir (Cohberg ve Krein, 1969).

Tamm 2.5: A:H — H bir sinirh lineer operator olsun. Eger her {e i }T ortonormal tabani igin

z (Ae i»© j) serisi yakinsak ise A operatorii sonlu matris izine sahiptir denir.
=1

oo

Teorem 2.2: A bir ¢ekirdek operatorii ise her {e J}T < H ortonormal tabani i¢in Z(Ae i€ j)
j=l

serisi yakinsaktir ve bu serinin toplam {e }T tabaninin se¢imine bagli degildir (Cohberg ve

j
Krein, 1969).

oo

Bu z (Ae i€ j) toplamina A operatoriiniin matris izi denir ve trA ile gosterilir.
j=l

A ve B herhangi iki ¢ekirdek operatorii ve o, herhangi iki say1 ise
tr(atA + BB) = aitrA + BtrB 2.11)

trA" = trA (2.12)



dir.

Teorem 2.3: Ae ¢_(H), B:H — H smurh lineer bir operatér ve AB,BA € c, (H) ise

tr(AB) = tr(BA) (2.13)
dir (Cohberg ve Krein, 1969).

Tanm 2.6: A :H — H bir siurli lineer operator olsun. Bir g€ H, @ # 0 vektorii ve A sayist
icin

(A-AI)"@=0 (2.14)

olacak sekilde bir n dogal sayisi varsa @ ye A operatoriiniin A 6zdegerine karsilik gelen esas

vektori denir.

Tamm 2.7: Sinirh lineer bir A :H — H operatoriiniin bir A 6zdegerine karsilik gelen tiim

esas vektorlerin ve 0e H elemammin olusturdugu K, lineer manifolduna sz konusu

operatoriin A 6zdegerine karsilik gelen esas lineer manifoldu denir.

Tanmm 2.8: Sinirh lineer bir A:H — H operatoriiniin bir A 6zdegerine karsilik gelen K,

esas lineer manifoldunun boyutuna A 6zdegerinin cebirsel katliligi denir.

Teorem 2.4: A cekirdek operatoriiniin matris izi i¢in

v(A)
A= 1,(A) (2.15)
j=1

dir. Burada her A, 6zdegeri kendi cebirsel katlilik sayist kadar toplanmustir. D(A) sifirdan

farkli 6zdegerlerin cebirsel katliliklarinin toplamidir (Cohberg ve Krein, 1969).

Eger A€o, (H), (1<p<eo) ve {e i }f’ (1< < o) H de bir ortonormal elemanlar sistemi ise
® P p

> (Ae;.e;) < Q|A||Gp (H)) (2.16)

J

dir. Bu esitsizlikten 6zel olarak A ¢ekirdek operatorii icin

Al <[A] 2.17)

elde edilir (Cohberg ve Krein, 1969).
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Tanmm 2.9: H sonsuz boyutlu ayrlabilir bir Hilbert uzayr ve D(A)=H olmak iizere
A:D(A) - H kendine es bir operator olsun. Eger A operatdriiniin spektrumu sadece her

birinin katlilig1 sonlu olan

ALA A (2.18)

IEEADRIRIT Y A TR

0zdegerlerinden ibaret ve

A,

lim =00
n—oo

ise A operatorii saf ayrik spektruma sahiptir denir (2.18) de her 6zdeger kendi kathilik sayisi
kadar yazilmistir.

Bir A lineer operatoriiniin rezolvent kiimesini p(A) spektrumunu da o(A) ile gosterecegiz.

Teorem 2.5: H bir Hilbert uzay1 ve D(A) c H olmak iizere A:D(A) — H kendine es bir

operator olsun. Her x € D(A) i¢in
(Ax,x) > a(x,x)

olacak sekilde bir o€ R sabiti varsa
(~oo,00) c p(A)

dir.

ispat: A (—oo,at) araligma ait olan herhangi bir sayr olsun. Ae p(A) oldugunu gostermek

gerekir. Her

xe€ D(A) igin

((A-ADx,x) = (Ax, x)—Alx,x) = (Ax,x)— au(x, x)+ (00 = A)(x, x) (2.19)
dir. (Ax,x)> alx,x) oldugu g6z oniine alinirsa (2.19) dan

(A =AD)x,x) = (00— A)(x,x) = (0= A)|x| (2.20)
elde edilir. Diger taraftan

(A =2AT)x, x)| < (A = AT)x||x] (2.21)



11

dir. (2.20) ve (2.21) den

(A = A > (o= 1)

ya da

(A =AD)x| = (@ —2A)x|. (xeD(A))

bulunur. Burada a.—A > 0 oldugu dikkate alinirsa A€ p(A) dir. m

Teorem 2.6: X bir Banach uzay1 ve D(A) c X olmak iizere A:D(A)— X bir kapal

operatdr olsun. Eger A min A™' tersi varsa
slA" N o= :he s(A)\ {0}

dir.

ispat: Ae p(A)\{0} olsun.

A7 =AT=N"M-A)A™

dir. Buradan

(A’l - 7;11)’1 =-AAA-AD" = MA-AM+AINA =AD" = -AI-A*(A-AD)™ (2.22)

elde edilir. (2.22) den A~ —X"'1 operatdriiniin (A'1 —7{11)_1 tersinin var ve sinirli oldugu ve

de D((A—M)_l):X oldugu goz Oniine alinirsa tim X te tamimli oldugu goriilmektedir.

Dolayisiyla

A epla)

dir. A™:R(A) — X operatériiniin de kapah oldugu ve (A’1 )_l =A oldugu goz oniine
almirsa yukaridaki ispattan dolayr Ae p(A’l)\{O} ise A'ep(A) dir. Bu nedenle
Le o(A)\{o} ise k‘leG(A‘l) ve He p(A"l)\{O} ise u'eo(A) dir. Sonu¢ olarak
oA N o= :he o(A)\{0}} dir.m

Tamm 2.10: H bir Hilbert uzay1 ve D(A)=H olmak iizere A:D(A) > H simetrik bir

operator olsun. Eger her x € D(A) i¢in
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(Ax,x)>a(x,x)
olacak sekilde bir a € (—oo,00) sabiti varsa A operatériine alttan yari sinirlidir denir.

Tamm 2.11: H bir Hilbert uzay1 ve D(A) c H olmak iizere A :D(A) — H kendine es alttan
yar1 smirli bir operator olsun. Bir o€ (—oo,00) sabiti icin A operatoriiniin spektrumunun
(—oo,0) araligina ait olan kismimin sadece ozdegerlerden ibaret oldugunu, her Gzdegerin

katliliginin sonlu oldugunu ve bu 6zdegerler kiimesinin o dan kii¢iik olan yigilma noktasima

sahip olmadigini varsayalim. Burada 6zel olarak 6(A)N (=0, 00) =@ olabilir. Bu durumda A

operatoriiniin spektrumunun (- oo, ot) araligina ait olan kismi ayriktir denir.
A operatdriiniin (— oo, ) araligina ait olan dzdegerleri

A< (A)<..<a (A<

olsun. Burada her 6zdeger kendi katlilik sayis1 kadar yazilmistir.

Teorem 2.7: A ve B A>B olmak iizere kendine es alttan yar simirli herhangi iki
operatdr olsun. Bir o€ (—oo,00) sabiti icin B operatériiniin spektrumunun (- oo, ) araligina
ait olan kismu ayrik ise A operatorii de bu 6zellige sahiptir ve 6(A)N (=0, 00) % @ halinde

(— oo, oc) araligina ait olan 6zdegerler icin
A, (A)=A_ (B) dir (Smirnov 1964).

Teorem 2.8: H sonsuz boyutlu bir Hilbert uzay1 ve D(A) c H olmak iizere A:D(A) > H

saf ayrik spektruma sahip olan kendine es alttan yari sinirli bir operator olsun. Eger

B:H — H kendine es bir operator ise A+ B:D(A) —» H operatorii de saf ayrik spektruma

sahiptir.

Ispat: A operatorii saf ayrik spektruma sahip oldugundan A—||B||I operatorii de saf ayrik

spektruma sahiptir. A operatoriiniin 6zdegerleri

7\.1 S?\.z S...S?\.n <..
olsun. O halde A - ||B||I operatoriiniin 6zdegerleri

A, —[B| <A, - [B|<..<1, —[B|<...
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dir. A+B ve A —||B||I alttan yarisinirli kendine es operatorlerdir. Her o e (— o0,00) saylsl i¢in

A- ||B||I operatoriiniin spektrumunun (—eo, o) araligina ait olan kismu ayriktir. Ote yandan
A+B>A-|B|I

oldugundan Teorem 2.7 geregince her o€ (—o0,00) sayisi icin A+B operatoriiniin de
spektrumunun (—oco,0) araligma ait olan kismi ayriktir. Dolayisiyla A+B operatdriiniin

spektrumu sadece her birinin katlilig1 sonlu olan

m<p,<..su, <.

0zdegerlerinden ibarettir. Ayrica Teorem 2.7 geregince

w, 2, —[B, (n=12..) (2.23)

dir. lim(A, —[B[)=c oldugundan (2.23) den limp, = elde edilir. Sonug olarak

n—eo

A +B:D(A) —» H operatorii saf ayrik spektruma sahiptir. B

Teorem 2.9: H ayrilabilir bir Hilbert uzay1 ve A:H — H kendine es bir operator olsun. A

operatoriiniin,

1. Ozvektorlerinden olusan tam ortonormal bir kiime var,
2. Sifirdan farkli her 6zdegerinin katlilig1 sonlu,

3. Her £>0 igin [— g, 8] araligina ait olmayan 6zdegerlerlerin sayist sonlu
ise A operatdrii tam siireklidir (Smirnov, 1969).
Tamm 2.12: H bir Hilbert uzayr ve D(A) c H olmak iizere A:D(A) — H bir lineer

operator olsun. Eger her x,y € D(A) icin

(Ax,y)=(x,Ay)
ise A ya ermit operator denir.

Teorem 2.10: Ermit tam siirekli bir operatoriin spektrumunun sifirdan farkli noktalar1 her
birinin katlilig1 sonlu olan 6zdegerlerden ibarettir ve bu 6zdegerler kiimesi sadece sifir
yigilma noktasina sahip olabilir. Karsit olarak bu 6zelliklere sahip olan her ermit operatér tam
siireklidir (Naimark, 1968).
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3. YUKSEK MERTEBEDEN SINIRSIZ OPERATOR KATSAYILI KENDINE ES
BiR DIFERANSIYEL OPERATORUN SPEKTRUMUNUN iNCELENMESI VE
DUZENLI iZiNiN HESAPLANMASI

3.1 2m Mertebeden Smirsiz Operator Katsayih Bir Diferansiyel ifade ile Olusturulan
Kendine Es Operator Ve Bu Operatoriin Spektrumu

Bu kisimda 2m mertebeden sinirsiz operatdr katsayili bir diferansiyel ifade ve belirli sinir
kosullan ile olusturulan kendine es bir operatér tanimlanmis ve bu operatdriin spektrumu

incelenmistir.

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay: olsun. H, =L, (0,m;H) uzayinda

Co(y)=(=1)"y" (x)+ Ay(x) G.1)

diferansiyel ifadesini goz 6niine alalim. Bu ifadede A, D(A)c H olmak iizere D(A) dan
Hye

A=A"21,A"ec_(H) (3.2)

kosullarini saglayan bir operatordiir. A operatoriiniin 6zdegerleri y, <7y, <...<7y, <... ve bu
ozdegerlere karsilik gelen ortonormal dzvektorleri de sirastyla @,,@,,...,Q, ... olsun. Burada

her 6zdeger kendi kathilik sayis1 kadar yazilmistir.
D(Lo,) ile H, uzayinin asagidaki kosullar saglayan fonksiyonlar: kiimesini gosterelim:

1) y(x) fonksiyonu [O,n] araliginda H uzaymdaki norma gore 2m. mertebeden siirekli

tiireve sahiptir.

2) Her xe [O, Tl:] icin y(x)e D(A) ve Ay(x) fonksiyonu [O,TI:] araliginda H uzayindaki

norma gore stireklidir.
3) y@(0)=y*(n)=0 (i=12,..,m)

D(Lo,) H, uzayinin bir lineer manifoldudur. D(LO’) dan H e

’

L, YZKO(Y)
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lineer operatoriinii goz Oniine alalim.

kK" 4y, (k=012,... ;j=12,.) (3.3)

’

L, operatoriiniin 6zdegerleri ve

M, = (3.4)

olmak tizere
M, coskx.g; (k=012,.. ;j=12,.) (3.5)

sirasiyla  (3.3) o©zdegerlerine karsilik gelen ortonormal ozvektorleridir. Gercekten

coskx.; e D(L;)  (k=012,..;j=12..) ve

L, (cos kx.@; ) =(-1)" (cos kx.@; )(2m) + A(cos kx.@, ) =
(=1)"(cos kx)(zm)(pj +coskx.y,@; =k*" coskx.Q, + v, coskx.Q, = (kzm +7, )(cos kx.(pj)

dir.
Teorem 3.1.1: {fk (x)}? LZ[O, 7:] uzayinda ve {e J}T H uzayinda herhangi tam diziler ise

{fk (x)e j}:,j:l kiimesi H, uzayinda tamdir.

Ispat. y=y(x) H, uzaymin

y) L, (x)ey )

kosulunu saglayan herhangi bir eleman olsun. Her k, je N icin

(6, (x)e;, yookix =0

ya da
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h e,y )f, (x)dx=0, (k=12,.. ;j=12..) (3.6)
j( j )fk
0

dir. {fk (x)}m Lz[O, Tl:] de tam dizi oldugundan (3.6) dan Lz[O, Tl:] uzaymin fonksiyonlari

1

olarak
(ej s Y(X)): 0 (J = 1,2,...)

elde edilir. Dolayistyla [0,7] araliginda hhhy (y(x),e,)=0 dur.

E, = {x € [0,71:]: (y(x),ej);t 0}, E= CJEJ olsun. mE; =0, (j=1,2,...) oldugundan

=1

OSmESZmEJ.:O

j=1
dir. Buradan mE=0 bulunur.
Her x e [0,7:]\ Eicin

(yx)e;)=0,  (j=12..) 3.7)

dir. {e J}T H de tam dizi oldugundan (3.7) den her x e [0, n]\E icin y(x)=0 bulunur. Boylece

[0,7:] araliginda hhhy y(x) =0 dir. Dolayisiyla
Iylf, = JlyGc)fax =0
0

ya da y=0 dir. Goriildiigi gibi H, uzaymin {fk (X)'ej}:j:1 kiimesine ortogonal olan sifirdan
farkli bir elemam yoktur. Bu durumda {fk(x).ej}:j:l kiimesinin H, de tam oldugu

bilinmektedir. m

’

Teorem 3.1.2: L, operatorii simetriktir.

ispat: {1,cosx,cos2x,...,coskx,...} kiimesi Lz[O,n] uzaymda tamdir. Ote yandan

A™':H — H tam siirekli kendine es bir operator oldugundan {(pl,(pz,...,(p j,...} kiimesi H de

tamdir. O halde Teorem 3.1.1 geregince {cos kx.Q; }::O ; kiimesi H, uzayinda tamdir. Yani
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span{coskx.(pj}::O,Ji1 kiimesi H, de yogundur. {coskx.(pj}l'j:&;1 CD(LO,) oldugundan

span {cos kx.Q; }::O’; c D(LO,) dir. Dolayisiyla

plL, )=, (3.8)

dir. y=y(x) ve z=z(x) D(Lo,) lineer manifoldunun herhangi iki elemani olsun. y(i)(x) ve

z?(x) (i=1,2,...,2m) fonksiyonlarinin [O,TE] aralifinda H uzayindaki norma gore siirekli

olmalarindan ve i¢ ¢arpimin siirekli fonksiyon olmasindan yararlanarak

— () )+ o (e (b (3.9)

elde edilir. Ote yandan A:D(A)— H kendine es operator oldugundan her x € [0, n] icin
(Ay(x),2(x)) = (y(x), Az(x)) (3.10)

dir. (3.9) ve (3.10) dan her y,z e D(LO’) icin

T

(Lyyz) = [0y 0+ Ayl ztox

(=1

= 1 (e (Ol -+ [ (y(x) Azx e



18

0 (3.11)

bulunur. (3.8) ve (3.11) den L, operatériiniin simetrik oldugu elde edilir. m

’

L, operatoriiniin simetrik olmasindan onun kapanabilir olmas: elde edilir. L =L, olsun.

L,:D(L,)— H, kapal simetrik bir operatordiir. Bu operatoriin dzvektorlerinden olusan
{cos kx.Q; }::0 ; kiimesi tam oldugundan s6z konusu operatdr kendine estir (Adigiizelov ve
Baksi, 2004). A, L, operatoriiniin bir dzdegeri ve y=y(x) bu 6zdegere karsilik gelen bir

Ozvektorii olsun. Eger A¢ {kzm +yj}::0; olsaydi L, operatorii kendine es oldugundan
yL {cos kx.@, }::0;

olurdu. Ote yandan {coskx.(pj }::0 ; kiimesi tam oldugundan y=0 olmalidir. Bu c¢eliski

Ae {kzm +7; }::0 ; oldugunu gosterir. Dolayisiyla L, operatoriiniin  6zdegerleri (3.3)

seklindedir. A operatoriiniin  her vy, Ozdegerinin katlihginin sonlu olmasindan L,

operatoriiniin her k" + Y; 0zdegerinin kathliginin da sonlu oldugu elde edilir.
QXx) [0, n] araliginda tamimli ve asagidaki kosullar saglayan bir operator fonksiyon olsun:
a) Her xe [0, n] icin Q(x):H — H sinirh kendine es bir operatordiir.

b) Q) [0,71:] araliginda zayif olgiilebilirdir. Yani her f,ge H i¢in (Q(x)f,g) skaler

fonksiyonu [O,TC] araliginda olciilebilirdir.
c) ||Q(X)|| fonksiyonu [O,TC] araliginda sinirhidir.

Teorem 3.1.3: Q(x) operator fonksiyonu a), b) ve c¢) kosullarin1 sagliyorsa her y=y(x)e H,

icin Q(x)y(x) € H, ve Q:H, —» H,

Qy=Qx)y(x)

operatorii sinirli ve kendine estir.
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Ispat: {ei }f H de ortonormal bir taban olsun. Her x e [0, n] icin Q(X) in Hden H ye siirekli

lineer operator olmasindan ve i¢ carpimin bir siirekli fonksiyon olmasindan yararlanarak her

y=y(x)e H, ve her fe H icin
(3.12)

elde edilir. ye H, oldugundan (y(x),ei) (i=1,2,...) fonksiyonlar1 ve varsayim geregi
(Q(x)ei,f) (i=1,2,...) fonksiyonlar: 6l¢iilebilirdir. Dolayisiyla (y(x),ei )(Q(x)ei,f ) (i=12..)
fonksiyonlar1 6lgiilebilirdir. O halde (3.12) den (Q(x)y(x),f) fonksiyonunun &lciilebilir

oldugu elde edilir.

||Q(x)|| fonksiyonu [O, Tl:] araliginda sinirh oldugundan ||Q(x1|<c olacak sekilde bir ¢ >0

sabiti vardir. O halde her y = y(x)e H, i¢in
JlQbe)yGolfa < flQbo) Iy(x ) ax <l 313
0 0

dir. Buradan her y=y(x)e H, icin Q(x)y(x)e H, elde edilir. Ayrica (3.13) den her ye H,

icin
[y, <yl yadafQyl, << I,

elde edilir. Yani Q:H, — H, operatorii sinirhdir. Her y,ze H, i¢in

(vaz)Hl =

O ey 3

(QEx)y () 2()kix = [ (y(x).Qlx ol x =(y,Q2),.

oldugundan Q:H, — H, operatorii kendine estir.m
Q(x) a), b) ve ¢) kosullarin saglayan bir operatdr fonksiyon olmak iizere L : D(L0 ) — H,
L=L +Q

lineer operatoriinii goz Oniine alalim.
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L ye H, =L, (0,m;H) uzayinda

y)=(=1"y" () + Ay(x)+ Q(x)y(x)

diferansiyel ifadesi ve

y?(0)=y*(n)=0 (i=12,.,m)

sinir kosullar ile olusturulan kendine es operator diyecegiz.

Teorem 3.1.3 den L nin kendine es bir operator oldugu elde edilir.

Teorem 3.1.4: Her ye D(LO) icin

Loy, Y, Z (¥ Yy,

dir.
Ispat: L, simetrik L, operatoriiniin kapanisi oldugundan tamim geregi her y € D(LO) icin

limy, =y, limL,y, =Ly (3.14)

olacak sekilde bir {yn }T - D(LO,)dizisi vardir. Her y icin
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1

(Lyoy, ) 2 [0 6Dy, GMx = 5,0y, ),

bulunur. (3.14) ve (3.15) ten

y_l;g(L() yn 4 yn )H1 2 }ll_l;g(yn ’ yn )Hl
ya da
LY Yu, Z(¥s Yy,

elde edilir. m

Teorem 2.5 ve Teorem 3.1.4 ten
(=) p(L,)
bulunur. Ayrica her y e D(L0 )=D(L) iin

Ly, y)y, = (Lo +Q)y. )y, = ([Loy.¥)y +Qy.y)y,
> (v, v, =|Qy> ¥y |2 (v ), =1, ¥,
> (.3, [l 51, ==l Ky v)

oldugundan
et -[al, JeplL)
dir.

L, ve Loperatorlerinin rezolventleri sirastyla R} veR, olsun.

R =(L,-AI)" . R, =(L-A1)"

(3.15)
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dir. L, operatoriiniin ozdegerleri u, <p, <..<p, 6 <... olsun. Burada her 0zdeger kendi

kathlik sayisi kadar yazilmigtir. L, operatoriiniin 6zdegerleri (3.3) seklinde ve limy; =co

joeo

oldugundan limp,k =oo dir. Dolayisiyla her pe p(LO) icin Rﬂ operatoriiniin { ! }
noe un _,'L n=1

0zdegerler dizisinin limiti sifirdir. Yani

lim

e, U

=0 (uep(L,)

dir. Ayrica her Ozdegerinin katlilig1 sonludur. Her pe p(LO)m R icin Rﬁ :H, - H,

W, —u

oo

sinirli kendine es operatordiir. Bu operatoriin 6zvektorlerinin {M x COSKX.Q; }::O kiimesi

=1

tam ortonormal bir kiimedir. O halde Teorem 2.9 geregince Rﬁ operatorii tam stireklidir.

Ry —R; =(A-pRiR;

formiilinden her Ae p(LO) icin R} operatoriiniin tam siirekli oldugu elde edilir.
Ry =L, :H, — H, operatoriiniin spektrumu

(N TERRTELRR TR,

kiimesidir. O halde Teorem 2.6 geregince L, operatoriiniin spektrumu her birinin katlihg:

sonlu olan

THNTRSTHS

ozdegerlerinden ibarettir. Ote yandan limp, = oldugundan L, operatorii saf ayrik

spektruma sahiptir. Teorem 3.1.3 geregince Q:H, — H, sinirh kendine es bir operatordiir. O
halde teorem 2.8 den dolay1 L=L, +Q: D(L)— H, operatorii de saf ayrik spektruma sahip

olacaktir.

L operatoriiniin dzdegerleri A, <A, <...<A_ <... olsun. Her pe p(L) sayisi i¢in

lim ! =0
oA, — U
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oldugundan Teorem 2.6 geregince R, = (L- ;LI)_l operatoriiniin spektrumu

{ 0 1 1 }
O T B T
kiimesidir. Burada her (kn - p,)fl sayist R, operatdriiniin katliligi sonlu olan bir 6zdegeridir.

O halde Teorem 2.10 geregince her | e p(L)m R sayist i¢in siurh kendine es R, : H; — H,

operatdril tam siirekli,
R, -R, =(A-pR,R,

formiiliinden her Ae p(L) sayist icin R, operatoriiniin tam siirekli operatdr oldugu elde

edilir.

3.2 Ozdegerler icin Asimtotik Formiil

Bu kissmda L, ve L operatorlerinin 6zdegerleri i¢in asimtotik formiil bulunacaktir. L

operatoriiniin bir A pozitif sayisindan biiyiik olmayan ozdegerlerinin sayistni N(A) ile

gosterelim

Teorem 3.2.1: v, =aj" (0<a,a <o) ise

2 1
(sint)o (cost)m™dt olmak iizere A — oo iken

S G

b=
2m+o
N ~ —2'31/ 2 2m
oa’®
dir.

ispat: N())
a* +k™ <A, (j=12... :k=0,1.2,..)

Ja
esitsizligini saglayan (j,k) ikililerinin sayisidir. (x,y) diizleminin x =0,x = (&j , y=-1
a

dogrulart ve ax* +y*™ =\ (x >0,y >0) egrisi ile simrlandirlmis kapali alt kiimesini E, ile
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gosterelim.  N(1), F, kiimesine ait olan (k) (j=12,... :k=0,1,2,...) noktalarmin

sayisidir. (Sekil 3.1)

0

L

v

A

Sekil 3.1 F, kiimesinin alt kiimeleri olan E;, kareleri

Ote yandan

| Ja
yz(k—ax“)ém,[Ost(&j J

a

fonksiyonu azalan oldugundan her (j,k)e F, noktasma, koseleri (j—l,k—l), (j—l,k),
(jk=1), ve (j.k) olan E;. € F, Kkaresi karsilik gelir. Dolayisiyla N(), Ei. (j.x)e Fk)
karelerinin sayisidir. Yani N(?u), E ix C E, (j =12,... k= 0,1,2,...) karelerinin alanlarinin

toplamidir. Bu nedenle N()), E, nin alanindan biiyiik degildir. Yani
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e B
N <2 T e

a 0

dir. Bu esitsizlikte yer alan

Bk
j YA —ax®dx

0

integralini hesaplayalim.

)" B —=
I A —ax*dx = /A I ZmI—a);L dx
0 0
ax* ) e ee e el
dir. Burada =sin” t doniisiimil yapilirsa

o 1
ax ; 1 A
2m1—T:2m\/1—sm2t:(cost)m, x% ="sin’t,

1
o 2
dx = (&j 2 (sint)a' costdt

a) a
b Vo

a o 2 2 1

J A —ax“dx = (&j 2 I(sin t)a ' (cost) “mdt

0 a o 0
bulunur. (3.16), (3.17) ve (3.18) den

Ja FINE: 2 |
N < (&j - Ll A j (sint)a (cost) mdt
a OL?J.AL 0

elde edilir.

2

1
b=|(sint)a (cost) mdt

Sty | 3

alimirsa (3.19) esitsizligi

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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7\’ %L 2b 2m+o
NML|=| +——Ame (3.21)
a Vi
oa’”
seklinde yazilir.

(x,y) diizleminin x =0, y =0 dogrular1 ve a(x +1)* +(y+1)*" =L (x>0,y>0) egrisi ile
sirlandirilmis kapalr alt kiimesini D, ile gosterelim. E ix © E, (j =12,... :k :O,l,2,...)
kareleri D, kiimesini ortiiyor. Ote yandan N(X) nin s6z konusu karelerin alanlarinim toplami

oldugu hatirlanirsa N(A) nin D, min alanindan kii¢iik olmayacagi ortaya ¢ikar. Dolayisiyla

| (3.22)
[?)4* Y
= I zmw/k—a(x+1)adx—(u) +1
0 a

dir. Burada x +1 =1t doniistimii yapilirsa
B (B

J. WA —a(x+1)*dx = I YA —at®dt =

0 1
[& v [& Y (3.23)

) a
[ Zm\/x—at“dt—jzm—atadt— [ Wh-adi=
0 0 -1y

()
elde edilir. (3.18) ve (3.20) den

o8
a 2m+o
j ML —at®dt = Zbl 2mo (3.24)

0 ocaA‘

bulunur. Ote yandan

1
R <Wom (3.25)
0
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R NS RS
[M)/ a 4 ) : ’

dir. (3.23), (3.24), (3.25) ve (3.26) dan

(=75 1 1

2m+o 1 — —
[ #h-alc+1)dx> z—by.x ma _)2m —(&j“ +(Ej (3.27)
0

oa’® a a

elde edilir. (3.22) ve (3.27) den

1

2m+0, 1
N > 2?/ A 2ma —(&j“ —p2m (3.28)
oa’® a

bulunur. (3.21) ve (3.28) den A — o iken

2b 2m+a
NA) ~ —— A 2m
O(a%‘

elde edilir. m

Teorem 3.2.2: j— oo iken ¥, ~ aj* (0<a,0 <o) ise A — oo iken

2b th;x
%

O(aé

N@®) ~

dir.

Ispat: € >0 herhangi bir say1 olsun. O zaman j>M iken

1—8<’Y'—L<1+8
aj

ya da
(1-€)aj* <y, <(1+¢€)aj® (Vj>M)

olacak sekilde M = M(e) dogal sayis1 vardir.
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(1)_{% J<M
Y, = (—ehi®  .j
—S)aJ ,]>M

@ _ 7 J<M
Y= o«

(1+8)aJ ,]>M

olsun.
v,k < (G=1,2,...... k=0,12,..)
v,k < (G=1,2,...... k=012,
Y. +k™ <A (j=12,..M :k=012,..)
(1-€)aj* +k™ <A (j=1.2,...... k=0,1,2,...)
(1+€)aj* +k™ <A (j=12,.... k=0,1,2,...)
(1+€)aj* +k*™ <A (j=12,..M :k=012,..)
(1+€)aj* +k*™ <A (j=M+1,M+2,... :k=012..)

esitsizliklerini saglayan (j,k) ikililerinin sayist sirasiyla Nl(k), Nz(k), N3(7\.), N4(7L),

N;(A). No(). N, (A) otsun. v <y, <y,” (j=
N,(A)<N(A)<N,(0)
dir. Ayrica

N,M)<N;(A)+N, ()

N, () < 2MA/2m

dir. (3.21) esitsizliginden yararlanarak

2b 2m+ao 7\’ é
N, < —1'7“ 2mot +(—j
of(1—e)a]/ (1-€a

elde edilir. (3.29) (3.30) (3.31) ve (3.32) ten

1

2b 2m+o 7\’ a y

N(A) < —1'7“ Zmo (—j + 2M.A2m
af(l—¢e)a)e (1-g)a

bulunur.

1,2,...) oldugundan

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)



ve

N, (A)< 2MA2m

dir. Ote yandan (3.28) esitsizliginden yararlanarak

2b 2m+a 7\‘ é y
SRS e B (S
ofa(l+e)] a(l+¢)

elde edilir. (3.29), (3.34), (3.35) ve (3.36) dan

2b 2m+o 7\‘ é y
N2 —— = o —(—J — @M+ 1)
af(l+e)a) (1+€)a ( )

bulunur. (3.33) ve (3.37) den

e Yo L
2 L0 (1-e)« 2p(1-e)e
7
oa’®
N(L) 1 o L oaMale L
e = v A ——— A
26 L5 (+e)e 2b(1+e)e b
O(a%L

elde edilir. Son iki esitsizlikten

N(szm <1 —+€ (VA>M,)
&}L 2mo; (I_S)A
oa

N(kzmm >_ 1 ——¢ (VA>M,)
Lb)b 2mol (1*'8)4L
oa

olacak sekilde bir M, =M, (e) pozitif sayisinim var oldugu goriilmektedir. Ote yandan

lim ! =lim ! =1
-0 (1 _ 8)%‘ -0 (1 + 8)%‘

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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oldugu goz oniine alinirsa (3.38) ve (3.39) dan

lim N@)

A>= 2b 2mio

(xa//

ya da

2m+a
2b A 2me (3.40)
(xa}é

NQ) ~

bulunur. m

Teorem 3.2.3: Q(x) operator fonksiyonu a), b), ve ¢) kosullarini sagliyor ve j—> oo iken

Y, ~a* (0<a,0<oo) ise

r
2

ve b= I s1nt cost mdt olmak iizere
0

n — o iken
2mo
2m+o

A, ~dn?m

dir.

Ispat: L, operatoriiniin bir w, 6zdegerinin kathhig1 p, olsun. O taktirde
an <I"an+l :uq"+2 :"':uq"+p" :un <uqn+pn+l
q, t1sn=gq, +p, (3.41)

olacak sekilde bir q, dogal sayist vardir.

2m+a

N(,)=q, +p, ~cp, 2m (3.42)

dir. Burada ¢ = 2_t1 dir. Ote yandan p, 6zdegerinin p, kathlig
oa®

Y, +k" =, (=12, :k=012,..)
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denklemini saglayan (j,k) (j=12,...... :k =0,1,2,...) ikililerinin saysidir. Dolayisiyla

P, <M,/ +1<2p, /m
dir. Bu bagintidan

p _t
0<—2—<2u, @ (3.43)

2m+a
Mn 2mot

elde edilir. limp, = oldugundan (3.43) den

n—eo

lim—21 =0 (3.44)

——" 2m+o

},Ln 2mo

bulunur. (3.42) ve (3.44) den

q, _ N(,)-p,

2m+a 2m+a
CU, 2ma CU, 2ma

4G _po N) 1op

[lll_l;g 2mia o 2mta e 2mia (3.45)
CU, 2ma CU, 2ma W, 2ma
elde edilir. (3.41) den ve N(},Ln )= q, +p, esitliginden
+1 - N
g, *1 . n _g,+p, _ Nl,) (3.46)

2m+o T 2m+on T 2m+o 2m+o
Cl_,Ln 2mo C““n 2mo C““n 2mo. Cl_,Ln 2mo

bulunur. (3.42), (3.45) ve (3.46) dan

elde edilir. Buradan

2m+a

. 2mo
lim H,

n—oo I/
C

ya da

=1




l"Ln :1

2ma

2m+a
(c™n)

bulunur. Boylece n — o iken

lim

n—oeo

~ 2ma 2mo

“’n ~C 2m+ocn2m+oz

dir. c zz—t:/ oldugundan
oa’*

2mo
2mo % 2m+o
- oa
c 2mia —

2b

dir. Dolayisiyla n — oo iken

2mo

%L 2m+a 2mo

“* - oa 1,12m+oz
! 2b

ya da

2mo
d: (Xa% 2m+a
2b

olmak iizere

2mo.
Mn ~ dp 2m+o
elde edilir.

Bu kez L=L;+Q operatdriinin A, <A, <..<A <.

(3.47)

Ozdegerleri icin asimtotik formiil

bulahm. Q(x) operator fonksiyonu a), b), ¢) kosullarin1 sagliyorsa Teorem 3.1.3 den dolayi

Q:H, — H, smurh ve kendine es operatordiir. Dolayisiyla her y e H, i¢in

@y [< 1@l I, <[, I35,

ya da



33

~(al,, y-v), =@l <l v-v),

H,
dir. Buradan
-, 1=Q<[q], T
elde edilir. Bu nedenle
L, —||Q||H1 ISL=L,+Q<L,+ ||Q||H1 I
dir. Bu durumda
M, =[Ql,, <A, <u, +[Q), (3.48)

oldugu bilinmektedir (Smirnov, 1964). Buradan

fol, _x, _, lol,

|- < 2o
R, M, M,

bulunur. Bu bagintidan

lim 2 1 (3.49)

e,

elde edilir. (3.47) ve (3.49) dan

A
lim—2 = fim| ~x —Fa o
n—oo n—oo u
dn 2m+o n dn 2m+o
yada n — oo iken
2mou
A, ~dn?m+ (3.50)

bulunur. m

3.3 Ozdegerler Dizisinin Ozel Alt Dizileri Ve Diizenli izin Tamimlanmasi

Bu kisitmda L, operatoriinin Ww,,U,,...,u,,... 0zdegerler dizisinin belirli bir esitsizligi

saglayan ozel alt dizilerinin var oldugu gosterilmis ve bundan yararlanarak L operatoriiniin
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diizenli izi tanimlanmistir.
Teorem 3.3.1: {a_} limiti +co olan herhangi bir reel say1 dizisi ise bu dizinin

a, >a, , (q =n,+Ln, +2,...)

kosulunu saglayan bir {an }m 1 alt dizisi vardir.
P “p=

Ispat: Once min{an} nin var oldugunu yani her ne N i¢in a, >a; olacak sekilde bir
Jo € N sayismmin var oldugunu gosterelim. lima, =+co oldugundan {an} dizisinin bir

n—oeo

a; >0 eleman vardir. Ayrica her n > N i¢in

a,>a;

olacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir. Buradan goriiliiyor ki {an} dizisinin a; den biyiik

olmayan elemanlarinin sayisit sonludur. Bu sonlu sayida elemanlardan en kiiciik olan bir

tanesi a i olsun:
mln{an ta, Sa; }: a;

- <a > : S <

Eger a, <a; ise a, 2a; dir. a, >a; ise a; 2a; oldugundan a,6 >a, dir. Dolayisiyla

minfa, } vardir ve minfa, }=a j, dir. lima, =+co oldugu gbz oniine ahnirsa yukaridaki
n—oo

ispattan {an} dizisinin
a, = min{al,az,...} vea,>a, (q= n, +Ln, + 2,...)
a, = min{a an1+2,...} vea,>a, (@=n,+Ln, +2,..)

n+l?

kosullarin saglayan bir {an }m 1 alt dizisinin varligi elde edilir. m
P p=
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Teorem 3.3.2: j— o iken y, ~aj* (a,a>0) ise bir d, pozitif sabiti igin {u, } dizisinin

2mo 2mo

Mg —H, > do[qm*“ —npmJ , (q =n,+1n, +2,...) (3.51)

olacak sekilde bir {p.n }'” alt dizisi vardr.

» Jp=1

Ispat: (3.47) formiiliinden

Hq

2mo

lim =d ,d>0

q—ee

q 2m+o
dir. Buradan her q 2 j, i¢in

M d

2mo

n 2m+ao

olacak sekilde bir j, € N sayisinin varlig elde edilir. Dolayisiyla

2mao 2mo

a, =W, —anﬂ”‘“‘ >Zn2m+°‘ , (n:jo,j0 +1,..)

dir. Goriildiigii gibi lima, = +eo dur. O halde Teorem 3.3.1 den dolay1 {an} dizisinin

n—oo
a, >anp s (q:np +1,np +2,...)

ya da

2mao 2mo

H, —Zqzm+0c > W, —anm , (q=np +Ln, +2,...)

olacak sekilde bir {anp }m alt dizisi vardir. Son esitsizlikten

2mo 2mo;

Mg —H, > do[qzm*“ —npmJ, (q =n,+1n, +2,...)

bulunur. Burada d, :% tir. m
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L, operatoriiniin 6zdegerleri

kK™ 4y, (k=012,... ;j=12,..)

seklinde oldugundan

M =k +Y (q=12..) (3.52)

dir. Bu tez calismasinda {pn }m > azalmayan {p,Ln }:_1 dizisinin (3.51) esitsizligini saglayan bir
P “p= -

alt dizisi ve j, j,,... (3.52) esitligini saglayan dogal sayilar olmak iizere

limi[kq —u, —%]E(Q(x)(qu 0, )dx (3.53)
0

P

limitinin var oldugu gosterilecek ve bu limit i¢in bir formiil bulunacaktir. S6z konusu limite L

operatoriiniin diizenli izi diyecegiz.

Asagidaki esitsizlik saglanir:

x”a—(x—l)1+8 >x°, (x>1,8>0) (3.54)
Gercekten
148 _ 1+3 _ 3
%zx—(x—lj (x-1)>x-(x-1)=1
X X
ya da

dir.

Teorem 3.3.3: Q(x) operatdr fonksiyonu a), b) ve c) kosullarim sagliyor ve j— o iken

Y, ~aj (a >0,0 > i j ise p nin biiyiik degerleri i¢in

2m—1
A, < %(}11 +U, )< Ay

dir. Burada {}_an }m 1 Teorem 3.3.2 yi saglayan bir dizidir.

p=
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Ispat: {}.an }; dizisi Teorem 3.3.2 yi sagladigindan

““np+l _l"an > dO((np +1)8+1 _np8+l) (355)

dir. Burada

5= 22H:L°€ _ (3.56)
m+

dir. (3.54) ve (3.55) den
““np+l _l"an > dOnp8 (357)
elde edilir. (3.48) den ve bu esitsizlikten yararlanarak

27\’11p+l - (!'anﬂ +unp ): 2(7\‘np+l _unp+l)+unp+l _unp
> dOnp5 + 2(7\’nP+1 - “’np-H)
>d,n,’ —2|Q

H,

bulunur. 8 >0 oldugundan buradan p nin biiyiik degerleri igin

22, =M, +u, )0

veya

St )2, (3.58)
elde edilir. (3.48) ve (3.57) esitsizliklerinden bir daha yararlanirsak p nin biiyiik degerleri i¢in
2, —u, J<w, o -u,

veya

A, < %(}11 +U, ) (3.59)
bulunur. (3.58) ve (3.59) den

A, < %(}11 1, <A, elde edilir. m
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Teorem 3.3.4: Q(x) operatsr fonksiyonu a), b) ve c¢) kosullarmi saghiyor ve j— oo iken

Y ~ aj* (a >0,00 > i j ise p nin biiyiik degerleri i¢in

m-—1

oo

A )
qu—x D Dy

q=1 =1 Mg —

serileri |7\.| =b, = 2 (}an+1 +H, ) cemberi iizerinde diizgiin yakinsaktir.

Ispat: Teorem 3.3.3 geregince p nin biiyiik degerleri icin

knp <b, < knpﬂ (3.60)
dir. Ote yandan p 4 > 0 oldugundan (3.48) den

Ao>-Ql,  (@=12.) (3.61)

bulunur. limb = e oldugu dikkate aliirsa (3.60) ve (3.61) den

.
hy=b, (q=12..)

elde edilir. Dolayisiyla

=12,..
. )

q

fonksiyonlar1 p nin biiyiik degerleri i¢in |%| =b, cemberi lizerinde tanimhdir ve

2 M _ b,
A R e

oo

oldugundan 27\. A

serisinin |7u| =b, ¢emberi lizerinde diizglin yakinsakligin1 gdstermek
q=1 "¥q

icin

i 1

q=1 ||7uq|—bp|

serisinin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. limA = o oldugundan keyfi q > N igin

q—e
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A, >2b,

olacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir. Bu nedenle q > N igin

A, A
||7»q|—bp|=xq—bp>xq_7q=7q
veya
2
||7\'q|_bp| 7“q

dir. Ayrica (3.50) formiiliine gore keyfi @ > N i¢in

2mo

2m+o
A, >cq

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 vardir. (3.62) ve (3.63) den

1 2

w @>N)
||7wq|—bp|<cq2 q>

2m+ao

2m

bulunur. Varsayim geregi o >

q=1

taktirde (3.64) den

i 1

q=1 ||7uq|—bp|

serisinin yakinsakligi elde edilir. Benzer sekilde Z[

q=1 q

tizerinde diizgiin yakinsaklig1 gosterilebilir. m

Teorem 3.2.3 geregince q — o iken

2mo

kq ’uq _ dq 2m+o

dir. Buradan goriiliiyor ki o > ve A£A LU, (@=1.2,..) ise

2m—1

—2mo.

(3.62)

(3.63)

(3.64)

1 dir ve dolayisiyla z2c'lqm serisi yakinsaktir. O

A kj sersinin de |7\.| =b, cemberi
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I |
2.

> 1
i 2

serileri yakinsak serilerdir. Dolayisiyla R) ve R, operatorleri gekirdek operatorlerdir ve

(2.11) ve (2.15) formiillerinden yararlanarak

I O B
(R, —R!)=tR, —trR{ ;[kq_k uq—kj

bulunur. Bu esitligi 2L ile carpip |7»|=bp =2’1(;.Ln atu, ) cemberi lizerinde integre
TCI P P

edersek
= A | =
Ar(R, —RO Jn = ( y— ( de (3.65)
mij 2"1pr i Ay —h 2%&,) guq—%

elde edilir. Teorem 3.3.4 e gore

= 2 = 1
D WD Dy

q=1 7\’q - q=1 l"l’q -
serileri |k| =b, ¢emberi lizerinde diizgiin yakinsak serilerdir. Dolayistyla (3.65) den

jxtr(R ~R{A =Y -y A
n. 27t1W Y, Mg = o 2T, By —A

dr 3.66
271:1 ( )

bulunur. M, < b, < Mo bagintisindan ve Teorem 3.3.3 den p nin biiyiik degerleri i¢in
P, m, )t eBlob,)=f:p<b, }
Aok, € B.b, =M <b, b (g2n, +1)

elde edilir.

Bu nedenle
e ALK ,q<n, ise
27Cimsz )\/_“yq 0 ,qznp +1 iSC
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1 AdA A ,q<n, ise
A=2,

- q
27:imzbp 0 ,anp +1 1ise

olur. Bunlar (3.66) da yerine konursa

np B __L B 0
;(xq u,)= zml!biutr(Rk R b

bulunur. Asagidaki formiiliin saglandigi bilinmektedir:
R, =R; -R,QR; (A e p(L)np(L,))

Buradan s =2 herhangi bir dogal say1 olmak iizere

S

R, -R} =Y ('R} (QR}) + (1), (QR} "

=

formiilii elde edilir. Bu da (3.67) de yerine yazilirsa

= 2T, 2, =

veya

p

Z(kq _uq): ZDpj +D§)
p=

q=1

bulunur. Burada

D, = (_1)#1 jxtr[R;)(QR;))j ]dx (j=12.)

m:bp

DO = (;_1)5 J‘ktr[Rx(QR(x))S+1 }17“

m:bp

dir.

30, =t [ ] S0 Rsfors) + C on ) o

(3.67)

(3.68)

Baksi (1999) doktora tez ¢calismasindakine benzer sekilde asagidaki teorem ispatlanabilir:
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Teorem 3.3.5: Q(x) operatdr fonksiyonu a), b) ve ¢) kosullarii saghyor ve j—> oo iken

2m—1

Dpj (_ [ RO }]7‘

27ij W b,

.a( 2m j
Y;~a |a>0,0> ise

dir.

L, operatoriiniin {pq }::l ozdegerlerine karsilik gelen ortonormal ozvektorleri sirasiyla

{‘I‘q (x)}:’:l olsun. L, operatoriiniin

K4y, (k=012,.. ;j=12,.)
ozdegerlerine karsilik gelen ortonormal 6zvektorler sirartyla M, coskx.@; oldugundan
¥, (x)=M, cosk xo; (q=12,.) (3.69)

dir.

Teorem 3.3.5 den

__ 0
Dy = . __[btpr(QRk}ik (3.70)

elde edilir. QR) her Ae p(LO) icin bir cekirdek operatorii ve {‘I‘q (x)}‘:’ H, uzaymin bir
ortonormal tabani oldugundan
w(QrR?)=Y (QrR{Y,, ¥, )Hl

q=1

dir (Cohberg ve Krein, 1969). Bu ifade (3.70) de yerine yazilip

ROW, = (L, — M), = (1, -2

q

oldugu dikkate alinirsa

i (QR?»qu ’ qu )HI }k

D, - {
zmmb q=1
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oo

=_Lk£iz 1 x(Qqu’qu h }M

2T il L

=[i(Qmpq,\pq)HJL [ xcm

q:1 27'51 ‘M:bp _uq

bulunur. (3.69) dan ve

1 da {1 ,q<n_ ise
27Ci ‘M:bp 7\4 _Mq

0 ,q>np 1S¢e

formiiliinden yararlanarak

D, =3 (Q¥, ¥, ), = nﬁf(Q(x)wq (x). ¥, (x))dx

q=1 a=l o

T(Q(X)qu cosk x.@;, .M, cosk x.¢; )dx =
0

2

. ]Ecos2 kqx(Q(X)(qu Q5 )dx =
0

%;Miq J(l+cos 2kqx)(Q(X)(ij - 9;, )dx
= 0

elde edilir. (3.68) ve (3.71) den

n, Mﬁ n
z 7\'q -, - - I(Q(X)(qu ’(ij )dX =
q=1 2 0

1 1’1FI T S )
EZM; Jcos2kqx(Q(x)¢jq .9 )dx +ZDpj +ij
=

0 =2
bulunur. Burada k, 20 ve j, 21
Uy S, <SSP S
olmak iizere

p'q = k<21m + qu

(3.71)

(3.72)
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olacak sekilde tam sayilardir.

Q(x) operator fonksiyonunun asagidaki kosullar sagladigii varsayalim:
1. Qx) [0, ﬂ:] araliginda 2.mertebeden zayif tiireve sahiptir ve her f,ge H icin
(Q"(x)f,g) fonksiyonu siireklidir.
ii. Her xe [O,n] icin Q¥(x):H—>H (i=0,1,2) kendine es ¢ekirdek operatdrlerdir ve

HQ(i)(x)ﬂ ) (1=0,1,2) fonksiyonlar1 [O,TC] araliginda sinirh ve dl¢iilebilirdir.

Teorem 3.3.6: Q(x) operatdr fonksiyonu i) ve ii) kosullarim sagliyorsa

ii < oo dIr.
=1

k=0

]E(Q(X)q)j,(pj )cos 2kxdx

Ispat: f i (x)= (Q(x)(pj,(pj) olsun. Kismi integrasyondan yararlanarak
j f.(x)cos 2kxdx = j f. (ism 2kxj dx
2k

i

-1 ——f,(x)sin 2k’ —ijf )sin 2kxdx
2k 2ky

= Lj.fj (x)(icos 2kx) dx

T

1
= ij (x)cos 2kx

1 ’ ’
B ztk_z[fj ()=, © } 4K

elde edilir. Buradan

f. cos 2kxdx

2 j

’”

f. cos 2kxdx

e
il

jf )cos 2kxdx

1 ’ ’ Ty
<oo {fj (n)(+ f (o)(+£ f (x)(dx}
bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafi k ya ve j ye gére 1 den oo a kadar toplam1 alinirsa

Ifj (x)cos 2kxdx
0

sii{fj'(oh f

=l

dx}i k2 (3.73)
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elde edilir. Burada iz k?=c, ve

k=1
}dx <I[
oL J=!

dir. Bu esitsizlik (3.73) de goz Oniine alinirsa

f'( )(dx_mj[ x)ﬂdx

0

T

I f. cos 2kxdx| <

0

‘Ms

DL

f’(O)(+ ’

fj”(x)ﬂdx (3.74)

<3

j=1

dir. (2.16) esitsizliginden

(m=12),(1<w <o) (3.75)

2 fj(m) (x

=l

1l
M
e}
)

bulunur. (3.74) ve (3.75) den

T

ii .[fi (x)cos 2kxdx
k=l j=

1o

<coJQUO), yy +QN, o [+ o [IQTK,

elde edilir. Varsayim geregi ||Q"(x)||(s () fonksiyonu [0, ﬂ:] araliginda sinirli ve olgiilebilir

oldugundan bu son esitsizlikten

<o (3.76)

»

j x )cos 2kxdx
0

bulunur. Ayrica

jffj( dx| =

dir. Q(x) operatdr fonksiyonu cekirdek operator oldugundan ve ii) kosulunu sagladigindan

oo

2

=

 fim j[ﬂf }dx s}{ih (x)@dx (3.77)

S0 = S0, ) <JQeol, oy < (e >0)

=

dir. Bu esitsizlik (3.77) de gz Oniine alinirsa
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i]Efj(x)dx

= o

< oo

elde edilir. Bu son bagintidan ve (3.76) dan

< oo

>y

k=0 j=1

j (Q(x),, 9, )Jcos 2kxdx

0

elde edilmis olur. m

Teorem 3.3.7: Q(x) operator fonksiyonu i) ve ii) kosullarini sagliyor ve j— oo iken Y, ~a”

( 2m j )
a>0,o> ise
2m—1

hmZM j cos 2k, x(Q(X)®; ,9; )dx——[trQ(0)+trQ(7r)] dir.

Ispat: Teorem 3.3.6 dan

o oo T

> > M [(Qlx)o;. ¢, Jeos 2Kxdx

k=0 j=I 0

iki kat serisinin mutlak yakinsak oldugu elde edilir. Bu durumda

hmZM j (QX)Q; .9; )cos2k xdx—ZZM j (Q(x)e,. 0, )cos 2kxdx (3.78)

k=0 j=I 0

oldugu bilinmektedir. Ote yandan (3.4) formiilii géz oniine alinirsa

o oo K

ZZMiJ(Q(X)¢j,¢j)cos2kxdx -

k=0 j=I 0

%ii{ k][.( (pj)coskxdx+(_1)“Mij[.(Q(x)(pj,(pj )coskxdx} = (3.79)

0 0

% i {k : { 0.0, )cos kxdx} cos(k0)+ i {Mi ]E (Q(x )(pj NOR )cos kxdx} cos(kn)}

k=0 0

dir. Bu bagintinin sonundaki k ya gore toplamlar ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip olan
(Q(x)(p P j) fonksiyonunun [0, n] araliginda {cos kx}::() fonksiyonlarina gore Fourier

serisinin 0 ve 7 noktalarindaki degerleridir. Dolayisiyla (3.78) ve (3.79) dan
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lim > M;, [(Q(x)9, .0, )cos 2k, xdx = %Z [Q0)g;.0,)+ (Qm)o,. 0 )
q=1 0 =
ya da

1imZP:M§ j (Q(X)9, .9, )cos2k xdx =%[trQ(0)+trQ(7r)]
p—ooo = q " q q
bulunur. m

3.4 Diizenli iz icin Formiil
Bu kisimda L operatoriiniin (3.53) diizenli izi i¢in bir formiil bulacagiz. Bunun igin 3.

Boliimiin 3. kisminda ispatladigimiz

2 g

Z Ay =W - lekq J(Q(X)(ij P, )dx =

—ZPM j c0s 2Kk, x(Q(X)9, ¢, )dx + 3D, + D' (3.80)

=2

formiiliinden yararlanacagiz. Burada

_ (_1)j 0 )i
D, ~omij Jb[tf(QRx) ]d%, (3.81)
DY = (2 | Mr[R (QRr, ) ”“]d (3.82)
[A|=b,

dir. Baksi (1999) doktora tez calismasinda

r=1

Dpj:(l.).jii...i*[( | fj[(u A" dh Jﬁ(qu Vo )} (3.83)

formiilii ispatlanmistir. Bu ifadedeki * isareti Wy Mg o My, sayilari arasinda b den kiigiik

ve b, den bilyiik olanlarin var olduklarini gosterir. Ayrica
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r ,r<j ise
glr)= L
0 .,r=j ise

dir. (3.83) formiiliinden yararlanarak Dy, i¢in

1 & & 1
Pr = Tm;k§+1[k£p (k—uj)h—uk)dx}(Q%’Wk)Hl (ka’wj)Hl +
1 2 1
o dA - RYS
4mi j—nZ:H;[kLp b”_llj)b»—!«tk) ](QWJ Vi )Hl (QWK \IIJ)HI

1l & < 1

D e e et

elde edilir. j<n, ve k2n, +1 iginyani p; <b ve u, >b  icin

1 1 1 1 1 ~

1
— dA=— — -
2nix-_[bp bu—ujh—uk) ZEinp (“J'_I"Lk)|:7\'_l.lj x_uk:ld

[ ]
M~y an\x\:bpk—uj 2n1‘k‘:bp7\’_l"tk

dir. (3.84) ve (3.85) den

Pol=% 3 by-w) v, 0w, bvav),
::Z;kil(uk ) vy Q) 2

< ;kilﬁuk -u,, v .Qu), 2

= Li@tk u, S lill Qv.v)), 2

elde edilir. {uf i }C H, tam ortonormal dizi oldugundan

2

=, <[dli,

Qvi.v)),

=1

(3.84)

(3.85)
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dir. Dolayisiyla
P, <[Qf}, @

dir. Burada

9p=k§+(ftk —H, ' p=1,2, )

dir. o>
m_

3.3.2. den yararlanarak

> 1
SR Hrer P ey R
1 1 - 1
R z T

d()((np +1)1+5 _np1+5) do L Lk - n,

elde edilir. Ayrica

Y w

pt2 kHS i=l n 4+ (Il +1+1)

1
1+8 1+8 s S 1+8
(n +1+1) x"® —n
P p
oldugundan
np+i+1 np+i+1
J~ dx < j dx
1+8 146 — 148 1+8
noi (n +1+1) n, IR S
ve
ny+i+l I
i 1 S ’ dx 3 dx
145 48 — Z 148 48 j 148 1+8
k=n,+2 k -, i=1 np+ X - np np+l X - Ilp

dir. (3.88) ve (3.89) dan

(3.86)

(3.87)

oldugunu kabul edip € yi sinirlandiralim. (3.56) formiilinden ve Teorem

(3.88)

(3.89)
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1
Q -
p<d(( +1) - 1“) OnLX

bulunur. Bu esitsizligin sag tarafindaki integrali sinirlandirmak icin

doniigiimiinii yapalim. O takdirde

T Bd Tl+8 ﬁ+n;“yfih

n-¢—1X o,

elde edilir. Burada
o, = (Il n 1)1+5 1+8

dir. (3.91) den

T dx - 1 Tt_l_li’dt:— 1 1+5 — :%[(np_'_l)pra

1+8 1+8
RTD S 1+5ap 146 &

bulunur. (3.90) ve (3.92) ten
1 1 1+3 1+8 8
Q <|—+— +1 1+8
P (do doﬁj[( ) e T

2mot
2m+ o

-1>0

elde edilir. Varsayim geregi o > 22m 1 yani § =
m—

dir. O halde (3.54) esitsizliginden yararlanarak
(n +1)*° - n," >(np +1) >n,°
bulunur. (3.93) ve (3.94) den

52
Q <1+8n T4

p d08 p

elde edilir. (3.86) ve (3.95) den

3
1+8] 146
nP

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)
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. 2m
})meDPZ =0 (oc > 2m_J (3.96)

bulunur.
Bu kez

limD,, =0 (3.97)

p—e

oldugunu gosterelim. Yine (3.83) formiilinden yararlanarak D ; i¢in

D, =553 *Hiks)
=l k=1 s=1
elde edilir. Burada

Fliks)=g(ik.s) Qv v, ), Qv Quov)),

j=1 k=1 s=1 j=1 k=1 s:np+1
o Mp Dy % o LI
=SSR ks)+Y S S FF(jiks)
j=Il k=1 s=1 j=1 k:np+l s=1
n

(3.98)



52
dir. g(j,k,s)=gij,k,si ve Q =Q"oldugu goz oniine alinirsa
F(s.k, )= 2(i.k.s) Qv ), Qv ), (Qwyw,), =Fikss)

F(k.js)= g(ik.s) Qw,.w, ), (Quiw,), (Qw..w,),, =F(ik.s)

Fis.k)=g(iks) Qw, v, ), Qv Qu.vw)), =FGiks)

dir. (3.98), (3.99), (3.100) ve (3.101) den

n n

Zp:i [ J,k,s)+2F{j,k,s')]+i i i [F(j,1<,s)+2F(j,1<,s)]=Il+12

k=Is J=1 k=np+ls=n,+1

P
j=1

elde edilir.

EDIDIPIAN

=1 k=l s=n,+1

olsun. O zaman
=1, +2I,

I =1, +2I,

=3 Y SEGk)+Y S SE(ks)
j=1 k=1 s:np+l =1 k=1 s:np+l
WMy M=Ky

dir. u; #u, (. k<n,)ve s2n +1 igin

1 J- 1
67c1mb(k W —p ) -p,)

g(],k s) dA

1 1 | |
" 6mi - d\
67rix'[bp (K—Ms)(}lj—uk)(k—uj k‘MkJ

! ! !
3l —Mk)(uj —u, B, —usj_ 3, - M, —ny)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)
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dir. u; =, G, k<n,)vesz2n, +I igin

! .
6n1k~|.b (A - u)(k—us)dk_ 3w, -u, )

g(ik.s)= (3.109)

dir. (3.108) ve (3.109) dan

e 1
= JZI: ;Zl 3ﬁls—uj)(us—uk)(Qw“Wk)Hl Quv), Quws), |<
n_p n_p _i: (}L ) ‘(QWJ lIlk) (QWk’Ws)HI (Q\Ifs,\lfj)Hl <

= (“ v, vl [@u vy JQu. ), | <

||Q||H_ [(u ) Bev.,

> [lQ..v,

ptl
) 2
H| |
s:np+1

), I > (ka,ws)ﬁms
[, n, > {(}1 T N TR % HZQ% ﬂ
SR [

(TN TR 3| TR

Lo/ np(}lnpﬂ —H, 3 igu —H, J =ql;, n, (ul -u, T‘Qp (3.110)

bulunur. Teorem 3.3.2 den ve (3.54) esitsizliginden yararlanarak
ot >dy(l, +1)° =n,"?)> d (0, +1F > d,n,’ (3.111)

elde edilir. (3.95), (3.110) ve (3.111) den

5148 ¥ 1+8 3
d05 n, s = (2)5 HQH n, 1+5

Ll <[l nod ' n,

bulunur. Buradan

2mo 1
o= -1>—
2m+ o \/E
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ya da
2m+2+/2m
>— (3.112)
242m-+/2 -1

kosulu saglandig: takdirde
limI,, =0 (3.113)
p—w
oldugu goriilmektedir. (3.105) ve (3.113) den (3.112) kosulu saglandig1 takdirde
limI, =0 (3.114)
p—eo
elde edilir.

Bu kez I,, in (3.104) ifadesini sinirlandiralim.

|Izl| =

p

i iF( ik,s)
k:np+1 s:np+1

=

IS [ J 1 l}(ij,wk)Hl Qv Qu.v), | =

J=1 k=n +1s=n +1 6751mb(7\. u)(}\‘ I’Lk}‘ H)

D Ty AN AN YRR
(u, -

IDID) > (o -n,)

‘(QWj’Wk )H1 (Q“I;s’\l’,j)Hl <
(P'k —Mj)(}ls _uj) B

w) @y v, @uw), u.w)), |<

=

3 3 | Sllovw) 2}2(2(%5,%)1{12]2]

. | . <
2 b - T - ) > Qv v, Qu.w), }_
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oo

o

1 _
k=n,+] s=n+1 w Kls —H, ) )

P
P P

2
Q 3 i 1 _
i k:np+ll"Lk _l"an

dir. (3.95) ve (3.115) den

1+8 2 2
(52 lohn e (an 2]

dir. Bu esitsizlikten

limI,, =0 (oc> 2mj
p—eo 2m—1

lo

bulunur. (3.106) ve (3.116) dan

elde edilir. (3.102) (3.114) ve (3.117) den

poe 2\/§m — \/E -1
bulunur.

Ae ﬂ.il,uz ..... uq,...} icin R} normal operatdr oldugundan

dir (Cohberg ve Krein, 1969). |k| =b, = 2" (unpﬂ +H, ) cemberi lizerinde

oo

o (H;) Z

[R3

p

2 +Z >

q1Hn+1 qn+luq n qlun+1 Hq

+
q=1 ||7\'| u | q=1 “’n +“’n +1 2l"l’q q=n,+ 2Mq _an _an+1

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)
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dir. Teorem 3.3.2 den ve (3.54) esitsizliginden yararlanarak

n, 1 np np Ilp d_l -8
(3.120)
qz_llunpﬂ _,'Lq <unp+l _unp ) do[(np +1)l+5 _anB] ) do(np +1)8 < 0 np

elde edilir. (3.95), (3.119) ve (3.120) den

52

R3] < 2dy'n, 7" +2d;'87 (1+8)n, s

bulunur. Buradan da

y 2(1+28)

"R;)" o, (H,) d05

1-8 2m
n AM=b; o> 3.121
P (' | P 2m—lj ( )

elde edilir.

|k| =b, ve p nin biiyiik degerleri i¢in R, operatdriiniin normunu sinirlandiralim. |k| =b, i¢in

||7‘q| B |7”|| -

o, +H 0~ 2| (3.122)

1 1
|7\’q| _EG‘J’np +an+11 = E
dir. ¢ <n_ ve p nin bityiik degerleri i¢in |7\, q| < knp oldugundan

M, o =220, +p, -2, =

(3.123)
unp+1 _,'an +2(P’np _7\’np )2 ,'an+1 _unp _Zunp _}\‘np
dir. (3.48) ve (3.123) den
w, - 2Ag =, -, -2Q, (a<n,) (3.124)
elde edilir. ¢ 2n, +1 ve p nin biiyiik degerleri i¢in |k q| =LA, 2 Kan oldugundan
2|7\’q|_“'np _!"an+1 2 27\’np+1 _l"an _“’np+1 = 2(7\’np+1 _an+1)+“'np+l _“’np

(3.125)
2 ,'an+1 _unp _27\’np+1 _unp-ﬂ

dir. (3.48) ve (3.125) den

2|7\’q| _“‘np _l"an-H 2 “‘np+1 _l"an - 2’”(2”1411 (q 2 np + 1) (3126)
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bulunur. lim(u, ,, —u, J=co oldugu goz oniine alimrsa (3.122), (3.124) ve (3.126) dan
p—ee P

n,+1
1
pJ4W>Z@%H—MJ (M =b,) (3.127)
elde edilir. Teorem 3.3.2 den ve (3.54), (3.127) esitsizliklerinden yararlanarak
- 1> %[(np 1) —n s d? o 1)
bulunur. Bu bagintidan |%| =b, ve p nin biiyiik degerleri i¢in
d, s
|M—M>jmp (3.128)
elde edilir. Ote yandan R, operatdriiniin s-sayilart ﬂk - k| - }::l oldugundan
-1
"Rm”m =1n3x{xq-x| } (3.129)

dir (Cohberg ve Krein, 1969). (3.128) ve (3.129) den p nin biiyilk degerleri icin

4 >
|me<gj%5 OM=%2 a>2£?J (3.130)

bulunur.

Teorem 3.4.1: Q(x) operator fonksiyonu a), b) ve ¢) kosullarmi sagliyor ve j—> oo iken

Y. ~aj* a>0a>M ise
: T 22m-+2-1

limD, =0  (j=234..)

p—reo

ispat: (2.10), (2.17) ve (3.81) bagmtlanndan yararlanarak Dp asagidaki sekilde

sinirlandirilabilir:
D m|<— H (QR?)|ar|< jHQRO s
[2]=b,
J ||QR2|| Ners)?| s [ el R3]l (.131)
1=, [4/=b,

ok, J IR ol od<lol, [ IS GI<H1)||R:||::|d>~|
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dir. Q(x)=0 halinde R, =R; oldugu goz 6niine alinirsa (3.130) dan

A ]

elde edilir. (3.121), (3.131) ve (3.132) bagintilarindan

-8 =8(j-1) 1-5j
‘Dpj‘<const an n, |d7u|<const.bpr1p

W:bp
bulunur. p nin biiyiik degerleri icin

1 (}J, ) 1+9
b, = 5 W +H, J<constn,

oldugundan (3.133) ten

2-8(j-1)
‘Dpj‘ <constn,

elde edilir. Burada o > % ya da

10m
6m->5

kosulu saglandig: taktirde

limD, =0  (j=45..)

p—e

oldugu goriilmektedir. Ote yandan her me N igin

2m +2+/2m __10m
22m—-+/2-1" 6m-5

oldugu ve (3.96) ve (3.118) formiilleri goz oniine alinirsa

0> 2m+2\/5m
2/2m -2 -1

kosulu saglandig taktirde

limD,; =0  (j=234,..) bulunur.m

p—e

(3.132)

(3.133)

(3.134)
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Teorem 3.4.2: Q(x) operator fonksiyonu
i Q(x) [0, ﬂ:] araliginda 2.mertebeden zayif tiireve sahiptir ve her f,ge H icin
(Q"(x)f,g) fonksiyonu siirekli,
ii. Her xe [O,n] icin Q”(x):H—>H (i=0,1,2) kendine es cekirdek operatorlerdir ve

”Q(i)(x)” ) (i=0,1,2) fonksiyonlar1 [O,Tt] araliginda sinirli ve olgiilebilir

kosullarini sagliyor ve j — oo iken

Y. ~aj* a>0a>M ise
: T 22m-42-1

L operatoriiniin diizenli izi i¢in

p

limZ{xq 1, Jlwe, 0, )dx} - Q)+ trcz<n>]—21—7t [rQeodx
q=1 0 0

p—e

formiilii saglanir.

ispat: (2.10) ve (2.17) esitsizliklerinden yararlanarak (3.80) formiiliiniin sonundaki fo) nin

(3.82) ifadesini sinirlandiralim:

DY) < 2%% Lppu”tr[Rx(QRg)m ]|dx| < bpm LP‘RK(QRQ)M CIE

b"k&,p [Ri],, JlQr2)™] | Jan< b I R, Jlor3) | JQr3], ,, jonl< (.135)
b T I R ], 0, [ R, R, o, o

dir. (3.121), (3.130) ve (3.135) bagintilarindan

DY| < constb, [n,***n "|dA| <constbln, > (3.136)

|M=b,

elde edilir. (3.134) ve (3.136) dan

3s

b

3—
< const.n »

bulunur. Buradan
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imDY =0 (s>357") (3.137)

p—e

elde edilir. Teorem 3.3.7, Teorem 3.4.1 ve (3.80), (3.137) formiillerinden yararlanarak

np Mﬁ T
limZ[x -1, [ e, .0, )dX}i[trQ(O)HrQ(n)] (3.138)

0

0

np Mi n
Z[kq —H, - 2q J(Q(X)(ij ’(qu )dX] =

i Mi T Mi T

= A —H, - 2q J(Q(X)%q,(ij )dx}+ Z[kq —u, - Zq I(Q(X)%q,@jq )dx}
i ' s '

= 3| - Ll 0, ke [+ 3|2, -n, - Tleoe, o, )dx}
s ’ s °

= 2| A M —%T(Q(x)cqu,tqu kix |+ ¥/ 2, -, —%T(Q(x)(qu .9, )dX}
iy ' g '

1 T

%th (Q(X)(pj“ o )dx}

:i{lq_uq -%T(Q(X)%q,(qu )dX}— “(Q(x)(pJ .9, )d } (3.139)

q<n
k=

dir. Ayrica

i(Q(x)cpj,cpw <> lQe,.0,) <[x), - (1=12...) (3.140)

=

dir. Varsayim geregi ||Q(x]|6 (&) fonksiyonu [O,TC] araliginda sinirli ve olgiilebilirdir. Bu

nedenle
JIQUeY] iy < o0 (3.141)
0

dir. (3.140) ve (3.141) den Lebesgue teoremi geregince
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> [(Qup;. 0, Jix = | {Z (Q(x)cpj,cpj)}dx =[ rQ(x)dx (3.142)

=1 oL =1

elde edilir. Ote yandan k, =k, =0 ve q, #q, kosullarin saglayan her g, ve q, dogal

sayilart i¢in j, # j, oldugu goz Oniine alimirsa

lim ZT(Q(XXPJ-Q 9, bix= if(Q(x)cpj,q»j Jix (3.143)

q

dir. (3.142) ve (3.143) den

}Lng ZT(Q(X)(qu .9 )dx = TtrQ(x)dx (3.144)

q

bulunur. (3.138), (3.139) ve (3.144) den

np T T
limZ[kq 1, ~[lewe, .0, )dx} = LrQ0) + rQ(m)] - == [ rQ(x)x
P T 4 21y

0

elde edilir.m

3.5 Ornekler

H:LZ[O,TC] ve m=2 olsun. D(A) ile asagidaki kosullar1 saglayan ¢(t) fonksiyonlar

kiimesini gosterelim:

a) ¢”(t)[0,] araliginda mutlak siireklidir ve ¢" (t)e L,[0, 7]

b) ¢(0)=¢"(0)=o(r)=¢"(nr)=0

4
A:DA) L] Ae=Yd 9l (3.145)

operatoriinii goz Oniine alalim.

Bu operator
A=A"2Ive A" ec_(L,[0,x]) (3.146)

kosullarini saglayan bir operatordiir. A operatdriiniin 6zdegerleri
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v,=i" (j=123..) (3.147)

bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zvektorler de

,(t)= \/zsinjt (j=123,..) (3.148)
T

seklindedir. m =2 ve o =4 oldugu goz Oniine alinirsa A operatorii icin

2m+2\/§m
o>t
24/2m -2 -1

kosulunun da saglandigi goriilmektedir. Q(x) olarak her x e [0,7] i¢in L,[0,%] den L,[0, 7]

ye

Q(x)o(t) = x* | K(t,s)p(s )ds (3.149)

O ey 3

operator fonksiyonunu ele alalim. Burada

-1 _ < .
K(t,s):{n t(t—s) ,t<s ise

nls(m—t) ,t>s ise

dir. Her xe [O,TC] icin Q(x):Lz[O,ﬂ:]—>L2[0,7t] tam siirekli kendine es operatordiir. Bu

operatoriin 6zdegerleri

2
o, (x)=> (i=12,..)
1

ve bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zvektorler sirasiyla

fi(t)=\/§sinit (i=12,..)
T

seklindedir. Gergekten

Q(x)(sinit) = x* | K(t,s) sinisds

O ey 3

t T
= XZJK(t,s)sinisds + XZJK(t,s)sin isds
0 t
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t T
= xzfn"ls(n— t)sinisds + xzjn"lt(n—s)sinisds
0 t
t U U
2.1 L 2 e -1 2 ..
=X (n—t)jss1n1sds+tx J.smlsds—n tx J.ssmlsds
0

t t

T T
=-7 lt><2'|‘ss1ns71:ds+x fssinisds+tx2jsinisds
0 0 t
T t
2 S . 1 . . th . T
——COSIS-I-—SIHIS +x*| —=cosis +—sinis | ———cosis
1 i 1 t
0 0
1 tx? Dotx? .
( 1) + ——cos1t+—s1n1t ———(=1)' + =—cosit
i’ i i
x2 .
= ——sinit

)
1

dir. Ayrica her x € [0, ﬂ:] icin Q'(x):Lz[O, n]—> LZ[O, ﬂ:] operatoriiniin 6zdegerleri {&} ,
i=1

Q’(x): L, [O,TC] —-L, [0, n] operatoriiniin de 6zdegerleri {%} dir. Dolayisiyla
I Jig

QN o = T

OIS pa

=1

» =1
"Q (X)"c] (L,lox]) — 2;1_2

dir. Goriildiigii gibi Q(x) operator fonksiyonu i) ve ii) kosullarim sagliyor. Ly ve L,

D(L0 )=D(L)c H, olmak iizere D(LO) dan H; e sirasiyla

d*u(x,t) 9*u(x,t)
y(u)= e (3.150)

d*u(x,t) 9*u(x,t)
() =
(w) ox* " ot*

+x2]EK(t,s)u(x,s)ds (3.151)
0

diferansiyel ifadeleri ve aynm
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u (0,t)= u”, (0,t)=v’ (n,t)= u”, (m,t)=0

u(x,0)=u’ (x,0)=u(x,m)=u’ (x,7)=0

(3.152)

(3.153)

sinir kosullar1 ile olusturulan kendine es operatorlerdir. fo(u) ve /(u) ifadelerinde yer alan

4
wf’t) tiirevi L, [0, 7] uzayindaki norma gore anlasilmaktadir. Yani
ox
lim flule+Ax )~ ulx, 1) —u’ (x,t 2dt =0
Ax—0 0 AX X ’
W (x+Ax,t)-uW(x,t) ’
llm ux. (X X ) ux‘ (X ) _ u(ll-t}) (X,t dt — 0 , (1 — 1’2’3)
Ax—0 0 AX X

dir. L, operatoriiniin 6zdegerleri

k'+j' (k=012,..5j=123,..)

ve bu dzdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zvektorler de

olmak iizere
2 . .
\/:Mk coskx.sinjt (k=0,12,.. ;j=12,.)
T
seklindedir.
Bukezde H, =L, (0, L, [0, TC]) =L, ([0, n]x [0, TC]) uzayinda

_ o*u(x,t) N o*u(x,t)

El(u) ox* at*

9*u(x,t)

diferansiyel ifadesini géz Oniine alalim. Bu ifadedeki o veya
X

bildigimiz adi kismi tiirevler olarak alinmistir.

(3.154)
(3.155)
(3.156)
(3.157)
4
w tiirevleri
ot*
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d*u(x,t)  9*u(x,t)

c) u(x,t),[O,ﬂ;]X[O,n] karesinde o ve e

siirekli tiirevlerine sahip,

d) u,(0,)=u”(0,t)=u)(n,t)=u"(n,t)=0 (0<t<m) (3.158)
u(x,O):u:'2 (X,0)=u(X,TC)=u:,3 (x,m)=0 (0<x<m) (3.159)

kosullarini saglayan u(x,t) fonksiyonlar kiimesi D, olsun. D,, H, uzaymin yogun bir

’ ’

lineer manifoldu, D, dan H, e L, =/,(u) operatorii de bir simetrik operatordiir. L,

operatoriiniin 6zdegerleri de
k*+i* (k=012,..;j=123,..) (3.160)

ve bu dzdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zvektorler de

\/sz coskx.sinjt (k=012,.. ;j=12,.) (3.161)
T

’

seklindedir. Goriildiigii gibi L, operatoriiniin ortonormal 6zvektorler sistemi H, uzayinin bir

’

ortonormal tabanidir. Bu durumda L, =L, operatorii kendine estir. (Adigiizelov ve Baksi,

2004). Diger taraftan H, den H, e
Qu=x> j K(t,s)u(x,s)ds (3.162)
0

operatorii sinirl ve kendine es oldugundan
L,=L,+Q

operatorii de kendine es olacaktir. L, operatoriine benzer sekilde L, operatoriiniin de saf

ayrik spektruma sahip oldugu gosterilebilir.

Boylece L, ve L,, H, uzaymda asagidaki ozelliklere sahip olan operatorlerdir:
1) L,=L, ve L, =L
2) L, ve L, operatorleri saf ayrik spektruma sahiptir.

3) L, ve L, operatorleri ayn1 6zdegerlere ve ayni1 dzvektorlere sahiptir.
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Bu taktirde L, =L, oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla L =L, olacaktir.

oo

rQ(0)=0,  wQrn)=n) i

I rQ(xdx = I(gi_zszdx - %Zi—z

oldugu g6z Oniine alinirsa Teorem 3.4.2 geregince

L& 17 ol el el

lﬂgz{xq ~Ha ’EI(Q(X)‘PJq @i, )dx} - TZT_?Zﬁ =2
0

q=1

dir.
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4. SONUCLAR

Bu calismada H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay: olmak iizere L, (0,m;H) uzayinda
y)= 1"y (x)+Ay(x)+Qlx)y(x)

diferansiyel ifadesi ve

y(ZH)(O) = y(zi"l)(ﬂ:) =0 (i=1,2,..,m)

sinir kosullart ile olusturulan kendine es L operatoriiniin spektrumu incelenmis, 6zdegerleri

icin asimtotik formiil bulunmus ve diizenli izi hesaplanmustir. /(y) nin ifadesinde yer alan A

operatoriiniin ve Q(x) operator fonksiyonunun belirli kosullar sagladiklart varsayilmustir.
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