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ÖZET  

H sonsuz boyutlu ayrılabilir bir Hilbert uzayı olmak üzere ( )H;,0LH 21 π=  uzayında  

( ) ( ) ( )( ) ( )xAyxy1y m2m
0 +−=� , 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )xyxQxAyxy1y m2m
++−=�  

diferansiyel ifadeleri ve aynı 

( )( ) ( )( ) 0y0y 1i21i2 =π= −−  ( )m,..,2,1i =  

sınır koşulları ile oluşturulan operatörler sırasıyla 0L ve L  olsun. Burada A H uzayında 

sınırsız kendine eş bir operatör ve ( )xQ  her [ ]π∈ ,0x  için yine H uzayında kendine eş bir 

çekirdek operatördür. A operatörünün ve  ( )xQ  operatör fonksiyonunun bazı ek koşullar 

sağladığı varsayılarak 0L  ve L operatörlerinin saf ayrık spektruma sahip olduğu gösterilmiş, 

özdeğerleri için asimtotik formül ve L operatörünün düzenli izi için  

[ ] ∫∑ ∫
π

=

π

∞→ π
−π+=








ϕϕ

π
−µ−λ

0

n

1q 0

jjqq
p

dx)x(trQ
2

1
)(trQ)0(trQ

4

1
dx),)x(Q(

1
lim

p

qq
 

şeklinde bir formül bulunmuştur. Burada ...nn 21 << ve ,...j,j 21  belirli özelliğe sahip olan 

doğal sayı dizileridir. Ayrıca ...... n21 ≤µ≤≤µ≤µ  ve ...... n21
≤λ≤≤λ≤λ  sırasıyla 0L  ve 

L operatörlerinin özdeğerleri ve ,..., 21 ϕϕ  A operatörünün özvektörlerinden oluşan tam 

ortonormal bir dizidir. 

Anahtar kelimeler: Hilbert uzayı, özdeğer, spektrum, rezolvent, kapanabilir operatör, 
simetrik operatör, kendine eş operatör, çekirdek operatör, asimtotik davranış, saf ayrık 
spektrum, düzenli iz.  
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ABSTRACT 

Let 0L  and L  be operators which are formed by the differantial expressions 

( ) ( ) ( )( ) ( )xAyxy1y m2m
0 +−=�  

and 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )xyxQxAyxy1y m2m
++−=�  

respectively, in the space ( )H;,0LH 21 π= , with the same boundary condition  

( ) ( ) ( ) ( ) 0y0y 1i21i2 =π= −−  ( )m,..,2,1i =  

where H is an infinite dimensional separable Hilbert space. Here, A is an unbounded self 
adjoint operator in H and, for every [ ]π∈ ,0x , ( )xQ  is a self-adjoint kernel operator in H. 

Assuming the operator A and the operator function ( )xQ  satisfy some additional conditions, it 

has been shown that the operators 0L  and L  have line separated spectrum and, it has been 

found the asymptotic formula for their eigenvalues and the following formula  

[ ] ∫∑ ∫
π
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π
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
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1
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1
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1
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qq
 

for the regularized trace of L. Here, ...nn 21 << and ,...j,j 21  are sequences of natural 

numbers with a particular property. Furthermore, ...... n21 ≤µ≤≤µ≤µ  and 

...... n21
≤λ≤≤λ≤λ  are the eigenvalues of the operators 0L  and L, respectively; and 

,..., 21 ϕϕ  is a complete orthonormal sequence consisting of eigenvectors of the operator A. 

Keywords:Hilbert space, eigenvalue, spectrum, resolvent, closable operator, symmetric 
operator, self-adjoint operator, kernel operator, regularized trace, asymptotic behaviour, line 
separated spectrum 

 



 

 

1 

1. GİRİŞ  

Bu çalışmada çift mertebeden sınırsız operatör katsayılı kendine eş bir diferansiyel operatörün 

spektrumu incelenmiş, özdeğerleri için asimtotik formül bulunmuş ve düzenli izi 

hesaplanmıştır. 

Bu kısımda çalışmamızın önemli ayrıntıları yer almıştır. 

3. Bölümün 1. kısmında, 2m. mertebeden sınırsız operatör katsayılı bir diferansiyel ifade ve 

belirli sınır koşulları ile oluşturulan kendine eş bir operatör tanımlayarak bu operatörün 

spektrumu incelenmiştir. 

H sonsuz boyutlu ayrılabilir bir Hilbert uzayı olsun. Bu uzayda iç çarpımı ( ).,.  ile ve normu da 

.  ile göstereceğiz. [ ]π,0  aralığında tanımlı, değerleri H uzayına ait olan ve  

1. Her Hg ∈  için ( )( )g,xf  skaler fonksiyonu [ ]π,0  aralığında Lebesgue anlamında 

ölçülebilir, 

2. ∞<∫
π

dx)x(f
0

2
 

koşullarını sağlayan tüm fonksiyonların kümesini )H;,0(LH 21 π=  ile göstereceğiz. 1H  

kümesi bir lineer uzaydır. Bu lineer uzayın  

( ) ( )∫
π

=
0

21H21 dx)x(f),x(ff,f
1

   ( )121 Hf,f ∈  

fonksiyonu ile bir ayrılabilir Hilbert uzayı olduğu bilinmektedir, (Kirillov,1976). 1H  

uzayındaki normu 
1H

. ile göstereceğiz. 

A , ( ) HAD ⊂  olmak üzere  

Ι≥= ∗AA , ( )HA 1
∞

− σ∈  

koşullarını sağlayan bir operatör olsun. Burada, ( )H∞σ  ile H den H ye tüm tam sürekli 

operatörlerin kümesi gösterilmiştir. A  operatörünün özdeğerleri ...... n21 ≤γ≤≤γ≤γ  ve bu 

özdeğerlere karşılık gelen ortonormal özvektörleri de sırasıyla ,...,...,, n21 ϕϕϕ  olsun. Burada, 

her özdeğer kendi katlılık sayısı kadar yazılmıştır. ( )′
0LD  ile 1H  uzayının aşağıdaki koşulları 
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sağlayan tüm ( )xy  fonksiyonlarının kümesini gösterelim: 

1) ( )xy  fonksiyonu [ ]π,0  aralığında H  uzayındaki norma göre 2m. mertebeden sürekli 

türeve sahiptir. 

2) Her [ ]π∈ ,0x  için ( ) ( )ADxy ∈  ve ( )xAy  fonksiyonu [ ]π,0  aralığında H uzayındaki 

norma göre süreklidir.  

3) ( )( ) ( )( ) 0y0y 1i21i2 =π= −−    ( )m,..,2,1i =  

( ) 1HLD:L 00 →
′′

 

( ) ( ) ( )( ) ( )xAyxy1yL m2m

0 +−=
′  

lineer operatörünü göz önüne alalım. Bu kısımda ′
0L  operatörünün simetrik olduğu 

ispatlanmıştır (Teorem 3.1.2). 0L  operatörünün kapanışı 00 LL ′=  olsun. ( ) 1o0 HLD:L →  

kapalı simetrik bir operatördür. Bu operatörün özvektörlerinden oluşan { } ∞∞

==
ϕ

1j,0kj.kxcos  

kümesi tam olduğundan söz konusu operatör kendine eştir, (Adıgüzelov ve Bakşi, 2004). 

( )xQ  [ ]π,0  aralığında tanımlı ve aşağıdaki koşulları sağlayan bir operatör fonksiyon olsun. 

a) Her [ ]π∈ ,0x  için ( )xQ : HH →  sınırlı kendine eş bir operatördür. 

b) ( )xQ  [ ]π,0   aralığında zayıf ölçülebilirdir. Yani her Hg,f ∈  için ( )( )g,fxQ  skaler 

fonksiyonu [ ]π,0  aralığında Lebesgue anlamında ölçülebilirdir. 

c) ( )xQ  fonksiyonu [ ]π,0  aralığında sınırlıdır. 

Bu kısımda 11 HH:Q →  

( ) ( )xyxQQy =   

operatörünün kendine eş olduğu ve ( ) 100 HLD:QLL →+=  operatörünün saf ayrık 

spektruma sahip olduğu gösterilmiştir. L  operatörünün özdeğerleri ...... n21
≤λ≤≤λ≤λ  

olsun. Burada da her özdeğer kendi katlılık sayısı kadar yazılmıştır.  
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3. Bölümün 2. kısmının temel sonucu aşağıdaki teoremden ibarettir: 

Teorem 3.2.3: ( )xQ  operatör fonksiyonu a), b) ve c) koşullarını sağlıyor ve ∞→j  iken 

αγ a.j~j  ( )∞<α< ,a0  ise  

α+

α

α













 α
=

m2

m2
1

b2

a
d ve ( ) ( ) dttcostsinb

2

0

1
m

1
1

2

∫

π

+−
α=  olmak üzere  

∞→n  iken α+

α

λ m2

m2

dn~n  dır.  

1m =  hali için L  operatörünün özdeğerlerinin asimtotik davranışı Gorbaçuk (1975) 

çalışmasında incelenmiştir.  

3. Bölümün 3. kısmında 0L  operatörünün ,...,...,, n21 µµµ  özdeğerler dizisinin belirli bir 

eşitsizliği sağlayan özel alt dizilerinin var olduğu gösterilmiş ve bundan yararlanarak L  

operatörünün düzenli izi tanımlanmıştır.  

0L  operatörünün özdeğerleri ...... n21 ≤µ≤≤µ≤µ  olsun. Bu kısımda  ∞→j  iken αγ a.j~j  

( )0,a >α  koşulları sağlandığı taktirde { }nµ  dizisinin  











−>µ−µ α+

α
α+

α

m2

m2

p
m2

m2

0nq nqd
p

, ( ),...2n,1nq pp ++=  (1.1) 

olacak şekilde bir { }∞

=
µ

1pnp
 alt dizisine sahip olduğu ispatlanmıştır. Burada 0d  pozitif bir 

sabittir.  

0L  operatörünün özdeğerleri  

j
m2k γ+  , ( ),...2,1j;...,2,1,0k ==  

şeklindedir. Dolayısıyla  

qj
m2

qq k γ+=µ , ( ),...2,1q =  (1.2) 

dir. { }∞

=
µ

1pnp
, azalmayan { }∞

=
µ 1nn  dizisinin (1.1) eşitsizliğini sağlayan bir alt dizisi ve ,...j,j 21  

(1.2) eşitliğini sağlayan doğal sayılar olmak üzere  



 

 

4 

( )∑ ∫
=

π

−
∞→









ϕϕ

π
µ−λ

pn

1q 0

jjqq
p

dx,)x(Q
1

lim
qq

 

limitine L operatörünün düzenli izi diyeceğiz. 

3. Bölümün 4. kısmının temel sonucu aşağıdaki teoremden ibarettir: 

Teorem 3.4.2: ( )xQ  operatör fonksiyonu  

i. )x(Q  [ ]π,0  aralığında 2.mertebeden zayıf türeve sahip ve her Hg,f ∈  için 

( )g,f)x(Q ′′  fonksiyonu sürekli, 

ii. Her [ ]π∈ ,0x  için ( ) HH:xQ )i( →  )2,1,0i( =  kendine eş çekirdek operatörler ve 

( ) ( )
( )H

i

1

xQ
σ

 )2,1,0i( =  fonksiyonları [ ]π,0  aralığında sınırlı ve ölçülebilir 

koşullarını sağlıyor ve ∞→j  iken  

αγ a.j~j  ( 0a >  , 





−−

+
>α

12m22

m22m2
 (1.3) 

ise L operatörünün düzenli izi için  

( ) ( ) ( )[ ] ∫∑ ∫
π

=

π

−
∞→ π

−π+=







ϕϕ

π
µ−λ

0

pn

1q 0

jjqq
p

dx)x(trQ
2

1
trQ0trQ

4

1
dx,)x(Q

1
lim

qq
 (1.4) 

formülü sağlanır. 

3. Bölümün 5. kısmında özdeğerleri (1.3) koşulunu sağlayan A operatörüne ve i), ii) 

koşullarını sağlayan ( )xQ  operatör fonksiyonuna birer örnek verilmiştir. Bu örnekte 0L  

operatörünün [ ] [ ]( )π×π ,0,0L 2  uzayında kısmi türevli bir simetrik operatörün kapanışı olduğu 

gösterilmiş ve (1.4) formülünden yararlanarak QLL 0 +=  operatörünün düzenli izi 

hesaplanmıştır. 

Skaler diferansiyel operatörlerin düzenli izi ile ilgili çalışmalar ilk olarak Gelfand ve 

Levitan’ın (1953) çalışması ile başlamıştır. Bu çalışmadan sonra Dikiy (1953), Halberg ve 

Kramer (1960), Gasimov ve Levitan (1963), Levitan (1964), Lidskiy ve Sadovniçiy (1967), 

Guseynov ve Levitan (1978) ve birçok başka çalışmalarda çeşitli skaler diferansiyel 

operatörlerin düzenli izi incelenmiştir. Bu konudaki çalışmaların listesi Levitan ve Sargsyan 

(1991) ve Fulton ve Pruess (1994) çalışmalarında verilmiştir.  
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Operatör katsayılı diferansiyel operatörlerin düzenli izi Halilova (1976), Adıgüzelov(1976), 

Maksudov vd. (1984), Bayramoğlu ve Adıgüzelov (1996), Albayrak vd. (1999), Adıgüzelov 

vd. (2001), Adıgüzelov vd. (2001), Adıgüzelov vd. (2004), Adıgüzelov ve Bakşi (2004), 

Adıgüzelov ve Kanar (2005) ve bazı başka çalışmalarda incelenmiştir.  

Bizim çalışmamızdan önce, konumuzla ilgili yapılan en son çalışma olan Adıgüzelov, E.E., 

Bakşi Ö., (2004) “On The Regularized Trace of The Differantial Operator Equation Given in 

a Finite Interval”, makalesinde ( )H;,0L 2 π  uzayında  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xyxQxAyxyy ++′′−=�  

diferansiyel ifadesi ve  

( ) ( ) 0y0y =π′=′  ( )m,..,2,1i =  

sınır koşulları ile oluşturulan L  operatörünün düzenli izi hesaplanmıştır. 

Bizim çalışmamız, bu çalışmanın genelleştirilmiş halidir. Yani ( )y�  ifadesi, herhangi çift 

mertebeden bir diferansiyel ifade olarak göz önüne alınmıştır. Ayrıca bu çalışmada kabul 

edilen bazı koşullar bizim çalışmamızda kaldırılmıştır.  
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2. ÖN BİLGİLER 

H ayrılabilir bir Hilbert uzayı olsun. Bu uzayda iç çarpımı ( ).,. , normu da .  ile göstereceğiz. 

∞≤<≤∞− ba  olmak üzere bir ( )b,a  aralığında tanımlı, değerleri H uzayına ait olan  

1. Her Hg ∈  için ( )( )g,xf  skaler fonksiyonu [ ]b,a  aralığında Lebesgue anlamında 

ölçülebilir, 

2. ∞<∫ dx)x(f
b

a

2
 (2.1) 

koşullarını sağlayan f fonksiyonlarının kümesini )H;b,a(LH 21 =  ile gösterelim. 1H  in 

herhangi f ve g elemanlarının iç çarpımı  

( ) ( )∫=
b

a

H dx)x(g),x(fg,f
1

 (2.2) 

şeklinde tanımlanırsa, 1H  kümesi bir ayrılabilir Hilbert uzayı oluşturur (Kirillov,1976). 1H  

uzayında normu 
1H

. ile göstereceğiz. 

H)A(D =  olmak üzere A, )A(D dan H ye kendine eş bir operatör olsun. Her 

0x),A(Dx ≠∈  için ( ) ( )( )0x,Ax0x,Ax <>  ise A ya pozitif (negatif) operatör denir ve 

bu ( )0A0A <>  şeklinde yazılır. Her )A(Dx ∈  için ( ) ( )( )0x,Ax0x,Ax ≤≥  ise A ya 

negatif olmayan (pozitif olmayan) bir operatör denir ve bu ( )0A0A ≤≥  şeklinde gösterilir. 

A ve B kendine eş herhangi iki operatör olsun. )B(D)A(D ⊂  ve )A(D dan H ye A-B 

operatörü pozitif (negatif olmayan) bir operatör ise A ya B den büyüktür ( küçük değildir) 

denir ve ( )BABA ≥>  olarak yazılır. H den H ye tüm sınırlı lineer operatörlerin kümesini 

B(H) ile ve H den H ye tüm tam sürekli operatörler kümesini de ( )H∞σ  ile göstereceğiz. 

Tanım 2.1: A negatif olmayan kendine eş bir operatör ve B de AB2 = olacak şekilde kendine 

eş bir operatör ise B ye A nın karekökü denir.  

Teorem 2.1: Negatif olmayan kendine eş bir HH:A →  operatörünün bir tek negatif 

olmayan kendine eş B karekökü vardır. Eğer HH:C →  

AC=CA (2.3) 
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olacak şekilde herhangi bir sınırlı lineer operatör ise  

BC=CB (2.4) 

dir (Lysternik ve Sobolev, 1955). 

Tanım 2.2: Bir A lineer operatörünün bir λ  özdeğerine karşılık gelen tüm özvektörlerin ve 

sıfır elemanının oluşturduğu λN  lineer manifolduna A nın λ  özdeğerine karşılık gelen 

özuzayı denir. 

Tanım 2.3: Bir A lineer operatörünün bir λ  özdeğerine karşılık gelen λN  özuzayının 

boyutuna λ  özdeğerinin katlılığı denir.  

A operatörünün pozitif karekökü 2

1

A  şeklinde gösterilir. ( )HA ∞σ∈  olsun. Bu durumda 

AA∗  kendine eş negatif olmayan bir operatördür ve ( ) ( )HAA 2

1

∞
∗ σ∈  dır (Cohberg ve Krein, 

1969). ( )2

1

AA∗  operatörünün sıfırdan farklı özdeğerleri k21 s...ss ≥≥≥  ( ∞≤≤ k0 ) olsun. 

Burada her özdeğer kendi katlılık sayısı kadar yazılmıştır. ( )2

1

AA∗  negatif olmayan bir 

operatör olduğundan k21 s,...,s,s  pozitif sayılardır. Bu sayılara A operatörünün s sayıları 

denir. Eğer ∞<k  ise ,...2k,1kj;0s j ++==  kabul edilir. A nın s sayıları bazen 

( ),...2,1j)A(s j =  şeklinde de yazılabilir. A)A(s1 =  olduğunu belirtelim. Eğer A normal 

operatör yani ∗∗ = AAAA  ise o taktirde  

( )k,...,2,1j)A()A(s jj =λ=  (2.5) 

dır (Cohberg ve Krein, 1969). Burada ( ) ( ) ( )A...AA k21 λ≥≥λ≥λ , A operatörünün sıfırdan 

farklı özdeğerleridir.  

s sayıları  

( ) ∞<∑
∞

=1j

p
j As , ( )1p ≥   (2.6) 

koşulunu sağlayan tüm ( )HA ∞σ∈  operatörlerinin kümesini pσ  veya ( )Hpσ  simgesiyle 

göstereceğiz. Burada pσ  ( )1p ≥  bir ayrılabilir Banach uzayıdır (Cohberg ve Krein, 1969). 
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Bu uzayın her A operatörünün normu 

( )
( )

p

1

1j

p
jH

AsA
p









= ∑

∞

=
σ

 (2.7) 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.4: 1σ  uzayına ait olan, başka bir deyişle s sayıları  

( ) ∞<∑
∞

=1j
j As  (2.8) 

özelliğine sahip olan ( )HA 1σ∈  operatörüne çekirdek operatörü denir. 

( )HA pσ∈  ve HH:B → sınırlı lineer bir operatör ise ( )HBA,AB pσ∈  ve  

( ) ( )HH pp
A.BAB

σσ
≤  (2.9) 

( ) ( )HH pp
A.BBA

σσ
≤  (2.10) 

dır. Ayrıca 21 pp <  ise 
21 pp σ⊂σ  dir (Cohberg ve Krein, 1969). 

Tanım 2.5: HH:A →  bir sınırlı lineer operatör olsun. Eğer her { }∞

1je  ortonormal tabanı için 

( )∑
∞

=1j
jj e,Ae  serisi yakınsak ise A operatörü sonlu matris izine sahiptir denir.  

Teorem 2.2: A bir çekirdek operatörü ise her { } He
1j ⊂
∞  ortonormal tabanı için ( )∑

∞

=1j
jj e,Ae  

serisi yakınsaktır ve bu serinin toplamı { }∞

1je  tabanının seçimine bağlı değildir (Cohberg ve 

Krein, 1969). 

Bu ( )∑
∞

=1j
jj e,Ae  toplamına A operatörünün matris izi denir ve trA ile gösterilir. 

A ve B herhangi iki çekirdek operatörü ve βα,  herhangi iki sayı ise  

( ) trBtrABAtr β+α=β+α  (2.11) 

trAtrA* =  (2.12) 
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dır. 

Teorem 2.3: ( )HA ∞σ∈ , HH:B → sınırlı lineer bir operatör ve ( )HBA,AB 1σ∈  ise 

( ) ( )BAtrABtr =  (2.13) 

dır (Cohberg ve Krein, 1969). 

Tanım 2.6: HH:A →  bir sınırlı lineer operatör olsun. Bir H∈ϕ , 0≠ϕ  vektörü ve λ  sayısı 

için  

( ) 0IA n
=ϕλ−  (2.14) 

olacak şekilde bir n doğal sayısı varsa ϕ  ye A operatörünün λ  özdeğerine karşılık gelen esas 

vektörü denir.  

Tanım 2.7: Sınırlı lineer bir HH:A →  operatörünün bir λ  özdeğerine karşılık gelen tüm 

esas vektörlerin ve H0 ∈  elemanının oluşturduğu λK  lineer manifolduna söz konusu 

operatörün λ  özdeğerine karşılık gelen esas lineer manifoldu denir.  

Tanım 2.8: Sınırlı lineer bir HH:A →  operatörünün bir λ  özdeğerine karşılık gelen λK  

esas lineer manifoldunun boyutuna  λ  özdeğerinin cebirsel katlılığı denir.  

Teorem 2.4: A çekirdek operatörünün matris izi için  

( )
( )

∑
υ

=

λ=
A

1j
j AtrA  (2.15) 

dır. Burada her kλ  özdeğeri kendi cebirsel katlılık sayısı kadar toplanmıştır. 




υ A  sıfırdan 

farklı özdeğerlerin cebirsel katlılıklarının toplamıdır (Cohberg ve Krein, 1969).  

Eğer ( )HA pσ∈  , ( )∞<≤ p1  ve { }ω

1je  ( )∞≤ω≤1  H de bir ortonormal elemanlar sistemi ise  

( )
( )

( ) p

H
1j

p

jj
p

Ae,Ae
σ

ω

=

≤∑  (2.16) 

dır. Bu eşitsizlikten özel olarak A çekirdek operatörü için  

( )H1
AtrA

σ
≤  (2.17) 

elde edilir (Cohberg ve Krein, 1969). 



 

 

10 

Tanım 2.9: H sonsuz boyutlu ayrılabilir bir Hilbert uzayı ve H)A(D =  olmak üzere 

H)A(D:A →  kendine eş bir operatör olsun. Eğer A operatörünün spektrumu sadece her 

birinin katlılığı sonlu olan  

,...,...,, n21 λλλ  (2.18) 

özdeğerlerinden ibaret ve  

∞=λ
∞→

n
n
lim  

ise A operatörü saf ayrık spektruma sahiptir denir (2.18) de her özdeğer kendi katlılık sayısı 

kadar yazılmıştır.  

Bir A lineer operatörünün rezolvent kümesini ( )Aρ  spektrumunu da  ( )Aσ  ile göstereceğiz.  

Teorem 2.5: H bir Hilbert uzayı ve H)A(D ⊂  olmak üzere H)A(D:A →  kendine eş bir 

operatör olsun. Her )A(Dx ∈  için  

( ) ( )x,xx,Ax α≥   

olacak şekilde bir R∈α  sabiti varsa  

( ) ( )A, ρ⊂α∞−  

dır.  

İspat: λ  ( )α∞− ,  aralığına ait olan herhangi bir sayı olsun. ( )Aρ∈λ  olduğunu göstermek 

gerekir. Her  

)A(Dx ∈  için 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )x,xx,xx,Axx,xx,Axx,xIA λ−α+α−=λ−=λ−  (2.19) 

dir. ( ) ( )x,xx,Ax α≥  olduğu göz önüne alınırsa (2.19) dan  

( )( ) ( )( ) ( ) 2
xx,xx,xIA λ−α=λ−α≥λ−  (2.20) 

elde edilir. Diğer taraftan  

( )( ) ( ) x.xIAx,xIA λ−≤λ−  (2.21) 
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dir. (2.20) ve (2.21) den  

( ) ( ) 2
xx.xIA λ−α≥λ−  

ya da  

( ) ( ) xxIA λ−α≥λ− ,  ( ))A(Dx ∈  

bulunur. Burada 0>λ−α  olduğu dikkate alınırsa ( )Aρ∈λ  dır. ■ 

Teorem 2.6: X bir Banach uzayı ve X)A(D ⊂  olmak üzere X)A(D:A →  bir kapalı 

operatör olsun. Eğer A nın 1A −  tersi varsa  

( ) { } ( ) { }{ }0\A:0\A 11 σ∈λλ=σ −−  

dır.  

İspat: ( ) { }0\Aρ∈λ  olsun.  

1111 A)AI(IA −−−− −λλ=λ−  

dir. Buradan  

( ) ( ) 1211111 )IA(I)IA(IIA)IA(AIA −−−−−− λ−λ−λ−=λ−λ+λ−λ−=λ−λ−=λ−  (2.22) 

elde edilir. (2.22) den IA 11 −− λ−  operatörünün ( ) 111 IA
−−− λ−  tersinin var ve sınırlı olduğu ve 

de ( )( ) XIAD 1
=λ−

−  olduğu göz önüne alınırsa tüm X te tanımlı olduğu görülmektedir. 

Dolayısıyla  

( )11 A−− ρ∈λ  

dir. X)A(R:A 1 →−  operatörünün de kapalı olduğu ve ( ) AA
11 =

−−  olduğu göz önüne 

alınırsa yukarıdaki ispattan dolayı ( ) { }0\A 1−ρ∈λ  ise ( )A1 ρ∈λ−  dır. Bu nedenle 

( ) { }0\Aσ∈λ  ise ( )11 A −− σ∈λ  ve ( ) { }0\A 1−ρ∈µ  ise ( )A1 σ∈µ−  dir. Sonuç olarak 

( ) { } ( ) { }{ }0\A:0\A 11 σ∈λλ=σ −−  dır.■ 

Tanım 2.10: H bir Hilbert uzayı ve H)A(D =  olmak üzere H)A(D:A →  simetrik bir 

operatör olsun. Eğer her )A(Dx ∈  için  
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( ) ( )x,xax,Ax ≥   

olacak şekilde bir ( )∞∞−∈ ,a  sabiti varsa A operatörüne alttan yarı sınırlıdır denir.  

Tanım 2.11: H bir Hilbert uzayı ve H)A(D ⊂  olmak üzere H)A(D:A →  kendine eş alttan 

yarı sınırlı bir operatör olsun. Bir ( )∞∞−∈α ,  sabiti için A operatörünün spektrumunun 

( )α∞− ,  aralığına ait olan kısmının sadece özdeğerlerden ibaret olduğunu, her özdeğerin 

katlılığının sonlu olduğunu ve bu özdeğerler kümesinin α  dan küçük olan yığılma noktasına 

sahip olmadığını varsayalım. Burada özel olarak ( ) ( ) ∅=α∞−∩σ ,A  olabilir. Bu durumda A 

operatörünün spektrumunun ( )α∞− ,  aralığına ait olan kısmı ayrıktır denir.  

A operatörünün ( )α∞− ,  aralığına ait olan özdeğerleri 

( ) ( ) ( ) ...A...AA n21 ≤λ≤≤λ≤λ  

olsun. Burada her özdeğer kendi katlılık sayısı kadar yazılmıştır.  

Teorem 2.7: A ve B BA ≥  olmak üzere kendine eş alttan yarı sınırlı herhangi iki 

operatör olsun. Bir ( )∞∞−∈α ,  sabiti için B operatörünün spektrumunun ( )α∞− ,  aralığına 

ait olan kısmı ayrık ise A operatörü de bu özelliğe sahiptir ve ( ) ( ) ∅≠α∞−∩σ ,A  halinde 

( )α∞− ,  aralığına ait olan özdeğerler için 

( ) ( )BA nn λ≥λ  dir (Smirnov 1964).  

Teorem 2.8: H sonsuz boyutlu bir Hilbert uzayı ve H)A(D ⊂  olmak üzere H)A(D:A →  

saf ayrık spektruma sahip olan kendine eş alttan yarı sınırlı bir operatör olsun. Eğer 

HH:B →  kendine eş bir operatör ise H)A(D:BA →+  operatörü de saf ayrık spektruma 

sahiptir. 

İspat: A operatörü saf ayrık spektruma sahip olduğundan IBA −  operatörü de saf ayrık 

spektruma sahiptir. A operatörünün özdeğerleri  

...... n21
≤λ≤≤λ≤λ  

olsun. O halde IBA −  operatörünün özdeğerleri  

...B...BB n21 ≤−λ≤≤−λ≤−λ  
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dir. A+B ve IBA −  alttan yarısınırlı kendine eş operatörlerdir. Her ( )∞∞−∈α ,  sayısı için 

IBA −  operatörünün spektrumunun ( )α∞− ,  aralığına ait olan kısmı ayrıktır. Öte yandan  

IBABA −≥+  

olduğundan Teorem 2.7 gereğince her ( )∞∞−∈α ,  sayısı için A+B operatörünün de 

spektrumunun ( )α∞− ,  aralığına ait olan kısmı ayrıktır. Dolayısıyla A+B operatörünün 

spektrumu sadece her birinin katlılığı sonlu olan  

...... n21 ≤µ≤≤µ≤µ  

özdeğerlerinden ibarettir. Ayrıca Teorem 2.7 gereğince  

Bnn −λ≥µ , ( ),...2,1n =  (2.23) 

dir. ( ) ∞=−λ
∞→

Blim n
n

 olduğundan (2.23) den ∞=µ
∞→

n
n
lim  elde edilir. Sonuç olarak 

H)A(D:BA →+  operatörü saf ayrık spektruma sahiptir. ■ 

Teorem 2.9: H ayrılabilir bir Hilbert uzayı ve HH:A →  kendine eş bir operatör olsun. A 

operatörünün, 

1. Özvektörlerinden oluşan tam ortonormal bir küme var, 

2. Sıfırdan farklı her özdeğerinin katlılığı sonlu, 

3. Her 0>ε  için [ ]εε− ,  aralığına ait olmayan özdeğerlerlerin sayısı sonlu  

ise A operatörü tam süreklidir (Smirnov, 1969). 

Tanım 2.12: H bir Hilbert uzayı ve H)A(D ⊂  olmak üzere H)A(D:A →  bir lineer 

operatör olsun. Eğer her )A(Dy,x ∈  için  

( ) ( )Ay,xy,Ax =   

ise A ya ermit operatör denir.  

Teorem 2.10: Ermit tam sürekli bir operatörün spektrumunun sıfırdan farklı noktaları her 

birinin katlılığı sonlu olan özdeğerlerden ibarettir ve bu özdeğerler kümesi sadece sıfır 

yığılma noktasına sahip olabilir. Karşıt olarak bu özelliklere sahip olan her ermit operatör tam 

süreklidir (Naimark, 1968).  
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3. YÜKSEK MERTEBEDEN SINIRSIZ OPERATÖR KATSAYILI KENDİNE EŞ 

BİR DİFERANSİYEL OPERATÖRÜN SPEKTRUMUNUN İNCELENMESİ VE 

DÜZENLİ İZİNİN HESAPLANMASI 

3.1 2m Mertebeden Sınırsız Operatör Katsayılı Bir Diferansiyel İfade İle Oluşturulan 

Kendine Eş Operatör Ve Bu Operatörün Spektrumu  

Bu kısımda 2m mertebeden sınırsız operatör katsayılı bir diferansiyel ifade ve belirli sınır 

koşulları ile oluşturulan kendine eş bir operatör tanımlanmış ve bu operatörün spektrumu 

incelenmiştir. 

H sonsuz boyutlu ayrılabilir bir Hilbert uzayı olsun. ( )H;,0LH 21 π=  uzayında  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xAyxy1y m2m

0 +−=�  (3.1) 

diferansiyel ifadesini göz önüne alalım. Bu ifadede A , ( ) HAD ⊂  olmak üzere ( )AD  dan 

H ye  

Ι≥= ∗AA , ( )HA 1
∞

− σ∈  (3.2) 

koşullarını sağlayan bir operatördür. A  operatörünün özdeğerleri ...... n21 ≤γ≤≤γ≤γ  ve bu 

özdeğerlere karşılık gelen ortonormal özvektörleri de sırasıyla ,...,...,, n21 ϕϕϕ  olsun. Burada 

her özdeğer kendi katlılık sayısı kadar yazılmıştır. 

( )′
0LD  ile 1H  uzayının aşağıdaki koşulları sağlayan fonksiyonları kümesini gösterelim: 

1)  ( )xy  fonksiyonu [ ]π,0  aralığında H  uzayındaki norma göre 2m. mertebeden sürekli 

türeve sahiptir. 

2)  Her [ ]π∈ ,0x  için (((( )))) (((( ))))ADxy ∈∈∈∈  ve ( )xAy  fonksiyonu [ ]π,0  aralığında H uzayındaki 

norma göre süreklidir.  

3)  ( )( ) ( )( ) 0y0y 1i21i2 =π= −− ( )m,..,2,1i =  

( )′
0LD  1H  uzayının bir lineer manifoldudur. ( )′

0LD  dan 1H e  

( )yyL 00 �=
′  



 

 

15 

lineer operatörünü göz önüne alalım. 

j
m2k γ+  ( ),...2,1j;...,2,1,0k ==  (3.3) 

′
0L  operatörünün özdeğerleri ve  















=
π

=
π

=

ise,.....2,1k,
2

ise0k,
1

M k  (3.4) 

olmak üzere  

jk .kxcosM ϕ  ( ),...2,1j;...,2,1,0k ==   (3.5) 

sırasıyla (3.3) özdeğerlerine karşılık gelen ortonormal özvektörleridir. Gerçekten 

( ) ( ),...2,1j,...;2,1,0kLD.kxcos 0j ==′∈ϕ  ve  

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )jj

m2
jjj

m2
jjj

m2m

j

m2

j

m

j0

.kxcosk.kxcos.kxcosk.kxcoskxcos1

.kxcosA.kxcos1.kxcosL

ϕγ+=ϕγ+ϕ=ϕγ+ϕ−

=ϕ+ϕ−=ϕ′
 

dir. 

Teorem 3.1.1: ( ){ }∞

1k xf  [ ]π,0L 2  uzayında ve { }∞

1je  H uzayında herhangi tam diziler ise 

( ){ }∞

=1j,kjk e.xf  kümesi 1H  uzayında tamdır. 

İspat. y=y(x) 1H  uzayının  

( ){ }∞

=
⊥

1j,kjk e.xf)x(y  

koşulunu sağlayan herhangi bir elemanı olsun. Her Nj,k ∈  için  

( )( )∫
π

=
0

jk 0dx)x(y,e.xf  

ya da  



 

 

16 

( ) ( ) ( ),...2,1j;...,2,1k,0dxxf)x(y,e
0

kj ===∫
π

 (3.6) 

dır. ( ){ }∞

1k xf  [ ]π,0L 2  de tam dizi olduğundan (3.6) dan [ ]π,0L 2  uzayının fonksiyonları 

olarak  

( ) 0)x(y,e j =  ( ),...2,1j =  

elde edilir. Dolayısıyla [ ]π,0  aralığında hhhy ( ) 0ey(x), j =  dır. 

[ ] ( ){ }0e),x(y:,0xE jj ≠π∈= , j
1j

EE ∪
∞

=

=  olsun.  0mE j = , ( ),...2,1j =  olduğundan  

0mEmE0 j
1j

=≤≤ ∑
∞

=

 

dır. Buradan mE=0 bulunur. 

Her [ ] E\,0x π∈ için 

( ) ( ),...2,1j,0e),x(y j ==  (3.7) 

dir. { }∞

1je  H de tam dizi olduğundan (3.7) den her [ ] E\,0x π∈  için y(x)=0 bulunur. Böylece 

[ ]π,0  aralığında hhhy 0y(x) =  dır. Dolayısıyla  

( ) 0dxxyy
0

22

H1
== ∫

π

 

ya da y=0 dır. Görüldüğü gibi 1H  uzayının ( ){ }∞

=1j,kjk e.xf  kümesine ortogonal olan sıfırdan 

farklı bir elemanı yoktur. Bu durumda ( ){ }∞

=1j,kjk e.xf  kümesinin 1H  de tam olduğu 

bilinmektedir. ■ 

Teorem 3.1.2: ′
0L  operatörü simetriktir. 

İspat: { },...kxcos,...,x2cos,xcos,1  kümesi [ ]π,0L 2  uzayında tamdır. Öte yandan 

HH:A 1 →−  tam sürekli kendine eş bir operatör olduğundan { },...,...,, j21 ϕϕϕ  kümesi H de 

tamdır. O halde Teorem 3.1.1 gereğince { } ∞∞

==
ϕ

1j,0kj.kxcos  kümesi 1H  uzayında tamdır. Yani 
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span{ } ∞∞

==
ϕ

1j,0kj.kxcos  kümesi 1H  de yoğundur. { } ( )′
⊂ϕ

∞∞

== 01j,0kj LD.kxcos  olduğundan 

span{ } ( )′
⊂ϕ

∞∞

== 01j,0kj LD.kxcos  dır. Dolayısıyla  

( )′
0LD = 1H  (3.8) 

dır. y=y(x) ve z=z(x) ( )′
0LD  lineer manifoldunun herhangi iki elemanı olsun. ( )xy )i(  ve 

( )xz )i(  (i=1,2,…,2m) fonksiyonlarının [ ]π,0  aralığında H uzayındaki norma göre sürekli 

olmalarından ve iç çarpımın sürekli fonksiyon olmasından yararlanarak 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( )∫

∫

∫

∫

∫

∫

π

π
−

π
−π−

π
−

π
−

π
−

π

=

=

′′=

′′+′−=

′−=

′−=

0

)m2(

0

2m2

0

2m2

0

2m2

0

1m2

0

1m2

0

1m2

0

m2

dxxz,xy

............................

dxxz,xy

dxxz,xyxz,xy

dxxz,xy

dxxz,xyxz,xy

dxxz,xy

 (3.9) 

elde edilir. Öte yandan A:D(A) →H kendine eş operatör olduğundan her [ ]π∈ ,0x  için  

( ) ( ))x(Az),x(y)x(z),x(Ay =  (3.10) 

dır. (3.9) ve (3.10) dan her ( )′
∈ 0LDz,y  için 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫∫

∫∫

∫

ππ

ππ

π

+−=

+−=

+−=




 ′

00

)m2(m

00

m2m

0

m2m

H
0

dxxAz,xydxxz,xy1

dxxz,xAydxxz,xy1

dxxz,xAyxy1z,yL
1
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( ) ( ) ( ) ( )( )

1H
0

0

)m2(m

zL,y

dxxAzxz1,xy






 ′

=

+−= ∫
π

 (3.11) 

bulunur. (3.8) ve (3.11) den ′
0L  operatörünün simetrik olduğu elde edilir. ■ 

′
0L  operatörünün simetrik olmasından onun kapanabilir olması elde edilir. 0L = ′

0L  olsun. 

0L :D( 0L ) → 1H  kapalı simetrik bir operatördür. Bu operatörün özvektörlerinden oluşan 

{ } ∞∞

==
ϕ

1j,0kj.kxcos  kümesi tam olduğundan söz konusu operatör kendine eştir (Adıgüzelov ve 

Bakşi, 2004). λ , 0L  operatörünün bir özdeğeri ve y=y(x) bu özdeğere karşılık gelen bir 

özvektörü olsun. Eğer { } ∞∞

==
γ+∉λ

1j,0kj
m2k  olsaydı 0L  operatörü kendine eş olduğundan 

{ } ∞∞

==
ϕ⊥

1j,0kj.kxcosy  

olurdu. Öte yandan { } ∞∞

==
ϕ

1j,0kj.kxcos  kümesi tam olduğundan y=0 olmalıdır. Bu çelişki 

{ } ∞∞

==
γ+∈λ

1j,0kj
m2k  olduğunu gösterir. Dolayısıyla 0L  operatörünün özdeğerleri (3.3) 

şeklindedir. A operatörünün her jγ  özdeğerinin katlılığının sonlu olmasından 0L  

operatörünün her j
m2k γ+  özdeğerinin katlılığının da sonlu olduğu elde edilir. 

Q(x) [ ]π,0  aralığında tanımlı ve aşağıdaki koşulları sağlayan bir operatör fonksiyon olsun:  

a) Her x [ ]π∈ ,0  için Q(x):H → H sınırlı kendine eş bir operatördür. 

b) Q(x) [ ]π,0  aralığında zayıf ölçülebilirdir. Yani her Hgf, ∈  için (Q(x)f,g) skaler 

fonksiyonu [ ]π,0  aralığında ölçülebilirdir. 

c) Q(x)  fonksiyonu [ ]π,0  aralığında sınırlıdır. 

Teorem 3.1.3: Q(x) operatör fonksiyonu a), b) ve c) koşullarını sağlıyorsa her y=y(x) 1H∈  

için Q(x)y(x) 1H∈  ve Q: 1H → 1H   

Qy=Q(x)y(x) 

operatörü sınırlı ve kendine eştir. 
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İspat: { }∞

1ie  H de ortonormal bir taban olsun. Her [ ]π∈ ,0x  için ( )xQ  in H den H  ye sürekli 

lineer operatör olmasından ve iç çarpımın bir sürekli fonksiyon olmasından yararlanarak her 

( ) 1Hxyy ∈=  ve her Hf ∈  için  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )∑∑

∑
∞

=

∞

=

∞

=

=








=















=

1i
ii

1i
ii

1i
ii

f,exQe,xyf,exQe,xy

f,ee,xyxQf,xyxQ

 (3.12) 

elde edilir. 1Hy∈  olduğundan ( )( )ie,xy  ( ),...2,1i =  fonksiyonları ve varsayım gereği 

( )( )f,exQ i  ( ),...2,1i =  fonksiyonları ölçülebilirdir. Dolayısıyla ( )( ) ( )( )f,exQe,xy ii  ( ),...2,1i =  

fonksiyonları ölçülebilirdir. O halde (3.12) den ( )( )f),x(yxQ  fonksiyonunun ölçülebilir 

olduğu elde edilir.  

( )xQ  fonksiyonu [ ]π,0  aralığında sınırlı olduğundan ( ) cxQ <  olacak şekilde bir 0c >  

sabiti vardır. O halde her ( ) 1Hxyy ∈=  için  

( ) ( ) ( ) ( ) 2

H
0

222

0

2

1
ycdxxyxQdxxyxQ ∫∫

ππ

≤≤   (3.13) 

dır. Buradan her ( ) 1Hxyy ∈=  için ( ) ( ) 1HxyxQ ∈  elde edilir. Ayrıca (3.13) den her 1Hy∈  

için  

2

H

22

H 11
ycQy ≤  ya da 

11 HH
ycQy ≤  

elde edilir. Yani 11 HH:Q →  operatörü sınırlıdır. Her 1Hz,y ∈  için  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
11 H

0 0

H Qz,ydxxzxQ,xydxxz,xyxQz,Qy ∫ ∫
π π

===  

olduğundan 11 HH:Q →  operatörü kendine eştir.■ 

( )xQ  a), b) ve c) koşullarını sağlayan bir operatör fonksiyon olmak üzere ( ) 1o HLD:L →  

QLL o +=  

lineer operatörünü göz önüne alalım. 
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L  ye ( )H;,0LH 21 π=  uzayında  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )xyxQxAyxy1y m2m
++−=�  

diferansiyel ifadesi ve  

( )( ) ( )( ) 0y0y 1i21i2 =π= −−  ( )m,..,2,1i =  

sınır koşulları ile oluşturulan kendine eş operatör diyeceğiz. 

Teorem 3.1.3 den  L  nin kendine eş bir operatör olduğu elde edilir. 

Teorem 3.1.4: Her ( )0LDy ∈  için  

11 HH0 )y,y()y,yL( ≥  

dir. 

İspat: 0L , simetrik ′
0L  operatörünün kapanışı olduğundan tanım gereği her ( )0LDy ∈  için  

yLyLlim,yylim 0n0
n

n
n

=
′

=
∞→∞→

 (3.14) 

olacak şekilde bir { } ( )′
⊂

∞

01n LDy dizisi vardır. Her ny  için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )∫

∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫

π

π
−

π
−+

ππ
−+

ππ
−

π
−

ππ

π

+














 ″

−




 ′

−=

+




 ′

−=

+






 ′
−−=

+−=

+−=




 ′

0

nn

0

n
2m2

n
0

n
2m2

n
1m

0

nn

0

n
1m2

n
1m

0

nn

0

n
1m2

n0n
1m2

n
m

0

nn

0

n
m2

n
m

0

nn
m2

n
m

H
nn0

dxxy,xAy

dxxy,xyxy,xy1

dxxy,xAydxxy,xy1

dxxy,xAydxxy,xyxy,xy1

dxxy,xAydxxy,xy1

dxxy,xAyxy1y,yL
1
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫∫

∫∫

ππ

ππ
−+

+−=

=

+




 ″

−=

0

nn

0

m
n

m
n

m2

0

nn

0

n
2m2

n

2m

dxxy,xAydxxy,xy1

............................................................................

dxxy,xAydxxy,xy1

 (3.15) 

dir. ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xy,xyxy,xAy nnnn ≥  olduğu göz önüne alınırsa (3.15) ten 

( ) ( )( ) ( )
1

1

Hnn

0

nn
H

nn0 y,ydxxy,xyy,yL =≥




 ′

∫
π

 

bulunur. (3.14) ve (3.15) ten  

11 Hnn
n

Hnn0
n

)y,y(lim)y,yL(lim
∞→∞→

≥
′  

ya da 

11 HH0 )y,y()y,yL( ≥  

elde edilir. ■ 

Teorem 2.5 ve Teorem 3.1.4 ten  

( ) ( )0L1, ρ⊂∞−  

bulunur. Ayrıca her ( ) ( )LDLDy o =∈  için  

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
11111

11111

1111

HH

2

HHH

HHHHH

HH0H0H

y,yQ1yQy,y

yQyy,yy,Qyy,y

y,Qyy,yLy,yQLy,Ly

−=−≥

−≥−≥

+=+=

 

olduğundan  

( ) ( )LQ1,
1H

ρ⊂−∞−  

dır. 

0L  ve L operatörlerinin rezolventleri sırasıyla 0R λ  ve λR  olsun.  

( ) 1
0

0 ILR −

λ λ−=  , ( ) 1ILR −

λ λ−=  
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dır. 0L  operatörünün özdeğerleri ...... n21 ≤µ≤≤µ≤µ  olsun. Burada her özdeğer kendi 

katlılık sayısı kadar yazılmıştır. 0L  operatörünün özdeğerleri (3.3) şeklinde ve ∞=γ
∞→

j
j
lim  

olduğundan ∞=µ
∞→

n
n
lim  dır. Dolayısıyla her ( )0Lρ∈µ  için 0R µ  operatörünün 

∞

=







µ−µ
1nn

1
 

özdeğerler dizisinin limiti sıfırdır. Yani  

0
1

lim
n

n
=

µ−µ∞→
  ( )( )0Lρ∈µ  

dır. Ayrıca her 
µ−µn

1
 özdeğerinin katlılığı sonludur. Her ( ) RL0 ∩ρ∈µ  için 11

0 HH:R →µ  

sınırlı kendine eş operatördür. Bu operatörün özvektörlerinin { } ∞∞

==
ϕ

1j,0kjk .kxcosM  kümesi 

tam ortonormal bir kümedir. O halde Teorem 2.9 gereğince 0R µ  operatörü tam süreklidir. 

( ) 0000 RRRR µλµλ µ−λ=−  

formülünden her ( )0Lρ∈λ  için 0R λ  operatörünün tam sürekli olduğu elde edilir. 

11
1

0
0
0 HH:LR →= −  operatörünün spektrumu  

{ },...,...,,,0 1
n

1
2

1
1

−−− µµµ  

kümesidir. O halde Teorem 2.6 gereğince 0L  operatörünün spektrumu her birinin katlılığı 

sonlu olan  

,...,...,, n21 µµµ  

özdeğerlerinden ibarettir. Öte yandan ∞=µ
∞→

n
n
lim  olduğundan 0L  operatörü saf ayrık 

spektruma sahiptir. Teorem 3.1.3 gereğince 11 HH:Q →  sınırlı kendine eş bir operatördür. O 

halde teorem 2.8 den dolayı ( ) 10 HLD:QLL →+= operatörü de saf ayrık spektruma sahip 

olacaktır.  

L  operatörünün özdeğerleri ...... n21 ≤λ≤≤λ≤λ  olsun. Her ( )Lρ∈µ  sayısı için  

0
1

lim
n

n
=

µ−λ∞→
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olduğundan Teorem 2.6 gereğince ( ) 1ILR −

µ µ−=  operatörünün spektrumu 









µ−λµ−λµ−λ
,...

1
,...,

1
,

1
,0

n21

 

kümesidir. Burada her ( ) 1

n

−
µ−λ  sayısı µR  operatörünün katlılığı sonlu olan bir özdeğeridir. 

O halde Teorem 2.10 gereğince her ( ) RL ∩ρ∈µ  sayısı için sınırlı kendine eş 11 HH:R →µ  

operatörü tam sürekli, 

( ) µλµλ µ−λ=− RRRR  

formülünden her ( )Lρ∈λ  sayısı için λR  operatörünün tam sürekli operatör olduğu elde 

edilir.  

3.2 Özdeğerler İçin Asimtotik Formül 

Bu kısımda 0L  ve L  operatörlerinin özdeğerleri için asimtotik formül bulunacaktır. 0L  

operatörünün bir λ  pozitif sayısından büyük olmayan özdeğerlerinin sayısını ( )λN  ile 

gösterelim 

Teorem 3.2.1:  α=γ a.jj  ( )∞<α< ,a0  ise  

( ) ( ) dttcostsinb
2

0

1
m

1
1

2

∫

π

+−
α=  olmak üzere ∞→λ  iken  

α

α+

α

λ
α

λ m2

m2

1
.

a

b2
~)(N  

dir.  

İspat: ( )λN  

λ≤+α m2kaj , ( ),...2,1,0k;,...2,1j ==  

eşitsizliğini sağlayan ( )k,j  ikililerinin sayısıdır. ( )y,x  düzleminin 
α








 λ
==

1

a
x,0x , 1y −=  

doğruları ve λ=+α m2yax  ( )0y,0x ≥≥  eğrisi ile sınırlandırılmış kapalı alt kümesini λF  ile 
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gösterelim. ( )λN , λF  kümesine ait olan ( )k,j  ( ),...2,1,0k;,...2,1j ==  noktalarının 

sayısıdır. (Şekil 3.1) 

 

          

         y     

m2
1

λ           

4          

3          

2         

 

1       

α








 λ
1

a
 

  

       x 

     

 0 

-1     

 

Şekil 3.1 λF  kümesinin alt kümeleri olan k,jE  kareleri 

Öte yandan 

( ) m2
1

axy α−λ= ,




















 λ
≤≤

α
1

a
x0  

fonksiyonu azalan olduğundan her ( ) λ∈ Fk,j  noktasına, köşeleri ( )1k,1j −− , ( )k,1j − , 

( )1k,j − , ve ( )k,j  olan λ⊂ FE k,j  karesi karşılık gelir. Dolayısıyla ( )λN , k,jE  ( )( )λ∈ Fk,j  

karelerinin sayısıdır. Yani ( )λN , λ⊂ FE k,j  ( ),...2,1,0k;,...2,1j ==  karelerinin alanlarının 

toplamıdır. Bu nedenle ( )λN , λF  nın alanından büyük değildir. Yani 
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( ) ∫

α








 λ

α
α

−λ+






 λ
≤λ

1

a

0

m2

1

dxax
a

N  

dır. Bu eşitsizlikte yer alan  

∫

α








 λ

α−λ

1

a

0

m2 dxax  

integralini hesaplayalım.  

dx
ax

1dxax

11

a

0

m2m2

a

0

m2

∫∫

αα








 λ

α







 λ

α

λ
−λ=−λ  

dır. Burada tsin
ax 2=
λ

α

 dönüşümü yapılırsa  

( )m

1
m2 2m2 tcostsin1

ax
1 =−=

λ
−

α

,   ( ) α

α
α








 λ
=

λ
=

2
1

2 tsin
a

x,tsin
a

x  (3.16) 

( ) tdtcostsin
2

a
dx 1

2
1

−
α

α

α







 λ
=  (3.17) 

( ) ( ) dttcostsin
2

a
dxax

2

0

m

1
11

2
1a

0

m2

1

∫∫
π

+−
α

α







 λ

α

α







 λ
=−λ

α

 (3.18) 

bulunur. (3.16), (3.17) ve (3.18) den 

( ) ( ) dttcostsin
a

2

a
)(N

2

0

m

1
11

21

m2

1

1

1

∫

π

+−
αα

+

α

α

λ
α

+






 λ
≤λ  (3.19) 

elde edilir. 

( ) ( ) dttcostsinb
2

0

m

1
11

2

∫

π

+−
α=  (3.20) 

alınırsa (3.19) eşitsizliği 
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α

α+

α

α

λ
α

+






 λ
≤λ m2

m2

1

1

a

b2

a
)(N   (3.21) 

şeklinde yazılır. 

( )y,x  düzleminin 0x = , 0y =  doğruları ve ( ) ( ) λ=+++
α m21y1xa  ( 0x ≥ , )0y ≥  eğrisi ile 

sınırlandırılmış kapalı alt kümesini λD  ile gösterelim. λ⊂ FE k,j  ( ),...2,1,0k;,...2,1j ==  

kareleri λD  kümesini örtüyor. Öte yandan ( )λN  nın söz konusu karelerin alanlarının toplamı 

olduğu hatırlanırsa ( )λN  nın λD  nın alanından küçük olmayacağı ortaya çıkar. Dolayısıyla  

( ) ( )

( )∫

∫

−






 −λ

α
α

−






 −λ

α

α

α

+






 −λ
−+−λ=

=



 −+−λ≥λ

1
a

1

0

1

m2

1
a

1

0

m2

1

1

1
a

1
dx1xa

dx11xaN

 (3.22) 

dır. Burada t1x =+  dönüşümü yapılırsa 

( )

∫ ∫ ∫

∫∫
α α

α

αα








 λ







 λ








 −λ

ααα








 −λ

α

−






 −λ

α

=−λ−−λ−−λ

=−λ=+−λ

1 1

1

11

a

0

1

0

a

a

1

m2m2m2

a

1

1

m2

1
a

1

0

m2

dtatdtatdtat

dtatdx1xa

 (3.23) 

elde edilir. (3.18) ve (3.20) den 

 α

α+







 λ

α

α λ
α

=−λ∫

α

m2

m2a

0
1

m2

1

a

b2
dtat  (3.24) 

bulunur. Öte yandan 

m2
1

1

0

m2 dtat λ<−λ∫
α  (3.25) 
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αα

α

ααα







 λ








 −λ

α







 −λ
−







 λ
<





















 −λ
−λ





















 −λ
−







 λ
<−λ∫

α

α

11

m2

111a

a

1

m2

a

1

aa

1
a.

a

1

a
dtat

1

1

 (3.26) 

dır. (3.23), (3.24), (3.25) ve (3.26) dan  

( )
αα

−






 −λ

α

α+

α

α







 −λ
+







 λ
−λ−λ

α
>+−λ∫

α

11

m2

1
1

a

1

0

m2

m2

1
m2

a

1

a
.

a

b2
dx1xa

1

 (3.27) 

elde edilir. (3.22) ve (3.27) den  

m2

1
1

m2

m2

1 a
.

a

b2
)(N λ−







 λ
−λ

α
>λ

α
α

α+

α

 (3.28) 

bulunur.  (3.21) ve (3.28) den ∞→λ  iken  

α

α+

α

λ
α

λ m2

m2

1
.

a

b2
~)(N  

elde edilir. ■ 

Teorem 3.2.2: ∞→j  iken αγ aj~j  ( )∞<α< ,a0  ise ∞→λ  iken 

α

α+

α

λ
α

λ m2

m2

1
.

a

b2
~)(N  

dır. 

İspat: 0>ε  herhangi bir sayı olsun. O zaman Mj >  iken  

ε+<
γ

<ε−
α

1
aj

1
j

 

ya da  

( ) ( ) ( )Mjaj1aj1 j >∀ε+<γ<ε− αα  

olacak şekilde ( )ε= MM  doğal sayısı vardır.  
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( )

( )



>ε−

≤γ
=γ

α Mj,aj1

Mj,j1
j  

( )

( )



>ε+

≤γ
=γ

α Mj,aj1

Mj,j2
j  

olsun.  

( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ),...2,1,0k;,...2M,1Mjkaj1

,...2,1,0k;M,....2,1jkaj1

,...2,1,0k;,......2,1jkaj1

,...2,1,0k;,......2,1jkaj1

,...2,1,0k;M,....2,1jk

,...2,1,0k;,......2,1jk

,...2,1,0k;,......2,1jk

m2

m2

m2

m2

m2
j

m22

j

m21

j

=++=λ≤+ε+

==λ≤+ε+

==λ≤+ε+

==λ≤+ε−

==λ≤+γ

==λ≤+γ

==λ≤+γ

α

α

α

α  

eşitsizliklerini sağlayan (j,k) ikililerinin sayısı sırasıyla ( )λ1N , ( )λ2N , ( )λ3N , ( )λ4N , 

( )λ5N , ( )λ6N , ( )λ7N  olsun. ( ) ( )2
jj

1
j γ≤γ≤γ   ( ),...2,1j =  olduğundan  

( ) ( ) ( )λ≤λ≤λ 12 NNN  (3.29) 

dır. Ayrıca 

( ) ( ) ( )λ+λ≤λ 431 NNN  (3.30) 

( ) m2
1

3 M2N λ≤λ  (3.31) 

dır. (3.21) eşitsizliğinden yararlanarak  

( )[ ] ( )

α
α

α+

α









ε−

λ
+λ

ε−α
≤λ

1

m2

m2

14 a1
.

a1

b2
)(N  (3.32) 

elde edilir. (3.29) (3.30) (3.31) ve (3.32) ten 

( )[ ] ( )
m2

1

1

m2

m2

1
.M2

a1
.

a1

b2
)(N λ+









ε−

λ
+λ

ε−α
≤λ

α
α

α+

α

 (3.33) 

bulunur. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )λ−λ=λ≥λ+λ=λ 657732 NNNNNN  (3.34) 

ve  

( ) m2
1

6 .M2N λ≤λ  (3.35) 

dır. Öte yandan (3.28) eşitsizliğinden yararlanarak  

( )[ ] ( )
m2

1

1

m2

m2

15
1a

.
1a

b2
)(N λ−









ε+

λ
−λ

ε+α
≥λ

α
α

α+

α

 (3.36) 

elde edilir. (3.29), (3.34), (3.35) ve (3.36) dan  

( )[ ] ( )
( ) m2

1

1

m2

m2

1
.1M2

a1
.

a1

b2
)(N λ+−









ε+

λ
−λ

ε+α
≥λ

α
α

α+

α

 (3.37) 

bulunur. (3.33) ve (3.37) den 

( ) ( )
α

−α−

αα
α

α+

α

λ
α

+λ
ε−

α
+

ε−
≤

λ
α

λ
11

m2

1

11

m2

m2

1

.
b

Ma
.

1b21

1

.
a

b2

)(N

( ) ( )
α

−α−

αα
α

α+

α

λ
α

−λ
ε+

α
−

ε+
≥

λ
α

λ
11

m2

1

11

m2

m2

1

.
b

Ma2
.

1b21

1

.
a

b2

)(N
 

elde edilir. Son iki eşitsizlikten  

( )
( )11

m2

m2

1

M
1

1

.
a

b2

)(N
>λ∀ε+

ε−
≤

λ
α

λ

α
α

α+

α

 (3.38) 

( )
( )11

m2

m2

1

M
1

1

.
a

b2

)(N
>λ∀ε−

ε+
≥

λ
α

λ

α
α

α+

α

 (3.39) 

olacak şekilde bir ( )ε= 11 MM  pozitif sayısının var olduğu görülmektedir. Öte yandan   

( ) ( )
1

1

1
lim

1

1
lim

1010
=

ε+
=

ε− α→εα→ε
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olduğu göz önüne alınırsa  (3.38) ve (3.39) dan 

1

.
a

b2

)(N
lim

m2

m2

1

=

λ
α

λ

α

α+

α

∞→λ
 

ya da  

α

α+

α

λ
α

∼λ m2

m2

1
.

a

b2
)(N  (3.40) 

bulunur. ■ 

Teorem 3.2.3: ( )xQ  operatör fonksiyonu a), b), ve c) koşullarını sağlıyor ve ∞→j  iken 

α∼γ ajj   ( )∞<α< ,a0  ise  

α+
α

α













α
=

m2
m2

1

b2

a
d  ve ( ) ( ) dttcostsinb

2

0

m

1
11

2

∫

π

+−
α=  olmak üzere  

∞→n  iken  

α+

α

∼λ m2

m2

n dn  

dır.  

İspat: 0L  operatörünün bir nµ  özdeğerinin katlılığı np  olsun. O taktirde  

1pqnpq2q1qq nnnnnnn
... +++++ µ<µ=µ==µ=µ<µ  

nnn pqn1q +≤≤+   (3.41) 

olacak şekilde bir nq  doğal sayısı vardır. 

( ) α

α+

µ∼+=µ m2

m2

nnnn cpqN   (3.42) 

dır. Burada 
αα

=
1

a

b2
c  dır. Öte yandan nµ  özdeğerinin np  katlılığı  

n
m2

j k µ=+γ   ( ),...2,1,0k;,......2,1j ==  
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denklemini sağlayan  ( )k,j   ( ),...2,1,0k;,......2,1j ==  ikililerinin sayısıdır. Dolayısıyla  

m2
1

n
m2

1

nn 21p µ≤+µ<  

dır. Bu bağıntıdan  

α
−

α

α+
µ≤

µ

<
1

n

m2

m2

n

n 2
p

0  (3.43) 

elde edilir. ∞=µ
∞→

n
n
lim  olduğundan  (3.43) den 

0
p

lim
m2

m2

n

n

n
=

µ α

α+∞→
 (3.44) 

bulunur. (3.42) ve (3.44) den  

( )

α

α+

α

α+

µ

−µ
=

µ m2

m2

n

nn

m2

m2

n

n

c

pN

c

q
 

( )
1

p
lim.

c

1

c

N
lim

c

q
lim

m2

m2

n

n

n
m2

m2

n

n

n
m2

m2

n

n

n
=

µ

−

µ

µ
=

µ α

α+∞→
α

α+∞→
α

α+∞→
 (3.45) 

elde edilir. (3.41) den ve ( ) nnn pqN +=µ  eşitliğinden  

( )

α

α+

α

α+

α

α+

α

α+

µ

µ
=

µ

+
≤

µ

≤

µ

+

m2

m2

n

n

m2

m2

n

nn

m2

m2

n
m2

m2

n

n

c

N

c

pq

c

n

c

1q
 (3.46) 

bulunur. (3.42), (3.45) ve (3.46) dan 

1
c

n
lim

m2

m2

n

n
=

µ α

α+∞→
 

elde edilir. Buradan  

1

c
n

lim
m2

m2

n

n
=

µ α

α+

∞→
 

ya da  
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( )
1

nc

lim
m2

m2

1

n

n
=

µ

α+

α

−
∞→

 

bulunur. Böylece ∞→n  iken  

α+

α

α+

α
−

∼µ m2

m2

m2

m2

n nc  

dır. 
αα

=
1

a

b2
c  olduğundan  

α+

α

α
α+

α
−













 α
=

m2

m2
1

m2

m2

b2

a
c  

dır. Dolayısıyla ∞→n  iken  

α+

αα+

α

α













α
∼µ m2

m2m2

m2
1

n n
b2

a
 

ya da  

α+

α

α













α
=

m2

m2
1

b2

a
d  

olmak üzere  

α+

α

∼µ m2

m2

n dn  (3.47) 

elde edilir.  

Bu kez QLL 0 +=  operatörünün ...... n21 ≤λ≤≤λ≤λ  özdeğerleri için asimtotik formül 

bulalım. ( )xQ  operatör fonksiyonu a), b), c) koşullarını sağlıyorsa Teorem 3.1.3 den dolayı 

11 HH:Q →  sınırlı ve kendine eş operatördür. Dolayısıyla her 1Hy ∈  için  

( ) 2

HHHHH
11111

yQyQyy,Qy ≤≤  

ya da 
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( ) ( ) ( )
111

11 HHH
HH

y,yQy,Qyy,yQ ≤≤−  

dır. Buradan  

IQQIQ
11 HH

≤≤−  

elde edilir. Bu nedenle  

IQLQLLIQL
11 H00H0 +≤+=≤−  

dır. Bu durumda  

11 HnnHn QQ +µ≤λ≤−µ  (3.48) 

olduğu bilinmektedir (Smirnov, 1964). Buradan  

n

H

n

n

n

H 11
Q

1
Q

1
µ

+≤
µ

λ
≤

µ
−  

bulunur. Bu bağıntıdan  

1lim
n

n

n
=

µ

λ

∞→
 (3.49) 

elde edilir. (3.47) ve (3.49) dan  

1

dn

.lim

dn

lim
m2

m2
n

n

n

n
m2

m2
n

n
=














µ

µ

λ
=

λ

α+

α∞→
α+

α∞→
 

ya da  ∞→n  iken  

α+

α

∼λ m2

m2

n dn  (3.50) 

bulunur. ■ 

3.3 Özdeğerler Dizisinin Özel Alt Dizileri Ve Düzenli İzin Tanımlanması 

Bu kısımda 0L  operatörünün ,...,...,, n21 µµµ  özdeğerler dizisinin belirli bir eşitsizliği 

sağlayan özel alt dizilerinin var olduğu gösterilmiş ve bundan yararlanarak L  operatörünün 
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düzenli izi tanımlanmıştır.  

Teorem 3.3.1: { }na  limiti ∞+  olan herhangi bir reel sayı dizisi ise bu dizinin  

pnq aa > , ( ),...2n,1nq pp ++=  

koşulunu sağlayan bir { }∞

=1pnp
a  alt dizisi vardır. 

İspat: Önce { }namin  nin var olduğunu yani her Nn ∈  için 
0jn aa ≥  olacak şekilde bir 

Nj0 ∈  sayısının var olduğunu gösterelim. +∞=
∞→

n
n

alim  olduğundan { }na  dizisinin bir 

0a
1j

>  elemanı vardır. Ayrıca her Nn >  için  

qjn aa >  

olacak şekilde bir N doğal sayısı vardır. Buradan görülüyor ki { }na  dizisinin 
1j

a  den büyük 

olmayan elemanlarının sayısı sonludur. Bu sonlu sayıda elemanlardan en küçük olan bir 

tanesi 
0j

a  olsun: 

{ }
o1 jjnn aaa:amin =≤  

Eğer 
1jn aa ≤  ise 

ojn aa ≥  dır. 
1jn aa >  ise 

o1 jj aa ≥  olduğundan 
0jn aa >  dır. Dolayısıyla 

{ }namin  vardır ve { }
0jn aamin =  dır. +∞=

∞→
n

n
alim  olduğu göz önüne alınırsa yukarıdaki 

ispattan { }na  dizisinin  

{ },...a,amina 21n1
=  ve 

1nq aa >  ( ),...2n,1nq 11 ++=  

{ },...a,amina 2n1nn 112 ++=  ve 
2nq aa >  ( ),...2n,1nq 22 ++=  

………………………………………………………………. 

{ },...a,amina 2n1nn 1p1pp ++ −−
=  ve 

pnq aa >  ( ),...2n,1nq pp ++=  

………………………………………………………………. 

koşullarını sağlayan bir { }∞

=1pnp
a  alt dizisinin varlığı elde edilir. ■ 
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Teorem 3.3.2: ∞→j  iken αγ a.j~j  ( )0,a >α  ise bir 0d  pozitif sabiti için { }nµ  dizisinin  











−>µ−µ α+

α
α+

α

m2

m2

p
m2

m2

0nq nqd
p

, ( ),...2n,1nq pp ++=  (3.51) 

olacak şekilde bir { }∞

=
µ

1pnp
 alt dizisi vardır.  

İspat: (3.47) formülünden  

0d,d

q

lim
m2

m2

q

q
>=

µ

α+

α∞→
  

dir. Buradan her 0jq ≥  için  

2

d

n m2

m2

n >
µ

α+

α
 

olacak şekilde bir Nj0 ∈  sayısının varlığı elde edilir. Dolayısıyla  

α+

α

α+

α

>−µ= m2

m2

m2

m2

nn n
4

d
n

4

d
a  , ( ),...1j,jn 00 +=  

dir. Görüldüğü gibi +∞=
∞→

n
n

alim  dur. O halde Teorem 3.3.1 den dolayı { }na  dizisinin 

pnq aa > , ( ),...2n,1nq pp ++=  

ya da  

α+

α
α+

α

−µ>−µ m2

m2

pn
m2

m2

q n
4

d
q

4

d
p

 , ( ),...2n,1nq pp ++=  

olacak şekilde bir { }∞

=1pnp
a  alt dizisi vardır. Son eşitsizlikten  











−>µ−µ α+

α
α+

α

m2

m2

p
m2

m2

0nq nqd
p

, ( ),...2n,1nq pp ++=  

bulunur. Burada 
4

d
d0 =  tür. ■ 
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0L  operatörünün özdeğerleri  

j
m2k γ+  , ( ),...2,1j;...,2,1,0k ==  

şeklinde olduğundan  

qj
m2

qq k γ+=µ , ( ),...2,1q =  (3.52) 

dir. Bu tez çalışmasında { }∞

=
µ

1pnp
, azalmayan { }∞

=
µ 1nn  dizisinin (3.51) eşitsizliğini sağlayan bir 

alt dizisi ve ,...j,j 21  (3.52) eşitliğini sağlayan doğal sayılar olmak üzere  

( )∑ ∫
=

π

−
∞→









ϕϕ

π
µ−λ

pn

1q 0

jjqq
p

dx,)x(Q
1

lim
qq

 (3.53) 

limitinin var olduğu gösterilecek ve bu limit için bir formül bulunacaktır. Söz konusu limite L 

operatörünün düzenli izi diyeceğiz. 

Aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

( ) δδ+δ+ >−− x1xx 11  , ( )0,1x >δ>  (3.54) 

Gerçekten 

( ) ( ) ( ) 11xx1x
x

1x
x

x

1xx 11

=−−>−






 −
−=

−−
δ

δ

δ+δ+

 

ya da  

( ) δδ+δ+ >−− x1xx 11  

dır. 

Teorem 3.3.3: ( )xQ  operatör fonksiyonu a), b) ve c) koşullarını sağlıyor ve ∞→j  iken 

αγ a.j~j  








−
>α>

1m2

m2
,0a  ise p nin büyük değerleri için  

( ) 1nn1nn pppp 2

1
++ λ<µ+µ<λ  

dir. Burada { }∞

=
µ

1pnp
 Teorem 3.3.2 yi sağlayan bir dizidir. 
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İspat: { }∞

=
µ

1pnp
 dizisi Teorem 3.3.2 yi sağladığından  

( )( )1
p

1
p0n1n n1nd

pp

+δ+δ

+ −+>µ−µ  (3.55) 

dir. Burada  

1
m2

m2
−

α+

α
=δ  (3.56) 

dır. (3.54) ve (3.55) den  

δ

+ >µ−µ p0n1n nd
pp

 (3.57) 

elde edilir. (3.48) den ve bu eşitsizlikten yararlanarak  

( ) ( )
( )

1

pp

ppppppp

Hp0

1n1np0

n1n1n1nn1n1n

Q2nd

2nd

22

−≥

µ−λ+>

µ−µ+µ−λ=µ+µ−λ

δ

++

δ

+++++

 

bulunur. 0>δ  olduğundan buradan p nin büyük değerleri için  

( ) 02
ppp n1n1n >µ+µ−λ ++  

veya  

( ) 1nn1n ppp2

1
++ λ>µ+µ  (3.58) 

elde edilir. (3.48) ve (3.57) eşitsizliklerinden bir daha yararlanırsak p nin büyük değerleri için  

( )
pppp n1nnn2 µ−µ<µ−λ +  

veya  

( )
ppp n1nn

2

1
µ+µ<λ +  (3.59) 

bulunur. (3.58) ve (3.59) den  

( ) 1nn1nn pppp 2

1
++ λ<µ+µ<λ   elde edilir. ■ 
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Teorem 3.3.4: ( )xQ  operatör fonksiyonu a), b) ve c) koşullarını sağlıyor ve ∞→j  iken 

αγ a.j~j  








−
>α>

1m2

m2
,0a  ise p nin büyük değerleri için 

∑∑
∞

=

∞

= λ−µ

λ

λ−λ

λ

1q q1q q

ve   

serileri ( )
pp n1n

1
p 2b µ+µ==λ +

−  çemberi üzerinde düzgün yakınsaktır.  

İspat: Teorem 3.3.3 gereğince p nin büyük değerleri için 

1npn pp
b +λ<<λ  (3.60) 

dir. Öte yandan 0q >µ  olduğundan (3.48) den  

( ),...2,1qQ
1Hq =−>λ  (3.61) 

bulunur. ∞=
∞→

p
p

blim  olduğu dikkate alınırsa (3.60) ve (3.61) den  

( ),...2,1qbpq =≠λ  

elde edilir. Dolayısıyla  

( ),...2,1q
q

=
λ−λ

λ
 

fonksiyonları p nin büyük değerleri için pb=λ  çemberi üzerinde tanımlıdır ve  

pq

p

qq b

b

−λ
=

λ−λ

λ
≤

λ−λ

λ
 

olduğundan ∑
∞

= λ−λ

λ

1q q

 serisinin pb=λ  çemberi üzerinde düzgün yakınsaklığını göstermek 

için  

∑
∞

= −λ1q pq b

1
 

serisinin yakınsak olduğunu göstermek yeterlidir. ∞=λ
∞→

q
q
lim  olduğundan keyfi Nq >  için  
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pq b2>λ  

olacak şekilde bir N doğal sayısı vardır. Bu nedenle Nq >  için  

22
bb

qq

qpqpq

λ
=

λ
−λ>−λ=−λ  

veya  

qpq

2

b

1

λ
<

−λ
 (3.62) 

dır. Ayrıca (3.50) formülüne göre keyfi Nq >  için 

α+

α

>λ m2

m2

q cq  (3.63) 

olacak şekilde bir 0c >  sayısı vardır. (3.62) ve (3.63) den  

( )Nq

cq

2

b

1

m2

m2

pq

><
−λ α+

α
 (3.64) 

bulunur. Varsayım gereği 
1m2

m2

−
>α  dir ve dolayısıyla ∑

∞

=

α+

α−

−

1q

m2

m2
1qc2  serisi yakınsaktır. O 

taktirde (3.64) den  

∑
∞

= −λ1q pq b

1
 

serisinin yakınsaklığı elde edilir. Benzer şekilde ∑
∞

=














λ−µ

λ

1q q

 sersinin de pb=λ  çemberi 

üzerinde düzgün yakınsaklığı gösterilebilir. ■ 

Teorem 3.2.3 gereğince ∞→q  iken  

α+

α

∼µλ m2

m2

qq dq,   

dır. Buradan görülüyor ki 
1m2

m2

−
>α  ve qq ,µλ≠λ  ( ),...2,1q =  ise  
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∑
∞

= λ−µ1q q

1
 ve ∑

∞

= λ−λ1q q

1
 

serileri yakınsak serilerdir. Dolayısıyla 0R λ  ve λR  operatörleri çekirdek operatörlerdir ve 

(2.11) ve (2.15) formüllerinden yararlanarak  

( ) ∑
∞

=

λλλλ 













λ−µ
−

λ−λ
=−=−

1q qq

00 11
trRtrRRRtr  

bulunur. Bu eşitliği 
i2π

λ
 ile çarpıp ( )

pp n1n
1

p 2b µ+µ==λ +
−  çemberi üzerinde integre 

edersek  

( ) λ














λ−µ

λ

π
−λ















λ−λ

λ

π
=λ−λ

π ∫ ∑∫ ∑∫
=λ

∞

==λ

∞

==λ

λλ d
i2

1
d

i2

1
dRRtr

i2

1

ppp b 1q qb 1q qb

0  (3.65) 

elde edilir. Teorem 3.3.4 e göre  

∑∑
∞

=

∞

= λ−µ

λ

λ−λ

λ

1q q1q q

ve  

serileri pb=λ  çemberi üzerinde düzgün yakınsak serilerdir. Dolayısıyla (3.65) den  

( ) ∑ ∫∑ ∫∫
∞

= =λ

∞

= =λ=λ

λλ λ
λ−µ

λ

π
−λ

λ−λ

λ

π
=λ−λ

π 1q b q1q b qb

0

ppp

d
i2

1
d

i2

1
dRRtr

i2

1
 (3.66) 

bulunur. 1npn pp
b +µ<<µ  bağıntısından ve Teorem 3.3.3 den p nin büyük değerleri için 

{ } ( ) { }pp
n

1qq b:b,0B, p <λλ=⊂µλ  

[ ] { } ( )1nqb:b,0B, pppqq +≥≤λλ=∉µλ  

elde edilir. 

Bu nedenle  

ise1nq,

isenq,

0

d

i2

1

p

pq

b qp
+≥

≤



µ

=
µ−λ

λλ

π ∫
=λ

 



 

 

41 

ise1nq,

isenq,

0

d

i2

1

p

pq

b qp
+≥

≤



λ

=
λ−λ

λλ

π ∫
=λ

 

olur. Bunlar (3.66) da yerine konursa  

( ) ( ) λ−λ
π

−=µ−λ ∫∑
=λ

λλ
=

dRRtr
i2

1

p

p

b

0
n

1q
qq  (3.67) 

bulunur. Aşağıdaki formülün sağlandığı bilinmektedir: 

( ) ( )( )0
00 LLQRRRR ρ∩ρ∈λ−= λλλλ  

Buradan 2s ≥  herhangi bir doğal sayı olmak üzere  

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

+

λλ

+

λλλλ −+−=−
s

1j

1s01sj00j0 QRR1QRR1RR  

formülü elde edilir. Bu da (3.67) de yerine yazılırsa  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) λ







−+−λ

π
=µ−λ ∫ ∑∑

=λ =

+

λλλλ

+

=

dQRR1QRR1tr
i2

1

p

p

b

s

1j

1s0sj001j
n

1q
qq  

veya  

( ) ( )∑ ∑
= =

+=µ−λ
pn

1q

s

1j

s
ppjqq DD  (3.68) 

bulunur. Burada  

( ) ( )[ ] ( ),...2,1jdQRRtr
i2

1
D

pb

j00
1j

pj =λλ
π

−
= ∫

=λ

λλ

+

 

( ) ( )[ ] λλ
π

−
= ∫

=λ

+

λλ dQRRtr
i2

1
D

pb

1s0
s

)s(
p  

dır. 

Bakşi (1999) doktora tez çalışmasındakine benzer şekilde aşağıdaki teorem ispatlanabilir: 
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Teorem 3.3.5: ( )xQ  operatör fonksiyonu a), b) ve c) koşullarını sağlıyor ve ∞→j  iken 

α∼γ ajj  








−
>α>

1m2

m2
,0a  ise 

( ) ( )[ ] λ
π

−
= ∫

=λ

λ dQRtr
ij2

1
D

pb

j0
j

pj   

dır. 

0L  operatörünün { }∞

=
µ

1qq  özdeğerlerine karşılık gelen ortonormal özvektörleri sırasıyla 

( ){ }∞

=
Ψ

1qq x  olsun. 0L  operatörünün 

j
m2k γ+  , ( ),...2,1j;...,2,1,0k ==  

özdeğerlerine karşılık gelen ortonormal özvektörler sırarıyla jk .kxcosM ϕ  olduğundan  

( ) ( ),...2,1q.xkcosMx
qq jqkq =ϕ=Ψ  (3.69) 

dır. 

Teorem 3.3.5 den  

( ) λ
π

−= ∫
=λ

λ dQRtr
i2

1
D

pb

0
1p  (3.70) 

elde edilir. 0QR λ  her ( )0Lρ∈λ  için bir çekirdek operatörü ve ( ){ }∞
Ψ

1q x  1H  uzayının bir 

ortonormal tabanı olduğundan  

( ) ( )∑
∞

=
λλ ΨΨ=

1q
Hqq

00

1

,QRQRtr  

dır (Cohberg ve Krein, 1969). Bu ifade (3.70) de yerine yazılıp  

( ) ( ) q

1

qq

1

0q
0 ILR Ψλ−µ=Ψλ−=Ψ

−−

λ  

olduğu dikkate alınırsa  

( ) λ







ΨΨ

π
−= ∫ ∑

=λ

∞

=
λ d,QR

i2

1
D

p

1
b 1q

Hqq
0

1p  
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( )

( ) ∫∑

∫ ∑

=λ

∞

=

=λ

∞

=

µ−λ

λ

π








ΨΨ=

λ











ΨΨ

λ−µπ
−=

p

1

p

1

b q1q
Hqq

b 1q
Hqq

q

d

i2

1
,Q

d,Q
1

i2

1

 

bulunur. (3.69) dan ve  

isenq,

isenq,

0

1d

i2

1

p

p

b qp
>

≤





=
µ−λ

λ

π ∫
=λ

 

formülünden yararlanarak  

( ) ( ) ( ) ( )( )∑∫∑
=

π

=

=ΨΨ=ΨΨ=
pp

1

n

1q 0

qq

n

1q
Hqq1p dxx,xxQ,QD  

( )( )∑∫
=

π

=ϕϕ
p

qqqq

n

1q 0

jqkjqk dx.xkcosM,.xkcosMxQ  

( )( )∑ ∫
=

π

=ϕϕ
p

qqq

n

1q 0

jjq
22

k dx,xQxkcosM  

( ) ( )( )∑ ∫
=

π

ϕϕ+
p

qqq

n

1q 0

jjq
2
k dx,xQxk2cos1M

2

1
 (3.71) 

elde edilir. (3.68) ve (3.71) den  

( )( ) =











ϕϕ−µ−λ∑ ∫

=

πp

qq

q

n

1q 0

jj

2
k

qq dx,xQ
2

M
 

( )( ) ( )∑∑ ∫
==

π

++ϕϕ
s

2j

s
ppj

n

1q 0

jjq
2
k DDdx,xQxk2cosM

2

1 p

qqq
 (3.72) 

bulunur. Burada 0k q ≥  ve 1jq ≥  

...... q21 ≤µ≤≤µ≤µ  

olmak üzere  

qj
m2

qq k γ+=µ  
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olacak şekilde tam sayılardır.  

( )xQ  operatör fonksiyonunun aşağıdaki koşulları sağladığını varsayalım: 

i. )x(Q  [ ]π,0  aralığında 2.mertebeden zayıf türeve sahiptir ve her Hg,f ∈  için 

( )g,f)x(Q ′′  fonksiyonu süreklidir. 

ii. Her [ ]π∈ ,0x  için ( ) HH:xQ )i( →  )2,1,0i( =  kendine eş çekirdek operatörlerdir ve 

( ) ( )
( )H

i

1

xQ
σ

 )2,1,0i( =  fonksiyonları [ ]π,0  aralığında sınırlı ve ölçülebilirdir. 

Teorem 3.3.6: ( )xQ  operatör fonksiyonu i) ve ii) koşullarını sağlıyorsa 

( )( ) ∞<ϕϕ∑∑ ∫
∞

=

∞

=

π

0k 1j 0

jj kxdx2cos,xQ   dır. 

İspat: ( ) ( )( )jjj ,xQxf ϕϕ=  olsun. Kısmi integrasyondan yararlanarak  

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )∫

∫

∫

∫

∫∫

π

ππ

π

π
π

ππ

″
−





 ′

−π
′

=

″
−

′
=

′








′
=

′
−=

′









=

0

j2jj2

0

j2
0

j2

0

j

0

j0j

0

j

0

j

kxdx2cosxf
k4

1
0ff

k4

1

kxdx2cosxf
k4

1
kx2cosxf

k4

1

dxkx2cos
k2

1
xf

k2

1

kxdx2sinxf
k2

1
kx2sinxf

k2

1

dxkx2sin
k2

1
xfkxdx2cosxf

 

elde edilir. Buradan 

( ) ( ) ( ) ( ) 






 ″
+

′
+π

′
≤ ∫∫

ππ

0

jjj2
0

j dxxf0ff
k4

1
kxdx2cosxf   

bulunur. Bu eşitsizliğin her iki tarafı k ya ve j ye göre 1 den ∞  a kadar toplamı alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ∑∑ ∫∑∑ ∫
∞

=

−
∞

=

π∞

=

∞

=

π








 ″
+π

′
+

′
≤

1j

2

1j 0

jjj
1k 1j 0

j kdxxff0f
4

1
kxdx2cosxf  (3.73) 
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elde edilir. Burada 0
1k

2 ck
4

1
=∑

∞

=

−  ve  

( ) ( ) ( )∫ ∑∫ ∑∑∫
π ∞

=

π

=
∞→

∞

=

π








 ″
≤







 ″
=

″

0 1j
j

0

n

1j
j

n
1j 0

j dxxfdxxflimdxxf  

dır. Bu eşitsizlik (3.73) de göz önüne alınırsa   

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑∑∑∑ ∫
π ∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

π








 ″
+





 π

′
+

′
≤

0 1j
j0

1j
jj0

1k 1j 0

j dxxfcf0fckxdx2cosxf  (3.74) 

dır. (2.16) eşitsizliğinden 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )2,1mxQ,xQxf
H

m
w

1j
jj

m
w

1j

m
j

1

=≤ϕϕ=
σ

==

∑∑ , ( )∞≤≤ w1  (3.75) 

bulunur. (3.74) ve (3.75) den  

( ) ( )
( )

( )
( )

[ ] ( )
( )∫∑∑ ∫

π

σσσ

∞

=

∞

=

π

′′+π′+′≤
0

H0HH0
1k 1j 0

j dxxQcQ0Qckxdx2cosxf
111

 

elde edilir. Varsayım gereği ( )
( )H1

xQ
σ

′′  fonksiyonu [ ]π,0  aralığında sınırlı ve ölçülebilir 

olduğundan bu son eşitsizlikten 

( ) ∞<∑∑ ∫
∞

=

∞

=

π

1k 1j 0

j kxdx2cosxf  (3.76) 

bulunur. Ayrıca 

( ) ( ) ( )∫ ∑∫ ∑∑ ∫
π ∞

=

π

=
∞→

∞

=

π









≤








=

0 1j
j

0

n

1j
j

n
1j 0

j dxxfdxxflimdxxf  (3.77) 

dır. Q(x) operatör fonksiyonu çekirdek operatör olduğundan ve ii) koşulunu sağladığından  

( ) ( )( )
( )

( )0cc)x(Q,xQxf 11H
1j

jj
1j

j
1

>≤<ϕϕ=
σ

∞

=

∞

=

∑∑  

dır. Bu eşitsizlik (3.77) de göz önüne alınırsa  
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( ) ∞<∑ ∫
∞

=

π

1j 0

j dxxf   

elde edilir. Bu son bağıntıdan ve (3.76) dan 

( )( ) ∞<ϕϕ∑∑ ∫
∞

=

∞

=

π

0k 1j 0

jj kxdx2cos,xQ  

elde edilmiş olur. ■ 

Teorem 3.3.7: ( )xQ  operatör fonksiyonu i) ve ii) koşullarını sağlıyor ve ∞→j  iken α∼γ ajj  










−
>α>

1m2

m2
,0a  ise  

[ ])(trQ)0(trQ
2

1
dx),)x(Q(xk2cosMlim

0

jjq

n

1q

2
k

p qq

p

q
π+=ϕϕ∫∑

π

=
∞→

  dır. 

İspat: Teorem 3.3.6 dan  

( )( )∑∑ ∫
∞

=

∞

=

π

ϕϕ
0k 1j 0

jj
2
k kxdx2cos,xQM  

iki kat serisinin mutlak yakınsak olduğu elde edilir. Bu durumda  

( )( )∫ ∑∑ ∫∑
π ∞

=

∞

=

π

=
∞→

ϕϕ=ϕϕ
0 0k 1j 0

jj
2
kqjj

n

1q

2
k

p
kxdx2cos,xQMxdxk2cos),)x(Q(Mlim

qq

p

q
 (3.78) 

olduğu bilinmektedir. Öte yandan (3.4) formülü göz önüne alınırsa  

( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )∑ ∑ ∑ ∫∫

∑∑ ∫ ∫

∑∑ ∫

∞

=

∞

=

∞

=

ππ

∞

=

∞

=

π π

∞

=

∞

=

π













π







ϕϕ+








ϕϕ

=







ϕϕ−+ϕϕ

=ϕϕ

1j 0k 0k 0

jj
2
k

0

jj
2
k

1j 0k 0 0

jj
2
k

k

jj
2
k

0k 1j 0

jj
2
k

kcoskxdxcos,xQM0kcoskxdxcos,xQM
2

1

kxdxcos,xQM1kxdxcos,xQM
2

1

kxdx2cos,xQM

(3.79) 

dır. Bu bağıntının sonundaki k ya göre toplamlar ikinci mertebeden sürekli türeve sahip olan 

( )( )jj ,xQ ϕϕ  fonksiyonunun [ ]π,0  aralığında { }∞

=0kkxcos  fonksiyonlarına göre Fourier 

serisinin 0 ve π  noktalarındaki değerleridir. Dolayısıyla (3.78) ve (3.79) dan   
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( )( ) ( )( )[ ]∑∫∑
∞

=

π

=
∞→

ϕϕπ+ϕϕ=ϕϕ
1j

jjjj

0

qjj

n

1q

2
k

p
,Q,0Q

2

1
xdxk2cos),)x(Q(Mlim

qq

p

q
 

ya da  

[ ])(trQ)0(trQ
2

1
xdxk2cos),)x(Q(Mlim

0

qjj

n

1q

2
k

p qq

p

q
π+=ϕϕ∫∑

π

=
∞→

 

bulunur. ■ 

3.4 Düzenli İz İçin Formül 

Bu kısımda L  operatörünün (3.53) düzenli izi için bir formül bulacağız. Bunun için 3. 

Bölümün 3. kısmında ispatladığımız  

( ) =











ϕϕµ−λ∑ ∫

=

π

−

pn

1q 0

jj

2
k

qq dx,)x(Q
2

M
qq

q  

( )
∫ ∑∑
π

==

++ϕϕ
0

s

2j

s
ppjjjq

n

1q

2
k DDdx),)x(Q(xk2cosM

2

1
qq

p

q
 (3.80) 

formülünden yararlanacağız. Burada  

( ) ( )[ ]∫
=λ

λ λ
π

−
=

pb

j0
j

pj dQRtr
ij2

1
D , (3.81) 

( ) ( )[ ]∫
=λ

+

λλ λλ
π

−
=

pb

1s0
s

)s(
p dQRRtr

i2

1
D  (3.82) 

dır. Bakşi (1999) doktora tez çalışmasında 

( ) ( )
( )

( )∑∑ ∑ ∏∫ ∏
∞

=

∞

=

∞

= ==λ =

−














ψψ














λλ−µ∗

π

−
=

+

1q 1q 1q

j

1r 
Hqq

b

j

1r 

1

q

j

pj

1 2 j
1

1

p

r g
,Qd...

ij2

1
D

rr

 (3.83) 

formülü ispatlanmıştır. Bu ifadedeki ∗  işareti 
j21 qqq ,...,, µµµ  sayıları arasında pb  den küçük 

ve pb  den büyük olanların var olduklarını gösterir. Ayrıca  
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( )
isejr ,

isejr ,

0

r
rg

=

<





=  

dır. (3.83) formülünden yararlanarak Dp2  için  

( )( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )∑ ∑ ∫

∑ ∑ ∫

∞

+= = =λ

=

∞

+= =λ

ψψψψ













λ

µ−λµ−λπ

+ψψψψ













λ

µ−λµ−λπ
=

1nj

n

1k
HjkHkj

b kj

n

1j 1nk
HjkHkj

b kj

2p

p

p

11

p

p

p
11

p

,Q,Qd
1

i4

1

,Q,Qd
1

i4

1
D

 

( )( )
( ) ( )∑ ∑ ∫

=

∞

+= =λ

ψψψψ













λ

µ−λµ−λπ
=

p

p
11

p

n

1j 1nk
HjkHkj

b kj

,Q,Qd
1

i2

1
 (3.84) 

elde edilir. pnj ≤  ve 1nk p +≥  için yani pj b<µ  ve pk b>µ  için 

( )( ) ( )
=λ













µ−λ
−

µ−λµ−µπ
=λ

µ−λµ−λπ ∫∫
=λ=λ

d
111

i2

1
d

1

i2

1

pp b kjkjb kj

 

kjb b kjkj

1
d

1

i2

1
d

1

i2

11

p p
µ−µ

=













λ

µ−λπ
−λ

µ−λπµ−µ ∫ ∫
=λ =λ

 (3.85) 

dır. (3.84) ve (3.85) den  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
2

1j
Hjk

1nk

1

nk

2n

1j 1nk
Hkj

1

nk

2n

1j 1nk
Hkj

1
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n

1j 1nk
HkjHkj

1

kj2p

1
p

p

p

p
1p

p

p
1

p

p
11

,Q

Q,

Q,

Q,Q,D

∑∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∞

=

∞

+=

−

=

∞

+=

−

=

∞

+=

−

=

∞

+=

−

ψψ











µ−µ=

ψψµ−µ≤

ψψµ−µ=

ψψψψµ−µ=

 

elde edilir. { } 1j H⊂ψ  tam ortonormal dizi olduğundan 

( ) 2

H

2

Hk

2

1j
Hjk

111
QQ,Q ≤ψ=ψψ∑

∞

=
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dır. Dolayısıyla 

2pD p

2

H1
Q Ω≤  (3.86) 

dir. Burada  

pΩ = ( )∑
∞

+=

−
µ−µ

1nk

1

nk

p

p
 (p=1, 2, …) (3.87) 

dir. 
1m2

m2

−
>α  olduğunu kabul edip pΩ  yi sınırlandıralım. (3.56) formülünden ve Teorem 

3.3.2. den yararlanarak  

( )

( )( ) ∑

∑∑

∞

+=
δ+δ+δ+δ+

∞

+=
δ+δ+

∞

+=

−
+

−+
=

−
<

µ−µ
=Ω

2nk
1

p
1

0
1

p

1

p0

1nk
1

p
1

0
1nk nk

p

p

pp p

nk

1

d

1

n1nd

1

nkd

11

 (3.88) 

elde edilir. Ayrıca  

( )∑ ∫∑
∞

=

++

+

δ+δ+

∞

+=
δ+δ+ −++

=
− 1i

1in

in
1

p

1

p2nk
1

p
1

p

pp n1in

dx

nk

1
  

ve ][ 1in,inx pp +++∈  için  

( ) δ+δ+δ+δ+
−

≤
−++

1

p
11

p

1

p nx

1

n1in

1
 

olduğundan  

( ) ∫∫
++

+

δ+δ+

++

+

δ+δ+
−

≤
−++

1in

in
1

p
1

1in

in
1

p

1

p

p

p

p

p
nx

dx

n1in

dx
 

ve  

∫∑ ∫∑
∞

+

δ+δ+

∞

=

++

+

δ+δ+

∞

+=
δ+δ+ −

=
−

≤
− 1n

1

p
1

1i

1in

in
1

p
1

2nk
1

p
1

p

p

pp nx

dx

nx

dx

nk

1
 (3.89) 

dir. (3.88) ve (3.89) dan  
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( )( ) ∫
∞

+

δ+δ+δ+δ+ −
+

−+
<Ω

1n
1

p
1

0
1

p

1

p0

p

p
nx

dx

d

1

n1nd

1
 (3.90) 

bulunur. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki integrali sınırlandırmak için  

δ+δ+ −
1

p
1 nx = t 

dönüşümünü yapalım. O takdirde  

( )
( ) dtnt

t1

1

nx

dx
11

p

1n
1

p
1

pp

δ+

δ
−δ+

∞

α

∞

+

δ+δ+
+

δ+
=

−
∫∫  (3.91) 

elde edilir. Burada 

( ) δ+δ+
−+=α

1

p

1

pp n1n  

dır. (3.91) den 

( )[ ] δ+

δ
−δ+δ+

∞

α

∞

α

δ+

δ
−

δ+

δ
−−

∞

+

δ+δ+
−+

δ
=

δ

δ+

δ+
−=

δ+
<

−
∫∫ 11

p

1

p
11

1

1n
1

p
1

n1n
1

t
1

1

1
dtt

1

1

nx

dx

p pp

 (3.92) 

bulunur. (3.90) ve (3.92) ten  

( )[ ] δ+

δ
−δ+δ+

−+








δ
+<Ω 11

p

1

p

00

p n1n
d

1

d

1
 (3.93) 

elde edilir. Varsayım gereği 
1m2

m2

−
>α  yani 01

m2

m2
>−

α+

α
=δ  

dır. O halde (3.54) eşitsizliğinden yararlanarak 

( ) ( ) δδδ+δ+
>+>−+ pp

1

p

1

p n1nn1n  (3.94) 

bulunur. (3.93) ve (3.94) den 

δ+

δ
−

δ

δ+
<Ω 1p

0

p

2

n
d

1
 (3.95) 

elde edilir. (3.86) ve (3.95) den 
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








−
>α=

∞→ 1m2

m2
0Dlim 2p

p
 (3.96) 

bulunur. 

Bu kez  

0Dlim 3p
p

=
∞→

 (3.97) 

olduğunu gösterelim. Yine (3.83) formülünden yararlanarak 3pD  için 

( )s,k,jFD
1j 1k 1s

3p ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∗=  

elde edilir. Burada 

F ( )s,k,j =g ( )s,k,j ( ) ( ) ( )
111 HjsHskHkj ,Q,Q,Q ψψψψψψ , 

g ( )s,k,j = ( )( )( )∫
=λ

λ
µ−λµ−λµ−λπ

pb skj

d
1

i6

1
   dır.  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]s,j,kFj,k,sFs,k,jF

k,s,jFj,k,sFs,k,jF

s,k,jFs,k,jF

s,k,jFs,k,jF

s,k,jFs,k,jF

s,k,jFs,k,jF

s,k,jFs,k,jF

s,k,jFs,k,jFD

p

p p

p p

p

p

p pp

p

p

p p

pp p

p

p

p

p

p

p p

p p

p

p

p
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p

p

n

1j 1nk 1ns

n

1j

n

1k 1ns

n

1j 1nk 1ns1nj

n

1k 1ns

n

1j

n

1k 1ns1nj 1nk

n

1s

n

1j 1nk

n

1s1nj

n

1k

n

1s

1j 1nk 1ns1j

n

1k 1ns

1j 1nk

n

1s1j

n

1k

n

1s

1j 1k 1ns1j 1k

n

1s
3p

+++

++=

++

++

+=

∗+∗+

∗+∗=

∗+∗=

∑ ∑ ∑

∑∑ ∑

∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑

∑∑ ∑∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑ ∑∑∑ ∑

∑ ∑ ∑∑∑∑

∑∑ ∑∑∑∑

=

∞

+=

∞

+=
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∞

+=

=

∞

+=

∞

+=

∞

+= =

∞

+=

= =

∞

+=

∞

+=

∞

+= =

=

∞

+= =

∞

+= = =

∞

=

∞

+=

∞

+=

∞

= =

∞

+=

∞

=

∞

+= =

∞

= = =

∞

=

∞

=

∞

+=

∞

=

∞

= =

 (3.98) 



 

 

52 

dır. g ( )s,k,j = ( )s,k,jg  ve ∗= QQ olduğu göz önüne alınırsa   

( )j,k,sF = g ( )s,k,j ( ) ( ) ( )
111 HsjHjkHks ,Q,Q,Q ψψψψψψ = ( )s,k,jF  (3.99) 

( )s,j,kF = g ( )s,k,j ( ) ( ) ( )
111

HksHsjHjk ,Q,Q,Q ψψψψψψ = ( )s,k,jF  (3.100) 

( )k,s,jF = g ( )s,k,j ( ) ( ) ( )
111 HjkHksHsj ,Q,Q,Q ψψψψψψ = ( )s,k,jF  (3.101) 

dır. (3.98), (3.99), (3.100) ve (3.101) den  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 21

n

1j 1nk 1ns

n

1j

n

1k 1ns
3p IIs,k,jF2s,k,jFs,k,jF2s,k,jFD 

p

p p

p p

p

+=+++= ∑ ∑ ∑∑∑ ∑
=

∞

+=

∞

+== =

∞

+=

 (3.102) 

elde edilir. 

( )s,k,jFI 
p

p

p n

1k 1ns

n

1j
11 ∑ ∑∑

=

∞

+==

=  (3.103) 

( )s,k,jFI 
p

p p

n

1j 1nk 1ns
21 ∑ ∑ ∑

=

∞

+=

∞

+=

=  (3.104) 

olsun. O zaman 

11111 I2II +=  (3.105) 

21212 I2II +=  (3.106) 

( ) ( )∑∑∑∑∑∑
∞

+=

µ=µ

==

∞

+=

µ≠µ

==

+=
1ns

n

1k

n

1j1ns

n

1k

n

1j
11

p

kj

pp

p

kj

pp

s,k,jFs,k,jFI  (3.107) 

dir. kj µ≠µ  (j, k pn≤ ) ve 1ns p +≥  için  

( )
( )( )( )

( )( )

( ) ( )( )ksjssksjkj

b kjkjs

b skj

3

111

3

1

d
111

i6

1

d
1

i6

1
s,k,jg

p

p

µ−µµ−µ
−=















µ−µ
−

µ−µµ−µ
=

λ














µ−λ
−

µ−λµ−µµ−λπ
=

λ
µ−λµ−λµ−λπ

=

∫

∫

=λ

=λ

 (3.108) 
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dır. kj µ=µ  (j, k pn≤ ) ve 1ns p +≥  için 

( )
( ) ( ) ( )2

jsb s

2

j 3

1
d

1

i6

1
s,k,jg

p
µ−µ

−=λ
µ−λµ−λπ

= ∫
=λ

 (3.109) 

dir. (3.108) ve (3.109) dan 

( )( )
( ) ( ) ( ) ≤ψψψψψψ

µ−µµ−µ
= ∑ ∑∑

=

∞

+==
111

p

p

p

HjsHskHkj

ksjs

n

1k 1ns

n
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3

1
I  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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

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
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









ψψ






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
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∑∑∑

∑∑ ∑
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−
∞
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∞
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2
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n
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n
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2
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1ns
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1
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1
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n

1j

n

1k 1ns

p

p

1

p

1p1

1111

p p

p

p

111

p p

p

,Q,QQ

,Q,QQ

,Q,Q,Q

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) =







ψψµ−µµ−µ

≤






























ψψ













ψψµ−µµ−µ

∑ ∑

∑ ∑∑

∞

+=

∞

=

−−

+

∞

+= ==

−−

+

1ns 1j

2

Hjs

1
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1

n1npH

1ns

2

1
n

1k

2

Hsk

2

1
n

1j

2

Hjs

1

ns

1

n1npH

p
1ppp1

p

p

1

p

1ppp1

,QnQ

,Q,QnQ

( ) ( )[ ]≤ψµ−µµ−µ ∑
∞

+=

−−

+
1ns

2

s

1

ns

1

n1npH
p

1H
ppp1

QnQ

( ) ( ) ( ) p

1

n1np

3

H
1ns

1

ns

1

n1np

3

H pp1

p

ppp1
nQnQ Ωµ−µ=µ−µµ−µ

−

+

∞

+=

−−

+ ∑  (3.110) 

bulunur. Teorem 3.3.2 den ve (3.54) eşitsizliğinden yararlanarak 

( )( ) ( ) δδδ+δ+

+ >+>−+>µ−µ p0p0

1

p

1

p0n1n nd1ndn1nd
pp

 (3.111) 

elde edilir. (3.95), (3.110) ve (3.111) den 

δ+

δ−

δ+

δ
−δ−−

δ

δ+
=

δ

δ+
≤ 1

21

p

3

H2
0

1p

0

p
1

p

3

H11

2

1

2

01
nQ

d

1
n

d

1
ndnQI  

bulunur. Buradan  

2

1
1

m2

m2
>−

α+

α
=δ  
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ya da  

12m22

m22m2

−−

+
>α  (3.112) 

koşulu sağlandığı takdirde  

0Ilim 11
p

=
∞→

 (3.113) 

olduğu görülmektedir. (3.105) ve (3.113) den (3.112) koşulu sağlandığı takdirde  

0Ilim 1
p

=
∞→

 (3.114) 

elde edilir. 

Bu kez 21I  in (3.104) ifadesini sınırlandıralım. 
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



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∞
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∞
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∞
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∑ ∑ ∑∑
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∞
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∞

=

∞
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∞
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
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
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
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
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
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H
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H
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H
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1

p p

p
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( )( )∑ ∑
∞

+=

∞

+=

=
µ−µµ−µ1nk 1ns nsnk

3

p p
pp

1H

1
Q  

2
p

3

2

1nk nk

3

1H

p p
1H

Q
1

Q Ω=














µ−µ
∑

∞

+=

 (3.115) 

dir. (3.95) ve (3.115) den 










−
>α









δ

δ+
≤ δ+

δ
−

1m2

m2
nQ

d

1
I 1

2

p

3

H

2

0

21

2

1
 

dir. Bu eşitsizlikten  










−
>α=

∞→ 1m2

m2
0Ilim 21

p
 (3.116) 

bulunur. (3.106) ve (3.116) dan 










−
>α=

∞→ 1m2

m2
0Ilim 2

p
 (3.117) 

elde edilir. (3.102) (3.114) ve (3.117) den 












−−

+
>α=

∞→ 12m22

m22m2
0Dlim 3p

p
 (3.118) 

bulunur. 

{ },...,...,, q21 µµµ∉λ  için 0R λ  normal operatör olduğundan  

( ) ∑
∞

=
σλ

λ−µ
=

1q q
H

0 1
R

11

 

dır (Cohberg ve Krein, 1969). ( )
pp n1n

1
p 2b µ+µ==λ +

−  çemberi üzerinde 

( )

∑∑ ∑

∑ ∑∑

= +=

∞
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=

∞

+= ++

∞

=
σλ
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µ−µ
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+
µ−µ

≤
µ−µ−µ

+
µ−µ+µ

=
µ−λ

≤

p

p

p

p pp

p

p pppp
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n
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p
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n

1q 1nq nqq1n

n

1q 1nq 1nnqq1nn1q q
H

0

2
222

2

2

2

21
R

 (3.119) 
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dir. Teorem 3.3.2 den ve (3.54) eşitsizliğinden yararlanarak  

( )[ ] ( )
δ−−

δδ+δ+
+= +

<
+

<
−+

<
µ−µ

<
µ−µ

∑ 1

p
1

0

p0
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p

1

p0

p

n1n

p
n

1q q1n

nd
1nd

n

n1nd

nn1

pp

p

p

 (3.120) 

elde edilir. (3.95), (3.119) ve (3.120) den  

( )
( ) δ+

δ
−−−δ−−

σλ δ+δ+< 1p
11

0
1

p
1

0H

0
2

11

n1d2nd2R  

bulunur. Buradan da  

( )

( )









−
>α=λ

δ

δ+
<

δ−

σλ
1m2

m2
;bn

d

212
R p

1
p

0
H

0

11

 (3.121) 

elde edilir. 

pb=λ  ve p nin büyük değerleri için λR  operatörünün normunu sınırlandıralım. pb=λ  için  

( ) q1nn1nnqq 2
2

1

2

1
pppp

λ−µ+µ=µ+µ−λ=λ−λ ++  (3.122) 

dır. pnq ≤  ve p nin büyük değerleri için 
pnq λ≤λ  olduğundan  

( )
pppppppp

ppppp

nnn1nnnn1n

n1nnq1nn

22

22

λ−µ−µ−µ≥λ−µ+µ−µ

=λ−µ+µ≥λ−µ+µ

++

++

 (3.123) 

dır. (3.48) ve (3.123) den 

( )pHn1nq1nn nqQ22
1pppp

≤−µ−µ≥λ−µ+µ ++  (3.124) 

elde edilir. 1nq p +≥  ve p nin büyük değerleri için 1nqq p +λ≥λ=λ  olduğundan  

( )

1n1nn1n

n1n1n1n1nn1n1nnq

pppp

ppppppppp

2

222

+++

++++++

µ−λ−µ−µ≥

µ−µ+µ−λ=µ−µ−λ≥µ−µ−λ
 (3.125) 

dır. (3.48) ve (3.125) den 

( )1nqQ22 pHn1n1nnq
1pppp

+≥−µ−µ≥µ−µ−λ ++  (3.126) 
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bulunur. ( ) ∞=µ−µ +
∞→ pp n1n

p
lim  olduğu göz önüne alınırsa (3.122), (3.124) ve (3.126) dan 

( ) ( )pn1nq b
4

1
pp

=λµ−µ>λ−λ +  (3.127) 

elde edilir. Teorem 3.3.2 den ve (3.54), (3.127) eşitsizliklerinden yararlanarak  

( )[ ] ( )δδ+δ+
+>−+>λ−λ 1n

4

d
n1n

4

d
p

11

p

1

p
1

q  

bulunur. Bu bağıntıdan pb=λ  ve p nin büyük değerleri için 

δ
>λ−λ p

1
q n

4

d
 (3.128) 

elde edilir. Öte yandan λR  operatörünün s-sayıları { }∞

=

−λ−λ 1q
1

q  olduğundan  

{ }1

q
qH

maxR
1

−

λ λ−λ=  (3.129) 

dır (Cohberg ve Krein, 1969). (3.128) ve (3.129) den p nin büyük değerleri için 










−
>α=λ<

δ−

λ
1m2

m2
;bn

d

4
R pp

1
H1

 (3.130) 

bulunur. 

Teorem 3.4.1: ( )xQ  operatör fonksiyonu a), b) ve c) koşullarını sağlıyor ve ∞→j  iken 

α∼γ ajj  










−−

+
>α>

12m22

m22m2
,0a  ise 

( ),...4,3,2j0Dlim pj
p

==
∞→

 

İspat: (2.10), (2.17) ve (3.81) bağıntılarından yararlanarak Dpj  aşağıdaki şekilde 

sınırlandırılabilir: 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )∫∫

∫∫

∫∫

=λ

−

λσλ

=λ

−

λσλ

=λ

−

λσλ

=λ

−

λσλ

=λ
σ

λ

=λ

λ

λ≤λ

≤λ≤λ

≤λ≤λ
π

≤

p

1111

p

1111

p
1111

p
111

p
11

p

b

1j

H

0

H

0j

H
b

1j

H

0

H

0

H

b
H

1j0

H

0

H
b

H

1j0

H

0

b
H

j0

b

j0
pj

dRRQdQRRQ

dQRRQdQRQR

dQRdQRtr
j2

1
D

 (3.131) 
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dır. ( ) 0xQ ≡  halinde 0RR λλ =  olduğu göz önüne alınırsa (3.130) dan 









−

α+

α
=δ=λ<

δ−

λ 1
m2

m2
;bn

d

4
R pp

1
H

0

1

 (3.132) 

elde edilir. (3.121), (3.131) ve (3.132) bağıntılarından 

( ) j1
pp

b

1j
p

1
ppj nb.constdnnconstD

p

δ−

=λ

−δ−δ−
<λ< ∫  (3.133) 

bulunur. p nin büyük değerleri için 

( ) δ+

+ ≤µ+µ=
1

pn1np n.const
2

1
b

pp
 (3.134) 

olduğundan (3.133) ten  

)1j(2
ppj n.constD −δ−

<  

elde edilir. Burada 
3

2
>δ  ya da  

5m6

m10

−
>α  

koşulu sağlandığı taktirde  

( ),...5,4j0Dlim pj
p

==
∞→

 

olduğu görülmektedir. Öte yandan her Nm ∈  için  

5m6

m10

12m22

m22m2

−
>

−−

+
 

olduğu ve (3.96) ve (3.118) formülleri göz önüne alınırsa  

12m22

m22m2

−−

+
>α  

koşulu sağlandığı taktirde  

( ),...4,3,2j0Dlim pj
p

==
∞→

  bulunur.■ 
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Teorem 3.4.2: ( )xQ  operatör fonksiyonu  

i. )x(Q  [ ]π,0  aralığında 2.mertebeden zayıf türeve sahiptir ve her Hg,f ∈  için 

( )g,f)x(Q ′′  fonksiyonu sürekli, 

ii. Her [ ]π∈ ,0x  için ( ) HH:xQ )i( →  )2,1,0i( =  kendine eş çekirdek operatörlerdir ve 

( ) ( )
( )H

i

1

xQ
σ

 )2,1,0i( =  fonksiyonları [ ]π,0  aralığında sınırlı ve ölçülebilir 

koşullarını sağlıyor ve ∞→j  iken  

α∼γ ajj  










−−

+
>α>

12m22

m22m2
,0a  ise 

L operatörünün düzenli izi için  

( ) [ ] ∫∑ ∫
π

=

π

−
∞→ π

−π+=







ϕϕ

π
µ−λ

0

pn

1q 0

jjqq
p

dx)x(trQ
2

1
)(trQ)0(trQ

4

1
dx,)x(Q

1
lim

qq
 

formülü sağlanır.  

İspat: (2.10) ve (2.17) eşitsizliklerinden yararlanarak (3.80) formülünün sonundaki ( )s
pD  nin 

(3.82) ifadesini sınırlandıralım: 

( ) ( )[ ] ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
λ≤λ

≤λ≤λ

≤λ≤λλ
π

≤

∫∫

∫∫

∫∫

=λ
σλ

+

λλ

=λ
σλλλ

=λ
σλλλ

=λ
σ

+

λλ

=λ
σ

+

λλ

=λ

+

λλ

dRQRRbdRQQRRb

dQRQRRbdQRRb

dQRRbdQRRtr
j2

1
D

p

11111

p

11111

p

1111

p
111

p
11

p

b
H

01s

H

s

H

0

Hp

b
H

0

H

s

H

0

Hp

b
H

0

H

s0

Hp

b
H

1s0

Hp

b
H

1s0
p

b

1s0s
p

 (3.135) 

dır. (3.121), (3.130) ve (3.135) bağıntılarından 

( ) ( ) 12s
p

2
p

b

1
p

1s
pp

s
p nb.constdnnb.constD

p

+δ−δ−

=λ

δ−+δ−

∫ ≤λ≤  (3.136) 

elde edilir. (3.134) ve (3.136) dan  

( ) s3
p

s
p n.constD δ−

≤  

bulunur. Buradan  
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( ) ( )1s
p

p
3s0Dlim −

∞→
δ>=  (3.137) 

elde edilir. Teorem 3.3.7, Teorem 3.4.1 ve (3.80), (3.137) formüllerinden yararlanarak 

( ) [ ])(trQ)0(trQ
4

1
dx,)x(Q

2

M
lim

pn

1q 0

jj

2
k

qq
p qq

q
π+=












ϕϕµ−λ∑ ∫

=

π

−
∞→

 (3.138) 

bulunur. Bu eşitliğin sol tarafındaki sonlu toplamı aşağıdaki gibi düzenleyelim: 

( )∑ ∫
=

π

− =













ϕϕµ−λ

pn

1q 0

jj

2
k

qq dx,)x(Q
2

M
qq

q  

( ) ( )∑ ∑ ∫∫
≠

≤

=

≤

π

−

π

−














ϕϕµ−λ+














ϕϕµ−λ=

0k
pnq

0k
pnq 0

jj

2
k

qq

0

jj

2
k

qq

q q

qqqq
dx,)x(Q

2

M
dx,)x(Q

2

M
qq

( ) ( )

( ) ( )

( )∑ ∫

∑ ∑ ∫∫

∑ ∑ ∫∫

=

≤

π

≠

≤

=

≤

π

−

π

−

≠

≤

=

≤

π

−

π

−









ϕϕ

π

+







ϕϕ

π
µ−λ+








ϕϕ

π
µ−λ=









ϕϕ

π
µ−λ+








ϕϕ

π
µ−λ=

0k
pnq 0

jj

0k
pnq

0k
pnq 0

jjqq

0

jjqq

0k
pnq

0k
pnq 0

jjqq

0

jjqq

q

qq

q q

qqqq

q q

qqqq

dx,)x(Q
2

1

dx,)x(Q
1

dx,)x(Q
1

dx,)x(Q
2

1
dx,)x(Q

1

( ) ( )∑ ∫∑ ∫
=

≤

π

=

π

− 







ϕϕ

π
+








ϕϕ

π
µ−λ=

0k
pnq 0

jj

pn

1q 0

jjqq

q

qqqq
dx,)x(Q

2

1
dx,)x(Q

1
 (3.139) 

dır. Ayrıca  

( ) ( ) ( )
( )∑∑

∞

=
σ

=

≤ϕϕ≤ϕϕ
1j

Hjj

n

1j
jj

1
xQ,)x(Q,)x(Q , ( ),...2,1n =  (3.140) 

dır. Varsayım gereği ( )
( )H1

xQ
σ

 fonksiyonu [ ]π,0  aralığında sınırlı ve ölçülebilirdir. Bu 

nedenle  

( )
( )∫

π

σ
∞<

0
H

dxxQ
1

 (3.141) 

dır. (3.140) ve (3.141) den Lebesgue teoremi gereğince  
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( ) ( ) ∫∫ ∑∑∫
ππ ∞

=

∞

=

π

=







ϕϕ=ϕϕ

00 1j
jj

1j 0

jj dx)x(trQdx,)x(Qdx,)x(Q  (3.142) 

elde edilir. Öte yandan 0kk
21 qq ==  ve 21 qq ≠  koşullarını sağlayan her 21 qveq  doğal 

sayıları için 
21 qq jj ≠  olduğu göz önüne alınırsa  

( ) ( )∑∫∑∫
∞

=

π

=

≤

π

∞→
ϕϕ=ϕϕ

1j 0

jj

0k
pnq 0

jj
p

dx,)x(Qdx,)x(Qlim

q

qq
 (3.143) 

dır. (3.142) ve (3.143) den 

( ) ∫∑∫
π

=

≤

π

∞→
=ϕϕ

0
0k
pnq 0

jj
p

dx)x(trQdx,)x(Qlim

q

qq
 (3.144) 

bulunur. (3.138), (3.139) ve (3.144) den 

( ) [ ] ∫∑ ∫
π

=

π

−
∞→ π

−π+=







ϕϕ

π
µ−λ

0

pn

1q 0

jjqq
p

dx)x(trQ
2

1
)(trQ)0(trQ

4

1
dx,)x(Q

1
lim

qq
 

elde edilir.■ 

3.5 Örnekler 

[ ]π= ,0LH 2  ve 2m =  olsun. ( )AD  ile aşağıdaki koşulları sağlayan ( )tϕ  fonksiyonlar 

kümesini gösterelim: 

a) ( )tϕ ′′′ [ ]π,0  aralığında mutlak süreklidir ve ( ) [ ]π∈ϕ ,0Lt 2
ıv  

b) ( ) ( ) ( ) ( ) 000 =πϕ ′′=πϕ=ϕ ′′=ϕ  

[ ] ( )
4

4

2
dt

td
A,,0L)A(D:A

ϕ
=ϕπ→  (3.145) 

operatörünü göz önüne alalım. 

Bu operatör  

IAA ≥= ∗  ve [ ]( )πσ∈ ∞
− ,0LA 2

1  (3.146) 

koşullarını sağlayan bir operatördür. A operatörünün özdeğerleri  
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( ),...3,2,1jj4
j ==γ  (3.147) 

bu özdeğerlere karşılık gelen ortonormal özvektörler de  

( ) ( ),...3,2,1jjtsin
2

tj =
π

=ϕ  (3.148) 

şeklindedir. 2m =  ve 4=α  olduğu göz önüne alınırsa A operatörü için  

12m22

m22m2

−−

+
>α  

koşulunun da sağlandığı görülmektedir. ( )xQ  olarak her [ ]π∈ ,0x  için [ ]π,0L 2  den [ ]π,0L 2  

ye  

( ) ( ) ( )dss)s,t(KxtxQ
0

2 ϕ=ϕ ∫
π

 (3.149) 

operatör fonksiyonunu ele alalım. Burada  

( )
( )




≥−ππ

≤−ππ
=

−

−

isest,ts

isest,st
)s,t(K

1

1

 

dır. Her [ ]π∈ ,0x  için ( ) [ ] [ ]π→π ,0L,0L:xQ 22  tam sürekli kendine eş operatördür. Bu 

operatörün özdeğerleri  

( )
2

2

i
i

x
x =α  ( ),...2,1i =  

ve bu özdeğerlere karşılık gelen ortonormal özvektörler sırasıyla 

( ) itsin
2

tf i
π

=  ( ),...2,1i =  

şeklindedir. Gerçekten  

( )( )

∫∫

∫
π

π

+=

=

t

2
t

0

2

0

2

isdssin)s,t(Kxisdssin)s,t(Kx

isdssin)s,t(KxitsinxQ
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( ) ( )

( )

( ) ( )

itsin
i

x

itcos
i

tx
1

i

tx
itsin

i

1
itcos

i

t
x1

i

tx

iscos
i

tx
issin

i

1
iscos

i

s
xissin

i

1
iscos

i

s
tx

isdssintxisdssinsxdsssinstx

isdssinstxisdssintxisdssinstx

isdssinstxisdssintsx

2

2

2
i

2

2

2i
2

t

2t

0
2

2

0
2

21

0 t

2
t

0

221

t

21

t

2
t

0

12

t

12
t

0

12

=

+−−







+−+−=

−







+−+








+−π−=

++ππ−=

π−+−ππ=

−ππ+−ππ=

π

π

−

π π
−

π
−

π
−

π
−−

∫ ∫∫

∫∫∫

∫∫

 

dır. Ayrıca her [ ]π∈ ,0x  için ( ) [ ] [ ]π→π′ ,0L,0L:xQ 22  operatörünün özdeğerleri 

∞

=







1i

2i

x2
 , 

( ) [ ] [ ]π→π′′ ,0L,0L:xQ 22  operatörünün de özdeğerleri 
∞

=







1i
2i

2
 dır. Dolayısıyla  

( )
[ ]( )

2

1i
2,0L

x
i

1
xQ

21








= ∑

∞

=
πσ

 

( )
[ ]( )

x
i

1
2xQ

1i
2,0L21








=′ ∑

∞

=
πσ

 

( )
[ ]( ) ∑

∞

=
πσ

=′′
1i

2,0L i

1
2xQ

21

 

dır. Görüldüğü gibi ( )xQ  operatör fonksiyonu i) ve ii) koşullarını sağlıyor. L0 ve L, 

( ) ( ) 10 HLDLD ⊂=  olmak üzere ( )0LD  dan H1 e sırasıyla  

( ) ( ) ( )
4

4

4

4

0
t

t,xu

x

t,xu
u

∂

∂
+

∂

∂
=�  (3.150) 

( ) ( ) ( ) ( )∫
π

+
∂

∂
+

∂

∂
=

0

2

4

4

4

4

dss,xu)s,t(Kx
t

t,xu

x

t,xu
u�  (3.151) 

diferansiyel ifadeleri ve aynı 
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( ) ( ) ( ) ( ) 0t,ut,ut,0ut,0u 33 xxxx =π′′′=π′=′′′=′  (3.152) 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,xu,xu0,xu0,xu 22 tt
=π′′=π=′′=  (3.153) 

sınır koşulları ile oluşturulan kendine eş operatörlerdir. ( )u0�  ve ( )u�  ifadelerinde yer alan 

( )
4

4

x

t,xu

∂

∂
 türevi [ ]π,0L 2  uzayındaki norma göre anlaşılmaktadır. Yani  

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )3,2,1i,0dtt,xu
x

t,xut,xxu
lim

0dtt,xu
x

t,xut,xxu
lim

0

2

1i

x

i

x

i

x

0x

0

2

x
0x

1i

ii

==−
∆

−∆+

=′−
∆

−∆+

∫

∫

π
+

→∆

π

→∆

+

 

dır. 0L  operatörünün özdeğerleri  

44 jk +   ( ),...3,2,1j,...;2,1,0k ==  (3.154) 

ve bu özdeğerlere karşılık gelen ortonormal özvektörler de  















=
π

=
π

=

ise,.....2,1k,
2

ise0k,
1

M k  (3.155) 

olmak üzere  

jtsin.kxcosM
2

k
π

 ( ),...2,1j;...,2,1,0k ==  (3.156) 

şeklindedir. 

Bu kez de [ ]( ) [ ] [ ]( )π×π=ππ= ,0,0L,0L;,0LH 2221  uzayında  

( ) ( ) ( )
4

4

4

4

1
t

t,xu

x

t,xu
u

∂

∂
+

∂

∂
=�  (3.157) 

diferansiyel ifadesini göz önüne alalım. Bu ifadedeki 
( )

4

4

x

t,xu

∂

∂
 veya 

( )
4

4

t

t,xu

∂

∂
 türevleri 

bildiğimiz adi kısmi türevler olarak alınmıştır. 
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c) ( )t,xu , [ ] [ ]π×π ,0,0  karesinde 
( )

4

4

x

t,xu

∂

∂
 ve 

( )
4

4

t

t,xu

∂

∂
 sürekli türevlerine sahip, 

d) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )π≤≤≡π′′′=π′=′′′=′ t00t,ut,ut,0ut,0u 33 xxxx  (3.158) 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )π≤≤≡π′′=π=′′= x00,xu,xu0,xu0,xu 22 tt
 (3.159) 

koşullarını sağlayan ( )t,xu  fonksiyonlar kümesi  0D  olsun. 0D , 1H  uzayının yoğun bir 

lineer manifoldu, 0D  dan 1H  e ( )uL 11 �=
′  operatörü de bir simetrik operatördür. ′

1L  

operatörünün özdeğerleri de  

44 jk +   ( ),...3,2,1j,...;2,1,0k ==  (3.160) 

ve bu özdeğerlere karşılık gelen ortonormal özvektörler de  

jtsin.kxcosM
2

k
π

 ( ),...2,1j;...,2,1,0k ==  (3.161) 

şeklindedir. Görüldüğü gibi ′
1L  operatörünün ortonormal özvektörler sistemi 1H  uzayının bir 

ortonormal tabanıdır. Bu durumda ′
= 11 LL  operatörü kendine eştir. (Adıgüzelov ve Bakşi, 

2004). Diğer taraftan 1H  den 1H  e  

( )∫
π

=
0

2 dss,xu)s,t(KxQu  (3.162) 

operatörü sınırlı ve kendine eş olduğundan  

QLL 12 +=  

operatörü de kendine eş olacaktır. 0L  operatörüne benzer şekilde 1L  operatörünün de saf 

ayrık spektruma sahip olduğu gösterilebilir. 

Böylece 0L  ve 1L , 1H  uzayında aşağıdaki özelliklere sahip olan operatörlerdir: 

1) ∗= 00 LL  ve ∗= 11 LL  

2) 0L  ve 1L  operatörleri saf ayrık spektruma sahiptir. 

3) 0L  ve 1L  operatörleri aynı özdeğerlere ve aynı özvektörlere sahiptir. 
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Bu taktirde 0L = 1L  olduğu bilinmektedir. Dolayısıyla 2LL =  olacaktır. 

( ) ( ) ∑
∞

=

−π=π=
1i

22 itrQ,00trQ  

( ) ∑∫ ∑∫
∞

=

−
π ∞

=

−
π

π
=








=

1i

2
3

0

2

1i

2

0

i
3

dxxidxxtrQ  

olduğu göz önüne alınırsa Teorem 3.4.2 gereğince  

( ) ∑∑∑∑ ∫
∞

=

∞

=

∞

==

π

−
∞→

π
=

π
−

π
=








ϕϕ

π
µ−λ

1i
2

2

1i
2

2

1i
2

2pn

1q 0

jjqq
p i

1

12i

1

6i

1

4
dx,)x(Q

1
lim

qq
 

dir. 
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4. SONUÇLAR 

Bu çalışmada H sonsuz boyutlu ayrılabilir bir Hilbert uzayı olmak üzere ( )H;,0L2 π  uzayında 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )xyxQxAyxy1y m2m
++−=�  

diferansiyel ifadesi ve  

( )( ) ( )( ) 0y0y 1i21i2 =π= −−  ( )m,..,2,1i =  

sınır koşulları ile oluşturulan kendine eş L  operatörünün spektrumu incelenmiş, özdeğerleri 

için asimtotik formül bulunmuş ve düzenli izi hesaplanmıştır. ( )y�  nin ifadesinde yer alan A 

operatörünün ve ( )xQ  operatör fonksiyonunun belirli koşullar sağladıkları varsayılmıştır. 
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