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OZET

Z-SAYILAR VE Z-SAYILARDA ARITMETIK ISLEMLER

Nebi KAYA
Matematik Anabilim Dal
Analiz ve Fonskiyonlar Teorisi Bilim Dali

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Ocak, 2021

Danigman : Prof. Dr. Handan AKYAR

Giinliik yagamdaki bir¢cok problem matematiksel olarak formiile edilmeye c¢aligilir. Ancak bu
problemlerdeki belirsizlik ve bilginin giivenirligi bu formiilasyonu zor hale getirmektedir. Bu
amagcla fuzzy sayr kavrami kullanilsa da fuzzy sayilar sadece belirsizlikleri modellemek icin
kullanilmaktadir. Zadeh tarafindan Onerilen Z-sayilar ise gercek hayat problemlerini modellemek
i¢in ¢ok daha uygundur. Bir Z-say1, Z = (A, B) seklinde sirali ikiliden olugmaktadir. Burada, 4
belirsizligi ifade eden bir fuzzy say1 iken ve B de A'min giivenirligi ile ilgili bir fuzzy sayidir.
Konugma dilinde belirsizlik igeren ciimleler matematiksel olarak Z-sayilar yardimiyla ifade
edilebilir. Ornegin, (COVID-19'un kulucka siiresi 5 giin civarindadir, Muhtemelen) ifadesi bir
Z-sayidir. Burada, "COVID-19’un kulugka siiresi 5 giin civarindadir" climlesi A fuzzy sayisina,
"Muhtemelen" ifadesi de A’nin giivenirligini gosteren B fuzzy sayisina karsilik gelmektedir.

Z-sayllar kesin ve gilivenilir bilginin olmadigi karar verme siireglerinde kullanmilmaktadir.
Ancak Z-sayilarla aritmetik islemler yapmak cok da kolay degildir. Bu tezde, ilk olarak Z-sayilar
hakkinda detayli bilgi sunulmusgtur. Sonra, Z-sayilar {izerinde aritmetik iglemlerin nasil
vapilabilecegi kapsamli bir literatiir taramasiyla verilmigtir. Son olarak gesitli érneklerle bu konu

pekistirilmigtir.

Anahtar So6zciikler: Z-say1, Siirekli Z-say1, Kesikli Z-say1, Fuzzy say1, Karar-verme
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ABSTRACT

Z-NUMBERS AND ARITHMETIC OPERATIONS ON Z-NUMBERS

Nebi KAYA
Department of Mathematics
Analysis and Theory of Functions

Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, January, 2021

Supervisor : Prof. Dr. Handan AKYAR

Many problems in real world require mathematical formulization. However, the uncertainty in
these problems and the reliability of the information makes this formulation difficult. Although the
concept of fuzzy numbers is used for this purpose, fuzzy numbers are deal with only for modeling
uncertainties. Z-numbers, proposed by Zadeh, are more convenient for modeling real life problems.
A Z-number consists of an ordered pair in the form Z = (A, B). Here, A is a fuzzy number
expressing uncertainty and B is also a fuzzy number related to the reliability of A. In linguistic
sentences, containing uncertainty, can be expressed mathematically by Z-numbers. For instance,
(The incubation period of COVID-19 is around 5 days, Probably) is a Z-number. Here, the phrase
"The incubation period of COVID-19 is around 5 days" corresponds to the fuzzy number A, and
the expression "Probably" corresponds to the fuzzy number B, which indicates the reliability
of A. Z-numbers are used in decision-making processes where precise and reliable information
is not available. However, arithmetic operations with Z-numbers are not so easy. In this thesis,
first, detailed information about Z-numbers is presented. Then, a comprehensive literature review
on how to perform arithmetic operations on Z-numbers is given. Finally, this subject has been

reinforced with various examples.

Keywords:Z-number, Continuous Z-number, Discrete Z-number, Fuzzy number, Decision-making
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ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 0zgiin bir caligma oldugunu; c¢aligmamin hazirhk, veri
toplama, analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim agamalarda bilimsel etik ilke
ve kurallara uygun davrandigimi; bu ¢alisma kapsaminda elde edilemeyen tiim veri
ve bilgiler i¢in kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi; bu
calismanin  Anadolu Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit
programi’yla tarandigini ve hicbir sgekilde “intihal igermedigini” beyan ederim.
Herhangi bir zamanda, ¢alismamla ilgili yaptigim bu beyana aykiri bir durumun
saptanmasi durumunda, ortaya c¢ikacak tim ahlaki ve hukuki sonuclara razi

oldugumu bildiririm.
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1. GIRIS

Gergek diinya belirsizliklerle doludur ve karar vermede kullandigimiz gogu bilgi
belirsizlik igerir. Ancak insanlar belirsiz, kesin olmayan veya eksik olan bilgiye
dayali rasyonel kararlar verme konusunda dikkate deger bir kabiliyete sahiptir. Bu
kabiliyeti en azindan bir dereceye kadar formiiliize etmek bile yeterince zordur. Bu
belirsizlik igeren problemleri ¢ozmek igin ilk kez 1965 yilinda Lotfi A. Zadeh [18§]
fuzzy kiime kavramimi ortaya atmugtir. Fuzzy (bulamk) kiimeler, sahip oldugu
elemanlarin iiyelik derecelerini igeren kiimelerdir. Aristo mantigina yani ikili
mantiga dayali klasik kiimelerde, elemanlar ya kiimeye aittir ya da degildir. Fuzzy
kiimelerde ise elemanlarin kiimeye ait olmasi belirli derecelerde olur ve elemanlarin
tiyelik dereceleri |0,1] arahginda degerler alir. Fakat kesin olmayan gergek diinya
bilgisi ile ugrastigimizda sadece bulanikligi hesaba katmak yeterli degildir.

Bilginin diger onemli 6zelligi de kismi giivenirliktir. Dolayisiyla bir yandan
bulaniklik diger yandan kismi giivenirlik giiclii bir sekilde birbiri ile iligkilidir.
Zadeh 2011 yihinda gercek diinya bilgisini iyi agiklayabilmek i¢in daha da yeterli
bir yapr olan Z-sayist kavramini 6ne siirmistiir [21]. Z-sayist kavrami kesin
olmayan ve belirsizlik durumunda rasyonel karar verebilmek i¢in insan yeteneginin
biiyiik 6lgiide resmilestirilmesine karsi bir adimdir. Temel olarak Z-sayisi bilginin
gilivenirligi konusu ile ilgilidir.

Z-bilgisinin temeli kisitlama kavramina dayanmaktadir. Kisitlama kavrami
aralik, kiime, fuzzy kiime gibi kavramlardan daha biiylik genellige sahiptir.
Geleneksel teorilerden ayrilan merkezi kisitlama teorisi bulanik mantiga
dayanmaktadir [22|. Bu teoride kisitlamalar gogunlukla dogal dilden alman fuzzy
onermelerdir. Bu fuzzy oOnermeler uzun, gisman veya hizli, yavag gibi fuzzy
yiklemler, ¢ok, c¢ogu, daha cok gibi fuzzy niceleyiciler, muhtemelen, miimkiin
olmayan gibi fuzzy olasiliklardir.

Z-sayilar ozellikle ekonomi, karar analizi, risk degerlendirmesi, tahmin, beklenti,
planlama, biyotip gibi alanlarda bir¢ok uygulamaya sahiptir [3], [5], [6], [10], [11],
[12], [15]. Z-aritmetigi ve uygulamalar: tizerine kapsaml ilk ¢aligma da 2015 yilinda
yapilan Aliev ve arkadaglarina aittir [2].

Bu tezde, Z-sayilar f{izerinde aritmetik islemler detayli bir gekilde
incelenecektir. Bunun ic¢in oncelikle Z-saymin ne oldugu, Z-sayilarin {izerinde
taniml oldugu rastlanti degiskeni, Z-sayilarin bilegenleri olan fuzzy sayilar, fuzzy
sayilarda aritmetik iglemler ve bu fuzzy sayilarin olasilik degerlerini hesaplamak
icin gerekli olan olasilik dagilimlar1 ve bir fuzzy sayimin olasilik hesabinin nasil

yapilacagl 2. boliimde verilecektir. Ayrica Z-sayilar {izerinde aritmetik iglemlerde



izlenecek adimlarin birinde karsilagilan lineer denklem sistemlerinin ¢oziimii igin
Dogrusal Hedef Programlama ve lineer olmayan denklemlerin ¢oziimii igin
Newton-Raphson Yénteminden de bahsedilecektir.

3. boliimde ise Z-say1, siirekli ve kesikli Z-say1 kavramlar1 tanimlanacak ve Z-
sayilar iizerinde aritmetik iglemlerden soz edilecektir. 4. boliimde siirekli Z-sayilar

ve 5. boliimde de kesikli Z-sayilar iizerinde aritmetik islemler yapilacaktir.



2. ON BILGILER

2.1. Hedef Programlama

Hedef programlama, sistem kisitlar1 haricinde tolere edilebilir hedefler oldugu
zaman dogrusal programlamanin formiilasyonunun kurulamadigi durumlarda,
esnek kisitlarin yani hedef kisitlarinin kullanildigi bir programlama tiirtidiir. Hedef
programlamada, amac¢ fonksiyonu hedeflerden istenmeyen sapmalari minimize
edecek sekilde kurulur. Bir veya birden fazla hedef tek amag fonksiyonunda
birlegtirilir [14].

Hedef programlama formiilasyonunda dogrusal programlamada oldugu gibi karar
degiskenleri, sistem kisitlayicilar: ve amag fonksiyonu ile dogrusal programlamadan
farkli olarak sapma degiskenleri ve hedef kisitlayicilar1 bulunur.

Karar degiskenleri herhangi bir degiskendir ve dogrusal programlamadaki
kullanimindan farksizdir. Sistem kisitlayicilar ¢oziilmek istenen problemdeki
kurulan sistemde kesin olarak saglanmasi gereken kisitlardir. Dogrusal
programlamadakinden farki yoktur. Coziim mutlaka bu kisitlarin icerisinde olmak
zorundadir. Ornegin bir fabrikanm iiretim yapabilmek icin isci calistirma
kapasitesi, 100 kisiden az 200 kisiden fazla olamaz ise ig¢i sayisini gosteren =z
degiskeni i¢in 100 < x < 200 sart1 saglanmak zorundadir.

Amag fonksiyonu hedeflerden istenmeyen sapmalarin en kii¢iik olmasini
saglayacak minimum fonksiyonudur. Sapma degiskenleri hedef programlama ile
dogrusal programlamadan farkini olusturan degiskenlerdir.

Sapma degigkenlerinde hedefin iistiinde kalan miktar d;, hedefin altinda kalan
miktar d; sembolleriyle gosterilir.

Bir hedef belirlendiginde bu hedefin hem iistiinde hem altinda kalmak miimkiin
degildir. Bu nedenle df ya da d; degiskenlerinden biri sifir olmak zorundadir.
Sifirdan farkl olan sapma degiskeni de pozitif olmalidir.

Ornegin bir fabrika miidiiriiniin « marka ayakkabu iiretimi icin belirledigi hedef en
az 10.000 adet olsun. Olugturulan hedef programlama formiilasyonunun ¢6ziimiinde

x markanin tiretim miktar: 12.000 ise;

df = 12.000 — 10.000
dF = 2.000

olur ve bu durumda d; = 0 olmak zorundadir. Eger elde edilen ¢6ziimde x markadan
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Sekil 2.1. Sapma degiskenleri (istenen)

7.000 adet iiretildigi goriliir ise;

d; = 10.000 — 7.000
d; = 3.000

olur ve bu durumda d; = 0 olmak zorundadir.

........
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Sekil 2.2. Sapma degiskenleri (istenmeyen)

Hedef programlama ¢oziimiinde x marka ayakkabinin iiretim miktar: tam 10.000
adet ise yani istenen hedef tam olarak gergeklesmis ise d” = 0 ve d; = 0 degerini
alir.

Bu érnekte 10.000 ayakkabinin iistiinde iiretim sorun tegkil etmeyecegi i¢in d;f
istenen sapma degiskeni, 10.000 ayakkabinin altinda iiretim istenmedigi i¢in, d;
istenmeyen sapma degiskeni olarak adlandirilir. Burada hedef olarak 10.000
ayakkabinin iistliinde iiretim olmasi istenmeseydi sapma degiskenleri tam tersi
sekilde isimlendirilmis olacakti.

Hedef kisitlayicilar1 yoneticinin kendi istegine gore ortaya koydugu hedeflerdir.
Bu hedeflerden taviz verilebilir. Yukaridaki ornekteki gibi en az 10.000 adet
ayakkab1 iiretme hedefi belirlenmis olsa da c¢oziimde 7.000 ayakkabi iiretilmesi
gerektigi sonucuna varilabilir. Bunun nedeni sistem kisitlayicilarinin - digina
¢gikilamamasidir. Bu durumda sistem kisitlariin iginde olacak sekilde hedefleri en
kii¢iik sapma ile elde etmek gerekmektedir.

Hedef programlamanin daha iyi anlagilabilmesi i¢in asagidaki 6érnek verilebilir.

Ornek 2.1.1. Bir magazada kisa kollu ve uzun kollu olacak sekilde iki tir elbise
tretilmektedir. Bu trinler i¢in iki ayry islem gerekmektedir. Kisa kollu elbiseden
bir tane diretebilmek i¢in 1. islemde 6 dakikaya, 2. islemde 3 dakikaya ihtiya¢ varder.
Uzun kollu elbisenin tiretimi i¢in de 1. islemde 3 dakikaya, 2. islemde yine 3 dakikaya

4



thtiya¢ vardwr. Bu fabrikanin 1. islemde 120 dakikalik, 2. islemde ise 90 dakikalik
calisma zamant bulunmaktadur.

Fabrika midiiri 15 adet kisa kollu elbiseyi ve 15 adet uzun kollu elbiseyi ayni
oncelik derecesiyle tiretmek istemektedir. Fabrikanin zaman kisite ve fabrika
midirinin hedefleri dogrultusunda bu problem i¢in en uygun ¢oézimi asagidaki
sekilde bulunabilir.

Ik olarak problemin hedef programlama modelini kuralvm. Degiskenleri ve kisitlart

olusturalim.

Karar degiskenleri: x1 = Kisa kollu elbiseden tretilecek miktar

T9 = Uzun kollu elbiseden tiretilecek miktar

Sapma degiskenleri: dy = 15 adet kisa kollu elbisenin altinda kalan tiretim

maktary

d{ = 15 adet kisa kollu elbise iiretimini asan miktar

d, = 15 adet uzun kollu elbisenin altinda kalan tiretim

maktar:

dy = 15 adet uzun kollu elbise tiretimini asan miktar
Hedef kisitlaypcilar:  xy +dy —df =15

(En az 15 adet kisa kollu elbise tiretme hedefi)

Ty +dy —df =15

(En az 15 adet uzun kollu elbise tretme hedefi)
Sistem kusitlayrcilary: 61 + 3xg < 120 (1. iglem’deki zaman kisita)

3x1 + 3x9 <90 (2. islem’deki zaman kisitr)

Pozitiflik kisite: @y, mo,dy,df,dy,dy >0

Amag fonksiyonu: minz =d; +d;

Olusturulan bu hedef programlama modelinin ¢oézimi grafik yontemi ile
yaprlabilir.

Sekil 2.3’te verilen grafige gore ¢ézim noktasinin hedeflerin karsilandigr bélgede
olmasy istenir [14|. Fakat bu bélge sistem kisitlayrcilarinin sinarladige bolgenin
disinda kaldigindan hedeflerin tam olarak karsilanmsi, mimkiin degildir.

Amag istenmeyen sapma degiskenleri olan di wve d, degerlerini minimum
yapmak olduguna gore, bu grafikte ¢ozim noktasy olarak sistem kisit bolgesinin
disina ¢ikilmadan hedeflerin karsilandige bolgeye en yakin nokta segilmelidir.

Hedeflerin karsilandig béolge ciarindaki koselerde bulunan
(10,20), (12.5,15) we (15,10) aday ¢ozim mnoktalar: denenerek en uygun

¢ozumi veren nokta bulunabilir.
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Sekil 2.3. Modelin Grafik Yontemi ile ¢ozimii

Tablo 2.1. Modelin ¢oziim tablosu

Nokta | Hedef Denklemlerinin Coziimii Amag Fonksiyonu Sonucu

(10,20) |z +d] —df =15=10+d; —0=15=
di =5,df =0 minz =d; +dy
To+dy, —dy =15=20+0—-dy =15= |minz=5+0=5
dy =0,df =5

(12.5,15) |y +dy —df =15=125+d; —0=15=
dy =2.5,df =0 min z = dy +d;
Ty+dy, —df =15=154+0-0=15= minz =25+0=25
dy =0,df =0

(15,10) | o1 +d] —df =15=15+0—-0=15=
di =0,df =0 minz =d; +dy

Ty +dy, —dy =15=10+d;, —0=15=
dy =5,df =0

minz=0+5=25



Yukaridaki tabloya gore en iyi ¢ézimi veren nokta (12.5,15) dir. Bu noktada
gorilecegi tizere birinci hedefteki 15 birim dretimden 2.5 birim kadar az tretilirken

ikinci hedefteki 15 birimlik tretim gerceklestirilebilmaistir.

Hedef Programlama ile ilgili daha detaylh bilgi almak i¢in [14] ¢aligmasindan

yararlanilabilir.

2.2. Rastlant1 Degigkenleri

Bu boéliimde ilerideki boliimler igin gerekli olan rastlant1 degiskenleri tizerindeki
aritmetik islemler icin analitik ve niimerik yontemler ele alinmigtir. Bu konu

hakkinda daha detayh bilgi i¢in [2| ve [16] ¢aligmalarindan yararlamlabilir.

Tanim 2.2.1. X rastlant: degiskeni, rastgele bir olayin nimerik sonuglarindan olan
x olasy degerleri i¢in bir degiskendir. Rastlanty degiskenleri siirekl, ve kesikli olmak
tizere iki sekildedir.

Stirekli rastlanty degiskeni x olasi degerlerinin sonsuz saydaki ihtimallerinden
birini alabilen bir degiskendir. Kesikli rastlanty degiskeni ise belirgin degerlerden
sadece saylabilir kadarina alabilen bir degiskendir.

Strekli rastlanty degiskenlerinde bir sabit sayimn olasiligina bakilmaz. Sonsuz
icinde bir sayiman olasthge O olarak kabul edilir. Strekli rastlant: degiskenlerinde
olasiklar [a,b] kapalv araliklar seklinde hesaplanir. Yani X rastlanty degiskeninin
bu araliktan herhangi bir dejeri almast olasiligr  hesaplanir. Bu olasilik
P(a < X <b) seklinde gdsterilir.

a ve b herhangi iki sayr ve a < b olmak tizere, p(x) > 0 ve f_oooop(x)dx =1 iken;

Pla<X <b)= /bp(x)d:c

seklindeki p(x) fonksiyonuna olasiik dagilvmi ya da olasilik yogunluk fonksiyonu

denir.

{z1,...,x,} Ornek uzay1 iizerinde X kesikli rastlant1 degigkeni igin X = x; nin
olasiigt P(X = ;) seklinde gosterilir ve bu olasilik degeri, olasiik dagiliminin
terimlerinde belirtilir.

p olasilik dagilimi ya da olasilik kiitle fonksiyonu

p(zi) € [0,1]  wve Zp(xz):l

iken
P(X = ;) = p(z)



seklindedir.
Rastlant1 Degigskenine Sabit Ekleme
X bir rastlant1 degiskeni Y = X + ¢ ve ¢ € R olsun. O halde Y nin olasilik

yogunluk fonksiyonu olan py

py(y) =px(y —c)

seklinde olur.
Rastlant1 Degiskenini Skalerle Carpma
X bir rastlanti degiskeni Y = a -z ve a € R olsun. O halde py(y) yogunluk

fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanir.

) 1
a>0 iken py(y) = apz(?//a);

, 1
a<0 iken py(y) = —apx@/a)-

Rastlant1 Degiskeninin Karesi
X bir rastlant1 degiskeni ve Y = X2 olsun. O halde Y icin yogunluk fonksiyonu
asagidaki gibi tanimlanir.
1
"5

Rastlant1 Degigkeninin Kare Kokii

Px(Vy) +px(=vy)l, 5 =0

PY(?J)

X yogunluk fonksiyonu py olan siirekli bir rastlant: degiskeni olsun. ¥ = v/ X

i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanir.

y>0 ise py(y) = 2uypx(v?)

seklindedir.

2.2.1. Siirekli rastlant1 degiskenleri iizerinde aritmetik islemler

X ve Y olasilik dagilimlart px ve py olan birbirinden bagimsiz iki rastlanti
degigkeni olsun. x € {+,—,-,/} iken Z = X Y olsun. X, nin pz olasilik dagilim
asagidaki sekilde verilebilir.

X ve Y rastlant1 degigkenlerinin arasindaki iglem dort aritmetik iglemden biriyse
agagidaki gibi dort konvoliisyon egitligi elde edilir.

o0

Z=X4Y: prla)= [ pxY(e-aa)dn

o0

Z=X-Y: pz2)= / pxY (2 + z,z)dx,

o0



<1
Z=X-Y: pzz) —/ —pxY(z/x,x)dx,

oo |7]

Z=X/Y: pz(z)= /_OO |z|pxY (zzx, x)dx.

[e.9]

X ve Y nin birbirinden bagimsiz oldugu durumda ise asagidaki esitlikler elde edilir.

Z=X+Y: pzz)= / pxY (z — z,x)py(x)de,

o0

Z=X-Y: pz2) =/ pxY (z + x,2)py (z)dz,

Z=XY: prle) = [ ooV Glaar

oo |

Z=X/Y: pz(z)= /_OO lz|pxY (zz, x)py (z)dz.

o

Bu calismada siirekli rastlanti degiskenleri i¢in olasilik dagilimi olarak normal
dagilim (Gauss Dagilimi) kullanilmigtir.
Normal Dagilim ([9]): Gauss Dagilimi olarakta bilinen bu dagilim fonskiyonu
siirekli bir egri grafigi olugturur. Bu egrinin fonksiyonu asagidaki gibidir
1

2mo

elm3 (517

fz) =

Bu fonksiyonda gosterilen o semboli standart sapma degerini, p sembolii ise
aritmetik ortalama degerini gosterir ve normal dagiim fonksiyonu da N(u,o)

seklinde gosterilir. Normal dagilim egrisi asagidaki gibidir.

f(x)

)7 X

Sekil 2.4. Normal dagilvm grafig

Grafikten goriilecegi iizere bu egride, o6lgme sonuglari u¢ noktalarda
seyreklesmekte iken orta noktalarda yogunlagsmaktadir. Normal dagilimda grafik
simetriktir, asimptotiktir, egri altindaki toplam alanin degeri 1 dir,
ortalama-mod-medyan degerleri cakigiktir. Normal dagilm (—oo,00) araliginda
deger alir. Siirekli rastlant1 degigskeninde belirli bir kapali araligin olasiligi

hesaplandigindan bu araligin olasiigi araligin simir degerleriyle, egrinin altinda

9



kalan alan hesaplanarak bulunur. Yani normal dagilimda olasilik hesabi
yapabilmek ic¢in yukarida verilen fonksiyonun integralinin alinmasi gereklidir.
Gauss fonksiyonunun integralini almak ise epeyce glictiir. Bu nedenle Gauss
fonksiyonu standartlastirilmig ve standart halinin olasilik degerleri tekrar tekrar
kullanilabilmek tizere tablolagtirilmigtir.

Standart Normal Dagihm ([23]): Gauss fonksiyonuna z = ** doniisiimii
yapilarak normal dagilim standartlagtirilir. Dikkat edilecek olursa, normal agihm x
e, standart normal dagilim z ye baghdir.

Bu doniigiimde ortalamanin z degiskeni cinsinden degerini bulmak i¢in z = pu
yazarsak z = 0 degerini elde ederiz. O halde standart normal dagilimin ortalamasi
0 dir. g = 0 olarak alindiginda da o = 1 olacag1 kolayca goriilebilir.

Standart normal dagilim fonksiyonunun daha onceden hesaplanmig integral
sonuglarini yani olasilik degerlerini iceren Z-tablolari okunusuna gore cesitlilik
gostermektedir.

Bu tezde kullamlacak Z-tablosu Tablo 2.2’de gosterilmistir [8]. Tablo
P0<z2<Z2)= fOZ #e_%zgdz olasilik degerlerinin sonuglarini géstermektedir.

Normal dagilim igeren bir problem ile karsilagildigi zaman oncelikle dagilim
standart forma doOntiigtiiriilir daha sonra da asagida gosterilen Z-tablosu
kullanilarak integral sonucu belirlenir.

Ornegin tabloda kirmizi ile isaretlenen deger Z = 2.00 degeri icin olasilik
sonucudur. Yani P(0 < z < 2.00) = 0.4772 dir. Mavi ile igaretlenen deger ise
Z = 1.15 degeri igin olasilik sonucudur yani P(0 < z < 1.15) = 0.3749 olacaktir.
Goriilecegi iizere tabloda dikey verilen degerler Z ondalik sayisinin birler ve onda
birler basamagini, yatay verilen degerler ise Z ondalik sayisinin yiizde birler
basamagim gostermektedir. Kesistikleri noktada ise bu Z ondalik sayisi i¢in olasilik
sonucu vardir.

Normal Rastlant:1 Degiskenleri Uzerinde Islemler

Iki normal rastlant1 degiskeninin toplami ve farkinin olasilik dagilimlarinin hesabi
i¢in kesin formiiller vardir. Eger Z = (X3, Xs) = X7 £+ X, ise,

Mz = pix; £ Hx,,

2 2 2
0y =0x, +0%,

esitlikleri gecerlidir.
Maalesef ¢arpim ve béliim i¢in boyle formiiller mevcut degildir.
Birbirinden bagimsiz X; ve X5 normal rastlant1 degiskenlerinin ¢arpiminin ve

boliimiiniin olasilik dagilimai:
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Tablo 2.2. Standart Z-tablosu

Standart Z - Tablosu

PO<z<1Z)
-3 0 z 3
Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.05
0.0 0.0000 | 0.0040 | 0.0080 | 0.0120 | 0.0160 | 0.0190 | 0.0239 [ 0.0279 | 0.0319 | 0.0359
0.1 0.0398 | 0.0438 | 0.0478 | 0.0517 | 0.0557 | 0.0596 | 0.0636 [ 0.0675 | 0.0714 | 0.0753
0.2 0.0793 | 0.0832 | 0.0871 | 0.0910 | 0.0948 | 0.0987 | 0.1026 | 0.1064 | 0.1103 | 0.1141
0.3 0.1179 | 0.1217 | 0.1255 | 0.1293 | 0.1331 | 0.1368 | 0.1406 | 0.1443 [ 0.1480 | 0.1517
0.4 0.1554 | 0.1591 | 0.1628 | 0.1664 | 0.1700 | 0.1736 | 0.1772 | 0.1808 | 0.1844 | 0.1879
0.5 0.1915 | 0.1950 | 0.1985 | 0.2019 | 0.2054 | 0.2088 | 0.2123 | 0.2157 | 0.2190 | 0.2224
0.6 0.2257 | 0.2291 | 0.2324 | 0.2357 | 0.2398 | 0.2422 | 0.2454 | 0.2486 | 0.2517 | 0.2549
0.7 0.2580 | 0.2611 | 0.2642 | 0.2673 | 0.2704 | 0.2734 | 0.2764 | 0.2794 | 0.2823 | 0.2852
0.8 0.2881 | 0.2910 | 0.2939 | 0.2969 | 0.2995 | 0.3023 | 0.3051 | 0.3078 | 0.3106 | 0.3133
0.9 0.3159 | 0.3186 | 0.3212 | 0.3238 | 0.3264 | 0.3289 | 0.3315 [ 0.3340 | 0.3365 | 0.3389
1.0 0.3413 | 0.3438 | 0.3461 | 0.3485 | 0.3508 | 0.3513 | 0.3554 [ 0.3577 | 0.3529 | 0.3621
1.1 0.3643 | 0.3665 | 0.3686 | 0.3708 | 0.3729 | 0.3749 | 0.3770 | 0.3790 [ 0.3810 | 0.3830
1.2 0.3849 | 0.3869 | 0.3888 | 0.3907 | 0.3925 | 0.3944 | 0.3962 [ 0.3980 | 0.3997 | 0.4015
1.3 0.4032 | 0.4049 | 0.4066 | 0.4082 | 0.4099 | 0.4115 | 0.4131 | 0.4147 [ 0.4162 | 0.4177
1.4 0.4192 | 0.4207 | 0.4222 | 0.4236 | 0.4251 | 0.4265 | 0.4279 [ 0.4292 | 0.4306 | 0.4319
1.5 0.4332 | 0.4345 | 0.4357 | 0.4370 | 0.4382 | 0.4394 | 0.4406 | 0.4418 | 0.4429 | 0.4441
1.6 0.4452 | 0.4463 | 0.4474 | 0.4484 | 0.4495 | 0.4505 | 0.4515 [ 0.4525 | 0.4535 | 0.4545
1.7 0.4554 | 0.4564 | 0.4573 | 0.4582 | 0.4591 | 0.4599 | 0.4608 | 0.4616 | 0.4625 | 0.4633
1.8 0.4641 | 0.4649 | 0.4656 | 0.4664 | 0.4671 | 0.4678 | 0.4686 | 0.4693 | 0.4699 | 0.4706
1.9 0.4713 | 0.4719 | 0.4726 | 0.4732 | 0.4738 | 0.4744 | 0.4750 | 0.4756 | 0.4761 | 0.4767
2.0 04772 | 0.4778 | 0.4783 | 0.4788 | 0.4793 | 0.4798 | 0.4803 | 0.4808 [ 0.4812 | 0.4817
2.1 0.4821 | 0.4826 | 0.4830 | 0.4834 | 0.4838 | 0.4842 | 0.4846 | 0.4850 [ 0.4854 | 0.4857
2.2 0.4861 | 0.4864 | 0.4868 | 0.4871 | 0.4875 | 0.4878 | 0.4881 | 0.4884 [ 0.4887 | 0.4890
2.3 0.4893 | 0.4896 | 0.4898 | 0.4901 | 0.4904 | 0.4906 | 0.4909 [ 0.4911 | 0.4913 | 0.4916
2.4 0.4918 | 0.4920 | 0.4922 | 0.4925 | 0.4927 | 0.4929 | 0.4931 | 0.4932 | 0.4934 | 0.4936
2.5 0.4938 | 0.4940 | 0.4941 | 0.4943 | 0.4945 | 0.4946 | 0.4948 [ 0.4949 | 0.4951 | 0.4952
2.6 0.4953 | 0.4955 | 0.4956 | 0.4957 | 0.4959 | 0.4960 | 0.4961 | 0.4962 [ 0.4963 | 0.4964
2.7 0.4965 | 0.4966 | 0.4967 | 0.4968 | 0.4969 | 0.4970 | 0.4971 | 0.4972 [ 0.4973 | 0.4974
2.8 0.4974 | 0.4975 | 0.4976 | 0.4977 | 0.4977 | 0.4978 | 0.4979 [ 0.4979 | 0.4980 | 0.4981
2.9 0.4981 | 0.4982 | 0.4982 | 0.4983 | 0.4984 | 0.4984 | 0.4985 [ 0.4985 | 0.4986 | 0.4986
3.0 0.4987 | 0.4987 | 0.4987 | 0.4988 | 0.4988 | 0.4989 | 0.4989 | 0.4989 [ 0.4990 | 0.4990
3.1 0.4990 | 0.4991 | 0.4991 | 0.4991 | 0.4992 | 0.4992 | 0.4992 [ 0.4992 | 0.4993 | 0.4993
3.2 0.4993 | 0.4993 | 0.4994 | 0.4994 | 0.4994 | 0.4994 | 0.4994 [ 0.4995 | 0.4995 | 0.4995
3.3 0.4995 | 0.4995 | 0.4995 | 0.4996 | 0.4996 | 0.4996 | 0.4996 | 0.4996 [ 0.4996 | 0.4997
3.4 0.4997 | 0.4997 | 0.4997 | 0.4997 | 0.4997 | 0.4997 | 0.4997 [ 0.4997 | 0.4997 | 0.4998
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Eger Z = h(X3, Xo) = X; - X5 ise

Mz = Xy X, (21>

2 ~

2 2 2 9 2 2
Oz = Wx,0x, T Hx,0x, T 0x, 0%, (2.2)

ifadeleri gegerlidir.
Eger = h(Xl,XQ) = Xl/XQ ise

2
o
o Hx, + IUX13X2, (23)
lj’XQ 4MX2
2 ~ 0-3(1 M?Xlo-gfg M%{ll’lgfg 2 4
07 = — + 4 - 92 5 ( . )
Hx, Hx, Hx,
ifadeleri gegerlidir.
2.2.2. Kesikli rastlanti degiskenleri iizerinde aritmetik islemler
X1 ve X2 81ra81yla X1 = {Ill,l'lg, . ,xlm} ve X2 = {17217ZE227 Ce ,J]QnQ} ornek

uzaylarina karsilik gelen, olasilik dagilimlari p; ve ps olan birbirinden bagimsiz kesikli

rastlant1 degigkenleri olsun. * herhangi bir ikili iglem olmak {izere X * X5 nin olasilik

dagilimi p; ve ps nin konvoliisyonu olan pjs = p; o ps dir ve agagidaki gibi tanimhdir.
Herhangi x € {1 % 22|z € X1,29 € X5} i¢in,

pr2() = Z p1(@13)p2(@2;).

T=T1;%T2;

Agagida bazi ikili iglemler icin X5 = X % Xy lerin olasilik dagilimlari olan
P12 = p1 © pe lerin ifadeleri verilmistir.

X7 + X, toplamu igin;

p(r) = Y pi(u)pa(ry).

T=T1;+T25
X, — X, farki igin;
p(@) = D pi(u)pa(zy).
T=T1;—T2;

X1 - X9 carpimi i¢in;

p12($)= Z pl(ifli)pQ(l"zj)-

T=T1;.225

X; /X5 bolimii igin;

pra(z) = Z p1(@13)p2(22;).

T=T1;/T2
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X = min(Xy, X3) minumum operatorii igin;

po(r) = Y pulz)pa(ay).

x=min(z1;,T2;)

X = max(X7, X5) maksimum operatorii igin;

pra(z) = Z pr(@1:)p2(22;).
w=max(z1:,22;)
Kesikli Rastlant1 Degiskeninin Karesi
Olasiik dagilimi p, olan bir X kesikli rastlant1 degigskeni i¢in ¥ = X? olacak
sekilde Y nin olasilik dagilhimi py asagidaki gibi tanimlhidir.

)= D px(x)=px(—v) +px(/3).

ze{\/¥,—¥}

Kesikli Rastlant1 Degiskeninin Karekokii
Olasilik dagilmi p, olan bir X kesikli rastlant1 degiskeni icin Y7 = VX ve
Y, = —V/X olacak sekilde Y; ve Y5 nin olasilik dagilimlar Dy, Ve py, asagidaki gibi

tanimhidir.

() = px(Wi) ve py(y2) = px(¥3).

2.3. Fuzzy Sayilar

Fuzzy sayilardan 6nce "Fuzzy Kiime" kavrami tanimlanmalidir. Zadeh, kesinlik
icermeyen problemleri modelleyebilmek igin fuzzy (bulanik) kiime teorisini
onermigtir [18]. Klasik kiimelerde bir eleman bir kiimeye ya aittir ya da degildir.
Oysa bu kullanim gergek hayattaki birgok simiflandirmay1 modellemede yetersizdir.
Ornegin Sekil 2.5’de verilen resimlere bakacak olursak, I. resim beyaz levhalar
kiimesine, II. resim siyah levhalar kiimesine ait ise III. resim hangi kiimeye aittir?
Iste tam bu noktada iiyelik fonksiyonu yardimiyla bir elemanmn bir kiimeye ait
olma derecesi kullanilarak bu gibi durumlar modellenebilir. Fuzzy kiimelerle ilgili
daha detayl bilgi igin [2], [13], [19] ve [20] ¢alismalarindan yararlanilabilir.

Bir X kiimesi iizerinde A fuzzy kiimesi, A : X — [0, 1] fonksiyonu olarak
tamimlanir. A fonksiyonu i¢in genellikle 4 simgesi kullanilir ve A fuzzy kiimesi her
r € X 0Ogesini pa(x) € [0,1] ile egleyen py : X — [0, 1] iiyelik fonksiyonu ile
karakterize edilir. Burada p4(x) degeri x € X 6gesinin A fuzzy kiimesine ait olma
derecesini gostermektedir.

A, X kiimesi iizerinde tanimh bir fuzzy kiime olsun. Bu durumda
supp(A) = {z € X : pa(z) > 0}
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Sekil 2.5. Fuzzy kiime

kiimesine A fuzzy kiimesinin destegi (support’u) denir. A fuzzy kiimesinin yiiksekligi
ise

h (A) = sup pa(z)

zeX
olarak tanimlanir. Eger h(A) = 1 ise A fuzzy kiimesine normal fuzzy kiime denir.

a € [0,1] ve A, X kiimesi iizerinde bir fuzzy kiime olsun. Bu durumda

A® = {'TGX:,UA<I)ZO[} 5 OéE(O,].]iSG
clS (4) , a=0ise

kiimesine A fuzzy kiimesinin a-kesmesi denir. Burada cl S (A) ile supp(A) kiimesinin
kapanig1 gosterilmektedir.
A fuzzy kiimesi R™ kiimesi iizerinde taniml olsun. Eger her o € [0, 1] i¢in A®

a—kesme kiimeleri konveks kiime ise A fuzzy kiimesine konveks fuzzy kiime denir.

Tanmim 2.3.1. R dzerinde tanmiml bir A fuzzy kiimesi, konveks, 0 < h(A) < 1, pa
tuyelik fonksiyonu tst yary stirekli ve S (A) destek kiimesi sinarly ise A fuzzy kiimesine

bir genellestirilmis fuzzy sayr denir. Eger, h(A) = 1 ise A ya fuzzy sayu denir.

Uygulamalarda ¢ogunlukla genellegtirilmig fuzzy sayilar yerine ii¢gensel, yamuk,
LR-fuzzy sayilar gibi 6zel tipteki fuzzy sayilar kullanilmaktadir.

L,R : [0,1] — [0,1] stirekli, artan ve L(0) = R(0) = 0,L(1) = R(1) =1
kogullarini saglayan iki fonksiyon olsun. Ayrica a < b < ¢ < d gercel sayilar: verilsin.

Bu durumda

0 , T <a
L(ﬁ) ,a<x<b

A:R—=[0,1], A=< 1 ,b<zxz<c
R(%E) ,c<wz<d
0 ,d<uw

seklinde tanimlanan A fuzzy sayisina LR-fuzzy say1 denir (bkz. Sekil 2.6).
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Sekil 2.6. LR-fuzzy say

Ozel olarak L ve R fonksiyonlar lineer ise yani

p

0 , T <a

r—a

—a ,a<xz<b
A=< 1 ,b<xr<c

d—zx

. ,c<z<d

0 ,d<zx

\

seklinde tanimlanan A fuzzy sayisina yamuk fuzzy sayi denir ve
A = (a,b,c,d) ile gosterilir (bkz. Sekil 2.7).

4{4.

d

Sekil 2.7. Yamuk fuzzy say

Eger b = c ise

0 , T <a

A e ,a<zT<b
% ,b<x<d
0 ,d<zx

bi¢iminde elde edilen A fuzzy sayisina tiggensel fuzzy say1 denir ve
A = (a, b, d) seklinde yazilabilir (bkz. Sekil 2.8).
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Sekil 2.8. Ucgensel fuzzy say

2.3.1. Fuzzy sayilarda islemler

Zadeh’in genisleme prensibi yardimiyla fuzzy sayilar iizerinde temel aritmetik

islemler agagidaki gekilde tanimlanir [18].

VzER, parp)(z) = Sup min{pa(z), 1p(y)},
z=x+y

Vz€R, jpa_p)(z) = sup min{pa(z), us(y)},

Z=x—Y

Vz € R, M(A~B)<Z) = sup min{pa(z), up(y)},

Z=xy

Vz€R, pa/py(z) = sup min{pa(z), pp(y)}.

z=z/y
Fuzzy sayilardaki aritmetik iglemler a-kesmeleri yardimiyla da tanimlanabilir.

Toplama: A ve B iki fuzzy say1
A% =af,a5] ve B = [bf,b5]
bu sayilarin a-kesmeleri olsun. Yani
4% = {alua(z) = a} ve B = {alup(z) > a}
olsun. Bu durumda
A+ B = [of ag] + [0, 05] = [of + B¢, a5 + ]

olur.

Cikarma: A ve B fuzzy sayilar igin ¢ikarma iglemi agagidaki sekilde tanimlanir.
(A— B)* =A% — B* = [af — b3, a5 — b}],Va € ]0,1].
Bu ¢ikarma iglemi, B* kiimesininin agagidaki gibi — ile ¢arpilip
Va € [0,1], BY = [-b5, —b]
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A ile B~ nin toplamiyla da elde edilebilir.

Carpma: A ve B fuzzy sayilar i¢in ¢carpma iglemi agagidaki sekilde tanimlidir.
(A-B)* = A% B® = [af, a] - [bS, 03], Va €]0,1].
R de bir fuzzy saymin herhangi bir k£ € R* sayis1 ile ¢carpimi agagidaki gibidir.
VACR, kA*=Ik-af k-a3], Vae€l01].
Bolme: A ve B fuzzy sayilari i¢in bélme islemi agagidaki sekilde tanimhidir.
A%/B® = [af, a3]/[bT, b5], Vo€ [0,1].

Fuzzy Saymin Karesi: p42 ile gosterilen A fuzzy sayisinin karesi bir fuzzy sayidir

ve agagidaki gibi tanimhidir.

paz(y) = max(pa(vy), pal=v/y))-
Fuzzy Saymin Karekokii: Bir A fuzzy sayisinin karekokii
VA" = [/af, V/a3]
seklinde tanimlanir.
A = (ay,a9,a3) ve B = (by,bs,bs)

seklinde verilen A ve B iiggensel fuzzy sayilar i¢in toplama ve ¢ikarma islemleri

asagidaki gibi olur.

A+ B = (a1,a9,a3)(+)(by, by, bs)

= (a1 +by,az + by, a3 + b3) (2.5)
A—B = (a1,a2,a3)(—)(by,bo,b3)

= (a1 — b3, a2 — by, a3 — by) (2.6)

Carpma isleminde a-kesme kiimeleri yardimiyla islem yapmak kolaylik
kazandirmaktadir. Bu nedenle A ve B ii¢gensel fuzzy sayilarmmin a-kesmeleri

asagidaki gibi olsun:
A% = [fal@), gala)] ve B®=[fp(a),gp(a)].
O halde bu iki sayimin ¢arpimi olan A- B nin a-kesme kiimesi agagidaki gibi olur.

A%-B* = [min{fa(a) - fa(a), fa(@) - g5(a), ga(a) - fo(@), ga(@) - gp(a)}
» max{fa(a) - fp(a), fa(@) - gr(@), ga(@) - fe(@), ga(a) - gp(a)}].
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Buradan o = 0 igin A°- B® = [z, 23] ve a = 1 igin A'- B! = [z4, x5] elde edilirse
A - B fuzzy sayist:
A-B= (.Tl, Ta, 1‘3) (27)

olarak bulunur. Bu yazimda (z1,0) ve (x2,1) noktalarn ile (z2,1) ve (z3,0)
noktalar1 arasi dogrusal degildir. Bu nedenle ¢arpim sonucu ii¢gensel fuzzy sayi
degildir [13]. Buna ragmen sonug iiggensel fuzzy sayilara benzediginden bu
calismada ¢arpim sonuglari da siral {i¢lii olarak verilecektir.

Bolme islemi i¢in de ¢arpmaya benzer olarak A ve B {i¢gensel fuzzy sayilarinin

a-kesmeleri agagidaki gibi olsun:

A% = [fa(a),ga(e)] ve B*=|[fp(a),gp(a)l.

O halde bu iki sayinin boliimii olan A/B nin a-kesme kiimesi agagidaki gibi olur.

A%/BY = [min{fp(a)/fa(@), g5(a)/ fa(@), fr(a)/ga(a), gp(a)/ga(a)}
» max{fg(a)/fa(a), gr(a)/fa(a), fa(a)/ga(a), gr(a)/ga(a) }].

Buradan a = 0 igin A°/B° = [z1, 23] ve @ = 1 igin A'/B! = |25, 2] elde edilirse
A/ B fuzzy sayisi
A/B = (Il,l’g,fl‘g) (28)

olarak bulunur. Carpmaya benzer olarak bu sonu¢ da tiggensel fuzzy sayi degildir

fakat benzerdir.

2.4. Kesikli Fuzzy Sayilar

Tanim 2.4.1. Gergel saylar izerinde tyelik fonksiyonu pa : R — [0, 1] olan bir A
fuzzy kiimesi verilsin. Eger A min destegi (support’u) sonlu ise yani rq < x9 < ... <
T, olmak iizere

Supp(A) = {$17 Lo, ... 7'1:11}

olacak sekilde x1,xo,...,x, € R gercel sayilar: varsa ve 1 < s <t <n i¢in

(1) s <1 <tiginpa(z;) =1

(2) 1 <i<j<siginpa(r;) < pa(z;) vet <i<j<mnign ps(z;) > palz;)
kosullarini saglayan s ve t dogal sayilar varsa A fuzzy kiimesine kesikli fuzzy sayn

denir (bkz. Sekil 2.9).

Eger u kesikli bir fuzzy say1 ise agagidaki dort kogulu saglar:
(1) Her v € [0, 1] igin [u]® ile gosterilen a—kesmesi R nin bog olmayan sonlu bir

altkiimesidir.
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Sekil 2.9. Kesikli fuzzy say
(2) 0 < a; < as < 1sartiyla Vag, as € [0, 1] igin [u]*? C [u]** dir.
(3) 0 < a; < ay < 1 sartiyla Vag,ae € [0,1] igin eger = € [u]*\[u]*? ise
Yy € [u]*? igin z < y dir veya Vy € [u]*? i¢in z > y dir.

(4)Her ap € (0,1] igin 0 < ofy < ap sartini saglayan bazi o reel sayilari vardir

oyle ki [u]® = [u]* olur. ( Baska bir deyisle Var € [}, ap] igin [u]® = [u]*°) olur.

2.4.1. Kesikli fuzzy sayilarda islemler

Bu kisimda, kesikli fuzzy sayilarda toplama iglemi i¢in iki farkli yontem iizerinde

durulacaktir. Wang’in toplama yontemi agagidaki gibi tanimlanir [17].

Tanmim 2.4.2. Ay, Ay kesikli fuzzy sayilar: igin Ay + Ay = Aqo toplama da kesikli
fuzzy saydir ve a—kesme kiimeleriyle asagidaki gibi tanimlanar.

supp(Ar) + supp(Asz) = {x1 + z2|x; € supp(4A;),j = 1,2},

min{ A + A3} = min{z; + x2|z; € A}, j = 1,2},

max{Af + A3} = max{z, + zs|v; € AF,j = 1,2} dken

Ay = {z € {supp(A41) + supp(As)}| min{A® + A3} < 2 < max{A} + A3}}
seklindedir ve tiyelik fonksiyonu da

fia, 4, (2) = sup{a € [0, 1]|z € {AT + AJ}}
olur.

J. Casanovas ve J. V. Riera’'nin ¢aligmasindaki toplama yonteminde ise kesikli
fuzzy sayilar fuzzy sayilara dontigtiiriilerek toplanmaktadir |7]. Kesikli fuzzy sayiy1
fuzzy say1 olarak kullanabilmek ic¢in asagidaki kuralin saglanmasi gerekir.

FDN: Tim Kesikli Fuzzy Sayilarin kiimesini

FN: Tiim Fuzzy Sayilarin kiimesini belirtmek tizere,
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supp(u) = {xy, ..., Ts, ..., Ty, ..., 2} iken s < i < t olacak sekilde her ¢ dogal
sayist igin u(z;) = 1 olmak sartiyla, Vu € FDN igin @ € FN(u) ise , @ asagidaki
sartlar1 saglar.

(1) suppt = [x1, z,)

(2) Her i =1,...,n i¢in x; € supp(u) ise u(x;) = u(x;) dir.

(3) 1 <i<i+1 < ssartiyla Vo € [z, 2;41] igin u(x;) < u(x) < u(x;yq) esitsizligi
saglanir.

(4)t<i<i+1<mnsartiyla z € [x;, x;11] igin u(z;) > a(x) > u(w;41) esitsizligi
saglanir.

Kesikli fuzzy sayilardan fuzzy sayilara doniisiim iglemi yapildiktan sonra toplama

islemi agagidaki gibi tanimlanabilir .

Tanim 2.4.3. u fuzzy saypst s < p < t olmak sartwyla her p dogal sayst i¢in
u(x,) = 1 olacak sekilde tanvm kimesi supp(u) = {z1,...,Zs, ..., %, ..., Ty} olan bir
kesikli fuzzy sayr olsun. v fuzzy sayst dam < p < k olmak sartiyla her p dogal sayist
icin v(y,) = 1 olacak sekilde tanwm kimesi supp(v) = {Y1,- - Yms- - Yy Yr}
olan baska bir kesikli fuzzy sayr olsun.

A : FDN — FN bir fonksiyon olsun oyle ki Yu € FDN igin A(u) € FN(u)

dur. u @ v olarak gosterilecek fuzzy kiimeler asagidaki gibi tanimlanmastar.

antu 1) - {
x € supp(u) , y € supp(v)
(udv)(z) = (A(u) ® A(v))(z) Vz € supp(u®v)

z€R oyle ki z=x+y

Tanim 2.4.4. Ay, Ay kesikli fuzzy saylarimn Ay = Ay — Ay farks o — kesme

kiimeleriyle asagqidaki sekilde tanimlanur [1].

supp(Ar) — supp(As) = {1 — z2|z; € supp(4;),j = 1,2},

min{ A} — A3} = min{z, — xo|z; € AT, j = 1,2},

max{A{ — A3} = max{r, — mp|z; € A}, j = 1,2} olmak sartwyla,

Ay = {x € {supp(A1) — supp(Az)}| min{A} — A3} < 2 < max{A} — AJ}}
seklindedir ve tiyelik fonksiyonu da

pa,—a,(z) = sup{a € [0,1] |z € {A] — AJ}}
olur.

Tanim 2.4.5. (Hukuhara Farki) Ay, Ay kesikli fuzzy sayilary igin Ay = Ay —p As
Hukuhara farky kesikli bir fuzzy saydir oyle ki Ay = Ag + Aqg dir [1].
Hukuhara fark: sadece n > m iken gecerlidir.

supp(Ar) = {z11, ..., 21}, AY ={2f .., 27, } lasna € {1,...,n} ve
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supp(Ag) = {xa1,. .., Tam ), AS = {25, ,..., 25}, lo,ma € {1,...,m} olarak
belirtilsin.

supp(Aia) = {x1, ...,z }, Ay ={x1,, .-, 2}, layra € {1,...,k} olmak iizere
Ayo Hukuhara farks vardur ancak ve ancak her o € (0,1] i¢in AY nin kardinalitesi
AS nan kardinalitesinden az degil ise ve

Aty = Aoty 2t ) T4~ 21 = X341 —29, J=1...m; ac (0,1]

olmak “zere
ra—la+1

Ar=J A
i=1
esitligi saglanar.

Tanim 2.4.6. Ay, Ay kesikli fuzzy saylarinin As = Ay - Ay carpimimin a-kesmesi
asagqidaki sekilde tanimlanar.

supp(Ay) - supp(Az) = {x1 - x2|z; € supp(4;),j = 1,2},

min{A§ - A9} = min{x, - mo|z; € AF,j = 1,2},

max{A{ - A3} = max{z, - zp|x; € AF,j = 1,2} olmak sartiyla,

ASy = {x € {supp(A;)-supp(As) } min{ A} AS} < x < max{A$-AS}} seklindedir

ve tyelik fonksiyonu da
s a(@) = supfa € [0, 1l € {47 - Ag})
olur.

Tanim 2.4.7. 0 ¢ supp(Az) olmak sartiyla Ay, Ay kesikli fuzzy sayilarimn A =
Ay /Ay bolimii bir kesikli fuzzy sayudir ve bu sayimn a-kesmesi asaqidaki sekilde
tanimlanar.

supp(Ar)/supp(Az) = {z1/x2|7; € supp(4;),j = 1,2},

min{ A{ /A } = min{z, /xs|z; € AF,j = 1,2},

max{ A /AS} = max{x,/xs|x; € AT, j = 1,2} olmak sartuyla,

Aty = {z € {supp(Ai)/supp(A2)}|min{AT/A3} < x < maz{A}/A3}}
seklindedir ve tiyelik fonksiyonu da

pa/ap(x) = sup{a € [0, 1]|z € {A]/AT}}
seklinde olur.

Tanim 2.4.8. A kesikli fuzzy saysinin karesi A? de bir kesikli fuzzy saypdir ve bu
sayrnman a-kesmesi asagidaki sekilde tanimlanar.

supp(A%) = {yly = 2%,z € supp(A)},

min(A%)? = min{yly = 22,z € A},
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max(A%*)? = max{y|y = 2%, x € A*} olmak sartwla
[A%]* = {y € supp(A?)| min((A*)?) < y < max((A%)?)} seklindedir.
Béylece [A%]® = (A%)? olur. A2 nin tiyelik fonksiyonu da asagqidaki gibi tanimldar.

paz(y) = sup{a € [0, 1]|y € [A%)*}.

Tanim 2.4.9. supp(A) C [0,00) iken A kesikli fuzzy sayisinan karekokii /A da bir

kesikli fuzzy sayudir ve bu sayiman a- kesmesi asagidaki sekilde tanymlanar.
supp(V'A) = {yly = V&, x € supp(A)},
min v A® = min{y|y = x,x € A%},
max vV A = max{yly = /z,z € A%} olmak izere
[VA]* = {y € supp(v/A)| min vVAe <y < max A} seklindedir.
Boylece [V A]* = /A« olur. /A man diyelik fonksiyonu da

nyaly) = sup{a € [0, 1]y € [VA]*}

olur.
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3. Z-SAYILAR

Yasamimizda siklikla karar verme sorunlariyla karsi karsiya kaliriz. Dogru
karar1 verebilmek icin giivenilir bilgiye ihtiyacimiz vardir. Genel olarak Z-sayilar
bilginin giivenirligi konusuyla ilgilidir. Bir Z-saymin Z = (A, B) olacak sekilde iki
bilegeni vardir. Burada A bilegeni reel degerli X belirsiz degigkeni iizerinde bir
kisittir. B bilegeni ise birinci bilegenin giivenirlik (kesinlik) 6lglisiidiir. Burada A ve
B dogal dilde konusulan kavramlar1 karakterize etmektedir. Z-sayilar kesin
olmayan fonksiyonlar ve iligkilerini karakterize etmede kullanmilmaktadir.

Kisitlama kavrami kisit kavramindan biraz daha genel bir kavramdir. Ornegin
bir olasilik dagilhimi kisitlama iken kisit degildir. Bir kisitlama genellestirilmig bir
kisit olarak goriilebilir [19]. Bu tezde, kisitlama ve kisit terimleri birbirinin yerine

kullanmilmigtar.
R(X): Xis A
R(X): X, Adr
Kisitinda A olarak gosterilen ifade X in olasilik dagilimi roliinde olmakla birlikte

olabilirlik kisit1 gibidir. Daha spesifik olarak, g4 sembolii A nin iiyelik fonksiyonu

ve u da X in genel degeri iken,
R(X): X, Adr — P(X =u) = ua(u)

seklinde ifade edilir. p4 olarak verilen iiyelik fonksiyonu R(X) ile ilgili bir kisitlama
olarak goriilebilir yani p4(u), v nun kisitlamay kargilama derecesidir.

X Rastlant1 degigkeni oldugu zaman, X in olasilik dagilimi X iizerinde olabilirlik
kisit1 roliindedir. Olabilirlik kisit1 agagidaki gibi ifade edilir.

p ifadesi X in olasilik yogunluk fonksiyonu iken,
R(X): X ispp
R(X): X, pdir
kisitlamasi olasiliksal kisitlama olarak ifade edilir. Bu durumda
R(X): X, pdir » Plu< X <u+du) =p(u)du

yazilabilir.
Genel olarak "kisitlama" terimi "X, R dir" geklinde kargimiza ¢ikar. Bazen de
"kisitlama" R icin gecerlidir. "Kisitlama" igerigin belirginlestirilmesini saglar.
(X, A, B) swral tigliisii Z-degeri olarak adlandirilir. Z-degeri "X, (A, B) dir"
ifadesine egdegerdir. Eger A tek noktali kiime degilse X belirsiz degiskendir.
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Benzer sekilde belirsiz hesaplama dedigimiz olgu bir hesaplama sistemidir. Bu
sistemde hesaplama sonuglar1 degigskenlerin degeri degildir fakat degiskenlerin
degeri iizerinde bir kisittir. Bu tezde aksi belirtilmedik¢e X rastlanti degiskeni
olarak kabul edilecektir. Kolaylik olmasi agisindan X in degerine A denir. Daha
net bir ifadeyle sdylemek gerekirse A, X in degeri degildir fakat X in alabilecegi
degerler iizerinde bir kisittir. Ikinci bilesen B kesinlik olarak ifade edilir. Kesinlik
kavrami giiven, giivenilirlik, dayanikhilik, inancin giicii, olasilik vb. kavramlarla
yakindan ilgilidir. X rastlant1 degiskeni oldugunda, kesinlik dedigimiz kavram
olasilik kavramina esit olabilir. Bagka bir deyisle, B su soruya yamt olarak
yorumlanabilir: X degigkeninin A olduguna emin misin? Tipik olarak A ve B
algiya dayalidir ve dogal konugma diliyle tamimlanmigtir. Z-degerlerinin bir
derlemesi "Z-bilgisi" olarak ifade edilir. Unutulmamalidir ki giinliik akil yiirtitme
ve karar verme siireclerinin ¢ogu aslinda "Z-bilgisi"ne dayanmaktadir. Hesaplama
amaciyla A ve B dogal konugsma dilinde tamimlandiginda A ve B nin anlami
sirasiyla s ve pp tyelik fonksiyonlariyla iligkilendirme yoluyla derecelendirilir. A
nin iyelik fonksiyonu p4 sorulacak olan su sorularla ortaya gikarilabilir: A y1
algilayiginiza gore verilen bir saymim derecesi kac olmahdir? Ornegin: 45 dakika
civar1 i¢in sizin algimmiza gore 50 dakikanin derecesi nedir? Aynisi B iginde
gecerlidir. A fuzzy kiimesi, X in olasilik dagilimi olarak yorumlanabilir. Z-sayilar
kavrami cesitli sekillerde genellestirilebilir. Ozellikle X in R”™ den deger aldig
varsayilabilir. Bu durumda A, fuzzy sayilarin bir kartezyen carpimidir. Z-degeri
i¢in basit ornekler verilecek olursa

(Beklenen biitce agigi, iki milyon dolara yakin, biiyiik ihtimalle)

(Yakin gelecekte petrol fiyati, 6nemli 6lglide 100 dolar/varilin iistiinde, biiyiik
ihtimalle)

Eger X rastlant1 degigkeniyse, "X, A dir" ifadesi R de bir fuzzy olay1 temsil eder.
Bu olayin olasiligi agagidaki gibi ifade edilebilir:

p= / i (w)px (u) .

Burada py ile gosterilen X in temel olasilik yogunlugudur. Gergekten (X, A, B)
olarak verilen "Z-degeri" X {izerinde bir kisit olarak goriilebilir ve agagidaki gibi
tanimlanabilir.

Z :Prob(X is A) is B
P(X, A dir), Bdir

7Z = (A, B) seklindeki bir Z-sayisinda alt1 ¢gizilmesi gereken sey, asagidaki gibi
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ifade edilen py temel olasilik dagiliminin bilinmemesidir.
p= / pa(w)px(u)du, B dir.
R

px ile pa arasindaki iligki sekil 3.1 ile gosterilebilir [2].

fp

A

0

Sekil 3.1. A mun dyelik fonksiyonu ve X in olasilik yogunluk fonksiyonu

B olarak ifade ettigimiz ikinci bilesen A nin olasihigi tizerinde degil A nin olasilik
olgiisii iizerinde bir kisittir. Eger B, A nin olasilik 6l¢iisii tizerinde kisit degilde A
nin olasihigr tizerinde bir kisit olsaydi, (A, B) sayis1 "Z-say1" olmazdu.

Aslinda bir Z-sayisi1 py in Ozeti olarak goriilebilir. Her giin yagsadigimiz karar
verme siireclerinde ¢ogu kararimizin bilgilerin 6zeti dogrultusunda oldugu énemli bir
noktadir. Z-sayilara 6zet olarak bakmakta bu gerceklikle tutarhidir. Karar analizleri
uygulamalarinda Z-sayilarin siralanmasi ortaya ¢ikan temel problemlerden biridir.

Ornegin:

(Yaklagik olarak 100, muhtemelen) ifadesi (Yaklagik olarak 90, biiyiik ihtimalle)
ifadesinden biiyiik miidiir? Bu anlamli bir soru mudur?

px ile B arasindaki iligkinin bir sonucu agagidaki gibidir.

A’ ifadesi A nin tiimleyenini, Z’ ifadesi Z nin tiimleyenini belirtmek {izere,
Z=(AB) ise Z'=(A,1-DB) dir.

Burada 1 — B de B nin karsitir. Ornegin: Z = (A, muhtemelen)’in tiimleyeni
Z" = (A nn degili, muhtemel olmayan) seklindedir.

Z-sayllarin onemli bir niteligi bilgilendirici olmasidir. Her zaman degil ama
genellikle eger bir Z-sayinin ifadesi ytliksek 6zgiinliikte ise yani fazlaca kisitlanmigsa
ve kesinligi yiiksekse bu Z-sayr bilgilendirici niteliktedir. Z-say1 bir kararin
temelindeyse bilgilendiricilik arzu edilen geydir. Temel bir soru: Bir Z-sayi’nin
bilgilendiriciligi bu Z-saymin kullamlabilir olmasi i¢in yani akillica karar

verebilmek i¢in ne zaman yeterli olur?
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3.1. Siirekli ve Kesikli Z-Sayilar, Z-Sayilari

Z-say1 kavraminin olasilik teorisindeki giiven araligi kavramindan daha genel bir
kavram olduguna dikkat edilmelidir. Z-say1 kavramiyla fuzzy rastgele say1 ve fuzzy

rastgele degisken kavramlar: arasinda baglant1 vardir.

Tanmim 3.1.1. A, X rastgele degiskeninin "X, A dir " ifadesinde alabilecegi degerler
tzerinde fuzzy kisitlama roli oynayan sirekli bir fuzzy say, B ise "P(A) is B"
(P(A), B dir) ifadesi ile verilen A nan olasilik 6l¢iisi olan P(A) nin dzerinde fuzzy
kisitlama rolii oynayan ve pg : [0,1] — [0,1] dyelik fonksiyonu ile bir fuzzy say
olmak tizere Z = (A, B) ikilisine strekli Z-sayu denir (bkz. Sekil 3.2).

Hat) MB()

0 bl b 2 b3

Sekil 3.2. Basit bir sirekli Z-says1 Z = (A, B)

Tanim 3.1.2. A, X rastgele degiskeninin "X, A dwr" ifadesinde alabilecegi
degerler tizerinde fuzzy kisitlama roli oynayan kesikli bir fuzzy say, B ise
"P(A) is B" (P(A), B dir) ifadesi ile verilen A nin olasilik él¢iist olan P(A) nan
tzerinde fuzzy kisitlama roli oynayan ve ppg : by, ..., b, — [0,1], by,...,b, C [0,1]
tyelik fonksiyonu ile kesikli bir fuzzy sayr olmak tzere Z = (A, B) ikilisine kesikli

Z-sayr denir.

Tanim 3.1.3. ZT-sayisi, ZT = (A, R) ikilisi olarak ifade edilir. Burada A yine Z
saypsindakis ayne roli oynar. R ise rastgele bir sayinin olasilik dagilvmadir. Yani

R, (X,A,B) deki X in gizli olasibk dagiumy olarak yorumlanabilir. Z* sayust
(A, px ) veya (pua,px) olarak ifade edilir.

Zt-say1 kavram Z-say1 kavramiyla yakindan ilgilidir. Bir "Z"-degeri" de px
ifadesi X in olasiik dagihm (yogunluk) fonksiyonu olmak tizere (X, A,px) veya
(X, pa,px) olarak ifade edilebilir. Bir Zt-sayiss X in olasilik-olabilirlik
dagilimlarinin  birlesimi olan dagilim ve bimodal dagilim olarak adlandirilan

kavram ile iligkilidir. g4 ve px in agirlik merkezleri cakigik ise bu dagilimlar
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uyumludur.

B S upia(u)du
/R (i = S

Tanim 3.1.4. 4 ve px in skaler ¢carpima olan pa-px ifadest A nin olasilik olgtisidir

ve P(A) olarak gosterilir. Yani

ja - px = P(A) = /R pa(w)p () dus
olur.

Yukarida verilen tanim Z*-sayisim Z-say1 kavramu ile iligkilendiren bagmtidir.
Z(A,B)=Z%(A, "ua-px B dir").

Vurgulanmasi gereken sey Z-sayisinin bilindigi, px olasihik dagiliminin
bilinmedigi fakat px ftizerinde bir kisitin bilindigi durumda "p4 - px, B dir"
seklinde ifade edilir. Bir Z*-sayis1 Z-sayisindan daha fazla bilgi icerir. ZT-sayilarla
hesaplama iglemleri Z-sayilarla hesaplama yapabilmek igin bir gegittir.

X, U sonlu kiimesi U = {uy,...,u,} izerinde deger alabilen reel degerli bir
degisken olsun. X {izerinde ayni anda u olabilirlik dagilimi ve p olasilik dagilimi

agagidaki gibi ifade edilebilir
po= i1 /uy + po/us 4 A /U,

P =Dp1\t1 + P2\t + -+ + Dp\Un.

Bu denklemlerde ¢ = 1,2, ..., n i¢in p;/u; ifadesi X = u; nin olabilirlik derecesi ve
benzer sekilde p;\u; ifadesi de X = w; nin olasihgimin p; olmasi demektir. p olabilirlik

dagilimiyla p olasilik dagiliminin birlegimi

pip= (1, p1)/ur+ -+ (fn, Pn)/Un

bi¢iminde ifade edilir.
i - p olarak ifade edilen skaler garpim A nin olasilik 6l¢iisiidiir. Bimodal dagilim

terimlerinde Z*-degeri ve Z-degeri X e baghdir ve asagidaki gibi ifade edilir
(X, A4, px)

(X,A,B), pa-px Bdir.

Burada B nin p4 - px lizerinde olabilirlik kisit1 oldugu hatirlanmalidir.
Z ve Z' nin her ikisi de X in alabilecegi degerler iizerinde kisit olarak

goriilebilir ve sirasiyla; "X, Z dir" ve "X, Z7 dir" seklinde yazilir. X iizerinde
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kisit olarak goriinen Z ve Z* sayilari, bagimhliklarin karakterizasyonu ve bilginin
temsili agisindan 6nemli kavramlar olarak ortaya ¢ikar. Bu baglamda "fuzzy if-then
kurali" kavraminin fuzzy mantik uygulamalarimin bir cogunda kilit rol oynar. Bunu
Z-say1 ve Z*t-sayilarma dahil oncil veya sonuclar icinde Z-kurali-if-then-kural
konusuyla ilgili kii¢iik bir tartisma takip eder.

Temel bir fuzzy eger-ise kural su sekilde ifade edilebilir: A ve B fuzzy sayilar
olmak iizere; eger "X, A dir" ise "Y', B dir". Bdyle bir kuralin séylemek istedigi
asagida verilen tanimdaki gibidir.

A x B, A ve B nin kartezyen ¢arpimi olmak iizere; Eger "X, A dir" ise "Y', B
dir" — "(X,Y), A x B dir" [20].

"Z-degeri" terimleri kullanarak Z-sayilar icin temel eger-ise kuralinin
genellestirilmesi agsagidaki gibidir.

Eger (X, Ax, Bx) ise (Y, Ay, By) dir.

Z-sayilar ozetlenecek olursa, kesikli bir Z = (A, B) ikilisindeki birinci bilesen
igin, "X, A dir." fuzzy olay1 Sekil 3.3’deki gibi 6rneklenebilir.

Reel sayilarda tiim sayilarin Gyeligi 1 dir.

i

Sekil 3.3. Kesikli bir Z-say icin "X, A dur" fuzzy olayr drnegi

Ustteki grafikte X rastlant: degiskeninin alabilecegi degerler i¢in bir kisitlama yok
iken yani her birinin tiyelik derecesi bir iken, "X, A dir" fuzzy olayimndan sonra X
in alabilecegi degerler iizerine kisitlar gelmistir. Yani X rastlant1 degigkeni, tanimh
oldugu her degeri artik 1 iiyelik derecesiyle alamamaktadir. "P(X), B dir" fuzzy
olay1 da benzer gekildedir. p olasilik dagilimlar: kullamlarak "P (X, A dir)" olasiliklar
normal say1 olarak bulunur. Daha sonra bu olasilik sonuc¢larinin her birine fuzzy kisit
eklendiginde "P(A), B dir" fuzzy olay1 uygulanmig olur.

Z = (A, B) ikilisinde B fuzzy sayisinin altinda yatan olasiik dagilimlarimin ne

anlama geldigi Sekil 3.4 ile goriilebilir. Burada X rastlanti degigkeni {izerinde B nin
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temel degerlerini veren olasilik dagilimlar: vardir. Ornegin yesil renk ile gosterilen py
olasilik dagilimi kullanilarak hesaplanan P(A) olasiligi, B fuzzy sayisinda b, temel
degerini verir. Benzer sekilde sirasiyla py, ps ve p3 olasilik dagilimlar: kullanilirsa by,

by ve bs temel degerleri bulunur. Bu dagilimlar kesikli Z-sayilarda

Hy

» P(A)=B

P(A) = /;LA(:I:};).;(:::}(I:]:
Jr

Sekil 3.4. Sirekli bir Z = (A, B)-saysinda px olasilik dagilimlary ile B nin temel

degerleri arasindaku iliska.

by=P(A) = Z fra(@i)p(zi),

siirekli Z-sayilarda
b= P(A) = [ pat)ple)ds,
R

esitliklerinin sonuclariyla, B fuzzy sayisinin temel degerlerini olugtururlar.
Boylece Z = (A, B) olarak ifade edilen bir Z-sayisinda A ve B fuzzy
kisitlamalarinin ne anlama geldigi ve Z-sayisimin bilegenleri arasindaki iligki (bkz.

Sekil 3.4) 6zetlenmis olur.

3.2. Z-sayilar Uzerinde Aritmetik i§lemler

Z-sayilarla hesaplama yapmak ne anlama gelir, basit bir 6rnek olarak
Eskigehir’den Polatlhi’ya Sivrihsar {izerinden arabayla gitmek istedigimizi
varsayalim. Bu sezgiye dayali bilgiler "Z-degerli" olarak su sekilde ifade edilebilir:
(Eskigehir’den  Sivrihisar’a seyahat siiresi, 1 saat civary, genellikle) ve

(Sivrihisar’dan Polath’ya seyahat siiresi, 45 dakika civari, genellikle). Bu durumda
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Eskigehir’den Polatli’ya arabayla gitmek ne kadar siirer? Bu durumda, (1 saat
civarl, genellikle) ve (45 dakika civary, genellikle) seklindeki iki Z-sayinmn
toplaminin yapilmasi gerekir. Z-sayilarla hesaplamayi iceren problemleri belirtmesi
kolaydir fakat ¢ézmesi o kadar kolay degildir. Ornegin: (A, B) nin karekokii nedir?
Kelimelerle verilmis bilgiler iizerinde hesaplama yapabilmek icin Z-sayilarla
hesaplama yapmamiz gerekir. Biiyiik 6l¢iide, Z-sayilarla hesap yapmak aligilmadik
bir duruma girismektir.

Z*t-sayilarla hesap yapmak Z-sayilara gore ¢ok daha basittir. x iglemi Z} =
(Ax, Rx) ile Zj* = (Ay, Ry) seklindeki Z*-sayilar1 arasinda bir ikili islemi gostersin.

Rx * Ry deki * ile Ax * Ay deki * 1n ayn1 anlama gelmedigini hatirlatarak tanimdan,
Z; * Z;/_ = (AX * Ay,RX * Ry)

esitligi yazilabilir. Bu ifadede Ax*Ay deki * igleminin terimleri fuzzy sayilar, Rx* Ry
deki * igleminin terimleri ise olasilik dagilimlaridir.
Ornegin: * isleminin toplama islemi olsun. Bu durumda Ax + Ay toplami A =

min olmak lizere

f(Ax+ay) (V) = Sgp(qu (u) A pay (v —u))

seklinde tanimhidir.

Benzer sekilde Rx % Ry birbirinden bagimsiz Rx ve Ry olasihik yogunluk
fonskiyonlarimin ~ konvoliisyon, o, fonksiyonudur. Bu olasihbk  yogunluk
fonskiyonlarin gostermek icin pr, ve pr, gosterimleri kullanihir. Boylece asagidaki
esitlik yazilabilir

e (1) = [ (o (0 = i

Yani

Z; + Z+ - (AX + AY,pr OpRy>

olur.

Burada Rx ve Ry nin bagimsiz olma varsayimi en koti durum analizini
gerektirir.

Daha genel olarak, Zx * Zy hesabin1 yapmak ig¢in ihtiya¢ duyulan gey fuzzy
mantigin genigleme prensibidir. Temel olarak genigleme prensibi parametrelerin
degerinin olmadigr fakat parametrelerin degerlerin iizerinde kisitlar oldugu
bilindiginde bir fonksiyonun degerlendirilmesi i¢in bir kuraldir. Bagka bir deyigle
bahsedilen kural bir fonksiyonun degerinin degerlendirilmesini icerir.

Bu tezde genisleme prensibinin kisitlamalarla belirtilen daha genig bir anlami

vardir. Daha genel olarak, bilgi eksikligi aym1 zamanda fonksiyonlarin o6zellikle
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eger-ise kurali geklinde tanimlanan fonksiyonlar hakkindaki bilgi eksikliginin
argiimanlarin degerleri ig¢in gegerlidir. Genigleme prensibinin birgok versiyonu
vardir. Temel versiyonunda genigleme prensibi agagidaki gibi tanimlanabilir [18].

A fuzzy kiime, p14, A nin iiyelik fonksiyonu, uy, Y nin iiyelik fonksiyonu ve u ve

v, sirasiyla X ve Y nin genel degigkenleri iken, v = f(u) olmak iizere,
Y = f(X)

R(X): X, Adir (ua(u),u tzerinde kisittir)
R(Y) : py (v) = sup pa(u)(£(4) = R(Y)).

Bu kuralin kesikli olan1 da agagidaki gibidir:
v = f(u;) olmak tizere,

Y = f(X)
R(X): X, (m/ur + -+ pin/uy) dir

R(Y): py(v) = sup p.

T
Ayni kuralin genel versiyonu ise agsagidaki gibidir:
v = f(u) olmak tizere,

Y = f(X)

R(X): g(X), Adir (ua(g(u)), u tizerinde bir kisittir)
R(Y) : py(v) = sup fra(g(u)).

Iki degiskenli bir fonksiyon icin genisleme prensibi asagidaki gibidir:
w = f(v,u) olmak tizere,
Z = f(X,Y)

R(X): g(X), Adir (ua(g(u)), u lizerinde bir kisittir)
R(Y): h(Y), B dir (ug(h(v)), v tzerinde bir kisittir)

R(Z) : pz(w) = sup(px(g(u)) A py (h(v))), A =min.
Olasiliksal kisitlamalar i¢in uygulamalarda, genisleme prensibi olasilik dagilim
fonksiyonlariyla ilgili standart sonuclarla benzer sonuclara yol acar. Ozellikle kesikli
olasiik dagilimlar igin, agagidaki genigleme prensibi elde edilir: v = f(u;) olmak

uzere,

Y = f(X)

R(X): X, pdir, p=p1\uy + - + pp\tn.
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REY): pr(v) =3 _pi (F(p) = B(Y)).
Iki degiskenli fonksiyonlar icin w = f(u;, v;) olmak iizere,
Z = [(X,Y)
R(X): X, pdir ,p=p1\u1 + -+ pm\tm.
R(Y): Y, gdur ,q=q\vi + -+ + qn\Vn.
R(Z): pz(w)=> pig; (f(p,q) = R(2)).
]
Kisitlarin Z*-sayilar oldugu durumda genisleme prensibi asagidaki gibidir:
Z = f(X,Y)
R(X): X, (Ax,px) dir
R(YY): Y, (Ay,py) dir

R(Z) = (f(Ax, Ay), f(px, py)).

Genigleme prensibinin bu boliimii, Z-sayilarla hesaplama yapmanin temelidir. Peki,
f(px,py), f(Ax, Ay) ile uyumlu mudur?

Z-sayilarla hesaplamaya doniiliirse, * iglemi toplama olsun. Zx = (Ay, Bx) ve
Zy = (Ay, By) olarak kabul edilsin. Su anda problem, Z = X +Y toplamim
hesaplamaktir. Baglantih Z-degerleri de (X, Ax, Bx), (Y, Ay, By) ve (Z, Az, Bz)
olarak alinsin.

Ik asamada py; nin hesaplanmasi gerekmektedir. pxy ve py nin bilindigi

disiiniiliirse ve Z*-sayilarin toplaminda yapildig: gibi ilerlenirse,
Pz = Px ©°py
olarak hesaplanir veya daha somut olarak,
pe0) = [ ol (o= w)du

ile hesaplanir.
px ve py nin olmadigini fakat px ve py ilizerinde kisit oldugunu bildigimiz Z-

sayilarin oldugu durumda,

HAx (U)px (u)du, BX di?ﬂa

pay (w)py (u)du, By dir.

S— s
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Bx ve By nin iiyelik fonksiyonlarinin terimlerindeki kisitlar agsagidaki gibi ifade

edilebilir:
o ( / qu<u>px<u>du) ,
R

1By ( /R 1Ay (U)py(U)dU) :

px ve py lzerindeki ek kisitlamalar agagidaki gibidir:

/R px(w)du =1,

/RPY(U)dU =1,

= —fR upay (u)du uyumlulu
/R px(u)du = ST (upumitun),

Jr whay (u)du

upy (u)du = “F————"—— (uyumluluk),
/R f R MAy (u)du

olmak ftizere, yukarida py = px o py verilen bilgiler yardimi ile sonug olarak

o 02) = sup (g ([ paCpxtan) mun, ( [ o @yt )

olur.

Degiskenler tizerindeki birlegik kisitlama, kisitlamalarin bir birlesimi olarak ifade
edilir ve A minimumu gosterir. Gercekte, genigleme prensibinin uygulamalari, pz nin
hesabini bir fonksiyonel optimizasyon problemine indirger. Dikkat edilmesi gereken
nokta, ¢oziim pz nin bir degeri degildir ama py ve py ilizerindeki kisitlarla tutarh
olarak pz nin degerleri iizerinde bir kisittir.

Zt-sayilarla ugrasirken px ve py nin bir fonksiyonu gibi py icin bir ifadeye
ulagilir. Bu ifade kullanilarak ve genigleme prensibi uygulanarak px ve py iizerindeki
kisitlar tarafindan py tizerinde kisit hesaplanabilir. G6z 6niine alinan py degerleri
verilen bilgiyle tutarh olan py degerlerinden olugmaktadir.

Verilen py i¢in "7, Az dir" fuzzy olayimin olasilik hesaplamasi yapilir. Daha 6nce
belirtildigi gibi fuzzy mantikta, "X, A dir" fuzzy olayimin olasilik 6l¢iisii, A bir fuzzy
kiime ve X, px olasilik dagihmiyla bir rastlant1 degiskeni iken, agsagidaki gibi

/R () ()

idi. Bu ifade kullanilarak, Az nin olasilik 6l¢iisii agagidaki gibidir.

paz (1) = $uD (1 (0) A (= v)
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olmak tizere
Bz = [, (wpzlu)de
R

seklinde tanimlanir.
Burada, pz bilinen bir olasilik yogunluk fonksiyonu oldugunda, By bir say1 olur.
pz olasilik dagilim tizerinde p,, (pz) fuzzy kisit1 bilindiginde, By tiyelik fonksiyonu

(g, olan bir fuzzy kiime olur. Genisleme prensibi kullanilarak

w = /R 4, (W) (u)du

iken

pB, (W) = sup piy, (pz)
Pz

dir ve p,, (pz) birinci adimin sonucudur. Zx ve Zy olarak aliman Z-sayilarin toplami
hesaplanmais olur.
Yukarida anlatilanlar: ozetlersek once ZT-sayilara gecilir. Yani Bx ve By nin

temel degerlerine kargilik gelen olasilik dagilimlar: bulunur.

Hy

X
&

Sekil 3.5. Bx fuzzy sayisiman temel degerlerine karsilik gelen olasilik dagilimlars.

Sekil 3.5’de Bx fuzzy sayisinin temel degerlerine kargilik gelen ve bulunmasi
gereken olasilik dagilimlar1 gosterilmistir. Bu dagilimlar kesikli fuzzy sayilarda
lineer hedef programlama yontemi, fuzzy sayilarda ise normal olasilik dagilimi
kullamilarak Newton-Raphson Yontemiyle hesaplanir. Boylece Z% = (Ax,px)
sayilari elde edilmig olur. By fuzzy sayisinin temel degerlerine kargilik gelen py
olasilik dagilimlar1 da benzer sekilde bulunabilir.

Sonra, Z} = (Ax + Ay, px + py) toplami bulunur.

Sekil 3.6’de Z% sayilan ile Zy sayilarimin her birinin birbiriyle toplanmasi

gerektigi goriilmektedir. Boylece Z) = (Az, pz) toplamlar elde edilir.
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A p)

Fa
1
Z=(A.p,) : :
A I=lA.p)

Z=A.p) /\ ‘
| Z=(n.p)
ey
1
=A, ) /\ Z=la.p)
#
Ze(A, ) /\ Z+(h,p)

Sekil 3.6. Z} = (Az,pj1) toplama icin Z3 ve Zy eslestirmeleri.

Elde edilen olasilik dagilhimlarinin fuzzy kisitlart bulunur. Aslinda bu kisitlar
zaten B bilegeninde mevcut oldugundan, hangi olasilik dagilimi B nin hangi temel
degerinine karsilik geliyorsa, o temel degerin iiyelik derecesi olasilik dagiliminin
iiyelik derecesi olarak kabul edilir.

Sekil 3.7’da verilen 6rnekte px olasihigina karsilik elde edilen bx = 0.4 degeri i¢in
tyelik derecesi pip, (0.4) = 0.7 oldugundan p,, (px) = 0.7 olarak kabul edilir.

Elde edilen p,, (px) ve pp, (py) iiyelik derecelerinden p; = px o py nin p,,(pz)
iiyelik derecesi hesaplanir. Bu iiyelik derecesi, toplanan iki olasilik dagilimindan

kii¢iik olanin derecesine egittir. Yani,

Hpy (pZ) = Hpx (pX) N py (pY)

esitligi ile bulunur.

Daha sonra By fuzzy sayisiin by temel degerleri bulunur. Bu degerler elde edilen
Az = Ax+ Ay fuzzy sayisi ve p; = px opy olasilik dagihimlar ile hesaplanan P(Ay)
olasilik dl¢iistidiir. Yani P(Az) = by dir.

Sekil 3.8’de fuzzy sayilarin toplami olan Az nin, olasilik dagilimlarinin toplami
olan pz konvolisyonu kullanilarak elde edilen olasilik 6lgiimii degerinin bz oldugu
goriilmektedir. Bu o6lgiim sonucu Bz nin temel degerlerinden sadece bir tanesi
bulunur. Az bir tanedir fakat py ler, her px ve py nin ayri1 ayr1 konvoliisyonu
oldugu i¢in oldukga fazladir. Bu durumda her bir pz i¢in Az nin olasilik 6l¢iisii

tekrar tekrar hesaplanmali ve By nin tiim temel degerleri bulunmalidir.
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H, Hs

0.7

X _
bx—O.ﬂr

Sekil 3.7. px olasilik dagilima i¢cin fuzzy kisit belirleme.

M, Hs

P':'.EHZ] =b,

Sekil 3.8. By fuzzy sayisimn bir temel degeri by yi ve tyelik derecesini belirleme.
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Son olarak by temel degerleri i¢in fuzzy kisitlar1 olugturulur. Daha once elde
edilen by temel degerleri icin {iyelik derecesi, bz yi elde ederken kullamlan p; =
px © py islemindeki px ve py nin iiyelik derecelerinden hangisi daha kiiciik ise o

alinarak hesaplanir. Sekil 3.8’de bu durum,

Poy = oy (P2) = ppx (PX) A tpy (DY)

ile gosterilmigtir.
Boylece By iginde tiim temel degerler ve fuzzy kisitlar belirlenmis ve Bz nin

fuzzy kiime yapisi olusturulmus olur. Sonug olarak
Zx + Zy = (Ax, Bx) + (Ay, By) = (Az, Bz)

hesaplanmais olur.

3.3. Kesikli Z-Say1 ve Kesikli Z"-Say1 Arasmdaki Iligki

A kesikli bir fuzzy say1 olsun. A nin olasilik 6l¢iisii olan P(A)

P(A) = ZNA(%)?(%‘)
= pa(@i)pi(in) + palzie)pi(@se) + -+ pal@jn, )pi(in;)

seklinde tanimlanir.

Kesikli Z-say1 ve Kesikli Z*-say1 kavramlar: arasindaki farki daha iyi anlamak
i¢in agagidaki 6rnege bakilacak olursa

(Yag ticreti 50 $/varil civari olacak, biiyiik ihtimalle)

Bu kismen giivenilir dilsel bilgi Sekil 3.9 ile gosterilen A ve B tarafindan
olugturulmug Z = (A, B) sayis ile tanimlanabilir [2].

Burada B fuzzy sayis1 A fuzzy sayisinin olasilik olgiisii olan P(A) tizerinde
esnek bir kisit vazifesi yapmaktadir. P(A) baz1 olasihk dagihmlarmin temeli
tizerine tanmmmhdir. P(A) min belirsizligi gergek olasiik dagiliminin bilinmedigi
anlamina gelir. Tersine "biiylik ihtimalle" teriminin dogal belirsizligi nedeniyle
olasi olasilik dagilimlar1 tizerinde esnek bir kisit kullanilmahdir veya bagka bir
deyisle bu sozel ifade olasilik dagilimlariin bir fuzzy kiimesi ile temsil edilebilir.

Bu durumda gergek olasilik dagilimi p bilindiginde, Z* = (A, p) olan kesikli Z*-
say1 kavrami kullamlir (bkz. Sekil 3.10) [2]. Bu P(A) olasilik 6lgiisii ile ilgili bilgilerin
daha eksiksiz oldugu bir durumdur ve bu nedenle bu sayilarda Z nin tstiinde +

semboli kullanilir.
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Sekil 3.9. Z=(A,B) yag fiyats tizerindeki dilsel olarak ifade edilen kismen giivenilir
bilgiyi tanmwmlamak igin kullanidr. Burada (a) A kesikli fuzzy sayisin (b) B kesikli

fuzzy sayrsin gostermektedir.
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Sekil 3.10. A kesikli fuzzy sayise (kesikli grafik) ve kesikli olasilik dagilima (strekli
egri) ile olusan Zt = (A, p) seklindeki Z-says.

0.8 -

0.6 ]

0.4 4

0.2 4

04 05 06 07 08 09 1

Sekil 3.11. P(A) olasilik él¢iistiniin tam degeri.
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p gergek olasiik dagilmi A fuzzy sayismin P(A) olasiik Olglsiiniin gergek
degerinin elde edilmesini saglar. Sekil 3.10’da gosterilen Z*t-sayisi igin, P(A)
olasilik dlgiisti degeri Sekil 3.11°de gosterilmigtir [2].

Bu nedenle Z* = (A, p) sayis1 agagidaki bilgiyi ifade eder.

(Yag ticreti 50 $/varil civar olacak, 0.7 olasilikla)

Elbette bu ilk basgta verilen dilsel ifadeden daha kesin bir ifadedir fakat onun
kadar gergekci degildir.

3.4. Siirekli ve Kesikli Z-Sayilar Hakkinda Tartigsma

Z-sayllarla hesaplama yapma Zadeh tarafindan one siirtilmiigtiir [21]. Genel
olarak bu hesaplama iki tane lineer olmayan varyasyonel problem icerir.
Hesaplamanin karmasgikligini azaltmak icin kii¢iik bir dogruluk kayb1 altinda
siirekli Z-sayilarla yeni bir yaklagim oOnerilmektedir. Bu yaklagim siirekli hale
getirilmis kesikli Z-sayilar dikkate alinarak olusturulur. Kesikli Z-sayilarin
kullanilmasinin asil nedeni gercek diinya problemlerinin ilgili bilgiler kullanilarak
dilsel olarak daha iyi karakterize edilebilmesidir. Dilsel bilgi her zaman anlamh
dilsel terimlerden olusan bir kiime ile tamimlanabilir. Ornegin, asagidaki Z-say
temelli degerlendirme ele alinirsa

(Yag fiyatlar1 yakin gelecekte orta seviyede olacaktir, biiyiik ihtimalle).

Goriildiigii tizere, bu degerlendirmede dilsel terimler kullanmilmigtir. Bu da
Z-sayilarin dilsel terimlerin kiimesini taban olarak kullanmasi anlamina gelir. Bu
kiimeler sirali dilsel 6lgeklerle temsil edilebilir. Bahsedilen bu sirali dilsel 6lgekler
durumu, kiime icindeki harflerin sirasiyla ¢ok disik, disik, ..., normal, ...,
yiksek, ¢ok yiksek terimlerine karsihk geldigi M = {CD,D,...,N,....Y,CY}
kiimesi ile ve kiime ic¢indeki harflerin sirasiyla muhtemel olmayan, pek muhtemel
degil, ..., muhtemel, ... cok muhtemel, son derece muhtemel terimlerine kargilik
geldigi N = {MO,PMD,...,M,...,CM,SDM} kiimesi ile gosterilebilir. Ornekte
bahsedilen oOlgeklerin dilsel ifadelerini artan sirada yazacak olursak su sekilde
sralidir: (D <D < ...<N< ... <Y <(CYveMO<PMD<...<M<...<
CM < SDM. Dolayisiyla bahsedilen 6lgekte dilsel ifadelere karsilik ardigik sayilar
getirilebilir ve bu da bizi L = {0,1,2,...,n} kiimesine ulagtirir.

Stirekli Z-sayilarin yerine kesikli Z-sayilarin ele alinmasi, bir yandan yeterlilik
ve genellik arasinda birinden feragat etmeyi kolaylastirir, diger yandan hesabin
zorlugunu oOnemli Ol¢lide azaltmamizi saglar. Evrensellik olasilik dagilimlarinin

tiirii hakkinda diigiinmeye gerek olmadigini ve genel durumu diisiinmeyi ima eder.
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Uyelik fonskiyonlarmim siirekli ve olasiik dagiimlarmm kesikli olmasindan
kaynaklanan dogruluk kaybiyla ilgili olarak nitel bir bakis agisiyla bir¢ok problem
onemli olmayabilir. Kesikli Z-sayilarla hesaplama yapmak siirekli Z-sayilarla

hesaplama yapmaktan daha kolaydir.

40



4. SUREKLI Z-SAYILAR UZERINDE
ARITMETIK ISLEMLER

4.1. Siirekli Z-Sayilar Uzerinde Toplama Islemi

Z1 = (A1, By) ve Zy = (Ag, By), reel degerli X; ve X, rastgele degiskenleri
iizerindeki eksik bilgiyi tanimlayan siirekli Z-sayilar olsun. 715 = Z; + Z5 toplami
nasil yapilir? Daha 6nce de belirtildigi gibi Z-sayilarla hesaplamaya baglamak ic¢in
Z*-sayilar iizerinde hesaplamalar yapilir. Z), = Z;" + Z ZT-sayis1 agagidaki gibi
tanimlanir:

Zt+Zf = (A1 + Ay, Ry + Ry).

Genel olarak R, ve Ry olasilik dagilimlarinin ailesi olarak diisiiniiliir. Daha basit
olarak agagidaki normal olasilik dagilimlarim ele alalim:

1 [_l(Mp]

= e 20 o1 7 4.1
b1 \/%0_1 ( )
1 _l(z=ng

20y
A; ve As gibi iki fuzzy sayiin A; + A toplami AT ve A a-kesmeleri yardimiyla

A? = [a?la a?2]; Ag = [agb agQ]

veya
AT = {zlpa, () = a}; AT = {a|pa, (z) = o}
iken
AT + A = afy, afy] + [a5y, a5, = [af) + a5y, afy + a3y

seklinde tanimlanir.
Olasilik dagihmlarinin Ry + Rs, p12 = p1 o po konvoliisyonuda agagidaki gibi

tanmiml
1 1 (l—(m-&-m))z}
P12 = e °  (oited)

21(0? + 03)

siirekli olasilik dagilimidir.

Boylece 7, = (Ay + Ay, p1o) seklindeki Z;5-sayis1 elde edilir ve bununla da Z-
sayilarla hesaplamanin ilk adimi atilmis olur.

Bir sonraki asamada Z; = (Ay, B1) ve Zy = (As, By) sayilarinin p; ve py olasilik
dagilimlarinin tam olarak bilinmedigi fark edilir. Tersine mevcut bilgi fuzzy kisitlarla

agagidaki gibi temsil edilmektedir:
/ pa, (x1)pr, (z1)dzy, B dir,
R
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/[LAQ(.CEQ)pRQ(.TQ)dZ'Q, B, dir.
R

Uyelik fonksiyonlar:

HB, (/RﬂAl(xl)pRl(gjl)dxl)

1B, (/R 1145 (T2) DR, ($2)d$2)

Bu kisitlar, p; ve py olasilik dagilimlarinin, tiyelik fonksiyonlar:

ve

olur.

lpg, (PRy) = i3y ( /R 1, (21)PR, (xl)dx1>

S tinn, (010) ( [ nastain, <x2>d:c2>

ile tanimlanan fuzzy kiimelerine sahip oldugunu gosterir.

Boylece Bj, j = 1,2 sayis1 A; nin olasilik 6l¢iisiiniin degeri iizerinde esnek kisit
iglevi goren bir fuzzy sayidir. Bundan sonra siirekli iiyelik fonksiyonlar: yerine kesikli
iiyelik fonksiyonlar1 kullanilacaktir. Bu durumda 7 = 1,2 , [ = 1,2,...,m olmak
tizere bj € supp(B;) iken, B; kesikli fuzzy sayisinin degerleri j = 1,2 olmak tizere
A; fuzzy sayisinin olasihk Ol¢iisiiniin degerleri yani b; = P(A;) dir. Béylece by

verildiginde agagidaki denklemi saglayan

bjl = KA, (le)pjl(le) + BA; ($j2)pjz(l‘j2) + - BA; ($jnj)pjz($jnj)

pji; olasilik dagilimi bulunmalidir.

Burada p; nin agagidaki sartlar da sagladigr bilinmektedir:
nj
ijlxjk =1, pyzj=>0.
k=1

Bu nedenle p; yi bulmak igin hedef programlama modeli agagidaki gibi

olugturulabilir.
Hedef:

pa; (w51)pji(in) + pa, (52)pin(w52) + -+ pa; (T, )Pji(Tjn,) — by
Kisitlar:

Piu(j1) + pi(xj2) + - + pju(wjn) = 1 } , (4.3)

pi(x1), pji(T52), - pji(T50) =0
(4.3) denkleminde indislerin karmagasindan kurtulmak icin c; = pa,(2;1) ve

v, = p;(z;x) olarak alinsin. Burada ¢ ve b;; bilinen sayilar, vy ise bilinmeyen karar
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degigkenleri olmak iizere yukaridaki problem yerine agagidaki lineer hedef

programlama modeli yeniden yazilabilir.

Hedef:

c1U1 + U2 + - - -+ v, — by (4.4)

Kisitlar:

vtvet-Fo, =1
P . (4.5)
V1,0V, ..., Uy >0

Her [ = 1,2,...,m i¢in yukaridaki problemin wv,, k& = 1,2,...,n ¢ozlimleri
bulunur. £ = 1,2,...,n i¢in vy = p;(z;;) oldugundan p; olasiik dagilimlar:

hesaplanmig olur. Daha sonra b;; sayesinde elde edilen j = 1,2 i¢in p;; nin istenen

tiyelik derecesi pip,, (pj1) = s, (bj1),

n;

I, (Pj1) = 115 (Z 114 (%k)%‘l(%k))
k=1

bi¢imindedir.

Boylece pj olasihk dagilimlarina bir fuzzy kiime yapisi olusturmak igin
yukarida belirtilen n tane lineer hedef programlama modelinin ¢oziilmesi gerekir.
Normal rastgele degiskenleri i¢cin daha 6nceki boliimlerde bahsedilen uyumluluk
kosullar1 dikkate alinarak bu problem sadece o y1 iceren tek parametreli
optimizasyon problemine indirgenir. Bu problem basit optimizasyon yontemleriyle
¢oziilebilir.

pji(xj;) normal dagihmlarinin yaklagik degerlerinden hesaplanan p; ve ps
olasilik dagihmlarimin fuzzy kiimeleri pio,, (s = 1,2,...,m?) konvoliisyonlarinin

fuzzy kiimesi

P12 =P10D2 (4.6)
olmak fizere,
Hp1a <p12) = %}%}’2{[#?1 (pl) A Hopy (pQ)] (47)

iiyelik fonksiyonu ile olugturulur.
Verilen pyy igin A;s = Ay + As nin olasilik 6l¢iisii hesaplanmalidir. Bu da "X
degiskeni Ajy dir" fuzzy olaymin P(A;2) olasilik 6l¢iisiinii hesaplamaktir ve agagidaki

gibi hesaplanir:
P(Ar2) = / fa,, (w)pra(u)du.
R

p12 bilindigi zaman P(A;2) = byp sayst olur. Ancak bilinen tek sey p,,, iyelik

fonksiyonuyla tanimlanan pp tizerindeki fuzzy kisitlamadir. Bu nedenle P(A;3)
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olasiligl, agagida tanimlanan pp,, iiyelik fonskiyonuyla Bjs fuzzy kiimesi olacaktir.

Burada,
by, = / s (2)prs, () (48)
R

olmak tizere,
M B1s (leS) = Sup(:uplzs <p12s)) (49)

olur.

Sonug olarak, Z15 = Z; + Zy toplami Z15 = (Ajs, Bia) olarak hesaplanir.

Ornek 4.1.1. Bilesenleri ticgensel fuzzy sayilar olan sirekli Z-saylar
7y =1((1,2,3),(0.7,0.8,0.9)) ve Zy = ((7,8,9),(0.4,0.5,0.6))
olsun 2|. Z1o = Zy + Zs toplama hesaplanirken verilen Z-sayilarin altinda yatan

olasilik dagilimlar:, normal olasihk dagilimlar olarak ele alinar.

Iuﬁ\, ;u,q :

I

I

I

I

|

|
1 2 3 7 8 9
Sekil 4.1. Swraswyla Ay ve Ay diggensel fuzzy sayilar:

Ay ve Ay fuzzy sayilarimin dyelik fonksiyonlar:

(2) r—1, 1<zx<2 (2) r—7 T7T<zx<8
T) = ve ) =
fin §_u 2<ap<3 I 09—z, 8<z<9

olur.

[k olarak Z*-sayplara gegilmelidir ve Zy, = Z;7 + Z
Zfy = (A1 + Az, Ry + Ry)

hesaplanmalidar.

Burada Ay = (1,2,3) ve Ay = (7,8,9) biliniyor peki Ry ve Ry olasilik
dagilimlary  nedir?  Oncelikle  bu  olasiik  dagilimlar  bulunmalidir.  Ornegin
Z1-saypsinan ikinct bilesent By fuzzy sayisindaki her bir P(Ay) = by degeri igin X
rastgele degiskeni tizerinde bir olasihik dagilime vardar.

Gercek olasilhik dagilimlary olan py ve po bilinemez, sadece sirasiyla By ve Bs

tarafindan elde edilen py ve py lerin p,, (.) ve p,,(.) fuzzy kisitlare bilinebilir. Bu
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nedenle j = 1,2 olmak tizere B; lerin altinda yatan olasilik dagilvmlar: ortaya
gtkarimaldir ve j = 1,2 igin pup,, (p;) tyelik dereceleri hesaplanmahdur. j = 1,2
igin p; = (py,04) nin belirlenmesi ile uyumluluk kosullart nedeniyle p; nin sabit
oldugunu dikkate alarak o; ye gore asagidaki basit lineer olmayan optimizasyon

problemsi ile karsilasilir:

/ (z) L e 0T 4y b,
sup(Aj) Hh \/%O'jl g
Burada o5 > € > 0 dur.
Bu calismada sadece by, = 0.7 degeri i¢in karsimiza ¢ikacak olan olasilik

dagilimainin nasil bulunacage gosterilecektir. Diger degerler iginde benzer islemlerle
o degerleri bulunabilir. Olasilik dagilimlary normal olasilik dagilimi olarak kabul
edildigr i¢in ashnda sadece bu normal dagilimin o degerinin ne oldugunu bulmak
gerekir. O halde yukaridaki integralde pa, fonskiyonu ve sinarlar yerine yazilirsa

ve integralin yakinsadigi by = P(A1) sonucuna egitlenirse

A 3 1 Fl(=28
P = r)— € 7%l dx
) = [ ) i
2 3
1 —1.(z=2)2 1 —1.(z=2y2
0.7 = /(a:—l) e 2l d:c—l—/(B—:c) ce 2ot dx
1 vV 27T0'jl 2 \/%le

esitligi elde edilir. Bu denklemde tek bilinmeyen oj; degeridir. o5 = a denirse

2 1 _ ,(x—2)2 3 1 _l,(L—Q)2
0.7 = (x—1) e o Vdr+ [ (3—1x) e 2V e Vdr
1 2mra 2

2ma

N[

olur. Bu integraller normal dagilim fonksiyonlar: icerdiginden, standart normal

dagilim sekline doniistirilmesi gerekir.

xr— 2
=z
a
olsun.
0.7 0( +1) ! 3% g d +/‘11(1 ) L =32 . d
7= a-z e ca-dz —a-z e ca-dz
~1 V2ma 0 2ma
esitligi elde edilir.
0.7 /0( +1) Lty +/i(1 ) L 2y
7= a-z — e z —a-z e z
~1 2 0 v 2T
0 0
1 2 1 2
0.7 = a-z ezzdz—l—/ —— e 27 dz
/_i V2T -1 V2T
1 1
a ] 1 a 1 2
+ —— e 2% dz — a-z e 2% dz
A V2T 0 V2T
0.7 /0 L3y +/i L 3y /i L 42y
7= a-z e z — e z — a-z e z
-1 \ 27 -1 V2T 0 2



sonucu elde edilir. Son egitlikte karsimiza ¢ikan tic integrali ayry ayry hesaplamak

¢,
A = /_Oia z\/z_ﬁ-e_ézzdz
B = /z \/% e 2% dz
C = /0(11 -z\/12_ﬂ-6522dz
denirse

PR
= Z e z
2 ~1

integrali i¢in —%zQ = u donistimi yapilr. Bu doniisim sonrasi elde edilen esitlik:

. 0
A = —e"du
V2T /212

integralidir.

1

a " 242 a 1 a
A= / edu = (e 22 — %) = (e722 —1
= R

sonucu elde edilir.

1
1 a 1.2
B=—— e 2% dz
V2T /_1

integralinin ¢ozimi biraz daha karmasiktir. Bunun i¢in soyle bir yaklasim izlenir.

1

1 1 1
@ 1,2 e 1.2 e 1,2
e 2% dz = e 2% dx = e 2Ydy=T
1 1 1
a a a
1o
o feo 1.0 1,9
/ / e 2% e 2¥dady = T-T,
1 1
“a’"a

1
/a e_%'($2+y2)dxdy = 717

1
a

olsun.

Q=

_1
a

olur. Burada elde edilen ¢ift katly integral problemi z = e~ 3@ +v?) ylzeyr ile x =
1

hesaplayabilmek i¢in kutupsal koordinat dontisimi uyqulanirsa

r = —%, y = % ve y = —é ylzeyleri arasinda kalan hacimdir. Bu integrali

x=r-cosf, y=r-sinf, z=z.
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Sekil 4.2. 2z = e~ 3 (@ +y?) fonksiyonunun grafige

olmak tizere 2% + y? = r? oldugu ve Jacobian matrisinin determinant sonucunun r
oldugu  kolayca  gorilir. Donitisim  sonrasy integrallerin  yeni  sinarlaring
belirleyebilmek igin Sekil 4.2°deki grafikten yararlanilabilir.

Yukarida gorinen hacmi taramak i¢in thtiyacimaiz olan en biyik yaricap
uzunlugu r = \/a% + a% = a—22 = \/75 olacaktir. Yine hacmi taramak i¢in 0 acisimn

360° = 27 kadar cevrilmesi gerekecektir. Boylece sinarlar belirlenmis olur.
7’7\/7 ?

=27 z=e -3

T2 = / / / rdzdrd6,
)
60=27

T2 = / / — 0)drd®,
0 0
60=27 r=

T = / / cem2" drdf
)

1.2

olur. —5r* = s doniigtiimi uygulamirsa,

0=2m s:f%
/ / —e’dsdb
0= s=0

6=2m L
T = —/ (e7aZ — 1),
0

=0
T2 = 27(1— e a?)

n\s

elde edilir.

kabul edildiginden



olarak bulunur.

1

1 1 2 1 1 1
B:—/ e’ﬁ'zdz:—‘\/2ﬂ~\/1—e*a7:\/1—67«72
V2m -1 v 2T

olur. Boylece B integralinin degeri hesaplanmas olur. Simdi de

1
a a 1.2
C = /z-e‘?"Z dz
V21 Jo
1.2

C integrali igin —52° = u donigimi yapilirsa

c a / uq
= —e au
V2 Jo

olur.
a

C=— / Uy = — /O ud
= —e'du = — e'du =
V21 Jo v 2T e v 2T

Boylece A, B, C integrallerinin sonuclar: hesaplanmas olur. Bu sonuclar asil

(1—e )

denklemdeki yerlerine yazilirsa,

0.7 = —— (¢ 5 —1)+\l-e @ — —

V2r

esitligi elde edilir. Ifade dizenlendiginde,

2a 1 1
0.7 = e 22 —1)+1\/1—¢e o2
5 )+ V

sonucu elde edilir. 0 = a degerini bulmak i¢in Newton-Raphson Yonteminden

yararlamilabilir. Bunun i¢in yukaridaki denklemi a degiskenine bagly bir fonksiyon

olarak yazip, tegetler yardvmiyla yaklasarak kok degerine ulasiimaya ¢alisilor.

20 (s 1) )1 e —
f(a):\/%(e 22 — 1) +14/1 0.7

olur.

Newton-Raphson Yonteminde kokiin gercek degerine yaklasmak igin oncelikle
bir baslangic kok degeri belirlenir. oj = a standart sapma degeri i¢in ik ¢ozim
adayr olarak 0.2 degeri alinsin. Yani ay = 0.2 olsun. Bu deger iterasyon

denkleminde yerine yazlarak ay degeri bulunur. Daha sonra as, ag, ... seklinde
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gercek kok degerine dogru yaklasan c¢ozim adaylary bulunur. Ydéntemin genel

iterasyon denklemi asagidakt gibidir:

Upy1 = Gy — f(an)_
f'(an)
Buna gore
f(ao) 0.140423683
S — 0.2000 — ——— 22200 _ () 376012041 2 0.3800
T —0.797807253 ’
(1) 0.005816998
—a - = 0.3800 — ———> 2" _ (.380419078 = 0.3890
2= 0T ) —0.617576143 ’
f(az) 0.000347553
S = 0.3800 — —————22°_ _ () 380581333 = 0.3896
=0T ) —0.597855711 ’
f(as) 0.000010767
b — 0.3806 — ———— L _(.380618049 = 0.3896.
=T ) —0.596542403

Yukaridaki ¢ozim sonucglarina bakildiginda hassasiyet ne kadar artirilirsa artirilsin
kok sonucunun 0.39 degerine yaklagtige gorilir. by = P(A;) = 0.7 degerini veren
normal olasilk dagilvminin a = o degeri 0.39 olarak bulunur.

Benzer iglemler yapilarak Tablo 4.1°deki degerler elde edilir |2]. Bu tablodan da

anlasilacage tizere j = 1,2 i¢in B; kesikli gibi distintlmistiir.

Tablo 4.1. Ornek 4.1.1 i¢in hesaplanan oj degerleri

by | 0.7 1076 | 0.8 | 0.84 | 0.9
oy | 0391031026 0217 | 0.15
by | 0.4 046 | 0.5 | 0.54 | 0.6
oy | 091 ]0.77 | 0.68 | 0.61 | 0.52

Ikinci Advm: Bu advmda Z, = Z; + Z; toplamu hesaplanar.
Zhy = (A1 + Ag, Ry + Ry)

Ay = (1,2,3) ve Ay = (7,8,9) idi. Ry ile Ry de o degerleri 1. advmdaki gibi
hesaplanmis  asaqidaki normal olasilik  dagilimlar,  olsun.  Normal olasilik
dagilimlarinin N (u,0) = N(ortalama,standart sapma) seklinde gosterildigi

hatirlatilarak
p1 = N(2,0.217),

dir. Oncelikle Ay, = Ay + Ay toplama dicgensel fuzzy sayplarin toplama olup

A =(1,2,3)+ (7,8,9) = (1+ 7,2+ 8,3 +9) = (8,10, 12)
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olur. Ry+Ry toplami pios = p1 o py konvolisyonudur. Asagidaki konvoliisyon

fonksiyonu géz dniine alinirsa,

1 1 (w—(u1+u2))2}
2 (of+o3)

p g
2 21(0f + 03)

yeni ortalama

i+ =2+8=10

ve yeni standart sapma da

\/or 4+ 03 =+/(0.217)2 + (0.77)2 = v/0.639989 = 0.8

olur. O halde p15 = N(10,0.8) olarak bulunur.
Béylece Z{5 = (Ay + As, Ry + Ry) = (A1, p12) elde edilmis olur.
Uciincii Advm: Bu advmda py ve py dagolimlary igin pi,, (p1) ve iy, (p2) nin iyelik

dereceleri hesaplanmalidur. Ornekte kullanilan py ve py daglvmlarina karsilik gelen
by = P(Ay) ve by = P(As) degerleri tabloya bakildiginda asagudaki gibi oldugu
gorililir. (Tablo 4.1’de 0.217 = 0.22 olarak alinmastar. )

1 1 (Z1—2\2
P(A,) = 7)) —— e 2@ )y, 2 0.84
R e :
1 )
P(A :/ T e (ST ) dr, 22 0.46
( 2) RMAz( 2)077\/% 2

1 1. ,21-2\2
_ ~1(55)
L — L Nz e 2\va7 ) dx ,
(1) = i ( [t )
o (p1) = pp,(0.84)

ve

N

1 2282
_ ( )
= To)———— . ¢ 07 dxs |,
/"LPQ(pQ) HB, (/R /"LAQ( 2)077 ] \/% 2>

Hopy (pZ) = B, (046)

elde edilir. Artik By ve By nin tyelik fonksiyonlar: yardimayla fiy, (p1) ve pip,(p2)
degerleri bulunabilir. By ve By tigcgensel fuzzy saylardir ve Sekil 4.3’de grafikleri
gosterilmistir.

Uyelik fonksiyonlart da

10z =7, 0.7 <2 <0.8

10x —4, 04<2<0.5
By (l‘) = Ve (LB, (‘7;) =

9—-10z, 0.8<2 <09 6—10z, 05<2<06

olur. Bu tyelik fonksiyonlar: yardimayla
fpy (1) = 115, (0.84) = 9 — 10 - (0.84) = 9 — 8.4 = 0.6,
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Sekil 4.3. By ve By tig¢gensel fuzzy saylarinin grafiklers

L1y (D2) = 115,(0.46) = 10 - (0.46) —4 = 4.6 — 4 = 0.6

hesaplanar.

Dérdiincii Advm: By ve By yardimayla elde edilen py ve ps olasilik dagilimlarinin
konvolisyonu olan pia ler i¢in fuzzy kisitlary olusturulmalidir. Yani i, (.) ve fup,(.)
degerleri bilindiginde yukarida bahsedilen tiim p; ve po lerden normal dagilim i¢in
verilen kuralla elde edilen pio konvoliisyonlarinin tamaminin dzerinde p,,, fuzzy
kusitlary belirlenmelidir. Ornek 4.1.17de kullanalan py ve ps yardvma ile elde edilen

p12 konvoliisyonunun fuzzy kisitinin tyelik derecesi asagidaki gibi hesaplanar:

Hpio (plQ) = Up, (pl) A s (pQ) =0.6 A0.6 =0.6.

Benzer sekilde Ornek 4.1.1°den elde edilebilecek tim pio ler icin yelik
dereceleri hesaplanmalidir. (Yani py dagilimanin fuzzy kiimesi ve ps dagulimanan
fuzzy kiimesinden pis konvoliisyonunun fuzzy kimesinin elde edileceqi anlamina
gelmektedir.)

Besinci Advm:

b125 = / KA, (a:)pl?s (xk)dx
R

M B1s <b12s> = Sup(:uplzs (pIQS))

egitlikleri baz alinarak, P(A2) olasilik 6l¢iist dizerinde esnek bir kisit olan Bis yapist
olusturulmalidar. Ik olarak elde edilen po konvoliisyonlary i¢in P(A1s) olasihik él¢iisii
degerleri hesaplanmalidir. Ornek 4.1.1°de kullamlan py ve ps den elde edilen piy =

(10,0.8) konvoliisyonu i¢in P(A1a) olasilik 6l¢isi asagidaki gibi hesaplanar:

1 _1,(5612—10)2
.e 2 0.8

dx
0.8v/27 2

Az = (8,10, 12) dggensel fuzzy sayist ve tyelik fonksiyonu

P(Ap) = /RMA12(1712)
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Sekil 4.4. Ay, dicgensel fuzzy sayis

@) {IT—g 8 <z <10
PanT) =93 1p 4

olur. Bu tyelik fonksiyonu P(Ais) olasilik 6l¢isi denkleminde yerine yazilirsa

10 12
I’—8 1 1 ;z—10\2 12—ZL‘ 1 1 ;z—10\2
P(A = / . 6_5'( 0.8 ) dx—{—/ e 2V 08 ) dx
(A1) s 2 0821 o 2 082

P(Ar) /10 = e /10 S e HOR
— .e K T — .e R €T
2 s 1.6V2n s 1.6V2r
12 12 _ 1 (z—10y2 12 x _ 1. (z—10)2
.e 2(0.8)dx— -e 2(0»8)dl‘
o 1.6v27 0 1.6v2r

olur.
xz — 10 B

0.8

z

denirse

0 0
0.8 10 2 8 2
P(Am) = / L . 6_%'2 0.8dz —/ _ . e_%‘z 0.8dz
—925 1.6\/ 2T -25 1.6\/ 27

2.5 2.5
+ / 2 b0.84s - / 082 110 -4+ 8-
0 1.6\/ 27T 0 1.6\/ 27T

Integral "Standart Normal Dagiam" fonksiyonu oldugundan, bu integralin
sonucuna "Standart Z-Tablosu" ndan bakilur (bkz. Sekil 2.2). "Standart Z Tablosu"

nda z = —2.5 degeri yoktur fakat dagilim simetrik oldugundan z = 2.5 degerine

bakilabilir boylece bu integralin sonucunun 0.4938 oldugu goriliir.

(0.8)2 [0 b, /0 L ey
Z-€ z — e z
1.6\/ 27 —2.5 25V 2w

integralinin ¢oziumai igin
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degisken degistirmesi uygulanirsa

(0.8)2 [0
1.6V/2m J_3.125

olur. Benzer sekilde

12.(0. 251 10 - (0. 251
(0 8)/ b 0-(0 8)/ LAy,
16 0 . 0

(08)2 2.5 I
1.6\/271’ 0

S| 1 (0.8)2 %P |

= —— e 2% dz — z-e 2%dz
o V2w 1.6\/277/0

0.341234408

—e"du 4 0.4938 = 0.341234408

I

bulunur.
P(Ajp) = 0.341234408 + 0.341234408 = 0.682468816

P(A1) = 0.68

olur. Hesaplanan bu P(Ais) olasiligr, Bia fuzzy kisit yapise iginde sadece bir olasilik
degeridir ve bis = 0.68 dir.

[B1 ((512) = /RMAlz(xlz)P12(I12)d$12> = Hpio (P12)

denkleminde p,,,(p12 = (10,0.8)) = 0.6 oldugu dikkate alinirsa,

1 z19—10

by = T e85 ) day = 0.68
12 /RMAH( 12)0.8\/% 12

$¢cin,
KBy, (b2 = 0.68)) = 0.6
sonucu elde edilir. Benzer hesaplamalar yapilarak Bis yapise olusturulur.

Altincy Advm: Bis = (a,b,c¢) olarak aliman tiggensel fuzzy sayisinin bilesenleri
bulunur.

Byo nin ilk bilesent olan a = byo, degeri, By in ilk bilesent olan 0.7 ile By nin ilk
bileseni olan 0.4 degerlerine karsilik gelen olasilik dagilimlary yardimayla bulunur. Bu
olasilik dagilimlary siraswyla p1 = N(2,01) ve py = N(8,09) olsun. o1 ve oy degerleri
Tablo 4.1°den bakilarak bulunabilir. Bu tabloya gore o1 = 0.39, o9 = 0.91 dir. Bu
durumda

p1 = N(2,0.39)

ve
P2 = N(8,0.91)
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olasiik dagilimlary kullanilarak elde edilen p1a = (w12, 012) dagilime asaqidaki gibi
hesaplanar.
2 =2+ 8 =10,

o012 = vV0.39%2 4+ 0.912 = 0.99,
P12 = (10,099)

Bulunan pia igin fuzzy kst olusturulur. Buna gore, py, (p1) = pp,(0.7) = 0 ve
s (p2) = 112,(04) = 0 oldugundan

L (P12) = tipy (P1) A iy (p2) =0A0 =0

olur.
P(A ) /Iu (;)j ) 1 e_l'(xl()Qg_glo)ZdQL‘
12) = A\ L12) ———F—"€ 2 c 12
R 0.99v 27
/10 -8 1 _l.(%—9190)2d + /12 12—z 1 _l'(%_9190)2d
o - e 2 . T - e 2 . T
8 2 0.99\/ 2 10 2 0.99\/ 2T
z = ;UO.—9190 degisken degistirmesi ile
0 0.992+10 i1 . g 8 "
P(Ajp) = / ——— ¢ 270.99dz — / ——— ¢ 270.99dz
~2.02 1.98\/ 27 —2.02 1.98\/ 27

2.02 1 L 2.02 ) 1
+ / —2-6_2’Z20.99dz—/ 0992410 —1220 994,
o 1.98v2r o 1.982r

0
1
/ e 27 dz
—2.02 V2T

integralinde  standart normal dagiim  fonksiyonu  bulunmaktadir. "Standart

olur. Ornegin

Z-Tablosu"ndan z = —2.02 degeri ile ayni sonucu veren z = 2.02 degerine

bakildiginda bu integralin sonucunun 0.4783 oldugu gorilir (bkz. Tablo 4.1).
P(A3) = 0.306496042 + 0.306496042 = 0.612992084 = 0.62

olarak bulunur.
1By, (D12, = 0.62)) = f1p,, (p12) = 0.
By nin ikinct bilesent olan b = by, degeri, By in ikinci bilesent 0.8 ile By nin
ikinci bileseni 0.5 degerlerine karsilik gelen olasilik dagilimlar: yardimayla bulunur.

Bu olasilik dagilimlar siraswyla yine py = N(2,01) ve po = N(8,02) olsun. Tablo
4.1°den o1 = 0.26 ve o9 = 0.68 oldugundan p; = N(2,0.26) ve ps = N(8,0.68) olur.

pi2 = 2+ 8 =10,
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o012 = vV 0.262% + 0.68%2 = 0.73,
p12 = (10,0.73)

dir. Bulunan pio i¢in fuzzy kisit olusturulur. p,, (p1) = pp, (0.8) = 1 ve py,(p2) =
1B, (0.5) =1 oldugundan

fprs (P12) = fip (D1) A fipy(p2) = 1 A1 =1

bulunur. Buradan

1 1,212—10\2
P(A12) — /R’uAn(g;m)m . 675'( ) dx1y
10 12
r—8 1 1. z—1042 12—« 1 1. (z—10y2
_ ~1 (50 3 (5)
= .e 203 dI—F/ e 2Vom /) dx
/8 2 0.73V/2r 10 2 0.73V2r7

= (0.36068841 + 0.36068841 = 0.72137682 = (.72

olarak hesaplanir. bys, = P(A12) = 0.72 nin fuzzy kisitida

N’Bm(bl?b = 072)) = HUpo (plQ) =1

dir.

By nin dgtinci bileseni olan b = bio, degeri, By in tgtinci bileseni 0.9 ile By nin
ilk bilesent 0.6 degerlerine karsilik gelen olasilik dagilimlary yardimayla hesaplanar.
Bu olasiik dagilimlary siraswyla yine py = N(2,01) ve py = N(8,03) olsun. Tablo
4.1°den o1 = 0.15 ve o9 = 0.52 oldugu gérilir. Buradan p; = N(2,0.15) ve py =
N(8,0.52) olur.

pi2 =2+ 8 =10,

o012 = vV 0.152 + 0.522 = (.54,
P12 = (10, 054)
dir. Bulunan pia i¢in fuzzy kisit olusturulur. Buna gore, pp,, (p1) = g, (0.9) = 0 ve

s (D2) = pp,(0.6) = 0 oldugundan

Lprs (P12) = fpy (P1) A fip,(P2) =0A0 =10

dar.

x19—10

1 1 2
P(A = Tyg)———— e 2 Cosr Vg
( 12) /RMAU( 12)0.54\/27‘(’ 2

/10 r—8 1 LR g /12 12—z 1 BRESIY
8 2 0.54\/ 27T 10 2 0.54\/ 271’

P(Aj2) =0.392300275 4 0.392300275 = 0.78460055 = 0.79
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olarak bulunur. by, = P(A2) = 0.79 un fuzzy kisttida

KBy <b12c - 079)) = Hpo (p12) =0
dar.
By = (0.62, 0.72, 0.79)

olarak hesaplanir. Béylece Zy ile Zy strekli Z-saylarimin toplamanin sonucu, Ao ve

Bia nin grafikleri Sekil 4.5°deki gibi olan Z15 = (A1a, Bi2) olarak hesaplanmas olur
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Sekil 4.5. Sirekli Z-saylarin toplami: Ao ve Bis nin grafikleri

Z-sayilar iizerindeki diger aritmetik iglemlerde yer alan oOrnekler toplama
iglemindeki kadar ayrmtili yapilmayacaktir. Ciinkii burada kullanilan yontemler

diger iglemlerde de uygulanabilir.

4.2. Siirekli Z-Sayilar Uzerinde Cikarma Islemi

Z1 = (Ay, By) ve Zy = (Ag, By) stirekli Z-sayilarmin farki Z15 = 7 — Zs ile
gosterilir. 11k olarak Z;, = Z;" — Z; seklindeki kesikli bir Z*-sayisma doniistiiriiliir
ve

Zt —Z5 = (A1 — Ay, Ry — Ry)

seklinde tanimlanir.Bu esitlikte R; ve Ry normal olasilik dagilimlaridir.
Ay — Ay daha once bahsedilen iki fuzzy saymin farkidir. Ry — Ry ise normal

olasilik dagilimlarinin asagidaki gibi olan p;5 = p; o ps konvoliisyonudur

e~ [r—(n—p2)?/[2.(0F+03)]

p =
b 27 (02 + 02)

M1z = i1 — M2, 012 = \/U%ﬂLUg
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dir. Z-sayilarda c¢karma igleminin ilk adimi olarak Z*t-sayilardaki c¢ikarma
isleminden yararlamlir ve Z}, = (A2, p12) seklindeki Z;,, sayis1 hesaplanir.
Sonra, daha 6nce s6zii edilen hedef programlama modelinin ¢6ziimii ile elde edilen

j=12vel=1,2,...,m olmak iizere ju,, (p;;) fuzzy kiimeleri olusturulur.

Ardindan

Pr2=p1op2 Ve [fip,(Pi2)

iiyelik fonksiyonlar1 yardimiyla, pip, (s = 1,2,...,m?) konvoliisyonlarinin fuzzy
kiimesi olusturulur.

Daha sonra Bjy nin yapisi olugturulur. Bunun igin verilen pyo lere gore A;s =
Ay — Ay nin olasilik 6l¢iisti hesaplanir. Yani P(A;s) tanimin baz alarak "X fuzzy
olaymin olasihigi A;s dir". Son olarak bis, ve upg,,(b2,) tammlar yardimiyla By

fuzzy kiimesi hesaplanir. Sonug olarak 7,5, = Z; — Z, iki siirekli Z-sayisinin farki,
Z13 = (A2, Bia)
elde edilmig olur.

Ornek 4.2.1. Z; = ((1,2,3),(0.7,0.8,0.9)) ve Z, = ((7,8,9), (0.4,0.5,0.6)) siirekli
Z-sayplary i¢in Zyg = Zy — Zy ¢rkarma iglemi hesab.

Ik olarak Z*-sayilara gecilmesi icin gerekli olan olasilik dagilvmlary hesaplanar.
By in her bir temel by elemanina karsilik Ry olasilik dagilims, By nin her bir temel
by degerine karsilik Ry olasilik dagilvme vardir. Bu olasilik dagilimlarinin Newton-
Raphson Yontemi yardimayla nasil hesaplandige siirekli Z-sayilarin toplama islems

orneginde ayrintily anlatilmastor.
Zfrz = (Ay2, Ry — R) Z*t-saysu belirlenmelidir.

A12:A1—A2:(1—9,2—8,3—7):(—8,—6,—4)

olur. Ry — Ry normal olasilik dagilimlarinin pis konvoliisyonudur.
Ornek 4.1.1°de oldugu gibi

p1=N(2,0.217) wve poy= N(8,0.77)
olasilik dagilimlary i¢in p1o konvoliisyonu

f12 = fh1 — fg =2 —8 = —6

o1 = 1/0? + 03 = /(0.217)2 + (0.77)2 = v/0.639989 = (.8

oldugundan piy = (—6,0.8) bulunur. Z{, = (A; — As, p12) sayst hesaplanmas olur.
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p1 ve py olasilik dagilimlarimn fuzzy kisitlarinin belirlenmesi igin, iy, (p1) ve
py (P2) tyelik dereceleri hesaplanmalidur. Olasilik dagilimlar Ornek 4.1.1 ile aym

oldugu i¢in oradaki sonuglary kullanarak

fip, (p1) = 115,(0.84) =9 — 10 (0.84) =9 — 8.4 = 0.6

ve
Ly (P2) = i, (0.46) = 10 - (0.46) — 4 = 4.6 — 4 = 0.6
olur.
P12 konvolisyonunun ji,,,(p12) dyelik derecesi
fipry (P12) = fipy (P1) A pipy (p2) = 0.6 A 0.6 = 0.6
olur.

Bis yapise olusturulur. Ik olarak elde edilen pio konvolisyonlaryla P(Ay)
olasilik ol¢iist

1
0.8v/27’

hesaplanar. P(Ajs) = 0.69 = by ile Byy nin temel bir degeri hesaplanmas olur. Bu

12—

¢35 oy 2 0.69

P(Ap) = /RMAIQ(%Q)

temel degerin fuzzy kisity

MB12(b12>,uB12 (069) = Hpq (p12) =0.6

olarak bulunur.

Son olarak, (4.8) ve (4.9) denklemleri yardimiyla
By = (0.62,0.72,079)

olur. Boylece A1y ve Byo nin Sekil 4.6°de gorildigi izere Z1g = Z1 — Zy = (Aja, Bia)
farky hesaplanmag olur [2].

4.3. Siirekli Z-Sayilar Uzerinde Carpma Islemi

7y = (Aq, By) ve Zy = (As, By) seklinde verilen siirekli Z-sayilarin ¢arpimi Zj5 =
Zy - Zy ile gosterilir. Bu ¢arpimi yapabilmek i¢in ilk olarak R; ve Ry, normal olasilik

dagilimlar1 olmak iizere
Z1+ ’ Z; = (Al - Az, Ry - R2)

seklinde 73, = Z; - Z; sayis1 tanimlanmalidir. Fuzzy sayilarm A; - Ay carpimi a-
kesme kiimeleri yardimiyla (2.7) denklemi ile tanimlanmigti. Bu denklem yardimu ile

Ajq - Ay hesaplanir.
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Sekil 4.6. Sirekli Z-saylarin farki: Ao ve By nin grafikleri

Ry Ry ise (2.1) ve (2.2) denklemleri ile tanimli olasilik dagilimlarinin pys = pyops
konvoliisyonudur.
Boylece Z;; = (A; - As,p12) sayist bulunur. Daha sonra toplama igleminde

yapildigi gibi [ = 1,2, ... ,m i¢in p,,(pj1) fuzzy kiimeleri ve
P12 = P1© P2,

fpr (P12) = gll%};[ﬂm (P1) A ppy (P2)]

esitliklerinin ¢oziimiiyle tanimlanan iiyelik fonksiyonlariyla, s = 1,2, ..., m? igin pio,
konvoliisyonlar1 hesaplanir.

Son olarak Bjs, (4.8) ve (4.9) denklemleri ile olugturulan bir fuzzy kiimedir.
Zig = Zy - Zy, Zha = (Ajqa, Bya) olarak elde edilir.

Ornek 4.3.1. 7, = ((1,2,3),(0.7,0.8,0.9)) ve Z, = ((7,8,9),(0.4,0.5,0.6)) siirekli
Z-sayilary verilsin. Zyo = Zy - Zo hesabini yapabilmek i¢in ZfZ = (A1 - Ay, Ry - Ry)
belirlenmelidir.

Ik olarak toplama islemindeki gibi By ve Bo fuzzy kiimelerinin altinda yatan
olasilik dagilimlary hesaplanmalidir. Olasilik dagilimlary bu 6rnekte normal olasilik
dagilime oldugundan sadece bu dagilimlarin standart sapma degerleri bulunur. Bu
degerler de Newton-Raphson Yontemi ile kolayca hesaplanabilmektedir.

Sonra iki fuzzy sayimn ¢carpimi Ay - As, a-kesme kiimelerinden yararlanilarak
hesaplanar. pa, ve pa, tyelik fonksiyonlarnin tersi bulunarak elde edilen a-kesme
kiimeleri asagqidaki gibidir:

AY =[a+ 1,3 —qf,

Af =[a+7,9—ql.

AY-AS = [(a+1D)(a+7),(3—a)(9— a)
= [o® +8a+7,a* —12a + 27
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olarak elde edilir. o = 0 degeri igin Ay - A = [7,27], a = 1 degeri i¢in A} - A} =
[16, 16] degerleri bulunur. O halde Ay - Ay fuzzy sayise diggensel fuzzy say olmasa
da swraly tgli olarak gosterilebilir ve (7,16,27) olur. Uyelik fonksiyonu da asagidaki
gibidir:

vVer+9—-4, 7<xr<16
/’LAIQ(':C):

Ry - Ry bir Ornek 4.2.1°de kullanalan py = N(2,0.217) ve py = N(8,0.77) olasilik

dagilimlarinin pyo konvolisyonudur ve (2.1) ve (2.2) denklemleri ile
P12 = (16, 55)

olur. Sonra py ve py olasilk dagilumlariman py,, (p1) ve i, (p2) dyelik dereceleri

hesaplanar.
tpy (P1) = 5, (0.84) =9 — 10 - (0.84) =9 — 8.4 = 0.6,

Ly (D2) = 115,(0.46) = 10 - (0.46) —4 = 4.6 — 4 = 0.6.

P12 konvolisyonunun dyelik derecesi, toplama ve ¢ikarma islemlerinde yapilan
islemlere benzer olarak ji,, (p1) ve iy, (p2) kullamlarak hesaplanar. Yani p1o nin dyelik

derecest
Hpro (p12) = Mpy (pl) A Hpy <p2) =0.6AN0.6=0.6

olur. Ardindan Bio nin temel degerleri olusturulur. Bunun ic¢in elde edilen pqo
konvoliisyonlariyla P(Ay2) olasilik él¢iisti hesaplanar. Yukaridaki py ve ps olasilik
dagilvmlare  kullanddarak  Ornek  4.1.1°de  izlenen  advmlar yardimayla  pio

konvolisyonu

P(Alg) - b12 - 067

olarak hesaplanmastor.
bia, ve lp,,(bia,) tanwvmlary ile Byg fuzzy yapist kurulur. bis = 0.67 temel degeri
wein tyelik derecesi
1B, (0.67) = 0.6

olarak hesaplanmastor.

Toplama orneginde gosterildigi gibi, kesikli sayr gibi distinerek kullanilan By ve
By nin altinda yatan by ve by degerlerine karsilik, Tablo 4.1°de gosterilen tim oy
ve o9 Standart sapmalarinin  kullanddigr py ve po  olasilik  dagilimlarinin
konvoliisyonlary olan pia, olasilik dagilimlariyla, Bis nin P(Ajs,) = bya, temel
degerleri hesaplanir ve bulunan her bio, temel degeri igin tyelik derecesit bulunur.

Sekil 4.7’de Bis nin grafigi gosterilmigtir.
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Bdéylece Zy ve Zy strekli Z-saylariman ¢arpima Zyo = (Ajg, Bi2) olup Ajy ve Big
nin grafikleri Sekil 4.7°de gosterilmistir |2].

0.2 0406 081

Sekil 4.7. Sirekli Z-sayilarin ¢arpimi: A ve Bio nin grafikleri

4.4. Siirekli Z-Sayilar Uzerinde Bélme Islemi

0 ¢ supp(Az) olmak tizere, Z; = (A1, By) ve Zy = (Ay, Bs) siirekli Z-sayilarinin
boliimii Z19 = Z,/Z, ile gosterilir. 1lk 6nce, Z, = (Aiz,p12) belirlenir. Burada
Ay = Ay/A; ile daha 6nce tamimlanan iki fuzzy saymin bolimi (2.8) denklemi
yardimiyla hesaplanir. Sonra p; ve ps olasilik dagihmlarimin pis konvoliisyonu (2.3)
ve (2.4) denklemleri yardimiyla hesaplanir.

Ardindan toplama &rnegindeki gibi [ = 1,2,...,m ve j = 1,2 i¢in p,, (pj)
fuzzy kiimeleri ve (4.6) ve (4.7) esitliklerinin ¢oziimiiyle tanimlanan iiyelik
fonksiyonlariyla, s = 1,2,...,m? i¢in pys, konvoliisyonlar1 olusturulur. Daha sonra
Ajz nin olasilik dlgiistt P(A12) hesaplanir.

Son olarak Bis yapisi, big, ve up,,(bi2,) tanimlar: yardimiyla inga edilir. Boylece
Z1o = Z1/Z5 bolimii Z15 = (Aja, Bia) hesaplanmig olur.

Ornek 4.4.1. Z; = ((1,2,3),(0.7,0.8,0.9)) wve Z, = ((7,8,9),(0.4,0.5,0.6))
strekli Z-sayilary igin Zyo = Z1/Z5 hesaplayalim.

Ik olarak By ve By sayilarinan by, ve by temel dejerlerine karsilik gelen olasilik
dagilimlary  bulunur. Bu dagilimlarin  nasil hesaplanacagr toplama isleminde
gosterilmis olup By ve By kesikli say gibi distinerek bazi temel degerlerine karsilik
gelen olasilik dagilimlarinin sonuglary Tablo 4.1°de gosterilmistir.

Sonra Z1 = (A1, Ry) ve ZF = (Ay, Ry) sayplarina gegilip Z, = (A, Ri/Ro)
sayilary hesaplanmalidir. Burada fuzzy saylarin Ay = Ay /As bolimi igin a-kesme

kiimelerinden yararlaniir. pa, ve pa, tyelik fonksiyonlarinin tersi bulunarak elde
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edilen a-kesme kiimeleri
Al =[a+1,3—q]

ve
Ag‘:[a—l—7,9—a]
dar.
a+7 99—«
AO& AO& —

olur. a = 0 igin AYJAY = [£,9] ve a = 1 igin Aj/A} = [4,4] degeri bulunur. O
halde Ay/Ay fuzzy sayisi tggensel fuzzy sayr olmasa da swraly t¢li olarak (%,4, 9)
ifade edilebilir. Uyelik fonksiyonu da asaqidaki gibidir:

3x—7 7
c<xr <4
,uAm(x) — gj—glc s - y .
S 452 <9

Ry /Ry toplama drneginde kullanilan p; = N(2,0.217) ve p; = N(8,0.77) olasilik
dagilimlarinin prs konvoliisyonlar ile p1o = (4,0.34) olur.

Onceki érneklerde oldugu gibi
fip, (p1) = 115, (0.84) =9 —10- (0.84) =9 — 8.4 = 0.6

ve
Ly (D2) = 115,(0.46) = 10 - (0.46) — 4 =4.6 — 4 = 0.6

olur.

p1 ve po ile elde edilen pio konvolisyonlarinin dyelik dereceleri hesaplanar
fpro (P12) = 0.6 bulunur.

Daha sonra Bis hesaplanir. Bunun i¢in elde edilen tim pi1s konvoliisyonlar:
kullanilarak olasilik 6l¢iisii P(Ay2) = big = 0.77 hesaplanar.

Son olarak, bis, ve pup,(bia,) tammlar: kullamilarak Bis nin fuzzy yapise

olusturulur. Yukarida elde edilen bis = 0.77 temel degert i¢in tyelik derecesi
HBis (b12 = 077) =0.6

olur.
Bu sekilde tiim by temel degerleri i¢in fuzzy kisitlar bulunur ve boylece By nin
fuzzy yapist elde edilmis olur. Béylece Zy ve Zo stirekli Z-sayilarinan bolimi Z19 =

(A12, Bia) Sekil 4.8°deki gibi hesaplanmas olur |[2].
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Sekil 4.8. Sirekli Z-sayilarin bolimi: A ve Biy nin grafikler:

4.5. Siirekli Bir Z-Sayisinin Karesi

Zy = Z% nin nasil hesaplanacagi verilecektir. Ry, (4.1) denklemi ile temsil
edilmek iizere, Z3 = (Ax, Rx) olsun. Bu durumda siirekli Z*-say1s1 i¢in Z- sayisi,
Ay = A% ve paz(y) = max(pa(\/Y), pa(—+/y)) kullamlarak 7z = (Ay,Ry)
olugturulur.

Ry ise

PY(Z/)

P 2—\1/5[]9)((\/@ +ox(—va), y>0 (4.10)

ile taniml 4, (px) tyelik dereceleri toplama islemi baghg: altinda anlatilan lineer
programlama modelinin ¢éziimiiyle hesaplanir.

Daha sonra px olasiik dagilmimimn p,, (px,;) tyelik fonksiyonuyla olusan fuzzy
kiimesinin dogal olarak, p,, (py;) seklinde tanimlanan tyelik fonskiyonuyla (4.10)
denklemine uygun olarak elde edilen, py; olasilhik dagiliminin fuzzy kiimesi ortaya
gikarilir. Sonra elde edilen py olasilik dagilimlari kullanilarak, Ay nin olasilik
olciisii hesaplanir. Son olarak, py olasihk dagilimi tizerinde elde edilen p,, iiyelik
fonksiyonuyla gosterilen fuzzy kisitlar yardimiyla, (4.8) ve (4.9) tanmmlarn
kullanillarak By nin fuzzy kiime yapisi kurulur. Sonu¢ olarak Z2? sayisi
Z* = (Ay, By) bigiminde elde edilir.

Bu durum daha da genellestirilerek n herhangi bir dogal say1 olmak iizere Zy =

Z% seklindeki bir Z-sayisinin hesab1 benzer sekilde yapilabilir.

Ornek 4.5.1. Z, = (A, B1) = ((1,2,3),(0.7,0.8,0.9)) siirekli Z-sayist igin 7 =
(A, B) = Z% ni hesaplayalim.
A= A? fuzzy sayist,

paz(y) = max(pa(v/y), pa(—=vy))
esitligi ile hesaplanir ve elde edilen B fuzzy saypsiman grafigi Sekil 4.9°daki gibidir

12].
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Sekil 4.9. Sirekli bir Z-sayimin karesi: A ve B nin grafikleri

4.6. Siirekli Bir Z-Sayisinin Karekokii

Zadeh [21] nolu ¢aligsmasida "siirekli bir Z-sayisinin karekokii nedir?" sorusunu
sorar. Yani Zy = /Zx nasil hesaplanir. Z3; ve Zx sayilar1 daha énce tanimladigimiz
gibi olsun. Bu durumda Z; siirekli Z-say1s1 agagidaki gibi tanimhdir:

Ay = /Ax daha 6nceki boliimde tanimlanmist: ve Ry de

y >0 iken py(y) = 2upx(y?) (4.11)

denklemi ile hesaplanir. i, (px) iiyelik dereceleri toplama islemi i¢in anlatilan (4.4)
ve (4.5) denklemleri ile verilen lineer programlama modelinin ¢dziimiiyle hesaplanir

ve (4.11) denkleminden de yararlanilarak elde edilen py olasilik dagilimi igin

Hpy (pyy) = Hop x (px.1)

bulunur. Daha sonra Ay nin olasilik 6lciisii hesaplanir ve elde edilen g, iiyelik
fonksiyonlar1 yardimiyla siirekli bir Z-sayinin karesini hesaplarken yapilan iglemlere

benzer olarak By fuzzy kiimesi yapisi olugturulur.

Ornek 4.6.1. Z, = ((1,2,3),(0.7,0.8,0.9)) siirekli Z-sayisi verilsin. Z = (A, B) =
V7, karekékiini hesaplayalim.

A = /A, in hesaby i¢in dnce bir fuzzy sayinan karekoki hesaby yapilr. Ardindan
B saysian yapise da Sekil 4.10°da gésterildigi gibidir |2].
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Sekil 4.10. Sirekli bir Z-saypsinin karekdki: A ve B nin grafikleri

Siirekli Z-sayilarla ilgili aritmetik iglemler i¢in [2], [4] ve [5] ¢alismalarina
bakilabilir.
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5. KESIKLI Z-SAYILAR UZERINDE
ARITMETIK ISLEMLER

5.1. Kesikli Z-Sayilar Uzerinde Toplama Islemi

Z1 = (A1, By) ve Zy = (Ag, Bs) reel degerli X; ve X5 belirsiz degigkenleri
hakkinda eksik bilgiyi tanimlayan kesikli Z-sayilar olsun. Z, = Z; + Z5 toplami
nasil yapilir? Kesikli Z-sayilarla hesaplama yapabilmek icin siirekli Z-sayilarda
oldugu gibi oncelikle kesikli Z7T-sayilara gecilmeli ve ZT-sayilarla islemler

vapimahdir. Z;, = Z;" + Z; seklindeki kesikli Z*-say1s1 asagidaki gibi tanimlanir:
75+ 75 = (A1 + Ag, Ry + Ry)
Burada R; ve Ry
p1 = pr(z1)\v11 + pir(z12)\T12 + -+ p1(T10) \T1n,

P2 = P2(221)\Ta1 + pa(@a2)\Toa + - - - + p2(T2n) \T2n,

n
ZZH(SEM) =1,
k=1

> palra) =1,
k=1

kesikli olasilik dagilimlaridir.

Ay + Ay ve Ry + Ry de igleme alinan terimler Z-sayilar boéliimiinde bahsedilen
farkli kisitlama tiirlerini temsil etmektedir. Kesikli fuzzy sayilarin A; + Ay toplam
On Bilgiler béliimiinde verilmistir. R, + Ry ise kesikli olasihk dagihmlarinin pyy =
p1 0 po konvoliisyonudur ve On Bilgiler kismindaki tanima uygun olarak agagidaki
gibi hesaplanabilir

pr2(z) = Z pi(z1)p2(w2).

r=x1+T2
Boylece Z1h, = (A; + As, p12) seklinde Z;, -sayis1 elde edilir. Kesikli Z-sayilarla
hesaplanan bu sonu¢ Z-sayilarla hesap yapmanin ilk adimidir.
Bir sonraki adimda Z; = (A1, By) ve Zy = (A, Bs) sayilarinda, gergek olasilik
dagilimlar1 p; ve py nin tam olarak bilinmemektedir. Aksine mevcut bilgiler fuzzy

kisitlarla gosterilmektedir:

(1B, (ZI: uAl(xlk)pl(mlk)> ,

k=1
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15, (ZQ Jiag ($2k)292(902k)>

k=1
iiyelik fonksiyonlari ile

ni

Z pa, (x1g)pr (1) By dir,

k=1

n2
Z“Az(x%)pz(xzk) B, dir.
k=1

Bu kisitlar p; ve py olasilik dagihimlarinin iiyelik fonskiyonlar: asagidaki gibi

tanimlanan fuzzy kiimelerini ifade etmektedir:

Hopy (pl) = Up, (21: HA, (xlkz>p1($1k)> )

k=1

fips (P2) = 1B, (i NA2<I2k>p2(x2k)> :

k=1
Boylece j = 1,2 i¢in B;, A; nin olasilik dl¢iisiiniin bir degeri olan P(A;) lizerinde
esnek bir kisit iglevi goren kesikli bir fuzzy sayidir. Bu nedenle 5 = 1,2 olacak
sekilde B; kesikli fuzzy sayismmm j = 1,2 ve | = 1,2,...,m i¢in b;; € supp(B;)
temel degerleri A; nin olasilik 6lciistiniin degerleridir. Yani b;; = P(A;) dir. Boylece

Z-Sayilar boliimiinde verilen
P(A) =) palw)p(a:) = pa(rin)pi(zin) + pa(@i)pi(ze) + - + pa(@m, )i (@)n,)
i=1

tanimina uygun olarak bj ler hesaplandiginda, asagidaki esitligi saglayan ve pj ile

gosterilen olasilik dagilimi bulunmak zorundadir:
bit = pa, (51)pn(x51) + pa, (2i2)pi(xi2) + -+ pra, (T, )0t (2in, ).

Aynm1 zamanda pj olasihik dagilmi oldugu igin asagidaki kisitlarida saglamak

zorundadir:
nj
> palzi) =1, palw) >0,
k=1

Bu bilgiler yardimiyla p; yi bulmak icin agsagidaki hedef programlama
probleminin ¢6ziimi yapilir:

Hedef:

Ha; (%’1)le(%1) + pa; (sz)le(%2) +oee MA]-(%nj )le(fﬂjnj) — bjl
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Kisitlar:

pi(x1), pi(Ti2), - pji(T50) >0
Simdi  bu modellemede, indislerin karmagasindan kurtulmak amaciyla

pir(wjn) + pu(Tje) + -+ pulzjm) =1 }

k=1,2,...,ni¢in cx = pa, (1) ve vp = p;(z;;) olarak almsin. Burada c; ve by
bilinen sayilar, v ise bilinmeyen karar degiskenleridir. Yukaridaki problem

asagidaki lineer hedef programlama modeli ile gosterilebilir.

Hedef:
C1U1 + U2 + - -+ v, — by (5.1)
Kisitlar:
v1+v2+---+vn:1}. 52)
V1, V9, ...,0 >0
Her [ = 1,2,...,m i¢in yukaridaki problemin v, £ = 1,2,... n ¢ozlimleri elde

edilir. k =1,2,...,n ic¢in vy = p;i(z;;) dir. Sonug olarak, k = 1,2, ..., nicin pj(z;x)
hesaplanmig olur ve buradan pj;; olasilik dagilimi elde edilmis olur. Elde edilen by
ler p; gibidir. Buradan istenen {iyelik derecesi j = 1,2 i¢in pup,(pj) = us,(bj)
esitligidir. Yani

I, (Pit) = (ZJ 1A, (%k)%l(%k))

k=1
dir. Béylece pj;; olasihik dagilimlarmin fuzzy kiimelerini olugturmak icin yukarida

bahsedilen n tane lineer hedef programlama probleminin ¢oziilmesi gerekir.
pu ve py olasilik dagilimlarinin fuzzy kiimeleri, s = 1,2, ..., m? olmak iizere pio,
konvoliisyonlarinin iiyelik fonksiyonu agagidaki gibi olan fuzzy kiimesini olugturur.

P12 = p1 © pa ve A = min operatorii olmak iizere,

Lo (P12) = gll%f[ﬂm (P1) A ppy (P2)]-

Bir sonraki adimda elde edilen pio ler ile A;5 = A; + Ay nin olasihik Olgiisii
hesaplanmalidir. Yani "X, A5 dir " fuzzy olayimin olasihigini hesaplamak igindir.

Boylece, pio ler hesaplandiginda, P(A;2) olasilik 6lgiisii P(Aj2) = byp sayisidir.
Ancak burada yalnizca bilinen sey f,,,, iiyelik fonskiyonuyla ifade edilen p;o dagilimi
tizerindeki bir fuzzy kisittir. Bu nedenle P(A;2), agagidaki gibi tamiml pp,, tyelik

fonksiyonuyla By fuzzy kiimesi olacaktir:
bio, = Y pia, (k) fass () (5.3)
k

olmak fizere,
KBy (b12s) = Sup(:upus (p12s>)' (54)
Sonug olarak, Z1o = Z; + Z5 toplami Z15 = (Ajs, Bis) olarak hesaplanmig olur.
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Ornek 5.1.1. Bilesenleri asaqidaki gibi verilen Z; = (A1, B1) ve Zy = (Ag, By)
seklindeks iki kesikli Z saywman Zio = Zy + Zy toplamin hesaplayalim:

Ay =0/140.3/2+0.5/340.6/4+0.7/54+0.8 /6+0.9/7+1/8+0.8/9+0.6/104+-0/11,

By =0/0+0.5/0.1+0.8/0.2+41/0.3 +0.8/0.4 4+ 0.7/0.5 4+ 0.6/0.6 + 0.4/0.7 4+
0.2/0.8+0.1/0.940/1,

Ay =0/140.5/2+0.8/34+1/4+0.8/54+0.7/6+0.6/7+0.4/8+0.2/9+0.1/104+-0/11,

By, =0/0+40.3/0.1 +0.5/0.2 + 0.6/0.3 + 0.7/0.4 + 0.8/0.5 + 0.9/0.6 + 1/0.7 +
0.9/0.8+0.8/0.9+ 0/1.

Ik olarak stirekli Z-saylarda oldugu g¢ibi Zvo yi hesaplamak icin kesikli
Zt-saylara gegililir. Bunun i¢in By ve By nin by ve by temel dejerlerine karsilik
gelen olasibk dagilimlary  hesaplanmalidir.  Yukarida bahsedilen lineer hedef
programlama problemine bir érnek olarak, by, = 0.4 ve by, = 0.7 degerlerine karsilik
gelen olasilik dagilimlarinin bulunmasini saglayacak islemler asaqidaki gibidir:

Hedef (by; = 0.4):

pa, (z1)pu(win) + pa, (212)pu(12) + - - + pa, (Ting )P1(T1n,) — by = 0.4,

0-vy, +0.3v1, +0.501, +0.6v;, +0.7v;, +0.8v1, +0.9v1, + vy, + 0.8v1, + 0.6vy,, +
0-vy,, =04

Kusitlar:
V1, —|—?}12—|—"'+1]111 =1
Ull,’U12, Ce 7U111 2 0

ve
Hedef (by = 0.7):
Ay (21)P2i(T21) + fra, (T22)P2r(Ta2) + -+ phay (Tony )P21(T2n,) — by = 0.7
0-va, +0.5v9, +0.8v9, + 109, + 0.8va, +0.7va, 4 0.6v2, + 0.4va, 4+ 0.2v9, +0.1v9,, +
0-vg, = 0.7

Kusutlar:
Uy + Vg, + -+ Vg, = 1
V21, V2gy  + -, U244 Z 0

Bu verilenlerin ¢éziimiinden elde edilen olasilik dagilimlar: da,

p1 = 0.27\1+0\240\3+0.0027\4+0.04\5+40.075\640.11\7+0.15\8+0.075\9+
0.0027\10 + 0.27\11,

po = 0.09\1 + 0\2 + 0.18\3 + 0.32\4 + 0.18\5 + 0.1\6 + 0.036\7 + 0\8 + 0\9 +
0\10 4 0.09\11,
seklindedir. Benzer islemlerle diger olasilik dagilimlar:, da hesaplanabilir. Bu olasilik
daglimlar yardimayla Z7 = (A1, Ry) ve Zy = (A, Ry) Z*-sayplar elde edilir.

Zh = (A1 + Ay, Ry + Ry) kesikli Z-saysi belirlenmelidir. Bunun icin Ay + A

toplama daha sonra da Ry + Ry toplama hesaplanar.
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Ay + Ay toplamu i¢in On Bilgiler boliimiinde bahsedilen yonteme gore, verilen
kesikli fuzzy saylar fuzzy sayilara dondstirerek yapilir. Sekil 5.1°deki grafikte Ay
kesikli fuzzy sayisinin noktalary birlestirilerek bir fuzzy say haline getirilmis ve A,

olarak gosterilmistir.

Sekil 5.1. A, fuzzy sayist

A, grafiginden pi, parcal fonksiyonu ve fl? ile gosterilen «a-kesme kiimes:

asagidaki gibi k;olayca elde edilebilir:

3z—3 [1 2]
10 10a 3 66— 10a
o1 re 23] %5 - ], a€]0,0.3]
10 ? [10a+1 66— IOa] = [0 3 O 5]
i (z) = iz 3,8] we Ay = ’ T
H A, o TE, 1 [1 | 66— IOa] a € [0.5,0.6]
B2 e [8,10] ’ ’
10 [1 26 1004]’ = [06, 1]
80z 1 e [10,11]
\

Benzer olarak, Sekil 5.2°teki grafikte de As kesikli fuzzy sayisiman noktalar:

birlestirilerek bir fuzzy sayu haline getirilmis ve Ay olarak gésterilmistir.

Sekil 5.2. A, fuzzy sayist

Ay mn grafiginden elde edilebilecek pa, pargal fonksiyonu ve [13 ile gosterilen

a-kesme kiimest asagidaki gibidir.
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(=1 ref1,2
-l e 2,3 ([2el 110a] e [0,0.2]
2042 g [3,4] (2l H0Be] o € [0.2,0.5]
i, (r) = q B2 pe[4,5] we Ay =4 [Latl 105a] o € [0.5,0.6]
B2, xel5,7] [1oatd, B=1a] o € [0.6,0.8]
020 e [7,9] | [l 1810a] - [0.8,1]
| U355,z e[9,11]

Ay + A, toplam, dicgensel fuzzy sayplarin o-kesme  kimeleri yardvmyla
toplanmasy iglemine benzer olarak yapilabilir. Ancak p g, wve pg, pargale fonksiyon
oldugundan, fonksiyonlarin kirildigr yani kuralin degistigi her aralikta tekrar islem
yapmak gereklidir. Yani [/L + A~2]"‘ toplama, Ay ve Ay deki kvrilma yasanan tim o
noktalarmda yapimahdur. Ornegin Ay fuzzy sapst o = 0, o = 0.3 ,a = 0.5,
a = 0.6 ve a = 1 degerlerinde kurilmistur. O halde [A; + Ay]® toplamanda da bu
degerlerde kirilma olacaktur.

[/L + A}]“ toplamanan bir kisminin nasil elde edildigi gosterilip diger kisymlar
sadece i¢in islem sonucu yazlacaktir. [k aralbik i¢in 0 dan sonra ilk kirilma noktas
olan a degerine bakilir. Bu deger Ay de a = 0.2 dir. O halde ilk aralik olan o € [0,0.2]
i¢in A% dan o € [0,0.3] kisma ile AS dan o € [0,0.2] kisma toplanwr. Yani

[1004+3 n 204—|—17 66 — 10c N 11 — 10a] _ [160z+67 132—70a]
3 1 6 1 3 6
[1604 +6 132 — 70«
3 7 6
olur. A; ve Ay den herhangi birinde 0.2 den sonra gelen ilk kirilma degerine bakilur.

I, a€l0,02]

Ay da o = 0.3 degerinde kurilma oldugu i¢in bir sonraki aralik [0.2,0.3] olur.
Bu sekilde devam edilerek elde edilen [fil + Ag]a toplama asagidaki gibi olur.

[1 a+6 132— 7004]7 a e [070.2]

[16a+6 126— 40a] c [02 03]

B B l4o¢+3 126— 4004 . a€ 03’ 0.5
[AL+ A" = [4 126 40 | | |
402 o] o €[0.5,0.6]

[4005) 57 52 230(:\(]7 c [06, 08]

\ [30024—6’ 44—22001]’ a e [08, 1]

[fil + Ag]a toplamindan g , 5, tyelik fonksiyonu elde edilir. Bunun igin her
kwrilma noktasinda o degerine karsilik gelen x degerleri bulunur. Bu noktalardan
cizilerek olusan grafikten tyelik fonskiyonu elde edilebilecegi gibi [fil + Ag]a da
gorinen « ya bagh fonksiyonlarn tersi almarakta pyg 5, ‘yelik fonksiyonu

bulunabilir.
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Ornegin o = 0.5 degeri i¢in

lda +3 126 — 40« 400 — 5 126 — 40«
) Ueya )
2 6 3 6

a-kesme kimeleri kullanilarak bulunabilir:

14-(0.5) +3 126 —40- (0.5) 40-(0.5) =5 126 — 40 - (0.5)
veya
2 6 Y 3 6 ’
53 53
l5, E} veya l5, ?} .

Buradan pj , i, (5) = 0.5 ve py , 4, (3) = 0.5 dir. Benzer sekilde diger noktalar

bulunarak olusturulan Ay + Ay grafigi Sekil 5.3’deki gibidir. Ayrica Wi, 4, Uyelik

.J‘i 1+ .J‘ig

|
I
| |
T T T T T T T T T T
2 3.6 5 8.3 7.8 9 105 12 14 155 17 183 198 208 22

Sekil 5.3. A, + Ay fuzzy saypst (Grafikte kesirli sayilar ondalk saylara

yuvarlanmagtar. )

fonksiyonu da

(g gy

mn e (2]

BE - wel59
z+3

iy iy () = EI i 6[[192 ﬂ]
10

Bz e [14,17]

e, e 1r. 2]

\ 663—53$, [59 22j|

olur.
Boylece supp(A; + Ag) = {1,2,...,22} kimesinde istenen her saywnin dyelik

degeri bulunabilir. Ornegin © = 7 icin tyelik degeri

3-7+5 26
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olur. Benzer sekilde diger tyelik degerleri de hesaplandigi zaman Ay + Ay asaqidak:
gibidar.

A1 =0/14+0/240.19/340.36/44 0.5/54 0.58/6 + 0.65/7 4+ 0.73/8 + 0.8 /9 +
0.87/10+0.93/11+1/124+0.9/134+0.8/14+0.73/15+0.7/16 + 0.6 /17 + 0.45/18 +
0.3/19 4 0.17/20 + 0.086/21 4 0/22.

Simdi de Ry + Ry toplamim hesaplayalim. Ry + Ry toplame daha once bahsedilen
p1 ve po olasilik dagilimlarinin,

pra(z) = Z p1(z1i)p2(25)
a=1,+w9;
seklindeki pr1o = p1 o pa konvoliisyonudur.
Ornegin x = 4 i¢in p12(x) degeri hesaplansin. x = 4 asagidaki ihtimallerle elde

edilebilir:

rT=T11+To3 =143 =4, 2 =2x13+291 =3+1 =4 veya = =2x10+x90 =2+2=4.
Sonra bunlar yardimayla

p12(4) = p1(D)p2(3)+p1(3)p2(1)+p1(2)p2(2) = (0.27)-(0.18)+(0)-(0.09)+0-0 = 0.0486

degeri hesaplanar.

Benzer sekilde diger degerler de hesaplanirsa
p12 = 0\1 + 0.0243\2 4 0\3 + 0.0486\4 + - - - + 0.007\19 + 0.0002\20 + 0.0243\21

olur.

Béylece Z5 = (A1 + As, Ry + Ry) = (A1, Ri2) sayist elde edilmis olur.

p1 ve po olasilik dagilimlary tam olarak bilinmemekte sadece By ve By den elde
edilen p1 ve py olasibk dagilimlary icin p,, ve p,, fuzzy ksitlare bilinmektedir.
Denklem (5.1) ve (5.2) ile verilen lineer hedef programlama modelinin ¢oziminden
p; ler elde edildikten sonra fuzzy kusitlarin, j = 1,2 igin p, (p;) tyelik dereceleri
hesaplanar. Ornek olarak verilen py ve py olasilik daqulvma icin tyelik derecelerinin

hesabi asagidaki gibidur.

fip, (1) = 1, (i: fia, (T1x)P1 (%k))

k=1
esitliginden daha onceden bahsedilmisti. Bu egitlik py i¢in kullanilirsa,

ni

> pa (@)pi(ze) = 0-0.27+03-0+0.5-0+0.6-0.0027 +0.7-0.04
k=1
0.8-0.075+0.9-0.114+1-0.154 0.8 - 0.075

_l’_
+ 0.6-0.00240-0.27
= 04
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olur. Buradan ji,, (p1) = pp, (0.4) = 0.8 oldugu gorilir. Benzer sekilde ornegimizdeki
P2 dagulvma igin p,, (p1) = 1 olarak hesaplanir. Sonug¢ olarak p; ve py nin dyelik
derecelert hesaplanmas olur.

Elde edilecek tim p; wve po dagibimlarindan, pis = p1 o py  ve
fpo(P12) = max(u,, (p1) A fip,(p2)] esitlikleri  dikkate alinarak, tim pio
konvoliisyonlar: glz’z?rinde Lpy, fuzzy kisitlary hesaplanmalidir. pu,,, fuzzy kisitinan
Lp, VE [y, fuzzy kisitlarindan elde edilecegi agiktur. Ornegin, yukarida bulunan pys

konvoliisyonunun fuzzy kisit olarak tyelik derecesi:

Ly (P12) = fipy (P1) A ppy(p2) = 0.8 A1 = 0.8

dir. Benzer gsekilde elde edilecek tim p1o  konvoliisyonlarimin  dereceler:
hesaplanmalidar.

P(Ais) olasilik 6lgiisti tzerinde esnek bir kisit olan By yapist olusturulur.
Ornegin yukarida hesaplanan pio konvolisyonu igin P(Ayy) olasilik dlgiisti degeri

asagidaki gibidir:

n1
P(A1) = > pay(@ia,)pi(e,)
k=1

= 0:-0+0-0.243+0.19-0+ 0.36 - 0.0486 4 0.087 - 0.5 + - - - + 0.086 - 0.243
= 0.63.

Bu bulunan P(Ayg) degeri Bis nin fuzzy kisity iginde olasilik olgiistinin muhtemel

bir degeridir ve bis = 0.63 olarak bulunur.

[iB1s (bu = ZﬂAlz(xuk)pu(quk)) = iy, (P12)-

k

Bu esitlik kullanilarak daha dnceden hesaplanan ji,,,(p12) = 0.8 sonucu yerine
yazilirsa,
/J/Blg(b12 = 063) =0.8

olarak elde edilir.

Son olarak benzer hesaplamalar yapilarak Bio

B, = 0/0.56+ 0.5/0.60 + 0.8/0.63 + 1/0.66 + 0.8/0.69 + 0.7/0.72
+ 0.6/0.75+ 0.4/0.78 + 0.2/0.81 + 0.1/0.84 + 0/0.86 + 0/1

olur. Boylece Ao ve Bis nin grafikleri Sekil 5.4 °teki gibi olan Zi5 = (Ais, Bia)
toplama elde edilmis olur |2].
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Sekil 5.4. Kesikli Z-sayilarin toplama: A1 ve Bio sayilar

5.2. Kesikli Z-Sayilar Uzerinde Cikarma Iglemi

Zy = (A1, By) ve Zy = (Ag, By) kesikli Z-sayillarmin Zy5 = Z; — Zy farkim
hesaplayalim. Ik olarak Zj, = Z]" — Z; kesikli Z*-say1s1 belirlenir.

S pilrw) =1 ve Y palzn) =1,
k=1 k=1

p1 = pi(ri)\z11 + pr(@12)\T12 + - -+ p1(210) \Z1n,
P2 = P2(221)\Ta1 + pa(@a2)\ 22 + - - - + p2(T2n) \T2n,

Ry ve Rs kesikli olasilik dagilimlar: olmak {izere,
Zl+ - ZQJF = (Al — Ay, Ry — R2)

seklinde tanimlanir.
Kesikli fuzzy sayilarin A; — A, farki On Bilgiler béliimiinde verilen tanima uygun

olarak yapilir. Kesikli olasilik dagilimlarinin p;5 = p; o py konvoliisyonu olan Ry — R»
p() = Y pi(z)pa(za)
T=T1—T2

ile hesaplanir.
Boylece Z;h, = (A} — As, p12) seklindeki ZT-sayis1 elde edilecektir.
j=12vel = 1,2,...,m i¢in daha 6nceden (5.1) ve (5.2) denklemleri ile
bahsedilen lineer hedef programlama modelinin ¢oziimiiyle elde edilen pj; olasihik

dagilimlar1 hesaplandiginda

I, (Pjt) = o, (ZJ [1a, (%k)%l(%k))

k=1

seklindeki fuzzy kiimeleri olusturulur.

75



s=1,2,...,m? icin

pr2(z) = Z pi(a1)p2(z2)

T=x1—T2

tanimina gore hesaplanan pyo, konvoliisyonlarimin fuzzy kiimesi,
P12 = P10 P2,

Hp1z <p12) = %}%}2{[#?1 (pl) A Hps (pQ)]

esitlikleri yardimiyla olusturulur.

By nin yapisini  olusturulur. Bunun igin ilk olarak elde edilen pi9
konvoliisyonlariyla A;s = A; — A nin olasilik 6l¢iisti hesaplanir. Bulunan olasilik
sonucu Bjs i¢in fuzzy kisit1i olmadan sadece bir temel deger olur ve bu deger
P(A15 = bys) olarak gosterilir. Daha sonra bulunan her by5 temel degeri igin fuzzy

kisitlar,
[1B1 (bu = ZMAIQ(Ilzk)pm(wmk)> = [ip1,(P12)
k

esitligi kullanarak elde edilir.
Sonug olarak, By fuzzy kiimesi (5.3) ve (5.4) denklemleri yardimiyla hesaplanir.
Boylece Z1o = Z1 — Zy sayis1 Z15 = (Aqa, By2) olarak elde edilir.

Ornek 5.2.1. A, = 0/1 +0.3/240.5/3 + 0.6/4 + 0.7/5 4+ 0.8/6 + 0.9/7 + 1/8 +
0.8/940.6/10 + 0/11,

B; =0/0+0.5/0.1+0.8/0.2+41/0.3 +0.8/0.4 4+ 0.7/0.5 4+ 0.6/0.6 + 0.4/0.7 4
0.2/0.8+0.1/0.940/1,

Ay =0/140.5/2+0.8/34+1/4+0.8/54+0.7/6+0.6/7+0.4/8+0.2/9+0.1/104+-0/11,

By, =0/0+40.3/0.1 +0.5/0.2 + 0.6/0.3 + 0.7/0.4 + 0.8/0.5 + 0.9/0.6 + 1/0.7 +
0.9/0.8+0.8/0.9+0/1
olmak tzere Zy = (A1, By) ve Zy = (Ag, Bs) kesikli Z-saylarinin Zyy = Zy — Zy
farkina hesaplayalim:

Ik olarak Z*-saylara gegilir. By ve By nin olasiik dagilvmlare bulunmalidr.
Bunun i¢in  kesikli  Z-saplarda  toplama isleminde bahsedilen lineer hedef
programlama problemlery ¢ozilmelidir. Bu ornekte de toplama islemi drneginde
kullanilan asagrdaki olasilik dagilimlars kullanilacaktor:

p1 = 0.27\1+0\240\34+0.0027\4+0.04\5+0.075\640.11\7+0.15\8+0.075\9+
0.0027\10 4+ 0.27\11,

pe = 0.09\1 + 0\2 + 0.18\3 + 0.32\4 + 0.18\5 + 0.1\6 + 0.036\7 + 0\8 + 0\9 +
0\10 + 0.09\11.
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Sonra Z, = (A, Ri2) = (A — Ay, Ry — Ry) seklindeki kesikli ZT-sayst
hesaplanmalider. Il olarak kesikli fuzzy saylarin  farks olan Ay — Ay i
hesaplayalim. Toplama islemindeki advmlara benzer sekilde Aio asagidaki gibi elde
edilir:

A =0/ —-10+0.075/ —9+0.15/ —8+4+0.24/ — 7+ 0.35/ — 6+ 0.45/ — 5 +
0.53/—-4+0.6/—-3+0.65/—-2+4+0.7/—14+0/0.754+0.8/14+0.87/2+0.93/3+1/4 +
0.9/5+0.8/6 + 0.68/7 4 0.53/8 +0.27/9 + 0/10.

p1 ve po olasihk dagilimlarimin konvoliisyonu pis = p1 o py ile Ry — Ry fark:

hesaplanwr. Ornegin x = —5 igin p1o(x) nasil hesaplanwr onu géorelim.
T=T15—T210=0—10=-5 weya v =wx16— 2211 =06—11=-5
durumlar, soz konusu olur.
p12(—5) = p1(5)p2(10) 4+ p1(6)p2(11) = 0.04 - 0 + 0.075 - 0.09 = 0.00675.

Benzer sekilde diger x degerlerininde olasilik sonucu hesaplandiginda pio asagidak:

gibi olur.
pi2(z) = 0.025\ — 10+ 0\ — 9+ 0\ — 8+ 0\ — 7+ 0.0135\ — 6 + 0.00675\ — 5 +
-+ +0.243\10.

Béylece, Z7, = (A1, p1o) elde edilmis olur.

p1 ve Do olasihk dagulimlary dzerindeki fuzzy kisitlar igin i, (p1) ve pip,(p2)
tiyelik dereceleri hesaplanmalidir. Toplama drnegindeki ayni Z-sayilar ve ayni
olasthk dagilvmlary kullanildigindan sonug toplama drnegindeki ile aynidir. O halde

bu dereceler asaqidaki gibidir:

Npl(pl) =08 we Hpy (p1> =L

P12 konvolisyonlariman p,,,(p12) tyelik dereceleri hesaplanmalidur. Aslhnda bu
dereceler sadece pio konvolisyonunu olusturan p; ve ps olasihk dagilimlarinin
Lpy (P1) Ve fip, (p2) tyelik derecelerine baghdir, herhangi bir aritmetik isleme bagl
degildir. Bu nedenle, ji,,,(p12) tyelik dereceleri toplama islemi drnegindekilerle aym
sonucu vermektedir. Bu nedenle kullanilan py ve ps olasilik dagilimlarindan elde
edilen p12 konvolisyonu i¢in sonug toplama islemindeki gibi pi,,,(p12) = 0.8 dir.

Bis nin yapising olusturucak bilesenler bulunmalidir. Oncelikle elde edilen pio
konvoliisyonlariyla P(Aia) olasilik él¢iist hesaplanar. Ornegin yukarda elde edilen
P12 kullanilarak Ao nin olasilik 6l¢isi

P(Awp) = Y pay(ze)pia(ze)

= 0:-04+0-0.243+0.19-0+ 0.36 - 0.0486 4 0.087 - 0.5 + - - - + 0.086 - 0.243
= 0.71
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olur. Buradan By nin bir temel degeri b1 = 0.71 hesaplanmas olur. bio nin fuzzy
kisity icin uyelik derecesi
HBis (612 == 071) =0.8

olarak bulunur.

Son olarak Bio yapisi (5.3) ve (5.4) denklemleri yardimayla olusturulur. Tim by,
degerleri ve tyelik dereceleri hesaplandiktan sonra elde edilen Bis yapisi asagidaki
gibidir:

B2 =0/0.59 + 0.5/0.62 4 0.8/0.65 + 1/0.68 + 0.8/0.71 4+ 0.7/0.74 + 0.6 /0.77 +
0.4/0.8 + 0.2/0.83 + 0.1/0.86 + 0,/0.88.

Boylece Aig ve Bio nin grafikleri Sekil 5.5°teki gibi olan Z15 = (Ais, Bis) fark:
elde edilir [2].
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Sekil 5.5. Kesikli Z-sayilarin farki: Aio ve By sayilar:

5.3. Kesikli Z-Sayilar Uzerinde Carpma Islemi

Z1 = (Ay, By) ve Zy = (As, Bs) seklinde verilen iki kesikli Z-sayinin Z15 = Z1- 7,
carpimi sirayla agsagidaki adimlar izlenerek hesaplanir. Ik olarak Zh = 72 - ZF

kesikli Z"-sayis1 belirlenir.
p1 = pr(w1)\r11 + pr(z12)\712 + -+ pr(210) \ 10,
P2 = pa(®a1)\Ta1 + pa(22)\Ta2 + - - + p2(@20) \T2n,
Ry ve Ry yukaridaki gibi tanmimlanan kesikli olasilik dagilimlar: olmak tizere,
Zi - Zy = (A1 As, Ry - Ry)

seklindedir. Kesikli fuzzy sayilarm A; - Ay carpim On Bilgiler béliimiinde verilen

tanimina gore hesaplanir. Ry - Ry ise

pia(e) = Y pi(w)pa(es)

T=x1-T2
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denklemi kullanilarak hesaplanan kesikli olasilik dagilimlarinin pyo = p; o po

konvoliisyonudur.
Ay - Ay ve Ry - Ry bu sekilde hesaplandiktan sonra Z;; = (A; - Ay, pio) elde
edilir. Onceki boliimlerde anlatilan adimlara benzer olarak, j =1,2,1=1,2,...,m

igin p1,,,(pjl) fuzzy kiimeleri ve iiyelik fonskiyonlari pjp = p; o py, ile tamml, s =
1,2,...,m? icin pio, konvoliisyonlarmin fuzzy kiimesi olusturulur.

Daha sonra, Ajo = A - Ay carpiminin olasilik 6lgiisii hesaplanir. Son olarak, Bis
fuzzy kiimesi olugturulur. Béylece Z15 = Z; - Z5 carpimi Z15 = (A, B1o) olarak elde

edilir.

Ornek 5.3.1. A, = 0/140.3/2+0.5/3 +0.6/4 +0.7/5 + 0.8/6 + 0.9/7 + 1/8 +
0.8/9+40.6/10 + 0/11,

By =0/0+40.5/0.1 +0.8/0.2 +1/0.3 +0.8/0.4 + 0.7/0.5 + 0.6/0.6 + 0.4/0.7 +
0.2/0.8+0.1/0.940/1,

Ay =0/140.5/240.8/34+1/440.8/5+0.7/6+0.6/7+0.4/8+0.2/9+0.1/10+0/11,

B, =0/040.3/0.1 +0.5/0.2 + 0.6/0.3 + 0.7/0.4 + 0.8/0.5 + 0.9/0.6 4+ 1/0.7 +
0.9/0.8+0.8/0.94+0/1
olmak tizere Zy = (A1, B1) ve Zy = (Ag, Bs) kesikli Z-saylariman Zyy = Zy - Zs
carpimane hesaplayalim.

Once kesikli Zt-sayilar elde edilir. 7y, = (A, Ri2) = (A1 + As, Ri + Ry)
hesaplanir. A1 = Ai - Ay carpima On Bilgiler boliimiinde verilen tanimina goére

hesaplanir. Ry - Ry ise p1 ve py nin

pia(e) = Y pi(w)pa(es)

T=x1-T2

seklindeki konvoliisyonu olarak hesaplanir. Burada p, ve py toplama islemindek:
ornekte kullanilan kesikli olasilik dagilimlary ile aymidir. O halde py ve ps asagidaki
gibidir:

p1 = 0.27\1+0\240\3+0.0027\4+0.04\5+0.075\640.11\7+0.15\8+0.075\9+
0.0027\10 + 0.27\11,

po = 0.09\1 + 0\2 + 0.18\3 + 0.32\4 + 0.18\5 + 0.1\6 + 0.036\7 + 0\8 + 0\9 +
0\10 + 0.09\11.

Buradan
A3 =0/14016/2+---+1/32+---40.17/100 4+ 0/121

ve

pra = 0.243\1 + 0\2 + - - - + 0\ 100 + 0.243\121
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olur. Béylece Z, = (A2, p12) seklinde ¢arpma isleminin sonucu elde edilmis olur.

py (P1) ve iy, (p2) tyelik dereceleri hesaplanr

Hop, (p1) = 0.8 wve :U'pl<p1> =1

P12 konvolisyonlarinin diyelik dereceleri hesaplanmalidir. Bu tyelik derecesi
Uy (P1) e pip,(p2) ye bagh oldugundan ve kullanilan olasilik dagilimlar toplama
islemindeki ile ayni oldugundan ji,,,(p12) = 0.8 olur.

By nin fuzzy sayr yapisine olusturmak i¢in bu adimda b temel degerleri
bulunmalidir. Ay - Ay ¢arpyminan P(A12) olasilik 6lgiist, Bis i¢in bir temel degerdir
ve biy = P(A) ile gosterilir. Ornek olarak kullandigimaz p; ve ps olasilik

dagilimlarindan elde edilen p1o konvoliisyonu icin Ay - Ay nin olasilik 6l¢iisii
P(Alg) = b12 == 067

olur.
Sonra Biy yapist olusturulur. Yani biy temel degerlerinin dyelik dereceleri
hesaplanar. Ornek olarak kullanidan py ve ps olasiik dagilimlarindan elde edilen

bio = 0.67 temel degeri igcin tyelik derecesi
HBis <b12 == 067) =0.8

dir. Bu sekilde elde edilecek tim diyelik dereceleri ile Bio

B2 = 0/0.54 + 0.5/0.57 + 0.8/0.61 + 1/0.63 + 0.8/0.67 + 0.7/0.7 4+ 0.6/0.73 +
0.4/0.76 +0.2/0.79 4+ 0.1/0.819 + 0/0.82
olur. Boylece Ayy ve Bis min grafikleri Sekil 5.6°daki gibi olan ¢arpma isleminin

sonucu Z19 = (Aqa, B1a) hesaplanmas olur [2].
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Sekil 5.6. Kesikli Z-sayilarin ¢arpima: Ao ve Bis sayilar
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5.4. Kesikli Z-Sayilar Uzerinde Bolme Islemi

0 ¢ supp(As) olmak tizere Z) = (A, By) ve Zy = (Ag, Bs) kesikli Z-sayilarinin
bolimi Z, = Z;/Zy ile gosterilir. Oncelikle Zh = (A, pr) saylan
hesaplanmalidir. Burada A;, On Bilgiler boliimiinde verilen kesikli fuzzy sayilarin

boliimiidiir. pio ise p; ve po kesikli olasilik dagilimlarinin,

pr2(z) = Z pi(z1)p2(z2)

e=11 /2, (227£0)
konvoliisyonudur.

Daha onceki kisimlarda soz edildigi gibi j = 1,2, 1 = 1,2,...,m igin p,,, (pj)
fuzzy kiimeleri olusturulur ve s = 1,2,...,m? i¢in pys, konvoliisyonlarmin fuzzy
kiimesi, iiyelik fonksiyonlar: yardimiyla olugturulur.

Sonra Ajs nin olasilik 6lgiisii hesaplanir. Son olarak Bis fuzzy kiimesi olugturulur.
Boylece Z1o = Z1/Z5 sayis1 Z15 = (Aja, By2) olarak elde edilir.

Ornek 5.4.1. A, = 0/1+0.3/240.5/3 +0.6/4 +0.7/5+ 0.8/6 + 0.9/7 + 1/8 +
0.8/9+0.6/10+0/11,

B, =0/0+0.5/0.1 +0.8/0.2 +1/0.3 +0.8/0.4 + 0.7/0.5 + 0.6/0.6 + 0.4/0.7 +
0.2/0.8+0.1/0.9+40/1,

Ay =0/140.5/2+0.8/34+1/4+0.8/54+0.7/6+0.6/7+0.4/8+0.2/9+0.1/104+-0/11,

B, =0/0+0.3/0.1 +0.5/0.2 + 0.6/0.3 + 0.7/0.4 + 0.8/0.5 + 0.9/0.6 + 1/0.7 +
0.9/0.8+0.8/0.9+40/1
olan Zy = (A1, By) ve Zy = (Ag, Bo) ki kesikli Z saywmin Zyo = Z1/Zy bolimiini
hesaplayalim.

Yine ilk olarak Z*-sayilara gegilir. Toplama érneginde oldugu gibi p, ve py olasilik
daglimlary bulunur. Béylece Z7 = (A1, Ry) ve Zy = (As, Ry) sayilar elde edilir. Bu
ornekte de py ve py kesikli olasilik dagilimlar, olarak, toplama islemindek: drnekle
ayne dagilimlar kullanidacaktir. Yani:

p1 = 0.27\14+0\2+0\340.0027\4+0.04\5+0.075\6+0.11\740.15\840.075\9+
0.0027\10 + 0.27\11,

p2 = 0.09\1 + 0\2 + 0.18\3 + 0.32\4 + 0.18\5 + 0.1\6 + 0.036\7 + 0\8 + 0\9 +
0\10 + 0.09\11.

Zh = Z)Z5 = (A1/Ay, Ri/Ry) saysi hesaplanwr. Bunun igin kesikli fuzzy

sayilarin Ay /As bolimii, On Bilgiler boliimiinde verilen tanim uygulanarak
A2 =0.07/0.36 +0.1/0.375+ -+ - +1/1.6 +--- + 0.17/100 + 0/121
olur. Ri/Ry ise p1o = p1 © pa konvolisyonu olup

p12 = 0.025\1 4+ 0\2 + - -- + 0\1.6 + - - - + 0\ 100 + 0.025\ 121
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dir. Bu sonuglarla Z}, = (A1/As, p12) elde edilmis olur.

p1 ve po olasilik dagilumlary igin pu,, (p1) ve iy, (p2) tyelik dereceleri hesaplanar.
Yine olasilik dagilimlary daha dnceki orneklerdeki ile ayni kullanildigindan sonug da
fp (p1) = 0.8 wve  py, (p1) =1 olur.

p1 ve po  konvolisyonlarindan elde edilen pi1s  konvolisyonlarinin tyelik
dereceleri hesaplanir. Bu tyelik derecesi piy, (p1) ve i,,(p2) ye bagh oldugundan ve
kullanilan olasilik dagilimlary toplama islemindeki ile ayni oldugundan sonug¢ yine
diger drnekler ile aynt bulunur. Yani p,,,(p12) = 0.8 olur.

p12 ile P(Aj2) = bio olasilik 6l¢isii degerleri hesaplanir. Bu ornekte elde edilen

p12 degeri icin P(Ajs) olasilik 6l¢isii
P(Alg) == blg = 044

olur. Son olarak elde edilen byy degerleri i¢in tyelik derecelert hesaplanarak By fuzzy
kiimesinin yapist olusturulur. Bu érnek dagilimlar ile elde edilen b1y = 0.44 degeri

wgin tyelik derecesi
HB1o (b12 = 044) = ﬂp12(p12) =0.8

olur.
Béylece, Ao ve By nin grafikleri Sekil 5.7deki gibi olan Z15 = (Aq2, Bia) bolimi
elde edilir [2].
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Sekil 5.7. Kesikli Z-sayilarin bolimi: Ao ve Bis fuzzy sayilar

5.5. Kesikli Bir Z-Sayisinin Karesi

Zy = Z% hesabi agagidaki iglemler takip edilerek yapilir. Rx

px = px(21)\@1 + px(22)\z2 + - - + px(@n)\2n
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seklindeki kesikli olasilik dagihmi ve Z}; = (Ax, Rx) olsun. Z; kesikli Z*-say1si
Z;/r = (Ay, Ry)

olur. Burada, Ay = A% kesikli fuzzy sayisinin karesi On Bilgiler boliimiinde verilen

tanima gore hesaplanir. Ry kesikli olasilik dagilimi da,

py(y) = Z px(x) = px (=) + px (V)

ee{\y,—v/}
olmak ftizere
yr =17 ve py(y,) = Z px(z),r=1,2,...,m, (5.5)
yr=a?
i¢in,
py = py(y)\y1 + Py (y2)\y2 + - - + Py (Um ) \Um (5.6)
seklindedir.

Zy- kesikli Z"-sayilar1 hesaplandiktan sonra kesikli Z-sayilar iizerinde toplama
islemi kisminda anlatilan hedef programlama modelinin ¢éziimiinden elde edilen

olasilik dagilimlarinin tyelik derecelerinin hesabindan yararlanilir ve

tpx (Px1) = WBy <Z qu<xk)pX,l<xk)>

k=1
hesaplanir.
Sonra px olasihk dagilmimin g, (px,) tyelik fonksiyonuyla gosterilen fuzzy
kiimesi, dogal olarak py; olasilik dagilimimin fuzzy kiimesini olugturur ve iiyelik

fonksiyonu
Hpy (pY,l) = Hpx (pX,l)

olur. Daha sonra, elde edilen py ler ile, Ay nin olasilik 6l¢iisii hesaplanir. Son olarak

py lzerindeki p,, iiyelik fonksiyonuyla gosterilen fuzzy kisitlar hesaplandiginda
byi =Y pvilee)pay (z4)
k

olmak iizere
1By (by) = sup(ppy (Pya))
iiyelik fonksiyonu yardimiyla By fuzzy kiimesi olugturulur.
Sonug olarak, Z? sayis1 Z2 = (Ay, By) hesaplanmig olur. z; > 0, (i = 1,2,...,n)
i¢cin yp = a3 olmak tizere, py(yx)=px.i(Tr), tpy (Pvi) = Hpy (Px1) Ve piay (yp) =
pay () esitlikleri saglanir. Buradan,

bY,l = bX,z ve ,uBy(bY,l) = ,UBX(bX,l)
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olur. Bu ise By = By demektir.

n herhangi bir dogal say1 olmak iizere Zy = Z% benzer yolla hesaplanir.

Ornek 5.5.1. Toplama islemi érneginde verilen ve bilesenleri asaqudaki gibi olan
Zy = (Ag, By) saysy igin Zs = Z3 hesabina yapalim:

Ay =0/140.5/2+0.8/34+1/4+0.8/540.7/6+0.6/7+0.4/84+0.2/9+0.1/104+-0/11,

B, =0/0+0.3/0.1 +0.5/0.2 + 0.6/0.3 + 0.7/0.4 + 0.8/0.5 + 0.9/0.6 4+ 1/0.7 +
0.9/0.8+0.8/0.9+40/1.

Ik olarak Z*-sayplara gegilir ve Z§ = (Ag, Ry) saypsinda bulunan Ry bileseni
kesikli Z-saynlar tzerinde toplama islemi béliminde bahsedilen lineer hedef
programlama problemi ile hesaplanir. Bu ornekte de toplama islemi drneginde
cozilen ve diger orneklerde kullamilan asaqidaki olasilik dagilima ele alinacaktar.

po = 0.09\1 + 0\2 + 0.18\3 + 0.32\4 + 0.18\5 + 0.1\6 + 0.036\7 + 0\8 + 0\9 +
0\10 + 0.09\11.

Ardindan Zt = (As, R3) kesikli Z*t-sayist  hesaplanir. (5.5) wve (5.6)
denklemlerinden yararlanilir. Boylece sonu¢ asaqidaki gibidir.

A3 =0/140.5/44+0.8/9+1/16+0.8/25+0.7/36 + 0.6/49 + 0.4/64 + 0.2/81 +
0.1/100 4+ 0/121,

ps = 0.09\ 1+ 0\4+ 0\9+ 0.32\16 +0.18\25 4+ 0.1\36 + 0.036\49 + 0\ 64 + 0\81 +
0\100 + 0.09\121.

B3 = By oldugundan diger hesaplara gerek yoktur. Bununla birlikte burada,

Hpo (pQ) = UB, (Z KA,y (wk)pZ(xk)>

tiyelik derecesiyle, piy,(p3) = pp, (P2) oldugundan As yardvmyla Bs hesaplanmas olur.
As ve Bs tn grafikleri Sekil 5.8°deki gibi olan Z3 = (As, B3) olarak Zy nin karesi
hesaplanmag olur |2|. Bs = By dir.

5.6. Kesikli Bir Z-Sayisinin Karekokii

Bu kisimda kesikli Z-sayilarin karekokii hesaplanacaktir. Zy = +/Zx 1 goz
oniinde bulunduralim. Z§ ve Zx bir Z-sayismimn karesini alma igleminde bahsedilen

Z-sayilarla ayn1 olsun. Z;" kesikli Z"-say1s1
Zy = (Ay, Ry)

bigiminde tanimhidir. Burada Ay = +/Ax seklindeki kesikli bir fuzzy sayisinin

karekokudiir.
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Sekil 5.8. Kesikli bir Z-saypsimn karesi: As ve Bz fuzzy sayilar:

Ry kesikli olasilik dagilimi da,

PRy = Pry (Y1) \¥1 + PRy (12)\Y2 + - + DRy (Yn) \Un

oyle ki,
Ye = \/Tr ve Pry(Yk) = Pry(Tr)
dir.

Zy hesaplandiktan sonra,

ox (Px1) = 1By (Z NAx<xk)pX,z(Ik)>

k=1

yapisi olusturulur. Burada,

Hpy (pY,l) = Upx (pX,l)

dir.

Daha sonra Ay nin olasilik 6lciisii hesaplanir ve p,, iiyelik fonksiyonu bilindigi
zaman, By fuzzy kiimesi olusturulur. Sonuc olarak, v/Z sayis1 VZ = (Ay, By)
bigiminde hesaplanir. Burada birinci bilesen negatif olmayan kesikli bir Z-sayisinin
karesini alma igleminde oldugu gibi, By nin hesaplanmasina gerek yoktur. Kesikli bir
Z-sayisinin karekokiinii hesaplama isleminde By = By esitliginin saglandigi kolayca

goriiliir.

Ornek 5.6.1. Bir onceki ornekte kullamlan Zo = (Ag, Bs) sayuse icin Zs = /Z
hesabint yapalim.
Ay = 0/140.5/240.8/3+1/440.8/54+0.7/6-0.6/7+0.4/8+0.2/9-+0.1/10+0/11,
By = 0/0+ 0.3/0.1 + 0.5/0.2 + 0.6/0.3 + 0.7/0.4 + 0.8/0.5 + 0.9/0.6 + 1/0.7 +
0.9/0.8+0.8/0.940/1.
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ilk Bir  onceki  bolimle
kullamildigindan burada aynie Z*-sayilara ulasiir. Olasilik dagilima

po = 0.09\1 + 0\2 + 0.18\3 + 0.32\4 + 0.18\5 + 0.1\6 + 0.036\7 + 0\8 + 0\9 +
0\10 + 0.09\11

olsun. Bilesenleri asagqidaki gibi olan Zi = (As, R3) seklindeki Z T -sayst hesaplanar.

Yine olarak Z*-sayilara gegilir. ayni,  Z-sayt

Ay = /A, hesaby icin On Bilgiler kismanda verilen kesikli fuzzy sayilarin karekoki

hesaplamast kullanilir. R3 sayist da,

PRy = Pry (W1)\Y1 + PRy (2)\Y2 + - - + DRy (Yn) \Un

oyle ki,
Yk = /T Ve pRy(yk) = pr(xk),

esitliklery kullamilarak hesaplanar.

A3 =0/1405/1.4+0.8/1.7+1/2+40.8/2.24+0.7/2.44+0.6/2.6 +0.4/2.8+0.2/3+
0.1/3.240/3.3,

ps = 0.09\1+0\1.4 4+ 0\1.7 4 0.32\2 4+ 0.18\2.2 + 0.1\2.4 4 0.036\2.6 + 0\2.8 4+
0.2\3 4 0.1\3.2 + 0.09\3.3.

B3 = By oldugu yukarida gosterildiginden diger islemlere gerek yoktur. Bununla
birlikte burada,

Hpy (P2) = 113, <Z KAy (m)m(%))
k=1

tiyelik derecesiyle , [y, (P3) = pp,(p2) esitligi goz oniine alinarak, verilen Ajg ile,
B3 hesaplanmas olur. Béylece As ve Bs iin grafikleri Sekil 5.9°daki gibi olan Zs =
(As, Bs), Zy nin karekikii olan kesikli Z-sayist hesaplanmas olur [2].
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Sekil 5.9. Kesikli bir Z-sayinin karekoki: As ve Bs saylar:

86



6. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu caligmada, Z-sayilarin ne anlama geldigi incelenmis, hesaplamasi oldukga
karmagik olan Z-sayilar lizerindeki aritmetik islemler analiz edilmistir. Z-sayilarda
aritmetik iglemler alt1 basamak halinde ¢6ziimlenmistir. Stirekli ve kesikli Z-sayilar
i¢in bu basamaklarin benzer oldugu, sadece ilk adimda Z = (A, B) seklindeki bir Z-
sayisinin ikinci bilegenindeki B nin temel degerlerine kargilik gelen olasilik dagilimlar:
hesaplanirken, stirekli Z-sayilarda Newton-Raphson Yontemi'nin, kesikli Z-sayilarda
ise lineer hedef programlamanin kullanildigi goriilmiis ve bu yontemler detayl olarak
incelenmigtir.

Literatiirde fuzzy sayilarin siralanmasi tizerine bir¢cok yontem sunulmustur.
Bunlarin her biri fuzzy sayilarin siralanmasina yardimer olan fuzzy sayilarin belirli
ozelliklerine dayanmaktadir. Z-sayilarda sadece bulaniklik olmayip hesaba
glivenirlikte katildig1 i¢in Z-sayilarin siralanmasi bulanik sayilarin siralanmasindan
daha O6nemli hale gelmektedir. Z-sayilar, reel sayilarda oldugu gibi dogal bir sira
olusturamadiklar1 icin bir Z-saymin digerinden kiiciik veya biiyiik oldugu
kolaylikla belirlenememektedir.

Z-sayilar1 siralamak ekonomi, karar analizi, risk degerlendirmesi gibi alanlarda
belirsizlik igeren durumlarin karar verme siireglerinde biiyiik bir 6neme sahiptir.
Z-sayilar1 siralamak i¢in yayimlanmis bircok calisma olmasina ragmen genel
gecerliligi olan bir siralama bagintisi bulunmamaktadir. Bir sonraki ¢aligmamiz
Z-sayilar iizerinde dogrudan hesaplamaya dayali Z-bilgi altinda bir karar verme
yaklagimini olugturmaktir. Bu yaklagimin bagta ekonomi alaninda olmak iizere

kargilagtirmali karar verme problemlerine uygulamalar1 yapilabilir.
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