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OZET

YUKSEK LISANS TEZi

ZAMAN-FREKANS ANALIZI VE BAZI OPERATORLER UZERINE

Sevil KELES

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damisman: Prof.Dr. Serap OZTOP KAPTANOGLU

Zaman-frekans analizi harmonik analizin modern bir dalidir. Zaman-freakans analizi,
operatorler ve fonksiyonlarin analizi i¢in zamana baglh degisen, zaman-frekans otelemelerini
kullanan matematiksel teknikler ve onun uygulamalarindan olugsmaktadir. Zaman-frekans
analizi, zamana ve frekansa ayni anda ve simetrik davranan yerel Fourier analizinin bir
seklidir.

Fourier Doniisiimii ile zaman uzayinda bulunan sinyaller frekans uzayina tasinarak
yorumlanir. Ancak bu doniisiim ile frekans ortamina aktarillan sinyallerde zaman bilgisi
kaybedilmektedir. Bu nedenle yontem duragan olmayan sinyallerin analizi i¢in yeterli
degildir. Bu eksikligi giderebilmek icin arastirmacilar cesitli yontemler onermislerdir. Bu
yontemlerden biri kisa-zamanli Fourier doniistimiidiir.

Bu tezde, Fourier analizi ve zaman-frekans analizi incelendi ve karsilastirildi. Daha c¢ok
zaman-frekans analizi uzayinda yogunlagildi. Giinlimiizde zaman-frekans analizi ¢ok 6nemli
teknolojik uygulamalara sahiptir ve Fourier analizine gore daha istiindiir.

Tezin giris kisminda klasik Fourier analizi ve temel o6zellikleri verildi. Fourier doniisiimii
tanitilarak belirsizlik ilkeleri verildi.

Genel kisimda ise zaman-frekans analizi tamitildi. Zaman-frekans analizine ait temel
operator ve Ozellikleri verildi. Cerceve teorisi, 6zellikle Gabor cergevesi tizerinde ¢aligildi.



Son olarak Zak doniisiimii tamitilarak ozellikleri verildi. Ayrica Zak doniisiimiiniin Fourier
doniisiimii ve Gabor gercevesi arasindaki iligkileri verildi.

Temmuz 2019, 75 sayfa.

Anahtar kelimeler: Zaman-Frekans Analizi, Kisa-Zamanli Fourier Doniistimii, Belirsizlik
[lkeleri.
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SUMMARY
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ON TIME-FREQUENCY ANALYSIS AND SOME OPERATORS

Sevil KELES

Istanbul University

Institute of Graduate Studies in Science and Engineering
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Supervisor: Prof.Dr. Serap OZTOP KAPTANOGLU

Time-frequency analysis is a modern branch of harmonic analysis which comprises of theory
and its applications of mathematical techniques using the translations and modulations to
analyze functions and operators. Time-frequency analysis is a form of local Fourier analysis
that threats time and frequency simultaneously and symmetrically.

In classical Fourier Analysis, the signals on the time space are studied by transforming
them in to the frequency space. However, in the frequency space, some informations related
to time is lost which makes analysis of non-stationary signals difficult. To overcome this
deficiency, a variety of methods are proposed, one of which is a local form of Fourier
analysis, called the short-time Fourier transform.

In this thesis, techniques of Fourier analysis and time-frequency analysis are examined and
compared. The thesis is concentrated mainly on time-frequency space. Today the theory
time-frequency analysis has important technological and scientific applications extending
the known results on Fourier analysis.

In the first part of the thesis classical Fourier analysis and its properties are given. In
particular Fourier transform is introduced and uncertainty principles are given.

In the second and main part of the thesis, time-frequency analysis is introduced and basic
operators togerther with their properties are given. Next frame theory, in particular Gabor
frames are studied in connection with some key operators related to frames.

xii



Finally, Zak transform is introduced and its properties are given. In addition, the relationship
of Zak transform to Fourier transform and Gabor frames is studied.

Temmuz 2019, 75 pages.

Keywords: Time-Frequency Analysis, Short-Time Fourier Transform, Uncertainty
Principles.
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1. GIRIS

J.B.J. Fourier’nin (1770-1830) temellerini atmis oldugu Fourier analizi ve lizerine gelistirilen
modeller, modern matematiksel analizin en onemli temellerinden biri olmustur. Pek ¢cok
miihendislik, uzay, fen ve tip bilimlerinde uygulama alan1 bulmustur. Giiniimiizde bir sinyali
cevresindeki giiriiltiiden ayirip isleyen sistemlerin ¢ok onemli bir kismi modern Fourier
analizi teknikleri ile caligmaktadir.

Fourier’nin, Fourier doniisiimiinii (FD) tanimlarken en Onemli motivasyonu notalarin
harmonisinin matematiksel olarak diizenlenip, giiriiltiiden arindirilip, sesin ve miizigin
miitkemmellestirilmesidir. Fourier’nin calismalarindaki en 6nemli nokta kendini tekrarlayan
fiziksel davramisin ¢ember ve iizerindeki trigonometrik fonksiyonlar kullanilarak
modellenmesidir.

Fourier ve calisma arkadaslan gelistirdikleri tekniklerin dogada gozlemlenebilecek makul
her davranisin modellenebilecegini iddia etmiglerdir. "Makul davranis" olarak tanimladiklari
fiziksel olgular halen modern bilimsel gelismelerin icinde uygulama alam1 bulmaktadir.
Ornegin, radar sistemlerinin dalga verilerini siniflandirmasinda, saghik hizmetlerinde cesitli
kan testlerinin sonuglarinin okunmasinda, MR makinelerinin goriintii olusturmasinda,
cep telefonlarinda iletisimin kalitesinin arttirllmasinda, astronomide uzaydan alinan
elektromanyetik sinyallerin incelenip siniflandirilmasinda klasik Fourier analizi teknikleri
kullanilmaktadir.

Matematiksel analizdeki makul davranigt anlama ve smiflandirma iizerine yapilan
calismalardaki ilerlemelere paralel olarak tiim uygulama alanlar1 da ozellestirilmis ve
farkli sorulara cevap bulmaya baglanmistir. D.Gabor’un (1946) calismalarina dayanarak,
ozellikle sinyal analizi alaninda ¢alisan miihendislik bilimlerinde Fourier doniisiimiiniin
kiiciik parcalara boliinebilecegi kesfedilmistir. Boylece, Fourier analizinin lokal sekli olan
"zaman-frekans analizi" ya da "modern Fourier analizi" olarak adlandirilan disiplinlerarasi
alanin temeli atilmistir.

Zaman-frekans analizinin giiniimiizdeki uygulamalari, yukarida bahsedilen Fourier analizi
uygulamalarmin 6zellestirilmesini saglamistir. Ornegin, dokunmatik ekranlarin gelismesine
ve hata oranlarinin yok denecek kadar azalmasina yol agcmistir. Ayrica kisa siire once tiim

diinya giindemine gelen "kara deliin fotografi" cekilirken de uzaydan gelen sinyallerin



siniflandirilip temizlenmesinde zaman-frekans analizi teknikleri kullanilmistir.
Zaman-frekans analizinin uygulama alanlar klasik Fourier analizinin uygulama alanlar1 ile
sinirh degildir. Bilim diinyasinin geleceg8ini sekillendirecek olan yapay zeka sistemlerinin
O0grenme mekanizmalarinin bazilart da verilen bilgiyi smiflandirip temizlemekte
zaman-frekans analizi teknikleri kullanilmaktadir.

Bugiin yapay zeka sistemlerinin gelistirilmesindeki en biiyiik engel, sayisi cok az ve nadir
de olsa goriilen sistemlerin yaptig1 ciddi hatalarin sebebinin anlagilamamasidir. Bilim
diinyasinin bu soruna 6nerdigi en sistematik ¢6ziim ise kullanilan tekniklerin teorilerinin
caligilmasi ve derinlemesine ¢coziimlenmesidir.

Klasik Fourier analizi fonksiyonlar1 tanimlamak icin iki tamamlayici temsili kullanir, biri
f fonksiyonu, digeri ise f fonksiyonunun Fouirer doniisiimii /(@) = [ f(t)e 2"?dt dir.
Sinyal analizinde, f(x) zamana ait, f(®) ise frekansa ait davranisi tanimlar.

Genel olarak £ ve tersinin 6zelliklerinden f’in 6zelliklerini tanimak zordur. iki prensip kural

olarak kabul edilir:

e Diizgiinliik ve ayrisma prensibi: f diizgiin ise, f sifira gider, f sifira gider ise f

diizgiindiir.

e Belirsizlik Prensibi: f ve f aym anda kiiciik olamaz.

Zaman-frekans analizi, f ve f’in bilgilerini birlestiren orta diizey temsillerinin arastirma ve
incelemesi olarak yorumlanabilir. Amacimiz sinyal ya da fonksiyon olan f’in ayni zamanda
spektral ve zamansal agiklamasidir. V f (x, @) temsili iki boyutlu ve x anindaki @ frekansinin
uzunlugunun dl¢timiidiir.

f fonksiyonunun ideal zaman-frekans temsili anlik her x teki frekans spektrumunun
ortaya cikmasini saglar. Bu ideale engel olan ise belirsizlik prensibidir. Belirsizlik prensibi
anlik freakans kavramimi imkansiz hale getirir. Her zaman-frekans temsili bir belirsizlik
prensibine uyar. Bir x anindaki f sinyalininin freakans spektrumunu bulmak icin, f x in bir
komsuluguna yerellestirilir ve onun Fourier doniisiimii alinir. Bu da Kisa-Zamanh Fourier

Doniisiimiidiir (KZFD). Sinirlama igleminin parametresi bir g pencere fonksiyonudur.

Vel (x,0) = [ f(05(1=0)e > an



Vof lineer bagimhdir, ozelliklerinin ¢ogu (enerji korunumu, ters formiilii) Fourier
doniisiimiine benzer.

Sayisal amaclar icin, kisa zamanli Fourier doniisiimii Orneklenmis ve sadece
Veof(ok,Bn), k,n € Z degerlerinin noktasal kiimesi i¢in bulunmustur. Problem f in
bu degerlerden Gabor cerceve teorisine yeniden yapilandirilmas: ile ilgilidir. Bunlarin
zengin matematik yapist ve niimerik analizle, se¢cme teorisi, Fourier analizi ve operator
cebiri ile baglantis1 vardir.

Zaman-frekans analizinin anahtari, T,f(t) = f(t — x) Oteleme ve My f(t) = > f(t)
modiilasyon iglemleridir. Kisa zamanli Fourier doniigiimii integrallenebilme ve ayrigma
durumlarina sahiptir. Bu da modiilasyon uzaylarimin tanimina yol acar. Fonksiyonlarin bu
yeni sinifi, dagilimlarin kisa bir zaman-frekans analizini kolaylastirir ve zaman-frekans
analizinin bir ¢ok probleminde de dogal olarak goriiniir.

Fourier ilk olarak, matematiksel analize dikkat etmeksizin, bir fonksiyonun trigonometrik
seri agisindan acilimi ifade eden dikkat cekici bir fikir ortaya atmistir. Fourier agiliminin
katsayilart icin intergral formiilleri daha ©nce Leonardo Euler ve digerleri tarafindan
verilmisti. Aslinda, Fourier bu yeni fikrini Fourier serisi acisindan, Fourier esitliginin
¢cOziimiinii bulmak i¢in kullanmistir. Boylece Fourier serisi, ongoriilen sinir kosullar altinda
kismi diferansiyel denklemlerin Fourier serisinin ¢dziimiiniin belirlenmesi i¢in ara¢ olarak

kullanilabildi. Béylece bir f(x) fonksiyonunun (—/, ¢) araliindaki Fourier serisi

- INTTx
=Y ce !
NnN——o0
seklinde tanimlanir. Burada Fourier katsayilari
inmt

Lot
c,,:z—g/gf(t)e dt

seklindedir.
Periyodik olmayan, her x € R icin tantmlanmis bir fonksiyonun temsilini almak i¢in limiti

¢ — oo seklinde almamiz gerekir. Fourier integral teoremine uygularsak,

1 . ¢ .
flx)= g/ee’wxdw/ée’w’f(t)dt



elde edilir.

Matematiksel olarak, bu esitlik Fourier serisinin tamlik 6zelliginin siirekli versiyonudur.
(0]

Fiziksel olarak, bu esitlik siirekli degisen <E> frekansli harmonik bilesenlerin sonsuz

sayisi verir. Genlik ise

! /Z e 'O f(1)dt

21 )¢

seklinde tanimlanir. Siradan Fourier serisi sonsuz ama harmonik bilesenlerin diskret
kiimesinde verilen fonksiyonlarin ¢6ziimiinii temsil eder. Bu kismi diferansiyel denklemlerin
¢cOozimil i¢cin en uygun coziim P.S. Laplace tarafindan verilmistir. Bu ¢6ziim Fourier
integralidir. Bu fikir Fourier, A.L. Cauchy ve S.D. Poisson a aittir.

Fourier serisi, Fourier integrali ve uygulamalart Fourier'nin 1822 yilinda yayinlanan
tinlii tezi "Theore Analytique de la Chaleur (The Analytical Theory of Heat)"in ana
konusudur. Fourier serisinin kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiindeki etkisinin ve
bagarisinin yaninda, matematiksel anlamda en 6nemli noktalardan biri de Fourier serisinin
yakinsakligidur.

Fourier doniisiimii, Fourier’nin "La Théorie Analytique de la Chaleur" tezinde yer alan
Fourier integral teoreminden elde edilir. Hem Fourier serisi hem de Fourier doniigiimii bir
cok yonden iligkilidir. Sabit sinyallerin ve gercek zaman sinyallerinin analizini iceren, zaman
ve frekans diizlemindeki Fourier doniisiimiiniin etkili kullanimlarinin yer aldig1 pek ¢ok

uygulamalari vardir. Bir f(¢) fonksiyonu ya da sinyalinin Fourier doniigiimii

oo

50 = F@)= [ e r0dr= (£,

—o0

seklinde tamimlanir. Burada f(®), @ frekansimn fonksiyonu ve (f,e'®) ise bir Hilbert
uzayindaki i¢ carpimdir.

Yukarida belirttigimiz gibi bazi1 6nemli bagarilarina ragmen, Fourier doniisiimiiniin analizi
en az iki nedenden dolay1 bazi fiziksel problemler iizerinde calismada yetersiz kalmaktadir.
Oncelikle, bir sinyalin Fourier doniisiimii herhangi bir lokal bilgi vermemektedir. Zamanla
frekansin ya da uzayla dalgalanmanin degisimini yansitmamaktadir. Ikinci olarak da,
Fourier doniisiim yontemleri hem zaman diizlemi hem de frekans diizlemindeki problemleri
arastirmay1 saglar fakat her iki diizlemde ayn1 anda olusan degisimleri incelemekte
yetersiz kalir. Hem zaman hem de frekans diizlemindeki sinyalin enerji yogunlugunu
tanimlayabilmek i¢in, zaman ve frekansin tek bir doniisiime ihtiyaci vardir.

Gabor hem zaman hem de frekans lokalizasyon 6zelliklerini tek doniisiim fonksiyonunda



bir araya getirmek icin, Gabor dagilim fonksiyonunu pencere fonksiyonu olarak
kullanarak pencereli Fourier doniisiimiinii (Gabor Doniisiimii) tanitmistir. En biiyiik iddias1
bir g,(t — b) zaman lokalizasyonu pencere fonksiyonunu sinyalin Fourier doniigtimii
hakkinda lokal bilgileri edinmek icin kullanmaktir. Burada pencerenin genisli§i olan
a parametresi ve b parametresi tim zaman diizlemini O6rtmek amaciyla pencereyi
otelemek i¢in kullanilmaktadir. Buradaki amag¢ Fourier doniisiimiinii lokalize etmek i¢in
pencere fonksiyonunu kullanmak ve pencereyi farkli pozisyonlara kaydirmaktir. Gabor
doniisiimiiniin bu 6nemli 6zelligi, pencere boyutuna esit zaman ¢oziiniirliigiiyle Fourier

doniistimiiniin lokal yoniinii saglar. Gabor

gr0(7) =8(r—1)e"

fonksiyonunu, g fonksiyona 6teleme ve modiilasyonunu uygulayarak kullanmigtir. Burada
1 1

2

g(t) = 7 4e 2 "kuantum fiziginde kanonik tutarli durum" olarak adlandirilir. f

fonksiyonunun g’ye gére Gabor doniisiimii (pencereli Fourier doniisiimii) f,(t, ®)
GI(t,0) = [o(t,0) = [ f(g(z-1)e Ude = (1,5,0)

seklinde tanimlanir. Burada f,g € L?(RY) fonksiyonlarimin i¢ carpimi (f,g) olarak
verilmigtir. Pratik uygulamalarda, f ve g fonksiyonlar1 sonlu enerjili sinyalleri temsil eder.
Bu tez calismasinda klasik Fourier analizi disinda zaman-frekans analizi ve ozellikleri

tanitilmistr.

1.1. TEMEL FOURIER ANALIZI

Bu boliimde Fourier analizinin temellerine iligkin bazi1 kavram ve teroremler verilecektir.
Bu kavramlar zaman-frekans analizinin ¢ok yOnlii aracglaridir. Fourier analizinin temelleri
Fourier serileri ve Fourier doniisiimiiniin sonuglarini icermektedir. Fourier Analizi, kabaca
fonksiyonlar1 Fourier doniisiimleri araciligiyla inceler.

Teorik olarak bir R¢ Oklid uzayi iizerinde tanimlanan bir f fonksiyonu x € R? elemanini
bir f(x) kompleks sayisina gétiiren bir kuraldir. Oysa uygulamalarda ayni soyut kavram i¢in
farkl1 dilleri kullanirlar. Ornegin d = 1 boyutunda, siklikla x € R "zaman" ve f(x) de bir

"elektrik alan" veya "voltajin genligi" anlamma gelir ve bir sinyalden bahsedilir. Ornegin,



d = 2 icin, f(x1,x2), (x1,Xx2) € R? piksel konumundaki gri seviyesini veya renk seviyesini
gosterebilir ve bir goriintiiden bahsedilebilir.
Bu tez boyunca fonksiyonlar, daha genel olarak R¢ iizerinde ¢alisacagiz. Boylece x =

(x1,...,Xq) € R? olmak iizere,

/Rdf(x)dx: /_:"-/_o:of(xl,...xd)dxl...a’xd

R iizerinde alisiimis Lebesgue integralidir. Yine, E C R? 6l¢iilebilir bir kiime olmak iizere
|E| = Jga XE(x)dx, E kiimesinin ol¢iistidiir. LP(1 < p < ) Lebesgue uzaylar1 analizde temel
rol oynar. Ozellikle p = 2, L? uzaylar1 bu tez konusunda oldukc¢a 6nemli olacaktir. Bu
nedenle L? uzaylarina iliskin bazi tamim ve 6zellikleri verecegiz. Fonksiyonlari R¢ iizerinde

caligacagimiz i¢in Lebesgue Ol¢ii uzayina gore 6zel olarak tanimlari ifade edecegiz.
Tamm 1.1.1 f:R? — C Lebesgue ol¢iilebilir bir fonksiyon olsun. LP(R?) uzayr,

| f(x)|Pdx < oo (1.1)
R4

kosulunu saglayan f fonksiyonlarindan olusan bir uzaydir. Boylece f € LP(R?) icin

1= ( [, ircoras)”

seklinde LP —normu tammlanir. || ||, veya || f||1» ile gosterilir. LP(RY) uzay1 || - ||, normuna
gore bir Banach uzayidir.
Eger p = 1 ise L'(R?), R? iizerinde integrallenen fonksiyonlarin Banach uzayidir. Yine,

p = 2 durumu &zel bir 6neme sahiptir. L?(R?) Hilbert uzaydir. p = 2 icin i¢ carpim

(.8)= [ F@elds

seklinde tanimlanir. L?(R¢) uzay1 bu i¢ carpimun olusturdugu || - ||, normuna gore bir Hilbert
uzayidir. Problemleri Hilbert uzayinda ele almak isimiz kolaylastirir. Yine R {izerindeki ic
garpimi x- @ = Y'¢ | x;a; ile verilir. Oklid normu ise |x| = /x-x olarak verilir.

Burada ozlellikle teknik ayrintiya dikkat etmek gerekir. Eger ||f||, = 0 ise f =0
olmayabilir. Bu nedenle hemen hemen f = 0 esitligi kabul edilir. Yine, L” uzayinin

tamiminda denklik bagintisindan bahsetmek gerekir. f ve g fonkisyonlarimin denk olmast,



f ve g fonksiyonlarinin hemen hemen esit olmasidir. L? (Rd) uzayl (1.1) kosulunu
saglayan fonksiyonlarin denklik siniflarinda olusur. Bununla birlikte, kolaylikli olmasi
bakimindan pratikte L”(R?) nin elemanlar1 fonksiyonlarin denklik simifi yerine fonksiyon
olarak diisiiniiliir.

Son olarak, p = oo limit durumu icin L*(R?) uzayi, R? iizerinde tanimli esas sinirh

fonksiyonlarin bir uzayidir. Bir bagka ifadeyle,
3 M > 0 hemen her x i¢in |f(x)| <M (1.2)

kosulunu saglayan 6lgiilebilir fonksiyonlarin (denklik siniflarinin) bir uzayidir. ||f||z~ ya da
|| f||c normu (1.2) kosulunu saglayan miimkiin olan tiim M degerlerinin infimumu olarak

tanimlanr. || f||z~ bazen f’nin esas supremumu olarak da adlandirilir ve

[1f1]eo = ess sup | (x)]

xeRd

seklinde de verilir.
Eger f siirekli ise || f]|e = sup,cga | f(x)| olur. Yine || || normuna gore L=(R?) uzay bir
Banach uzayidir.

1 1
1 < p,g < oo reel sayilart — + — = 1 kosulunu saglarsa p ve g, birbirlerinin eslenikleri ya
P q

1
da dualleri olarak adlandirilir. Uygunluk olmasi bakiminda — = 0 kabul edilir. Yine, p’nin

eslenigi p’ ile de gosterilir. p = 2 ise eslenigi g = 2 dir. p = 0 ise eslenigi ¢ = « olur.
Tamim 1.1.2 f:R? — C olsun. Eger

Ve>03K. CRY Vx e Ke |f(x)] <€
kosulu saglanmirsa f fonkisyonuna sonsuzda sifira gider denir.
Co(RY) ile siirekli ve sonsuzda sifir olan fonksiyonlarin uzayi gosterilir ve ||f]| =

sup,.ga | f(x)| normuna gore bir Banach uzayidir. Yine noktasal carpima gére Co(RY),

L' (R4) uzaymin yogun bir alt cebiridir.



1.1.1. Fourier Doniisiimii ve Ozellikleri

Tamm 1.1.1.1 f € L'(RY) olsun. Eger her x € R? icin

/ e—27tix(of<x)dx
R4

integrali varsa bu integrale f € L'(R?) fonksiyonunun Fourier doniisiimii denir ve f ile

gosterilir. Boylece
fl)= [ e
R4

seklinde tanimlanir.

Ayrica
2 27ixt _ e
700 < [ e rwld = [ 17 = |71,

oldugundan f smirhdir ve

sup |£(0) < [I£1

xER4
esitsizligi saglanir. Boylece

11l < 11f111

elde edilir.

Teorem 1.1.1.2 Her n € N icin f, € L'(R?) olsun.
lim ||, — f]| =0
n—>oo

ise x € RY olmak iizere
lim f,(x) = f(x)

diizgiin yakinsakligi gecerlidir.
Ispat.
sup | fu(x) = F () < |lfa = £l

xeRd

esitsizliginden elde edilir.



Lemma 1.1.1.3 (Riemann-Lebesgue) f € L'(RY), ise f diizgiin siireklidir —ve

lim |f(®)| = 0 limiti saglanr.
|| ——>o0

Onerme 1.1.1.4 f € L'(R?) ve x € R? i¢in f(x) = 0 ise t € RY icin f(t) = 0 saglanr.

Onerme 1.1.1.5 (Fourier Déniisiimiiniin Tekligi) f,g € L'(RY) ve x € RY,t € R? icin

F(x) = 8(x) ise f(1) = g(1)

gerceklenir.

Teorem 1.1.1.6 (Plancherel Esitligi) f € L' NL?(R?) olsun.

1Al = 11712

esitligi gecerlidir.
Bundan baska, her f,g € L*>(RY) icin (f,g) = (f,8) Parseval formiilii gecerlidir [8], [9].

Hatirlatma: Fourier doniisiimii

Z L' (RY) = Co(RY)
fe3) =7

seklinde tanimli lineer ve sinirh bir operator olarak diisiiniilebilir.

Riesz-Thorin Ara Deger Teoreminden, Fourier doniisiimii, bazi LP-uzaylarina
genisletilebilir.

Asagidaki esitsizlikler olduk¢a kullanighdir.

1 1
Teorem 1.1.1.7 (Hausdorff-Young Esitsizligi) 1 < p <2ve —+ == 1 olacak sekilde bir
p D

p' olsun. Bu durumda § : LP(R9) — LV (R?) ve ||| | < || f]p- esitligi saglamr:
Fourier déniisiimiiniin tanimindan £, sadece f € L' N L? i¢in tammlidir.

Teorem 1.1.1.8 (Babenko Esitsizligi) §:L?(RY) — LY (RY) ve 1 < p < 2 olsun.
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171l < AGIIA

esitsizligi gecerlidir.

1/2
1/p
P
A, = (—pll/p,> (1.3)

Babenko-Beckner sabiti olarak tanimlanir [6].

1.2. TEMEL ISLEMLER

1.2.1. Oteleme ve Modiilasyon

Tamm 1.2.1.1 f iyi tanuml bir fonksiyon ve x,@ € R? olsun. Oteleme ve modiilasyon

islemleri sirastyla asagidaki gibi tamimlanir.

Tof(1) = f(t—x) (14)
ve

Mo f(t) = ™ £ (1) (1.5)

Burada T, (Sekil 1.1) bir x ile oteleme ya da zaman otelemesidir. My, (Sekil 1.2) ise o ile

modiilasyondur.
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L

Sekil 1.1: T : Oteleme Fonksiyonu

Sekil 1.2: M, : Modiilasyon Fonksiyonu

—
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Onerme 1.2.1.2 f € L'(RY) ve x, 0 € R? olsun.

— —

(I.f) = M—xf ve (Mof) =T.f (1.6)

esitlikleri gecerlidir.
ispat.

TNE) = [ Br)0e > ar

R4
f(t—x)e 2™ qr

I8
/

f(t)efZEi(ter)édt

== 2 f(E)

— (M_.])()
(Maf)(&) = [, (Mo f) (O as
_ f(t>e—27rit(§—a))dt
Rd
= Tw]?(g)
elde edilir.

Son esitlik modiilasyonun neden frekans 6telemesi olarak adlandirildigini agiklamaktadir.

1.2.2. Konvoliisyon Islemi ve Ozellikleri

Tamim 1.2.2.1 (Konvoliisyon) f,g € L'(RY) iki fonksiyonun konvoliisyonu f x g asagidaki

sekilde tanmimlanir.

(F9) = [ FO)stx—y)dy (1.7
1+ gl < (1111 ]gl] (1.8)

norm esitligi gecerlidir [8].
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Konvoliisyon tanimi ve Fubini teoremi kullanilirsa (1.8) deki esitsizlik elde edilir. Bu

esitsizlik L! (R?) Banach uzayinin konvoliisyona gore bir Banach Cebiri oldugunu gosterir.

Onerme 1.2.2.2 f,g € L'(RY) olsun.

—

(fxg)=1r-2 (1.9)

esitligi gecerlidir.
Ispat.

(f*g)((l)) = /]Rd </Rd f(y)g(x—y)dy) e*Zﬁiya)e—zm(xfy)wdx
Fubini /Rd f(y)eizm‘yw </Rdg(X—y)€2m(xy)wdx> dy
= f(0)3(w).

elde edilir.

1 1 1
Teorem 1.2.2.3 (Young Esitsizligi) f € LP(R?) ve g € L4(RY) olsun. —+— = 1 + — olmak
P 9 r

iizere fxg € L' (RY) olur ve

1 *gll- < (ApAgA) F1Ipllgllq

esitsizligi saglanir. Burada Ap, (1.3) de verilen sabittir.

1.2.3. Involiisyon ve Yansima

99% 99

Tamm 1.2.3.1 Involiisyon ile gosterilir ve

Jo(x) = f(—x) (1.10)

If(x) = f(—x). (1.11)
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seklinde tamimlanir. Buradan

fo=Ff ve If=1If. (1.12)

esitlikleri elde edilir. Konvoliisyon islemi, ételeme ve involiisyonun i¢ ¢arpimi seklinde

yazilabilir.

(f+g)(x) = (f,Txg") (1.13)

L) = [, S0 Tg" (v)dy
= | f(g(y—x)dy
Rd
= [ f()gly—x)dy
Rd
= (f*g)(x)
seklinde elde edilir.

Her iki taraf iyi tamimli ise bu esitlik gecerlidir.

Teorem 1.2.3.2 (Fourier Déniisiimiiniin Ters Formiilii) f ¢ L' (R?) ve f € L'(R?) olsun.

Bu durumda her x € R4 icin,

flx) = 9 fl@)e*™dw (1.14)

olur. Diger bir deyisle
F =13

gecerlidir. Burada I, If(x) = f(—x) yansima operatoriidiir. Ters formulii diger fonksiyon

uzaylarina taginabilir.

1.2.4. Fourier Serisi

Periyodik fonksiyonlar, Fourier serisi ile kolayca analiz edilir. f fonksiyonu R {izerinde

7% -periyotlu olsun. Yani her k € Z¢ icin f(x) = f(x + k) olsun. Bu kosulu saglayan bir
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fonksiyon [0, 1)¢ kiibiine kisitlayarak tek tiirlii belirlenir ve [0, 1]¢ iizerinde bir fonksiyon ile

aynilagir. Ayrica d-boyutlu torus T¢ := R?/Z? seklinde tanimlanir.

Teorem 1.2.4.1 (Plancherel) f € L*(T%) olmak iizere

f(n) = / fx)e 2 i gx (1.15)
[0,1]
n.Fourier katsayist olsun. Bu durumda yakinsak bir f yakinsak bir Fourier serisine
genisletilebilir.
=Y flnem™ (1.16)
nez4

seklinde yazilir. Boylece

Jo VP =117y = X )P (117
’ nez

esitligi gecerlidir.

Uyarr:

1. Fourier katsayilart T¢ kompakt gurubunda Fourier doniisiimiidiir.

2. Bger ¥, ;| f(n)| < oo ise, (1.16) daki Fourier serisi, her x € R? igin f(x)’e mutlak

yakinsaktir ve f diizgiin siirekli bir fonksiyondur.

1.2.5. Poisson Toplam Formulii

Bu calisma icin oldukca 6nemli olan Poisson toplam formulii R? iizerindeki Fourier

doniisiimii ile Fourier serisini iligkilendirir.

Lemma 1.2.5.1 f € L'(RY) ise, her a > 0 icin

/Rdf(x)dx: /[O,a]d ( Z flx+ Otk)) dx. (1.18)

kezd

esitligi saglanir.
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Ispat. [0,a)? kiiplerinin otelemeleri ok + [0,«]¢ ayrik oldugundan ve f € L'(RY)

oldugundan Fubini teroremi geregi toplamla integral yer degistirebilir. Boylece

dx = / d
R4 f(X) x kGZZd ak+[0,0]4 f<X) *
= d<Zf(x—{—Ock)>dx
[0,c] ke7d
elde edilir.

1.2.6. Fourier Doniisiimii ve Belirsizlik Tlkeleri

Bu bolimde belirsizlik ilkelerinin pek cok versiyonlarmi tartisacagiz. Fourier ve
zaman-frekans analizi icin belirsizlik ilkeleri kacinilmazdir. Ciinkii belirsizlik ilkeleri hem

f hem de f Fourier doniisiimiinii iceren esitsizliklerdir.

Teorem 1.2.6.1 (Heisenberg-Weyl-Pauli Belirsizlik Tlkesi) f € L?>(R?) ve keyfi a,b € R

sayilart icin

(/R<x—a>2|f<x)\2dx> " ( A (w-b)%f(wnzdw)

esitsizligi gecerlidir. Egsitlik ancak ve ancak bazi a,b € R? ve ¢ > 0 icin f fonksiyonunun

” > L1713 (1.19)
~Adrn 2

T,My@.(x) = e2Fibx—a) =7 (x—a)*/c carpani olmasidur.

Genel olarak f € L? (]Rd ) igin (1.19) ’in sol tarafi sonlu olmayabilir, fakat esitsizlik yine de

saglanir.

1.2.7. Donoho ve Stark’in Belirsizlik Ilkesi

Tamm 1.2.7.1 f € L>(RY) olsun. Eger

([ 1rwpas) <elsi

esitsizligi saglaniyorsa, f fonskiyonuna T C R? olciilebilir kiimesi iizerinde €-yogunlagmus
fonksiyon denir. Eger 0 < € < 1/2 ise T, f fonksiyonunun esas destegidir. Eger € =0 ise T,

f fonksiyonunun tam destegidir.
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Teorem 1.2.7.2 f € L*>(RY), f # 0 fonksiyonu T C RY kiimesi iizerinde, f fonksiyonu ise

Q C RY kiimesi iizerinde €q-yogunlasmis olsun. Bu durumda
T1.|Q| > (1 —€—¢€q)*

esitsizligi saglanir. Ayrica € = €q = 0 ise |T||Q| > 1 saglamr.
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2. GENEL KISIMLAR

Bu boliimde zaman-frekans analizi ve ozellikleri verilecektir. Zaman-frekans analizi zaman
icerisinde degisen yani duragan olmayan frekans bilesenlerine sahip olan sinyallerin veya
goriintiilerin karakterizasyonu ve manipulasyonunu belirler. Ornegin, konusma veya miizik
parcasinin ses kalinlig1 veya inceligini belirleyen frekanslar zamanla degisir.

Burada sinyalle f € R? — C fonksiyonu anlasilacaktir. Bylece sinyallerin veya goriintiilerin
zaman-frekans analizi, siirekli veya noktasal verinin matematiksel doniisiimleriyle ilgilenir.
Oyle ki doniisiimden sonra doniisiim dncesinden daha fazla veriye ulasilabilmesini amaglar.
Doéniistimiin miimkiin olan secimi, sinyal veya goriintii kaynagininin matematiksel modeline

kuvvetli olarak baghdir.

2.1. ZAMAN-FREKANS ANALIZI

Pek c¢ok uygulamada sinyaller, zamanla degisen bir siireci izlemek, diizenlemek veya
kalitesini kontrol etmek amaciyla ol¢iiliir. Olciilen sinyaller, uygun ve hizli degerlendirme
yapabilecek sekile getirilmelidir. Bunun icin bir f sinyali, bir doniisiim altinda daha
kolay incelenebilen ve yorumlanabilen f goriintiisiine doniistiiriilir. Ozel olarak, f
goriintiisii istenmeyen giirtiltiiden arindirilmis olmalidir ve yine f sinyalini karakterize eden
parametreler f dan kolaylikla elde edilebilir olmalidir. Buna ek olarak, f doniisiimiinden, f
sinyalinin kendisinden elde edilebildiginden daha fazla bilgi bulunmalidir.

Bir sinyali doniistiirmek icin pek cok yontem vardir. Hangi yontemin kullanilacagi, sinyali
meydana getiren sistemin o6zelliklerine baghdir. Ilk bilinen ve klasik yontem Fourier
tarafindan gelistirilmistir ve Fourier serileri olarak bilinir. Bu kistm 6nceki boliimde
verilmistir. f ve f Fourier doniistimiinii aymi f sinyalinin iki farkli ve esdeger temsili olarak
da diisiinebiliriz. Bu temsillerde her biri ayn1 bilgiyi igerir fakat her biri f’in farkli yerlerini
goriiniir kilar.

Daha 6nce Fourier doniistimiiniin duragan olmayan sinyaller icin elverisli olmadig: ifade
edilmisti. Gabor (1946), pencereleme yontemini kullanarak, isaretin kiiciik bir parcasim
zaman tanim araliginda ele almig, isareti zaman ve frekansin fonksiyonu olarak iki boyutta

ifade etmigstir. Bu doniisiim yOnteminde isaretin belirli bir kesiminin duragan oldugu
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kabul edilebilecek bir pencereden gecirilir ve yerel bir frekans parametresiyle FD islemi
gerceklestirili. KZFD’ de sinyal kiiciik cercevelere boliiniir ve bu cerceve anlarinda
sinyalin duragan oldugu kabul edilir. Duraganligin gecerli oldugu bu cerceveler sinyalin bir
pencere fonksiyonu ile carpilmasiyla elde edilir. FD’niin yerellestirilmesi fikrine dayanan
bu teknik ilgilenilen yerde uygun bir pencere secilerek doniisiim islemi gerceklesmesidir.
Zaman-frekans analizi ise, f ve f Fourier doniistimiiniin 6zelliklerini ayn1 fonksiyon altinda
birlestiren temsilleri bulmaya ¢aligir. Buna zaman-frekans temsili denir. Bununla birlikte bir
fonksiyonu zaman-frekans iceriginde temsil i¢in farkli yontemler de (yaklasimlar da) vardir.

Bunlardan en 6nemlisi siirekli Gabor doniisiimii ya da kisa-zamanl Fourier doniisiimiidiir.

2.2. ZAMAN-FREKANS ANALIZININ TEMEL iSLEMLERI

Tanim 1.2.1.1°deki Oteleme ve Modiilasyon operatorleri zaman-frekans analizinde 6nemli
rol oynar. TyMy, ya da M, T, operatdrleri Zaman-Frekans Otelemesi olarak adlandirilir.

Bu iki operator arasindaki iligki ise agsagidaki 6nerme ile verilir.

Onerme 2.2.1 x,® € R? olsun. Bu durumda

T Mgy = e 2PN T, 2.1
esitligi gecerlidir.
Ispat. f iyi tanimli bir fonksiyon olmak iizere

TMof(t) = (Mo f)(t —x)
_ eZm’a)(l—x)f(t _x)
— efzmx-a)ezmw-tf(t o x)

= ¢ 2T ON T (1)
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Sekil 2.1: M, T, Zaman-Frekans Otelemesi

Sonuc 2.2.2 T, ve M, operatirlerinin degismeli olmast icin gerek ve yeter kosul x,® € 7.4

olmasidrr.

Zaman-frekans analizi icin bu operatorlerin degismeli olmasi 6nemlidir. Zaman-frekans

otelemelerinin basit 6zelliklerini asagidaki onerme ile verelim.

Onerme 2.2.3 f c LP(RY), 1 < p < oo olsun.

||Txwa||p: ||f||p

elde edilir. Zaman-frekans oteleme operatorii izometridir.
2. f € LY(RY) olsun.

—

(TMof) =M_Tof = e 2™ OTyM_, f (2.2)

esitligi gecerlidir.

ispat.
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1. Onerme 2.2.1 kullanilirsa,

LMo flp = lle>™ Mo TS|,
= [[MoTfllp

_ ||€2mwaxf||p
= ||Txf||p
=I£llp

elde edilir.

—

(TMof) = (Ti(Mo f)) = M_,Tof = e " TyM_, f

elde edilir.

(2.2) esitligi zaman-frekans 6telemelerinin Fourier doniisiimii altindaki davranigini verir.

2.3. KISA-ZAMANLI FOURIER DONUSUMU VE TEMEL OZELLIKLERI

Bu boliimde zaman-frekans analizinin temel doniigiimii olan kisa-zamanli Fourier doniistimii
(KZFD) ve ozellikleri verilecektir. KZFD f fonksiyonunun lokal 6zellikleri hakkinda bilgi
edinme fikrine dayanir. Bunun i¢in f fonksiyonu bir arali§a kisitlanir ve bu aralikta Fourier
doniisiimii alinir. Istenmeyen problemlerle ya da siireksizlikle karsilasmamak igin pencere

olarak adlandirilan, istenen 6zelliklere sahip, fonksiyon alinir.

Tanim 2.3.1 Pencere fonksiyonu olarak adlandirilan sabit bir g # 0 fonksiyonu olsun. f’nin

g ye gore kisa-zamanli Fourier doniigiimii, x, ® € R icin
Vef(x0) = | f(t)g(t — x)e 2Oy (2.3)
R

seklinde tanimlanir.

Aciklama:
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l {;f(ng(t-x)

Sekil 2.2: Kisa-Zamanl Fourier Doniistimii

1. Eger g fonksiyonu, merkezi orijinde olan kompakt destekli bir fonksiyon ise
Vof(x,-) merkezi x’in bir komsulugunda olan f fonksiyonunun bir parcasinin
Fourier doniisiimiidiir. x degerleri degistikce pencere fonksiyonu x-ekseninde farkli
pozisyonlara kayar. Bdylece her x i¢in f fonksiyonunun farkli bir parcasinin Fourier
doniigiimii bulunur. Bu nedenle kisa-zamanli Fourier doniigiimii, bazen "Siirgiilii
Pencere Fourier Doniisiimii" olarak da adlandirilir. Burada V,f(x, ), x anindaki
o etrafindaki frekans bandinin genligi icin ol¢ii olarak diisiiniilebilir. Vg f(x,-), x

noktasindaki anlik frekans spektrumunun yerine gecer.

2. Sinyal analizinde, en az d = 1 boyutunda ise, R?¢ zaman-frekans diizlemi, fizikte ise

R? faz uzayi olarak adlandirilr.

3. Kisa-zamanl Fourier doniisiimii f fonksiyonunda lineer ve g fonksiyonunda eslenik
lineerdir. Genellikle g pencere fonksiyonu sabittir, V, f, R? iizerindeki fonksiyonlardan
R* iizerindeki fonksiyonlara giden lineer bir doniisiimdiir. Dolayisiyla Vof ve f—

V, f doniisiimiiniin 6zellikleri g pencere fonksiyonunun se¢imine baghidir.

Simdi kisa-zamanl Fourier doniisiimiiniin temel 6zelliklerini inceleyelim.
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Lemma 2.3.2 f,g € L*(RY) ise Veof, R4 jizerinde diizgiin siireklidir ve

Vel (x,0) = (F - T:)(®) 2.4)
= (f,MoTxg) (2.5)

= (f, ToM_.8) (2.6)

— e 2O 7, 8) (—x) 2.7)

= e OV, f(0,—x) 2.8)

= (£« Myg")(x) (2.9)

= (f*M_&") (o ) (2.10)

e T / f(t ) —Ody, 2.11)

esitlikleri saglanr.

Ispat. T,g(1) = T,g(t) esitligi kullanilirsa,

e—27l'it60dt

ng<x7 (1)) =

~
.
N~—
oQ
=
|
K

=T,3(r)

= (f-T:3)(®) (2.4)

F(0)glt—x)e >0 di
F(t)g(t —x)emods
F(0)Trg(r)eXmieds
f(O)MoTeg(t)dt

= (. MoTs) (23)
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elde edilir.

(f MoTeg) = (f.MoTyg)
— (f, (20T, M)
— o 2mix® <]?’ e_zmwawM—x§>
— o 2Mix® ,—2Tixe ( f, ToM_.8)

= (f, ToM_,$)

elde edilir.
Vel (x.0) = [ FToM g0
— /]Rd f(t)ezﬂixa)M_xngA(t)dt
= /Rd f(t)e—zmxwe_zTng(t)dl
= 6—27rixa) /Rd f(t)ng(t)€2nixtdt
€—27rixwaw§( _x)
elde edilir.

ng(x, (1)) :e—27rixa)/ f(t)me—hi(—x)tdt

R
—27‘51wa f( )

(2.7)
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elde edilir.

(1) Tpg(t)e 2™ dt

~

ng(x, CO) — e—27rixa)

U

—2Tix®

=e ()M _Tpg(t)dt

~

U

—2Tix®

=e (t)e 2mx0T, M_.&(t)dt

~

U

_ o 2mixe (t)mdt

U

—2Tix®

=e (1) TxMpg(t)dt

. e—27rixa)

(1)Mpg(t —x)dt
(—(—0))dr

F(O)Mypg*(x—1)dt

U

i ef2m'xa)

=<
=
o

U

— eme'xa)

St e e
- = =

QU

. efZEixa)(f*ng*)(x)

elde edilir.

(2.9)

(2.10)
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elde edilir. (2.11) icin u = 1 + g diyelim. du = dr olur. Boylece

—omi(t+ =
e e
R
_ t+ X o(r— 1 p2mito ,—2mixe 4
Rd 2 2
=2 | p (14 2) g (1-3) e 0r (2.11)
R 2 2

elde edilir.

Ayrica V, f, R? {izerinde diizgiin siirekli bir fonksiyondur.

Kisa-Zamanh Fourier Doniisiimiiniin Tamim Kiimesi:

Dikkat edilirse Tanim (2.3.2)’de f ve g fonksiyonlarimin hangi uzaya ait olduguna dair
herhangi bir kabul yapilmamustir. Eger f,g € L?>(R?) ise f-T,g € L'(R?) dir. Dolayistyla
Vof(x,0) = (f/@) (@) esitliginden iyi tanimhdir. Benzer sekilde g € LP(RY) ve f € L”' (RY)
ise Holder esitsizliginden f.T,g € L' (R) ve kisa-zamanl Fourier doniisiimii iyi tanimlidar.

Kisa-zamanli Fourier doniisiimii icin V, f(x, @) = (f,MyT,g) esitligi, integralin iyi tanmiml
olmadig1 durumlarda oldukc¢a kullanighdar.

Asagidaki Lemma kisa-zamanl Fourier doniisiimiiniin kovaryans 6zelligi olarak adlandirilir.

Lemma 2.3.3 V, f tamimli ise x,u,®,n € R icin
Vo(TMn f) (x,0) = e 2" Vo f (x —u,0 — 1) (2.12)

olur.

Ozel olarak
Ve (TuMn f)(x,0)| = [V f(x —u, 0 — 1)

esitligi gecerlidir.
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ispat. Oncelikle M _zT MuT, = ezmwaw_n T,_, esitliginin saglandigin1 gosterelim.

M_yT_ MoT, = e "M (T_ MpTyg)(t)
= ¢ "M (Mo T:g) (1 +u)
_ e—zmm(ezmw(tJru)Txg(t +u))
= o 2mint 20N 2t gy 4y )
_ ezmwuezmt(a)—n)g<t +—(x—u))

— eZTL’ia)uMw_n Tx—ug(t)
Boylece M_n T My T, = €™My T,—, esitligi elde edilir. Bu esitligi kullanirsak,

Vo(TuMy f) (x, 0) = (T,My f,MoT:8)
= [ Ty f M Tig(0)ds
= /Rd MU £ (1 — )My Teg (1) dt

[ M Tt vy
R

= » eZnian<v) T y(MeTig)(v)dv

= [ SO (MaTg) (e Ty

g R f(V)M_n T_uMwEg(V)dV

= <f7anTfuMa)73cg>
e i <f7Ma)—n Tx—ug>

= ¢ MOV f(x—u,0— 1),
elde edilir. Ayrica
Vo(TuMn f) (x, @) = eV, f (x — u, 0 —1)| = [Vof(x —u,0 )|

elde edilir.
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2.3.1. Diklik Iliskisi ve Ters Formiilii

Asagidaki teorem Kisa-Zamanli Fourier Doniistimiiniin i¢ carpimlarinin Parseval formiiliine

kargilik gelir.

Teorem 2.3.1.1 (KZFD icin Diklik) fi, f>,g182 € L*(RY), V,, f1, Ve, /o € L*(R?*) ve

(Ver 1. Ve f2) = (f1, f2) (81, 82) 2.13)

olur.

Ispat. g1,g, € L' NL=(R?) C L?(R?) olsun. Boylece fiTg1 € L>(RY), >, T:g> € L*(RY)
saglanir. Gergekten, g; € L' NL™ C L*(RY) ve f € L*(RY) ise

150050 Par = [ 17080 Pt
= [1f 0PI du
~ lgll [ 1(u-+) P

2
= [[glleo][f]]2 < o0
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elde edilir. Boylece f;T g; € L?>(RY) bulunur.

(Ve J1,Ve, f2) / / Ve, f1(x, @) Vg, fo(x, w)d wdx
- [, ([ iTs@inae)e) o
R4 R4

Parseval /Rd (/ (fiTe)) () (ALg)(t dt) dx

_ Rd(/ AN A0ga(t —x dt)dx

:/dfl(l‘)fz( (/ g1(t—x)ga(t —x dx) dt
fmx=u / filx—u)fo(x+u) (/Rdgl(u)gz(u)du> dx

= [ A= Rl u) e s2)dx

= (f1./f2)(g1,82)

elde edilir.

g1 EL'NL> C L2(RY) ve keyfi g2 € L*(RY) igin g2 — (Vg, f1, Ve, /o) 12(rd) lineer fonksiyoneli
L>(R?)’de yogun olan L' NL* C L? iizerinde smirhdir. Bu tim go € L*(RY) lere
genisletilebilir.

Ayrica g1,82, f1, f» € L*(R?) olmak iizere g1 +— (Vy, f1, Ve, /2) 12(ray, L' NL* C L? iizerinde

eslenik lineer ve sinirhidir.

Sonug 2.3.1.2 Eger f,g € L*(R?) ise ||Vofll2 = |Ifll2]|gll2 dir||g|l2 = 1 oldugundan, her
f e L*(RY) igin ||Vofll2 = ||f]|2 dir: Ve f : L2(RY) — L*(R*) izometridir.

Sonuc 2.3.1.3 (KZFD icin Ters Formiilii) g,y € L*>(R?) ve (g,7) # 0 olsun. Her f €
L*(RY) icin

1
f=%m / /R Vel (x, 0)MoTyydodx (2.14)

esitligi saglanir.
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Ispat. (2.3.1.2) den, Vof € L2 (RM ) oldugundan, vektor degerli integral,

o / / Ve (3,0) MoTiydrdo
, €L2 RY) LZ(R")

fonksiyonu L?(R?) de iyi tanimlidir. Diklik iliskisi kullanilirsa, yukaridak vektorel ¢arpimin

integralini hesaplamak icin i € L?(R¢) ile i¢ ¢arpimi alinirsa

1 .
(f,h) = w7 / /R Ve (x,@)(h, Mo T:Y)dxde
1

~ (a7
1
:W-<g,?’>-<f>h>

(&7)
= (f,h)

<ng7 V’}’h>

olur. Boylece f = f elde edilir ve boylece ters formiilii ispatlanmus olur.

(2.14) deki ters formiilii, f fonksiyonunun, agirlik fonksiyonu olarak kisa-zamanli Fourier
donilistimii ile zaman-frekans otelemelerinin siirekli hareketi olarak ifade edilebilir.
(2.14)’deki esitlik FD i¢in verilen ters formiiliine benzerdir.

Fourier Doniisiimiiniin Tersi:

f(x) = Jga @ arix_aj d® periyodik fonksiyonu siireklidir.

katsayr 0@z
Kisa- Zamanll Fourier Doniisiimiiniin Tersi:

f— // Vo f (x,0) MpTydwdx
g7 2dw—/
katsay1 baz

J/

vektor degerh integral

Not: F € L*(R??) olsun.
/ P, 0)MoTiddxdo € L*(RY)
R

V, nin tersi olan Ag : F — [ [oa F (x, @) Mg Tydxd € L*(R?) smirhidr.
Iddia: Ag, Vo nin eslenigidir.



31

Tamim 2.3.1.4 (Eslenik Operator) 7 : Hy — Hp, T*: H, — H, eslenik operatorii olsun.

Vu € Hy,v € Hy icin (Tu,u)p, = (u, T"v)p,

Ispat. VF € L?(R>?)

<A Fh L2 Rd // .x CO Ma) xg,h>dxd(0
= (F,V,h)
= (V/F,h)

AF=V;F=>A, =V,

Oyleyse I = V,'V, kullanilarak, Hilbert uzayindan Banach uzaylarina gegebiliriz.

1
(r.8) 7

Ters Formiiliiniin Giiclii Bir Versiyonu

{K,} I¢ ice gecmis kompakt kiimeler dizisini alalim. Bu durumda

o U1 Kn =R*

o K, C il’ll( n+1> VneN
[—n,n)*? yada K, = B(0,n) = {x ¢ R*?: |x| < n} dir.

Teorem 2.3.1.5 g,y € L>(RY) ve n > 1 icin K, C R* i¢ ice gecmis kompakt kiimeler dizisi

olsun. f, € L? (Rd) dizisini su sekilde tanimlariz.

1
fn = W//Kn ng(X, a))Ma,Txydxda)

buradan 1i_r>n |f—full2=0
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Ispat. 1 € L?(RY) icin

1 _

S h Z—// Vo f(x,®)Vyh(x, w)dxd o

U= o] [ Vel (e @)V @)
Cauchy-Schwarz 1

= &7l

IVesll2=llgll2llfll2 1
= —lgll2l| 1121|7217 |2
(8.7)

[V f1l2][Vyhll2

= Vn, f, € L*(RY) icin
llrlb=1 1
Ifall2 < WHgHzHYHzHJ’Hz

oldugundan || f,||> sonludur. i € L>(R?) igin ters formiiliinii hesaplarsak,

1
(= futll =l [ [ Vb oMo Tivdods— [ [ Vs, opMoTpdad

- |<g,1y>| (/ /sz/ /K>

= |(g,1]/)| ‘//K;ng(x, a))mdxdw'

‘(gylif)! //K; ‘ng(x, w)m‘dxdw

‘ <g,17>! ( / /K e a))|2dxdw) " ( / /K Wi w)|2dxda>)

! ) 1/2
(g, 7 W (//nggf(%wﬂ dxda))

=[ L2142

_ ) 1/2
— ol ([ [ st o)Fado)

Her € L*(R?) igin bu dogrudur.

Vo f (x,0)Vy(x, 0)dxd o

<

1/2

IN

IN

I|f = fullz= sup [(f— fu,})]

|IAl[2<1

— e ([ [ Wt o)asdo) N

n—oo=||f = fall2 =0
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2.3.2. Kisa-Zamanh Fourier Déniisiimii ve Belirsizlik Ilkeleri

Bu kisimda kisa-zamanli Fourier doniisiimii i¢in, Fourier doniisiimlerine benzer belirsizlik
ilkeleri verilecektir. Asagidaki belirsizlik ilkesi Donoho ve Stark Belirsizlik ilkesinin Tanim
1.2.7.1 benzer seklidir. kisa zamanl Fourier doniisiimiiniin Zay1f Belirsizlik ilkesi olarak da

isimlendirilir.
Onerme 2.3.2.1 Kabul edelim ki ||f||2 = ||g|l» =1, U C R* ve € > 0 olsun. Eger

// Vo f (x, @) *dxdw > 1 —¢€
U

esitsizligi varsa |\U| > 1 — € olur.

Ispat. Cauchy-Schwarz esitsizligi de kullanilirsa, her (x, ) € R?? i¢in

Ve (v, @) = [ < f;MoTig > |
< |[f1l2[IMoT:gl|2
= |lf1l2llgll2=1

elde edilir ve V, f sinirli olur. Boylece

1—sg// Ve f (x, 0)|2dxd
// sup|ngx 0)|*dxdo

Sy e

= [[Veflla|U| < U]

elde edilir ve 1 — & < |U| bulunur. Kisa-zamanli Fourier doniisiimii i¢in ¢ok daha giiclii

esitsizlik Lieb tarafindan ispatlanmustir [10].



34

2.3.3. Lieb Belirsizlik ilkesi

Tamm 2.3.3.1 f,g € L>(RY) ve 2 < p < oo olsun. Bu durumda

[ [ vestorasio (2) il

olur.

. 1 1
Ispat. p/, p’nin eslenigi, — + — =1lolsun.2<p <eoise 1 < p' <2 olur.
P p
1 1
p=2igin =+ — = lise p’ =2 olur.
2 p

1 1

p=ocoigin —+— =1lise p’ =1 olur ve 1 < p’ <2 elde edilir. f,g € L*(RY) oldugundan
< p

Holder esitsizliginden fT,g € L' (R?) olur.

Vef (v, @) = (fT:8) (@) € L*(RY)
oldugundan Fubini teoremi kullanilirsa hemen her x € R igin

(fT.g) € [A(RY)

bulunur. Béylece hemen her x igin f7,g € L' NL*(R?) elde edilir.
, 1/2 -
Ay = (p’l/l’ .p’l/p> ve g*(x) = g(—x) olmak iizere

y by /p () 1/p
([ reardo) = ([ TTa@rao)

Hausdorff-Young d —— , 1/p'
< ([ TG ay)

1/
[ o -0 ray)

=
— ([ o o)
— ([ o)
—a ([ o)
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bulunur. Boylece

wert = ([, (T 0ra0) ax)

lLp

/

gﬁ(/mW%MWwWMQ”ﬂ
R4

_ad P s 1/
— AL LA g 1Y

elde edilir.

/

feL*(RY) ise (fra|f]?) 12 <o oldugundan, ifadedeki iisleri I% ile carparsak,

1p Pl
N A 2 Y 1
2P\2p Z\2 7 ~
P - 7' = If1”1|% < oo
L\ 017 711G <
v

bulunur ve | |7 € L2/P' (R9) elde edilir. Benzer sekilde |g*|P" € L2/P'(R9) elde edilir,
/ / / 2
I£17,1g*|P" € L*/7 (R?) elemanlart i¢in Young esitsizligi uygulanirsa, r = —>1,5= P

> ve
pP p
1 1 1

—+— =1+ - olsun.
r s

/ * / d / /
AP 1817 s < (ArAAD AP 1AL ]

2d pd / /
= AZAGI PN 18 P 1]

elde edilir. ,
P
2\ 2
, p-— ’
Nl = [ Pax| =i
R4
ve ,
P
2\ 2

/ L} /
e Hlr=1{ [, 181 Prdx | =llsllz
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olur.

d / v

Vel <ALIAP <1817 11L0,
= A (AFAI | FV7 11l L7171 M7

d 2(1 / d / / / 1 /

= ALATT AP LA 1 11 1) P

d 2d/p' ,d/p'
= AL AN 1L gl
N————

B
= (2) 1tklel

elde edilir. Buradan

1/p
Vel = (//de Ve, w),pdxdw>

olur ve J
2
[ [ Werworado< (2) dklelr

bulunur.

Young ve Hausdorff-Young esitsizliklerinin versiyonundaki fonksiyonlarin kiigiiltiilmesi
analizinde, Lieb’in belirsizlik ilkesindeki esitligin ancak ve ancak f ve g fonksiyonlarinin
Gaussian zaman-frekans 6telemeleri olmasi durumunda elde edilecegini gosterir [10].
Lieb’in ilkesi kisa-zamanli Fourier doniisiimii hakkindaki diger onemli esitsizliklerinden

birini icerir. (2.3.3.1) teki esitsizlikte, 1 < p < 2 durumu icin f, g € L? (Rd ) ise

| JuulVi @) dsde > (%)d(||f||2||g||2)p

olur. Esitlik ancak ve ancak p > 1 ve f, g belirli Gaussian fonksiyonlar1 oldugunda gecerlidir.

Lieb’in belirsizlik ilkesi, genel lokal kompakt abelyan gruplara da taginabilir [11].

2.4. NOKTASAL ZAMAN-FREKANS TEMSILLERI: CERCEVE TEORISI

Onceki boliimlerde sadece siirekli zaman-frekans temsillerini incelenmistir. Bu

zaman-frekans analizinin teorik yOnleri i¢in oldukca yeterlidir, ancak bazen pratik
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amaclar icin yeterli olmayabilir. Neye ihtiyacimiz oldugunu anlamak icin, kisa-zamanl
Fourier doniisiimiiniin tersini diigiinecegiz.

Bu ters doniisiim, f fonksiyonun {MyT.y : (x,®) € R?*?} fonksiyonlarinin sayilamaz
sistemine gore "siirekli" bir agilimudir. Ancak, L*(RY) ayrilabilir bir Hilbert uzay:
oldugundan, zaman-frekans Gtelemelerinin sayilabilir alt kiimesine gore seri acilimi her
f € L*(R¢) fonksiyonunu temsil etmek igin yeterli olmaldur.

Bu boliimde amacimiz ¥ penceresinin sayilabilir pek cok zaman-frekans Stelemeleriyle f

fonksiyonunun noktasal temsili olarak yazmaktir.

2.4.1. Cerceve Teorisi

Fizik ve sinyal analizindeki uygulamalar i¢in cercevelerin onemli 6zellikleri I. Daubechies
ve A. Grossmann tarafindan tanitilmigtir [13], [14]. Bu calismalarda soyut kavramlar
diizenlenerek, belirli tip cerceveler sinyal analizindeki uygulamalarda vazgecilmez hale
getirilmistir. Cerceveler fonksiyonel analizde de onemli rol oynar [3], [12], [15], [16], [17],
[18].

Tanmim 2.4.1.1 (Cerceve) Ayrilabilir Hilbert Uzayindaki {e;} jc; ailesini alalim. Her f € H

fonksiyonu icin eger

AllFIP < Y 1 frenl® < BIFIP? (2.15)
jeJ
esitsizligini saglayan A, B > 0 pozitif sayilari varsa bu {e;} jj ailesine cergeve denir. A ve B

cercevenin simirlaridir. (f,e;) cercevenin katsayilaridir. Eger A = B ise dar cercevedir.

Ornegin, bir ortonormal baz, A = B = 1 ¢erceve sinirlarina sahip dar bir cercevedir. Herhangi
iki ortonormal bazin birlesimi ise A = B = 2 sinirlarina sahip dar bir cercevedir. L tane keyfi
birim vektorlii bir ortonormal bazin birlesimi, A = 1 ve B = L+ 1 smirlarina sahip dar bir
cercevedir.

Cerceveler ortonormal bazlar1 genellestirirler. Ancak, bu basit 6rnekler, genelde ¢erceve
elemanlarinin ne birbirine dik ne de lineer bagimsiz oldugunu gosterir. Cerceve teorisini
daha iyi anlamak icin, bunlara iligkin zaman-frekans analizinde 6nemli operatorler tizerinde

calisacagiz.
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2.5. BAZI OPERATORLER

Bu boliimde zaman-frekans analizinde, Ozellikle cerceve teorisi icin Onemli olan bazi
operatorler ve ilgili teoremler verilecektir. Oncelikle lineer smirli bir operatériin normunu

verelim.

Tamm 2.5.1 (X, || ||x),(Y,]|| - ||ly) normlu uzaylar olmak iizere ve T : X — Y lineer sinirli

bir operator olsun. T operatoriiniin normu

T (x)||y
HTHOP =Sup————
xeX ||x||X

seklinde tanimlanir.

2.5.1. Analiz, Sentez ve Cerceve Operatorleri

Tamm 2.5.1.1 (Analiz Operatorii) J bir indeks kiimesi ve

C:H — (*())
f=A{f,e)}jer

olsun. Her {{e;}jcs : j € J} C H kiimesi i¢in katsay: ya da analiz operatérii
Cf={{frej): jel}

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.5.1.2 (Sentez Operatorii) ¢ = {c;}jcs sonlu dizisi i¢in sentez operatirii

Dc = chej
jeJ

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.5.1.3 (Cerceve Operatorii) S: H — H ve S~! var olsun. Cerceve operatorii

Sf=Y (f.ee;

jer
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seklinde tanimlanir.
Onerme 2.5.1.4 {¢;}c;, H Hilbert uzay igin bir ¢erceve olsun.

1. C, H den ¢*(J) goriintiisii kapali smirl operatordiir.

2. C ve D operatorleri birbirlerinin eslenigidir. D = C*. Sonug olarak, D ¢?(J) den H ye

sinirh bir operatore genisletilebilir ve

2
1Y cjesll < B'2lell2
JjeJ

elde edilir.

3. §=C*C = DD" cerceve operatorii H den H ye terslenebilir bir operator olsun. A, B > 0

cerceve sinirlart olmak {izere

Alg < S <BI —<§ < —
i~ & B — A
Genel olarak S = Aly ise {e;} jc; dar cercevedir.
4. ||+|lop, S icin operatdr normu olsun. En kiigiik stnir1 A, = |[S™1| |;l} ve en bilyiik sinirt
Bop = ||S]op dir.
Ispat.

1. Cerceve esitsizligi kullanilirsa,

AlIFIP < Y [(frep? < BIIfIP
=
JE g
62

esitsizliginden ¥/ |(f,e;)|* = ||Cf]|3 < B||f|]* elde edilir. Burada K = B'/? alirsak

sinirlilig: elde ederiz.
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2. ¢ ={cj} jes sonlu bir dizi olsun.

(Crc, f) = (c,Cf)
= ({c;}: {{fren)})
=Y ci(f.e))

jer

= ch<ej7f>

jes

=(Y cjej, 1)

jel

= (De, f)

elde edilir. Her f € H i¢in (C*c, f) = (Dc, f) dir. Dolayisiyla (2.15) dan C, H iizerinde
sinirlt bir operatérdiir. C nin operatér normu ||C||,, < B'Y/? dir. Ayrica D := C* :

(%(J) — H secersek, D de ayn1 operatdr normuna gore simirli oldugundan
1/2
1De|| = [[C*ell < |C*|I-llel| = [1D]]op < BY

elde edilir.

3. (2) den, gergeve operatdrii S¢
Sp=Y (f.ej)ej=DCf=C*Cf=DD"f
jes

Dolayisiyla, S operatorii kendine esleniktir.
Sf=(CcrO)yr=crcr=cc=S

olur.

Simdi f € H olsun.

<Sf7f> = <Z<faej>ejvf>

jeJ

= Z(f?ej><e]7f>

jer

=Y [{fie)l

jeJ
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(Sf.f) =X es|(f.€j)|* > 0 oldugundan S pozitiftir.
Ote yandan (2.15) deki gerceve esitsizliginden, A, B > 0 olmak iizere

AIH S S S BIH dir.

A > 0 oldugundan S birebirdir. S goriintiisii iizerinde terslenebilirdir.

Dolayistyla S~!(Aly) < S8 < S~!(BIy) elde edilir.
AST' <sls<BS'=As ' <1y <BS!

I I I I
s~ < yve 571 > gldugundan 2 < 51 < 2 elde edilir.
A B B A

4. (2.15) deki cerceve esitsizliginden, her B > 0 pozitifi icin (3) teki S operatoriiniin
normu,

11lop = sup {(S£. ) : [IfI| < 1} < B.|IfI?

bulunur ve ||S||,p < By olur. Tersine,

(SE ) < NSFIAN IS op- [1FIP < 1IS]lop = B
——

<1

elde edilir. Boylece ) jc; 1(f,e;) 2 _ (S£,f) < |S]]op olur,
B()Pl < HSH()p = Bopt = ||S| |()p bulunur.

Benzer sekilde A, da elde edilir.
Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 2.5.1.5 {e;: j € J}, H Hilbert uzay: igin bir ¢erceve olsun. Eger ¢ = (cj) jey olmak

lizere bir ¢ € 12(J) icin

f=Y cje;

jeJ
kosulu saglaniyorsa, her € > 0 icin Fy = Fy(€) < J sonlu kiimesi vardir dyle ki her Fy C F

sonlu kiimesi icin

F =Y ciejll <e

jEF

saglanir.
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Ispat. {ej} e, bir gergeve ve bir ¢ € £2(J) igin f = Yjescjej olsun. Fy C J, sonlu Fy C F

£
secelim. Ayrica ¥ jcr |c j|2 < B2 kosulu saglansin.
Cjs jeF
CF = CXF =
0, Jj¢F

sonlu bir dizi olsun. Bu durumda f =} ;c;cje; = DcF olur ve
[1f = X cjejll = [IDe = De ||
jel
=[ID(c —cr)]]

< B'"?|le—cr||

elde edilir.
Sonug 2.5.1.5’te verilen yakinsaklik kosulsuz yakinsaklik olarak adlandirilir. Zaman-frekans

analizi icin kosulsuz yakinsaklik olduk¢a 6nemlidir.

2.5.2. Gabor Cercevesi

Bu boliimde kisa-zamanli Fourier doniisiimiiniin ornekleminde olusan zaman-frekans

otelemesinin 6zel bir ailesini inceleyecegiz.

Tamm 2.5.2.1 (Gabor Cercevesi) Sifirdan farkli bir g € L*(R?) pencere fonksiyonu, o, >

0 parametreleri icin zaman-frekans otelemelerinin kiimesi

g(g7aaﬁ> = {TOC/(Mﬁng s kine Zd}

Gabor sistemi olarak adlandirilir.

Hatirlatma: Genellikle g fonksiyonu Gabor sistemi i¢in pencere olarak adlandirilir ve
o, 3 sayilar1 "zaman ve frekans Gteleme parametreleri” ya da "latis parametreleri” olarak
adlandirilir. Gabor sistemi, ilk olarak D.Gabor tarafindan tanitilmistir. Gabor’un amaci f

fonksiyonunu

f:ZZCk,nTang
k n
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seklinde yazmaktir. Burada temel soru, f fonksiyonuna bagl olan ¢, , katsayilarinin se¢imi
ve f fonksiyonunun tekligidir ve serinin yakinsakligidir. Bu cerceve teorisi kullanilarak

aciklanir.

Tamm 2.5.2.2 Eger 4(y,a, B) Gabor sistemi, L>(R?) icin bir ¢erceve ise, Gabor ¢cercevesi
olarak adlandirilir. Bu durumda 0 < A < B sabitleri vardir ve her f € L*(R?) icin

AllFIF <Y Y [f. TuMp,g)|* < BJ|f]?

k,nezd

kosulu saglanmir. Gabor cercevesinden elde edilen operator, Gabor cerceve operatorii olarak

adlandirilir ve Gabor cerceve operatorii S,

SF=Y Y (f, TuMp,g) TaxMp,g

k,neZd

seklinde verilir.
Ote yandan T,M, = e 2" M, T, ve e?™*°T .My, = M, T, esitlikleri kullamllirsa,

Sf — Z Z <f, efzﬂi(xkﬁnMBnTakg>e*ZﬂiaanMﬁnTakg

k,neZd

:Z Z <faMﬁnTakg>MﬁnTakg

k,nezd

=Y. Y Vef(ak,Bn)Mp,Torg

k,nezd

= Sg’gﬁ =S¢

elde edilir.

Asagidaki onermeler, Gabor ¢ercevesinin dualleri ve tersleri ile ilgilidir.

Onerme 2.5.2.3 (Dual Cerceve) Eger (g, a,p), L*>(R?) icin bir cerceve ise y € L*(RY)

dual pencere vardir ve 9 (g, o, B) 'nin dual penceresi 4 (y, o, ) olur. Bunun sonucu olarak
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f € L2(RY) icin

=YY (f TuMp,g) TuiMp,y

k,neZd

=Y ¥ (- TeaMp ) TuMp,g

k,ncZd

acilimi yazilir ve L?(R?) de kosulsuz yakinsakliktir. Ayrica

AllFIE<Y X Vef (k. Bn)* <BIIf|I3

k,nezd
BUIAB<Y X I/ TuMp,)* < A7'[I£113
k,nezd
esitsizlikleri gegerlidir.
Ispat. ¥ (g, B) = {TaMp,g : k.n € Z%} olsun. Y(y,0,B) = {ToxMp,y = k,n € 79}
esitligini gostermemiz gerekir.

Iddia: Herhangi r,s € Z¢ icin
STorMps = TorMpS ya da (To,Mp,) ' S(TorMp,) = S
feL*(RY) vers e Z olsun.

(TarMﬁs)ilsTarMﬁsf:Z Z <TarMﬁsfaTockMﬁng>(TarMﬁs)ilTakMﬁng (2.16)
k,n€Zd

Oncelikle her x € R? ve @ € RY igin (TxMg)~' = M_,T_ dir. Genel olarak (T;)~! =T,
ve (My)~! = M_, esitlikleri saglanir. Boylece

(ToarMps) ™' TokMp, = M_pg Toy TaxMp,,
= MstT(xkf(erBn

= ¢ I My

elde edilir. (2.16) esitliginden

(TarMﬁs)ilS(TarMﬁsf) = Z Z <T(erBsf> TOtkMﬁng>eizma(kir)ﬁsTa(k—")Mﬁ(n_s)
k,ncZd
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saglanir. Eger L?(R?) deki i¢ carpimi genisletirsek

<TOtrMﬁsf7 TakMﬁng> = V/R‘J TarMﬁsf(t)TakMﬁng(t>dt

_ ezmﬁs(t—a”)f(t — ar)mdt
R4

t=ttar /dezmﬁstf(t)TakMﬁng<t+ our)dt
R

— /df(t)e27ri/3st627ri[3n(t+ar—ak)g(t+ or — ock)dt
R

= ¢ 2miBs(ak—ar) (f, Toc(k—r)Mﬁ(’l—S)g>

Yine (2.16) ten

(TarMﬁs) TWMﬁs Z Z A " <f’ —Mp(n-s)8 g)

k,nezd

.eZEiaﬁ (k*r)STa(k_r)Mﬁ (n_s)

=Y Y T Mpu—s)8) Tak—r)Mp(n—s5)8
k—rn—seZd

=Y Y (f TuMp,8)ToiMp,8
k,nezd

ile istenen elde edilir. Bunun sonucu olarak, dual cerceve S~!, TarMg, ile degismelidir ve
dual cerceve
Sil(TOCkMBng) = TOtkMﬁnsilg
——
Y

fonksiyonlarindan olusur. Béylece y = S~!g dual cerceve olarak bulunur.

Sonuc 2.5.2.4 Eger g € L>(R?) icin 9 (g, o, B), v = S~'g dual pencereli bir cerceve ise, ters

cerceve operatorii

1
Seef = Syxf

=Y Y (f.TuMp, ) ToxMp, ¥
k,ncZd

seklinde tanimlanir.
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Sonuc 2.5.2.5 g,y € L2(RY) ve &, B > 0, k,n € Z¢ olmak iizere Gabor ¢erceve operatirii

Senf =DyCof = Y, (f, TaxMpng) TarMp, Y
k,nezd

seklinde de ifade edilir.

Tleride kullanacagimiz doniisiimler icin, asagida tanimlayacagimiz Wiener uzayi biiyiik bir

Oneme sahiptir.

2.5.3. Wiener Uzay ve Ozellikleri

Wiener uzayi1 periyodik fonksiyonlar ve Poisson toplam formiiliiniin islevinden gelir.
Periyodizasyon Gabor cercevelerinde dogal olarak ortaya cikar. Wiener uzayi, L?(R9)

tizerindeki zaman-frekans analizi icin pencere fonksiyonlarinin bir sinifi olarak kullanilabilir.

Tanim 2.5.3.1 g € L*(R?) olsun.

lgllw =) ess sup [g(x+n)|<oo
nezd XG[O,I]d
kosulunu saglayan fonksiyonlarin olusturdugu uzay Wiener uzayi olarak adlandurilir ve W =

W (RY) ile gosterilir.

Bu uzayin siirekli fonksiyonlarin olusturdugu alt uzayr Wo(R¢) olarak gosterilir. Bu uzay
Wiener tarafindan tamtilmigtir [21].

C.(RY) CW(RY) C LP(R?) yogun bir alt uzayidir. 1 < p < oo ve Q =: [0, 1]¢ olsun.

1/p
1fllp= ( Y/ +Q\f(x)|”dX>

nezd

1/p
< ( Y lrf.Tnme)

nezd

< Y [If-Tuxoll- = llFllw

nezd
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esitligi elde edilir.

Ayrica, eger ¢ kompakt destekli sinirli fonksiyon olmak iizere

[ I1£-T:9]l-dx
R

integrali, W {izerinde normdur.
Wiener uzayr Gabor cercevesinin varligi i¢in kullanilir. Eger ¢ € W(R?) ve o, > 0
yeterince kiiciik ise ¢ (7, a, B), L>(R?) igin bir cergevedir.

Asagidaki lemmay1 Zak doniisiimii icin kullanacagiz.

Lemma 2.5.3.2 g € W(RY) ve y > 0 olmak iizere hemen hemen her x,» € R? icin

d
esssup Y |f(x—om)| < (é+1) |l lw

x€R? yc7d

olur.

2.6. ZAK DONUSUMU VE ZAMAN-FREKANS ANALIZI

Zak doniisiimii harmonik analizde, 1950’de Gelfand tarafindan ortaya atilan ve Weil-Brezin
Doniigiimii olarak da bilinen bir doniisiimdiir. Rus matematik literatiirinde Gelfand
doniisiimii olarak da bilinir. Genel olarak Zak doniisiimii Gabor temsil probleminde
calismak i¢in kullanilir. Bazi durumlarda Gabor cercevelerinin tamhigi ve dikliginin
arastirtlmasinda kullanilir. Zak doniigiimiiniin 6nemi, ¢erceve operatoriiniin spektrumu ve

terslenebilirligi i¢in kullanilir.

Tamim 2.6.1 (Zak Déniisiimii) Bir a > 0, parametresi ve f, R*¢ iizerinde tammli bir

fonksiyon olsun. f fonksiyonunun 2y f Zak doniisiimii, (x,®) € R*? olmak iizere

Zuf(r.0)= Y fx— ak)Helo
kezd
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seklinde ifade tanimlanir.

Ote yandan Ty f(x) = f(x — ak) ve Mo Tou f(x) = f(x — ak)e*™ @ oldugundan

Zof(x,0) = Z flx— O‘k)ezmakw = Z M To f (x)
kezd kezd

esitligi ile de verilir.
Ornek:
[0, o] kiibii Qg ve Q = Q1 = [0, 1]¢ birim kiip olarak gosterilsin. d = 1 boyutunda, X[0,0)

karakteristik fonksiyonunun Zak doniistimii

X
. 2mio(—)w
eZTCI(ZkCO —e o

ZaXi,0)(x0) = Y Xo.a) (x— k)
kezd

seklindedir. Benzer gekilde daha biiyiik boyutlardaki yo, karakteristik fonksiyonunun Zak

doniisiimil ise, (x,®) € O X Q| /4 Olmak iizere
QFOC%Qa (.x7a)) = 1

seklindedir.

2.6.1. Zak Doniisiimiiniin Ozellikleri

Lemma 2.6.1.1 1. Eger f € L'(RY) ise, Zuf € L'(Qa X Q1 /q) olur.
2. Eger f € W(RY) ise, Zyf € L=(R*?) olur.
3. Eger f € Wo(R?) ise, Zy f,R* de siireklidir.

4. Eger f € L*>(RY) ise, 24 f hemen hemen heryerde tanumli ve hemen her x € R? icin
Zuf € Lz(Ql/a,dco) saglanr.
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ispat.
1. (1.18) kullanilirsa, her @ € R igin

) f(x— ok).e?™ioko| gy

[, Zafx.0)lax= |
R Qu |kezd

< Y 1f(x— atk)|dx

Qu kezd

= 1A

olur ve buradan f, ( Jou | Zaf (x, w)\dx) do < o~9||f]|; esitsizligi elde edilir.
Boylece
/ | f (x, @) |dxd @ < o
Qax01/a

kosulu saglandigindan 25 f € L' (Qq x O, /o) €lde edilir.

2. Lemma 2.5.3.2 kullanarak,

| Zaf(x,0)|=| Y f(x— ak).e?mke
kezd
< Y |f(x—ak)]
kezd
<sup Y [f(x—ak)l
kezd

1 d
<(g+1) o
Zof € L7 (R??) elde edilir.

3. Verilen € > 0 sayisi icin bir N > 0 vardir ve

E
¥ IIf Totolle < &
|k|<N

olur. Ote yandan Yign fx — ak)e?™ k@ R2d°pin kompakt kiimelerinde diizgiin

siireklidir. Boylece bir 6 > 0 sayis1 vardir ve |x' — x| + |0’ — @] < § i¢in

Z f(x' . ak)e2niakw’ _ Z f(x— ak)eZniockw < ;

|k|<N |k|<N
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gegerlidir. O halde, |xX' — x|+ |0 — 0| < 0 i¢in |Zof (¥, 0) — Zof(x,0)| < € elde

edilir. Bu ise Zy f nin siirekli olmasidir.

4. f € L*(RY) ise Yyepa|f(x — ak)* < oo saglanir. (1.18)°den [pa f(x — atk)dx =
Joo (Lkeza f(x+ ak)) dx oldugu biliniyor.
Boylece hemen her x igin, {f(x — atk) };cza € (2(RY) ise

flx— ok 2)dx: flx— otk)|dx < oo
/a<k§d‘( o) |dv= [ |f(x—ak)]

|1 Zafo)Par= [ | flr- okl 2y

1/o Ql/(x kezd

< Y f(x— ak)dx

Ql/a kezd

=[I£13

elde edilir. Boylece 2 f € L*(Q, Ja,d ) ve %y f hemen her yerde iyi tanimlidur.

Yukarida yorumlanan 2%, icin eger f € L?>(RY),L'(R?) veya W(R?) (2.5.3.1) ise asagidaki
ozelllikler de saglanir. Ayrica f € Wy(R?) ise noktasaldir.

Lemma 2.6.1.2 (Zak Doniisiimiiniin Yariperiyodikligi) n € Z¢ olsun.

1. Q%J(x,w—l—%) = Zof(x,0)

2. Zof (x+an,®) = 2™ %, f(x, ®)

ispat.
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1.
n
2wiok| o+—
ffaf <x7m+£> = Z f(x_ak)e o ((!) a>
“ keZzd
A n
- Z f(x— Otk)ezﬂiaka).ehlak—
kezd
- Z f(x_ ak)ezﬂiaka)
kezd
= Zaf(x, @)
elde edilir.
2.
Zof (x+on,0) =Y, fx+on— otk) 2"k
keZ4
= Z f(-x —a (k — n))ezn-ia(k‘l’n*n)w
kezd ?Z/d_/
B Z f(x B OC(k o n))-ezma(k_”)w,ezﬂianw
kezd

— Qﬁaf(xa w)'eZn'ioma)

elde edilir.

Klasik Fourier analizinden Fourier doniigiimii ve Fourier doniigiimiiniin tersi arasindaki
/ ) f(x)e 2™y = f(o) (2.17)
R

/R f(@)e™ = f(x) (2.18)

iligki, benzer sekilde Zak doniisiimii icin de verilebilir.

Lemma 2.6.1.3 (Zak Déniisiimii icin Ters Doniisiim Formiilii) f € L'(RY) olsun. Hemen

her x,® € R icin

flx)=af Zof(x,0)do (2.19)
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_ / Py f(x, @)e 2O g (2.20)
0

gecerlidir.

Ispat. Lemma 2.6.1.1°deki (1) kullamilirsa, hemen her x € RY icin 2% flx,o) €
LY(Q) /¢ d®) bulunur.

Zof(x,0) = ( flx— ock)ezm‘k“’> dw
Ql/a /Ql/oc kezzd

F b i
ubini Z / x OCk Zm(kadw
kEZd Ql/a

=a f(x)

D@Faf(x, CO) —27ix0 4 (1. 18)/ ( Z f(x— ak>e—27ri(o(x—(xk)> dx

Oa czd
Z / x_ Otk —27iow(x— ock)d
kezd
= f(o)

elde edilir.

2.6.2. Zak Doniisiimii ve Zaman-Frekans Otelemeleri

Lemma 2.6.2.1 (u,v) € R* olsun.

Zo (T M, f) (x, 0) = 2070 Z) f(x—u, 0 —v) (2.21)
esitligi gecerlidir.
Ispat. Oteleme ve modiilasyon esitlikleri formiillerinden,

M, f (x, ) = (M, f) (x = u, 0) = ™0 f(x—u)
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oldugu biliniyor. Boylece

Qﬁa(Tquf) ()C, o)) — Z f(x —u— ak).eZHiv(x—u—ak) ‘eZEivk(o

kezd

=) flx—u— k). 2Fv ) 2miok(o-—)
kezd

— p2miv(x—u) Z flx—u— ak)eZn:iak(a)fv)

kezd

_ eZm’v(xfu) ffaf(x —u,®— V)
elde edilir.

2.6.3. Zak Doniisiimii ve Fourier Doniisiimii

Fourier doniisiimii ve Zak doniisiimii arasindaki iligki asagidaki onerme ile verilir.

Onerme 2.6.3.1 f c W(RY), f € W(RY) ve £, f siirekli olmak iizere
Zaf(x,0) = O‘_dezmxw%/a]?(wa —x)

Ozel olarak o = 1 igin
%f(xa (0) = eznixa)%(_a)’x)

esitligi saglanir.
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Ispat. I f(x) = f(—x) yansima operatorii olsun. g(t) = M, T I f(t) = e*™® f(x —t) denirse g

fonksiyonuna (1.18) uygulanirsa,

(Xd,ﬁpaf(X, CO) = (Xd Z f(x_ ak)e2m‘aka)
kezd

= a’g(ak)

— Y (MoTdf)(k/a)

kezd

= Y ToM_.Ff(k/o)

kezd

_ Z f"(a) . E)efZEixk/(ermxw
kezd o
= 0L o f @, x)
elde edilir. Eger £, f € W(RY) yerine f, f € L' (R?) alinirsa hemen her yerde
Zof(x,0) = a_dezmxwgpl/af(wa —x)
esitligi saglanir.

2.6.4. Zak Doniisiimii ve Gabor Cercevesi

Zak doniisiimii zaman-frekans analizindeki pek ¢ok sorun i¢in uygun ¢oziimler saglar. Bu
boliimde Gabor ¢ergeve operatdril S, ile Zak doniiglimii arasindaki iligkiyi inceleyecegiz.

Asagida verecegimiz teoremin standart ispati [13], [17], [19] kaynaklarinda bulunur.

Teorem 2.6.4.1 g,y € L*>(RY) ve a8 = 1 olsun. Bu durumda
Po(Seyf) = 0 Zog Zo v Zaf (2.22)
esitligi gecerlidir.

Ispat. B = 1/a ve Zo(TarMyjo.f ) (x,0) = 2T/ 0 p=2MiOko g £(x @) esitligini
kullanirsak,

ff(x(TakMﬁng) (X, (D) _ e27rinx/oc6727271'06ka)og(/;pocg(x7 (D)
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elde edilir. Boylece

QPOC(Sg,}’f) ()C, (D) = Z <fa Taan/ag>ga(Taan/a7)(xv (0)

k,nezd

= Z adﬁpaf, &Wa(Taan/ag» c@ﬁa(Taan/a’}/) (x7 CO)

k,nezd

— o Z (//Q o Qfaf(x, w)o@pag(x’ w)e—Zﬂi(nx/a—ockw)dxda)> « eZTL‘i(nx/OC—OCk(D) ffa'}’()ﬁ a))
o4 1/o

elde edilir. Burada {e?™(m/a-ako) .k n e 74}, I2(Qq x Qy/q) igin ortonormal
baz oldugundan, Y ,cza toplami, L*(Qq x Q) Ja)'da Zof.Zug carpiminin ortonormal

acilimidir. Boylece
Za(Senf) = 0 Loy Zag Zaf

elde edilir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez ¢alismasinda Fourier analizi ve zaman-frekans analizine iligkin tanim ve teoremleri
kullamlmustir. Ozellikle Fourier doniisiimii yerine kisa-zamanli Fourier doniisiimii temel
rol oynamaktadir. Hilbert uzayr ve Hilbert uzaymin ozelliklerinden gelen 6nemli ve
giiclii teoremler yontem olarak kullanilmistir. Konuyla ilgili literatiirde cesitli kaynaklar
tarandi. Kitap ve makaleler okunarak okuyucu tarafindan daha rahat anlagilmasi icin
gerekli diizenlemeler yapildi. Calismanin temeli Karlheinz Grochenig nin "Foundations of
Time-Frequency Analysis" adli kitabma dayanmaktadir. Ozellikle soyut harmonik analiz

bakis acisiyla bazi teoremler detaylandirilmastir.
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4. BULGULAR

Bu tez boyunca zaman-frekans analizi tizerinde yogunlasilmistir. Klasik Fourier analizinin
coziimsiiz kaldigr bazi problemler zaman-frekans analizindeki yontemler araciligiyla
coziilebilir. Zaman-frekans analizinde temel rol oynayan kisa-zamanl Fourier analizi, daha
lokal alanda ¢alismamizi saglar ve sonuclar hakkinda daha net bilgi verir. Dolayisiyla klasik
Fourier analizinde f ve f Fourier doniisiimiine ayni anda bakilarak yorum yapilamamasi
gibi durumlar, kisa-zamanl Fourier doniisiimii ile giderilebilir. Bir bagka ifadeyle, 6rnegin
sinirlandirilmis frekans bilgisi elde edilmek istenirse klasik Fourier doniistimii yeterli
olmayacaktir. Bu durumda kisa-zamanli Fourier doniistimii kullanilacaktir.

Zaman-frekans analizinin amaci, insan kulagi 20-20000 Hertz aralifindaki sesleri
duyacagindan, insan kulagim taklit ederek sinyallerin ortak zaman-frekans temsillerini
aramaktir. Bir Hertz, bir olaymn saniyede bir tekrarlandigi anlamina gelir. Frekansi
Ol¢menin bir yolu ise, olayin kendini tekrar etmesi arasinda gegen siireyi tayin etmektir.
Frekans bu siirenin carpmaya gore tersi oldugundan dolayli olarak elde edilebilir. Arzu
edilen bir zaman-frekans temsili, keyfi bir x aninda ortaya ¢ikan @ frekans: ile ilgili
dogrudan bilgi verir. Ornegin, miizikte partisyon zaman-frekans analizindeki bircok diger
kavrami resmetmek icin yararli bir modeldir. Partisyonun yazimi f sinyalinin ilgilenilen
zaman-frekans bilgisi cinsinden analiz edilmesine karsilik gelir. Diger taraftan miizigin
calinmasi ise orijinal f sinyalinin zaman-frekans temsilinden sentezlenmesi ya da yeniden
kurulmasina karsilik gelir. Benzer sekilde sinyal analizi {i¢ ana adimdan olusur. Sinyali
almak, sinyalin analizi ve sinyalin sentezlenmesi iglemidir.

Bu tez calismasinda teorik olarak zaman-frekans analizinde temel rol oynayan analiz ve
sentez operatorleri ve ozellikleri incelendi. Farkli durumlarda zaman-frekans analizinin ne
olabilecegi incelendi. Cerceve teorisi ve Ozellikle Gabor tanitildi. Buna iligkin olarak Zak
doniisiimii verildi. Zak doniistimiiniin Fourier ve Gabor doniistimleri ile arasindaki iligkilere
yer verildi.

Ulkemizde matematiksel olarak ¢ok fazla calisilmamis, uygulama alani ¢ok giiglii olan,
zaman-frekans analizinin teorik alt yapisi tanitildi ve konu ile ilgili kaynaklar taranarak yeni

ve modern bir konunun daha iyi anlagilmasi saglanarak Tiirk¢eye kazandirildi.
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5. TARTISMA VE SONUC

Klasik Fourier analizinin iyi bilinmesine karsin kisa-zamanli Fourier analizi tilkemizde
ne yazik ki cok iyi bilinmemektedir. Fourier analizinin lokal olarak calisilmasi olan
zaman-frekans analizi, miihendislik, iletisim, tip, astronomi gibi disiplinler arasi ¢calismalara
olanak saglar. Teorik calismalar, zaman-frekans analizinin giiniimiizdeki uygulamalar1 olarak
hayatimizi kolaylastiran teknolojik araglara doniismiistiir. Ozellikle goriintii analizi ve
goriintli sikistirma, nesne tanimlama, bilgisayarda goriintiileme gibi alanlarda kullanilmastir.
Tibbi tanimlamalarda 6nemli rol oynamustir. Ornegin, dokunmatik ekranlar, mobil telefonlar,
MR cihazlari, fotograf makineleri gibi cihazlarda zaman-frekans analizi ile iligkili teorik
calismalar 6nemli rol oynar.

Zaman-frekans analizi, matematiksel olarak olduk¢a zengin arastirma konusu sunar.
Modiilasyon uzaylari, pseudodiferansiyel operatorleri gibi genis ve Onemli caligma
alanlarinin yani sira ¢erceve (frame) teorisi de bu alanin 6nemli ve 6zel konusudur.

Bu tez calismasinda tanim kiimesi olarak RY alinmistir. Ancak soyut harmonik analiz
bakisiyla lokal kompakt gruplarda veya 6zel olarak Heisenberg gruplarda bu calismalar
incelenebilir. Yine L?(R?) Hilbert uzay1 i¢in yapilan caligmalar LP(R?), 1 < p < o igin
de arastirilabilir.

Oldukca zengin ¢alisma alanina sahip olan zaman-frekans analizinde teorik ve uygulama
acisindan 6nemli sonuclar elde edilebilecek acik sorular mevcuttur ve popiiler bir konu

olarak calismalar devam etmektedir.
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