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OZET

YUKSEK LISANS TEZi

ZAMAN GECIKMELI COHEN-GROSSBERG YAPAY SiNiR AGLARININ
ROBUST KARARLILIK ANALIZI

Muhammet Mert KETENCIGIL

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damisman: Doc. Dr. Ozlem FAYDASICOK

Bu tez calismasi kapsaminda, coklu zaman gecikmesine sahip Cohen-Grossberg yapay
sinir aglarinin global asimtotik robust kararlilik 6zellikleri analiz edilmistir. Bu yapay sinir
ag1 modelinde noron aktivasyonlariin, tiirevi sinirli azalmayan aktivasyon fonksiyonlari
sinifina ait oldugu varsayilmistir. Ayrica tanimlanan alt ve list sinirlar igerisinde, sistemdeki
ag parametrelerinin belirsiz oldugu kabul edilmistir. Bu varsayimlar altinda Oncelikle
homeomorfizm 6zellikleri kullanilarak zaman gecikmesinden bagimsiz bi¢cimde sadece ag
parametrelerine bagli olarak denge noktasinin varligimi ve tekligini saglayan yeni yeterli
kosullar elde edilmistir. Sonrasinda Lyapunov Kararlilik Teoreminden faydalanilarak, elde
edilen yeni yeterli kosullarin ayn1 zamanda sistemin denge noktasinin global asimtotik robust
kararliligin1 sagladig1 gosterilmistir. Son olarak, bu kosullarin literatiirde benzer varsayimlar
altinda elde edilmis sonuglara gore iistiinliiklerini gostermek amaciyla sayisal Ornekler
kullanilarak bazi karsilastirmalar yapilmistir.

Temmuz 2022, x+55 sayfa.

Anahtar kelimeler: Cohen-Grossberg yapay sinir aglari, zaman gecikmeli sistemler, robust
kararlilik analizi, Lyapunov’un Direkt Metodu.
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In the scope of this thesis, the global asymptotic robust stability properties of
Cohen-Grossberg neural networks with multiple time delays were analyzed. In this neural
network model, it is assumed that neuron activations belong to the class of non-decreasing
slope-bounded nonlinear functions. In addition, it is considered that the network parameters
in the system have bounded upper norms. Under these assumptions, firstly, by using
the homeomorphism properties, new sufficient conditions that ensure the existence and
uniqueness of the equilibrium point are obtained independently of the time delay and only
depending on the network parameters. Secondly, by using Lyapunov Stability Theorem, it
has been shown that the conditions that the obtained new sufficient conditions also realize
the global asymptotic robust stability of the equilibrium point of the system. Finally, some
comparisons were made using numerical examples in order to show the superiority of these
conditions over the results obtained under similar assumptions in the literature.
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1. GIRIS

Literatiirde bircok farkli tanimi bulunan yapay sinir aglari, en genel ifadeyle biyolojik sinir
sisteminin bilgi igleme yontemini taklit ederek 6grenme, hatirlama, karar verme, kiyaslama
ve genelleme gibi pek cok 6zelligini matematiksel modellerle gercekleyen ve farkli 6grenme
algoritmalart kullanarak onceden Ogrenilmis bilgilerden yeni bilgiler tiireten bilgi islem
sistemleridir. Noron adi verilen, birbirine bagl ve uyum i¢inde calisan ¢ok sayida bilgi
islem elemanindan meydana gelen yapay sinir aglari; kaotik modelleme, genetik algoritma,
bulanik mantik, robotik, bilgisayarli gorii ve dogal dil isleme gibi yapay zekanin temel

yontemlerinden birisidir.

Dinamik yapay sinir ag1 modelleri, sahip olduklari yapisal 6zelliklere gore farkli uygulama
alanlarinda tercih edilmektedirler. Ornegin; Hopfield ve Cohen-Grossberg sinir aglari
daha ¢ok optimizasyon problemlerinin ¢éziimlerinde, Notral-tip sinir aglar1 sinyal isleme
uygulamalarinda, Hiicresel sinir aglar1 goriintii isleme uygulamalarinda ve Cift Yonli
Cagrisimh Bellek sinir aglar da ¢agrisimli bellek tasarimlarinda tercih edilen yapay sinir
ag1 modelleridir. Bu uygulamalarda genel itibariyla islenecek bilgi, néronlarin durumlari
ile ifade edildiginden, tasarlanacak yapay sinir agindaki néron durumlarinin sabit degerlere
yakinsamasi arzu edilir. Bagka bir degisle, biyolojik sinir sisteminin bilgi islem siirecine
ait Ozelliklerini farkli matematiksel modellerle gercekleyen bu diferansiyel denklem
sistemi, kararli denge noktalaria sahip olmalidir. Dolayisiyla denge noktasinin kararlilik
ozelliklerinin analiz edilmesi, yapay sinir aglarinin nemli dinamik davranis 6zelliklerinden

bir tanesidir ve literatiirde 6nemli bir aragtirma konusudur.

Miihendislik problemlerinin ¢éziimiinde kullanilmak {izere tasarlanan bir yapay sinir aginin
bagarili sonuclar elde edebilmesi icin, uygulandig1 problemin yapisiyla uyumlu bir dinamik
davranis sergilemesi gereklidir. Ornegin, yapay sinir a1 optimizasyon, kontrol veya
paralel islem problemlerinin ¢oziimiinde kullanildiinda, her bir giris degeri i¢in baglangi¢
kosullarindan bagimsiz tek bir denge noktasina sahip olacak sekilde tasarlanmali ve bu
denge noktasi global asimtotik kararli olmalidir. Zira birden fazla denge noktasinin var
olmasi, bu problemlerin ¢oziimlerinde yamilgilara sebebiyet verebilir. Ote yandan, yapay

sinir ag1 ¢agrisitmli bellek olarak tasarlandiginda, daha fazla bilgi depolamak amaciyla



sistemin baglangi¢c kosullarina bagl birden fazla denge noktasina sahip olmasi ve bu denge
noktalarinin kararli olmast arzu edilir. Bu tip bir uygulamada baglanti matrisleri; bellekte
saklanacak bilgilere, agin kararli durumlan karsilik gelecek sekilde seg¢ilir. Boylece yapay

sinir ag1, var olan bilgilere karsilik benzer yeni bilgiler tiiretebilir.

1982 yilinda John J. Hopfield literatiirdeki ilk dinamik yapay sinir agmi gelistirmis
ve gecikme parametresi icermeyen bu modelin dinamik davranis analizini yaparak bazi
kararlilik sonuglar1 elde etmistir [1]. Hopfield gelistirdigi bu modelde, ndéronlar arasindaki
baglant1 katsayilarin1 ifade eden baglanti matrisinin simetrik, néron durumu ile néron
cikigt arasindaki iligkiyi belirleyen aktivasyon fonksiyonunun ise smirli ve monoton
artan karakteristikteki sigmoid fonksiyonu oldugunu varsaymistir. Bu varsayimlar 1s181inda
Hopfield, sistemin kararlilik analizini ger¢eklestirmek i¢in pozitif degerler alan bir Lyapunov
fonksiyonu tanimlamis ve bu fonksiyonun zamana bagh tiirevinin negatif olmasindan yola
cikarak yapay sinir aginin global kararli oldugunu gostermistir. Bu sebeple yapay sinir
aglarinda baglanti matrislerinin simetrik olmasi, sistemin global kararliligi icin yeterli
bir kosuldur [2]. Ancak bu tiir bir kararlilik, sistemin ka¢ tane denge noktasinin oldugu
konusunda bilgi vermemektedir. Bu baglamda Hopfield’ in gelistirdigi yapay sinir agi
modelinin denge noktasinin dinamik davranis analizini gerceklestiren daha ileri diizeyde
calismalara ihtiya¢ duyulmustur. Bagka bir deyisle, Hopfield tipi yapay sinir ag1 i¢in denge
noktasinin tek ve global asimtotik kararli oldugu kosullar tespit edilmelidir. Bu kosullarin
elde edilmesi i¢in de iki temel parametrenin belirlenmesi gerekir. Bu parametreler sirasiyla,
yapay sinir aginda kullanilan aktivasyon fonksiyonlarinin karakteristigi ve baglanti matrisi

tizerine getirilen kisitlayict kosullardir.

1983 yilima gelindiginde Cohen ve Grossberg, Hopfield yapay sinir agin1 gelistirerek
yeni bir yapay sinir ag1 modellemislerdir [3]. Cohen-Grossberg yapay sinir ag1 olarak
adlandirilan bu model; goriintii isleme, paralel iglem, cagrisimli bellek ve optimizasyon
problemlerinin ¢oziimiinde siklikla tercih edilmektedir. Ger¢ek zamanli uygulamalarda
sistemin denge noktasina hizlica yakinsamasi istendiginden, Cohen-Grossberg modelinde,
yakinsama hiz1 i¢in bir kontrol parametresi olan kuvvetlendirici fonksiyonu ve durum
uzaymda sistemin kararli noktalarmi uygun yerlere koymamizi saglayan bir davranig
fonksiyonu bulunmaktadir. Bununla birlikte, Hopfield ve Hiicresel yapay sinir ag1 modelleri,

Cohen-Grossberg yapay sinir ag1 modelinin 6zel durumlari olarak ifade edilebilir [4].



1987 yilinda yapilan bir calismada, yapay sinir aglarinda baglanti matrisinin simetrik
olmasinin kararli denge noktalarinin varligini garantilemek i¢in gerekli bir kosul olmadig:
gosterilmigtir [5]. Diger taraftan, yapay sinir aglarinda baglanti matrislerinin simetrik olarak

secilmedikleri durumlarda limit dongiileri, yani kararsiz denge noktalar1 olusabilmektedir

[5].

Giintimiizde yapay sinir aglari, VLSI teknolojisi yardimiyla her biri elektronik devre elemani
olan igslemsel kuvvetlendirici, diren¢ ve kapasite kullanilmak suretiyle donanimsal olarak
gerceklenebilmektedir. Ancak donanimsal modellemelerde islemsel kuvvetlendiricilerin
anahtarlama hizlar1 ve noronlar arasinda gecen iletisim siireleri, zamana bagli degisen
noron durumlarinda zaman gecikmelerini de beraberinde getirmektedir [6]. Bu zaman
gecikmeleri sistemin dinamik davranisini biiyiik dlciide etkileyerek agin kararsiz duruma
gecmesiyle sonuclanacak osilasyonlara yol acabilmektedir [7]. Bu nedenle, gecikme
parametrelerinin matematiksel modele kararlilik analizinden once eklenmis olmasi yapilan
analizin uygulanabilir sonuglar liretmesi acisindan dikkat edilmesi gereken bir husustur.
Bu baglamda, gecikme parametreli yapay sinir aglarinin dinamik davranislarini incelemek
olduk¢a 6nemlidir. Ote yandan bu durumun, sistemin modelini karmagik bir forma
getirmesinin yani sira denge noktasinin kararliligini analiz ederken de zorluklar meydana

getirdigini sOyleyebiliriz.

Yapay sinir aglarinin donanimsal olarak gerceklenmeleri sirasinda kararlilik ozellikleri
tizerinde etkisi olan bir baska faktor de her bir noéronun elektronik devre tasariminda
yer alan diren¢ ve kapasite gibi elemanlarin tolerans degerlerinden, modelleme
hatalarindan ve giiriiltii gibi dis etkenlerden kaynaklanan ag parametrelerindeki sapmalardir.
Ag parametrelerinde olusabilecek bu sapmalar, yapay sinir aginin dinamik davranis
ozelliklerini tamamiyla degistirebilir. Bu nedenle, yapay sinir aglarinin kararlilik analizi
gerceklestirilirken ag parametrelerindeki degisimler matematiksel olarak tanimlanmali
ve bu degisimlerin sistemin dinamik davramigina etkisi incelenerek kararlilik kosullari
bu parametre degisimlerinden etkilenmeyecek sekilde belirlenmelidir. Bu yaklagimla ag
parametreleri iizerine bir takim kisitlamalar getirilerek gergeklestirilen kararlilik analizi

robust kararlilik analizi olarak isimlendirilir.



Son yillarda literatiirde farkli tipteki yapay sinir aglarmin dinamik davraniglarini analiz
eden bircok calisma yapilmistir. Bu c¢aligmalarda belirli varsayimlar altinda kullanilan
sistemler i¢in denge noktasinin varhigi, tekligi, global asimtotik kararlilif1 ve global iistel
kararlilig1 gibi gesitli kararlilik tiirleri icin yeni yeterli kosullar elde edilmistir [8—33]. Bu tez
calismasinin amaci ise Cohen-Grossberg yapay sinir aglarinda zaman gecikmelerinin yani
sira ag parametrelerindeki belirsizliklerin de ifade edilmesi suretiyle, sistemin baslangic
kosullarindan bagimsiz olarak, kararli tek bir denge noktasina yakinsamasi i¢in robust
kararlilik analizini gerceklestirmek ve literatiirde benzer varsayimlar altinda elde edilmis

yeterli kosullardan daha esnek yeni yeterli kosullar elde etmektir.

Bu minval iizere, Genel Kisimlar baglikli ikinci boliimde tez caligmasinin anlasilmasi

hususunda gerekli goriilen yapay sinir ag1 modelleri, gecikme tiplerine gore incelenmistir.

Malzeme ve Yontem baglikli {iciincii boliimde ise dinamik yapay sinir aglarinin kararlilik
analizinde kullanilan matris siniflari, matris-vektor normlar1 ve aktivasyon fonksiyonu
siiflar1 aciklanmugtir. Sonrasinda bu bilgiler 151¢1nda, dogrusal olmayan sistemlerde denge
noktas1 analizi ve bu analizi gerceklestirmek i¢in sik¢a uygulanan kararlilik teoremleri ifade

edilmistir.

Dordiinci  bolimde bu tez c¢alismasinin  temelini  olusturan zaman gecikmeli
Cohen-Grossberg yapay sinir aglarinin robust kararlilik analizi icin gerekli olan varsayimlar,
teoremler ve matematiksel iglemler ifade edilerek sistemin kararlilik analizi gerceklestirilmis

ve yeni yeterli kararlilik kosullari elde edilmistir.

Bulgular baglikli besinci boliimde elde edilen kararlilik kosullarinin uygulanabilir oldugunu
ve literatiirdeki calismalarda benzer varsayimlar altinda elde edilen kosullardan daha esnek

oldugunu gostermek amaciyla sayisal ornekler iizerinde kargilagtirmalar yapilmistir.

Tartisma ve Sonu¢ boliimiinde ise bu tezin kapsaminda elde edilen 6zgiin sonuglar

Ozetlenerek tezin literatiire sagladig1 katkilardan bahsedilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu boliimde tez calismasinin anlagilmasi amaciyla, tez kapsaminda kullanilacak temel
kavramlar aciklanmigtir. Bu dogrultuda oncelikle Hopfield ve Cohen-Grossberg yapay sinir
aglariin gecikmesiz modelleri ele alinmig daha sonra gecikmeli modeller gecikme tiplerine

gore incelenmistir.

2.1. YAPAY SINIiR AGI MODELLERI

Yapay sinir aglar1 son yillarda sinyal isleme, optimizasyon, cagrisstmli bellek tasarimi,
smniflandirma  ve O©Ongorii gibi bircok miihendislik probleminin ¢Oziimiinde sikc¢a
kullanilmaktadir. Yapay sinir aglarinin sahip oldugu paralel bilgi isleme yetenegi; karmasik,
eksik veya belirsiz bilgi ile calisabilmesini ve hatali durumlarda dereceli bozulma
gostermesini, boylece hata toleransina sahip olmasini saglar. Sistem parametrelerinin bu
sayede dis etkilere kars1 dayanikli oldugu soylenebilir. Yapay sinir aglarinin sahip oldugu
bu avantajlar, giiniimiizde bircok miihendislik probleminin ¢éziimiinde tercih edilmelerini

saglamistir.

Yapay sinir aglarinin genis Olcekli uygulamalari ile birlikte zaman icerisinde;
Cohen-Grossberg sinir aglari, Hopfield sinir aglari, Hiicresel sinir aglar1 ve Cift Yonlii
Cagrisimli Bellek sinir aglar1 gibi farkli matematiksel modeller ortaya cikmistir. Bu
modeller, yakinsama hizin1 ayarlamak i¢in kullanilan kuvvetlendirici fonksiyonu ve durum
uzayinda sistemin kararli noktalarinin uygun yerlere konumlandirilmasini saglayan davranig
fonksiyonu gibi parametre farkliliklarinin yani sira noronlar arasindaki baglanti bigimi
ve katman sayis1 gibi mimari farkliliklarla da birbirlerinden ayrilmaktadir. Bu ayrigimin
bir sonucu olarak, farkli yapay sinir agr modellerinin denge noktalarinin varlik, teklik ve

kararlilik analizleri de farklilagmustir.

Yapay sinir aglarinin ilk dinamik modeli direngler, kapasiteler ve islemsel kuvvetlendirici
kullanilarak donanimsal olarak gerceklenen Hopfield tipi yapay sinir agidir. 1982 yilinda

John J. Hopfield tarafindan gelistirilen bu yapay sinir agina ait herhangi bir ndron icin



elektronik devre modeli asagida gosterilmigtir [34]:

fl(xl): m s J

fr(xr)

fz(xz)= W\l 8r
- grzigf’x’T

T
[

St} M\

Iy = (fm(xm) 7xr)wrm

Sekil 2.1: Herhangi bir nérona ait devre modeli [34]

Burada / akim degerlerini, g, . ndron girisi ile toprak arasindaki kondiiktans degerini , wy s.
noron ¢ikisi ile 7. noron girigi arasindaki kondiiktans degerini ve C, r. ndronun sifirdan farkl
giris kapasitansimi gostersin. Kirchoff Akim Kanununa goére devre iizerinde herhangi bir

noktaya gelen akim ve bu noktadan ayrilan akim esit olacagindan asagidaki esitlik saglanir.
Y L+ —1,—1,=0 2.1

Bu esitlikteki her bir terim asagidaki denklemler ile ifade edilir.

m m
Z Z Wrs fs xs xr) (22)
s=1 s=1
I, = grx, 2.3)
L= (2.4)



Bu bilgiler 15181inda (2.1) denklemindeki terimler diizenlenirse,

I

dxr rs
E_ Cr SZWrS‘i_gr +Z_fs Cr r:1727"'7m (25)

formunda bir diferansiyel denklem seti elde edilir. Burada G, = Z Wys + g, biciminde pozitif
=1
tanimli herhangi bir diyagonal matrisin eleman: olarak ifade edlleblhr Bu durumda (2.5)

denklemleri, asagidaki gibi yazilabilir.

dx w I,
d’: G Zifsxs o r=1,2,....m (2.6)
. Xy Wrs I, . . ) . )
Bu modeldeki terimler —G, = e,, — = a,s ve — = u, biciminde yeniden diizenlenirse
Cr r r

asagidaki gecikmesiz Hopfield yapay sinir agina ait denklem modeli elde edilir.

dx,
dt

= —epx,(t +Zarsfs x5(1)) + uy r=12,....m 2.7

Bu denklem sisteminde m sistemin igerdigi noron sayisini, x.(¢) r. ndronun durum
degiskenini, e, r. noronun devresel gerceklenmesinde yer alan diren¢ ve kapasite
degerlerinden olusan ve E = diag(e, > 0) olarak tanimlanan pozitif tanimli diyagonal matris
elemanini, a, r. ve s. noronlar arasindaki agirlik katsayisini, fi(xs(¢)) s. néron durumu ile
cikig1 arasindaki iligkiyi ifade eden ndron aktivasyonunu, u, ise . ndron i¢in girig degerlerini

gostermektedir.

1983 yilina gelindiginde ise Cohen ve Grossberg, Hopfield tarafindan gelistirilmis (2.7)
denklemleriyle ifade edilen modele, sistem ¢oziimlerinin denge noktasina yakinsama hizini
kontrol eden bir kuvvetlendirici fonksiyonu ve kararli ¢oziimlerin durum uzayinda uygun
yerlere konulmasina olanak saglayan bir davranig fonksiyonu ekleyerek Cohen-Grossberg
yapay sinir ag1 modelini gelistirmistir. Kombinatoryal optimizasyon, Oriintii tanima ve isaret
isleme gibi bir¢cok miihendislik probleminde olduk¢a yaygin kullanilan bu model, asagida

verilen diferansiyel denklemler ile temsil edilir:

X (1) =dp(x:(2)) (— ¢ +Zamfsxs N)+u)  r=12,....m (2.8)



Burada m sistemin i¢erdigi ndron sayisint, x,(¢) . ndronun durum degiskenini, d,(x(z)) r.
noronun kuvvetlendirici fonksiyonunu, ¢,(x(¢)) r. néronun davranis fonksiyonunu, a, r. ve
s. noronlar arasindaki agirlik katsayisini, f(xs(¢)) s. néronun durumu ile ¢ikist arasindaki

iligkiyi ifade eden ndron aktivasyonunu, u, ise r. néron icin giris degerlerini gostermektedir.

Ayni denklemlerin matris-vektor formunda yazilabilmesi i¢in yapay sinir ag1 modelindeki

terimlerin incelenmesi gerekir. Buna gore;

x durum degiskeni, her néron igin tammlandigindan x = (x1,x2,...,x,)" biciminde
m boyutlu bir vektor ile ifade edilir. Benzer sekilde f(x) = (fi(x), 2(x),... fu(x))T
noron aktivasyonlarint ve u = (uy,us,...,uy,)" giris degerlerini ifade eden m boyutlu
vektorlerdir. Her bir a,; degeri ise r. ve s. noron arasindaki baglanti katsayisini
temsil ettiginden m x m boyutlu bir matris olur ve A = (dps)mxm ile gosterilir. Denge
noktasi tizerinde herhangi bir etkisi bulunmayan kuvvetlendirici fonksiyonu ise D(x(t)) =
diag(dy(x1),d2(x2),-..,dn(xm,)) > 0 formunda m x m boyutlu pozitif diyagonal matristir.
C(x(r)) = (c1(x1),c2(x2),. .. cm(xm)) ise sistemin kararli ¢ztimlerinin durum uzayimnda
uygun yerlere konulmasina olanak saglayan, boylece denge noktalarini optimize ederek

sistemin davranigi etkileyen m boyutlu davranig fonksiyonudur.

Bu bilgiler 15181nda (2.8) sisteminin matris-vektor formunda yazilis1 asagida gosterilmistir:

dx(t)
dt

= D(x(1)) | = C(x(t)) +Af (x(2)) +u

Bu sistemde 6zel olarak D(x(¢)) = 1 ve C = diag(c, > 0) pozitif taniml bir kdsegen matris
olmak iizere, C(x(¢)) = Cx(¢) alindiginda Hopfield yapay sinir ag1 elde edilir. Benzer sekilde
D(x) = 1 ve C(x(t)) = x(t) ile birlikte aktivasyon fonksiyonu f(x) = (|]x+ 1| —|x—1|)
secildiginde ise Hiicresel yapay sinir ag1 elde edilir. Sonug itibariyle, Hopfield ve Hiicresel

sinir aglarinin, Cohen-Grossberg sinir ag1 modelinin 6zel durumlar: oldugu sdylenebilir.

Dikkat edilirse bu model i¢in gerek denklem formunda gerekse matris-vektdr formunda
herhangi bir gecikme parametresi bulunmadigi kolayca goriilebilir. Ancak yapay sinir
aglarinin donanimsal ger¢ceklemelerinde noronlar arasindaki veri aligverisi sirasinda zaman
gecikmeleri olugsmasi kaginilmazdir. Bu zaman gecikmeleri yapay sinir agimin kararlilig
tizerine direkt etki ederek coOziim yoOriingelerinin denge noktasi civarinda osilasyon

yapmasina, bdylece sistemin dinamik davraniginin tamamen degismesine yol agabilir. Bu



baglamda zaman gecikmelerinin sistemin dinamik davranigi tizerindeki etkisini tam olarak
analiz etmek i¢in dinamik yapay sinir aginin matematiksel modelinin ingasinda zaman

gecikmeleri de sisteme dahil edilmelidir.
(2.8) modeline ilave edilebilecek zaman gecikmeleri ti¢ farkli formda olabilir:

e Noronlarin iletisimi sirasinda olusan zaman gecikmesinin sabit oldugu diisiiniilerek
sisteme eklenen sabit T > 0 gecikmesi, en basit gecikmeli model olarak ifade edilir. Bu

modele ait diferansiyel denklemler asagidaki sekilde yazilabilir:

m

X (1) :dr(xr(t))(—c,(xr(t))+Za,sfs(xs(t—‘c)))-i—u,) r=12,....m (2.9)

s=1
Benzer sekilde bu denklemlerin sabit 7 > 0 gecikmeli matris-vektor formu asagida ifade
edilmistir:

dx(t)
dt

=D(x(t))| —C(x(t)) +Af(x(t — 7)) +u

Zaman gecikmesinin sabit kabul edildigi bu tip modeller, yapay sinir aglarinin kararlilik
analizlerinde hesaplama kolaylig1 sundugundan siklikla kullanilmaktadir. Ancak noronlarin
veri akigi sirasinda olusan gecikmelerin esit kabul edilmesi pratikte miimkiin degildir. Bu

nedenle hassas bir yaklasim oldugu sdylenemez.

e s.noron ile diger noronlar arasindaki zaman gecikmesinin sabit oldugu kabul edilerek
sisteme eklenen tek boyutlu 7; > 0 gecikmesi, sabit gecikmeden farkli olarak bir skaler degil,

m boyutlu bir vektordiir. Bu modele ait diferansiyel denklemler asagidaki sekilde yazilabilir:

X (1) = dp(x:()) (= cr(x (1)) + iarsfs(xs(t — 1)) +uy) r=12,....om (2.10)

Bu denklemler ise matris-vektor formunda, gecikme terimi m boyutlu 7 > 0 vektorii olmak

izere asagidaki bicimde ifade edilmistir:

dx(t)
dt

=D(x(t))| —C(x(t)) +Af(x(t — 7)) +u
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Ayrik zaman gecikmesi, zaman gecikmesinin sabit alindig1 modele gore daha gercekei bir
yaklasim olsa da bir néronun diger noronlar ile iletisimi sirasinda meydana gelen gecikmenin

sabit olmasi, donanimsal gerceklemelerde ortaya ¢ikan gecikmeyi dogru yansitmaz.

e Tiim noron ciftleri arasinda zaman gecikmesinin farkli olabilecegi 6ngoriisii ile modele
eklenen ¢ift boyutlu 7,; > 0 gecikmesi, r. ve s. ndronlar arasindaki gecikmeyi ifade eden
m X m boyutlu bir matristir. Bu modele ait diferansiyel denklemler asagidaki sekilde ifade

edilmisgtir:

m

X (1) = dp(x:()) (= cr(x (1)) + Z s f5 (x5 (t — Trs))) + 14y r=12,....om (2.11)

s=1

Bu model yapay sinir aglarinin donanimsal gerceklemelerindeki karakteristik degisimleri
en uygun sekilde yansitir. Ote yandan matematiksel analizlerin cok daha zorlasmasina
neden olur. Zira gecikme parametrelerinin m X m boyutlu bir matris olmas1 nedeniyle bu

diferansiyel denklem sistemi matris-vektor formunda yazilamamaktadir.

Dikkat edilirse, verilen denklemler icin aktivasyon fonksiyonlarinin sadece gecikme
parametresi iceren noronlara uygulandig1 goriilebilir. Fakat bazi problemlerin ¢oziimiinde
ozellikle hareket iceren uygulamalarda, gecikme parametresi kasitli olarak yapay sinir agina
eklenir. Boyle durumlarda yapay sinir ag1 modelinde hem gecikme parametreli hem de
zaman gecikmesiz noronlar bulunabilir. Yapay sinir aglarinin bu ve benzer uygulamalarini
da kapsayacak sekilde gelistirilen en genel yapay sinir ag1 modeli asagidaki diferansiyel

denklemlerle verilmistir:

i (t) = dy (e (£)) (= cr (1)) + iarsfs(xs(t)))—i— ibrsfs(xs(t—rrs)))+ur), r=1,2,...,m
(2.12)

C([-7,0],R) kiimesi, [—7,0] — R tamimli tiim siirekli fonksiyonlarin kiimesini gostermek

tizere, (2.12) modelinde baslangi¢ kosulu,

xr(t) = ‘Pr(t) € C([—T,O]),R)

olarak belirlenmistir.
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Bu tez calismasinin birincil hedefi, donanimsal ger¢eklemelerde olusan zaman gecikmelerini
en uygun sekilde yansitan, her ndron c¢ifti arasindaki gecikmelerin farkli olabilecegi, ¢coklu
zaman gecikmesine sahip Cohen-Grossberg yapay sinir agr modelinin global asimtotik
robust kararliligin1 analiz ederek, literatiirde benzer varsayimlar altinda elde edilmis
kararlilik kosullarindan daha esnek yeni yeterli kosullar elde etmektir. Bunun icin ilk olarak
(2.12) ile ifade edilen modelde yer alan ag parametrelerinin gercek degerlerinden sapma
sinirlart belirlenmis, sonrasinda bir takim kisitlayict kosullar altinda yapay sinir aginin
dinamik denkleminden hareketle, matris norm iligkileri ve Lyapunov Kararlilik Teoremi
kullanilarak kararlilik analizi yapilmigtir. Bu analiz sonucunda ise sistemin global asimtotik
robust kararliligin1 gercekleyen yeni sonuglara ulasilmistir. Son olarak, bu tez kapsaminda
elde edilen yeni yeterli kosullarin, literatiirde benzer kisitlar altinda elde edilmis kararlilik

kosullar1 ile sayisal ornekler iizerinden karsilastirilmasi yapilmistir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Dinamik yapay sinir aglari icin denge noktasinin kararlilik 6zellikleri, sistemdeki baglanti
matrislerine ve aktivasyon fonksiyonlarina uygulanan kisitlayici kosullara dayandigindan
matrisler ve vektorler kararlilik analizlerinde biiyiik 6nem tasirlar. Bagka bir degisle, yapay
sinir aglarinda kullanilan aktivasyon fonksiyonlarinin karakteristikleri ve ag parametrelerinin
ozellikleri sistemin dinamik davranigi iizerine direkt etki eder. Bu bilgiler 1s1g1nda yapay sinir
aglarina ait kararlilik 6zelliklerinin belirlenmesinde matris teorisinin ve matris 6zelliklerinin

incelenmesinin biiyiik 6nem arz ettigi sOylenebilir.

Bu boliimde ilk olarak, yapay sinir aglarimin kararlilik analizinde sik¢a kullanilan
matris-vektor normlari, matris siiflar1 ve aktivasyon fonksiyonu siniflar1 tanimlanmastir.
Sonrasinda ise kararlilik kavrami aciklanarak dogrusal olmayan sistemlerin denge noktasi
analizinden elde edilen onemli temel sonuglara ve bu sistemlerin analizini gerceklestirmek

icin sikca kullanilan kararlilik teoremlerine yer verilmistir.

3.1. MATRIS VE VEKTOR NORMLARI

Bu kisimda, literatiirde sik¢a kullanilan ve tez kapsaminda incelenecek modelin kararlilik
analizinde kullanilacak olan matris ve vektor normlarina ait 6zellikler verilmistir. Ayrica bu

kavramlarin daha rahat anlagilmasi i¢in de Oklid Uzay1 kavrami izah edilmistir.

3.1.1. Oklid Uzay

Uy, up, ... Uy € R olmak tizere, u = (uy,uy, ..., um)T biciminde tanimlanan reel degerli tiim

m-boyutlu vektorlerin kiimesi R™ ile gosterilir ve m-boyutlu Oklid Uzay1 olarak tanimlanr.
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3.1.2. Vektor normlari

R™ Oklid Uzayindaki herhangi bir u = (uy,u, . . .,u,,)" vektoriiniin normu ||u|| ile gosterilen

ve asagida tanimlanan ozellikleri gercekleyen bir reel degerli fonksiyon olarak tanimlanir:
o Vu € R"— {0} i¢in ||u|| > 0 ve u =0 igin ||u|| = 0.
o Vu,v € R™ igin |[u+v|| < ||u|| + ||v]|.

e ot € RveVu € R i¢in ||ov|| = || ||ul]|-

Bu bilgiler 1s1831nda m boyutlu bir u vektoriiniin p normu asagidaki sekilde ifade edilir:
m

lullp = VlurlP 4 ful? ...+ fumfP = ] B el 1< p oo
r=

Bu tez kapsamindaki sonuglara ulagirken kullanilacak ||u||1 , ||u||2 ve ||u||e vektor normlart

ise su sekilde yazilabilir:

m
el = (a4 oo 4 A fum]) = B o]
r=

m
lulla = Vs > +ua? + .+ |um|* = / L |url?
r=

[|lu||le = max |uy|
1<r<m

Ayrica ||ul|o ve [|ul|g, u vektoriiniin farkl birer p normu olmak iizere, Vu € R™ igin
ci|lulla < [lullg < c2lul[o kosulunu gergekleyen c; ve ¢ pozitif sabitleri mevcuttur.

Bu ifadeye gore, ||u||1, ||u|l2 ve ||u|l~ normlart i¢in asagidaki esitsizlikleri yazmak

miimkiindiir.

[luell2 < J[ully < v/ml|ul]2
luloo < [[ull2 < v/m]|u]|os
[fueloo < [uel[1 < /] [ua]|oo
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Vektorlerin p normlart ile ilgili ifade edilebilecek bir bagka esitsizlik ise Holder
Esitsizligi’dir. Buna gore, Yu,v € R™ igin [u!v| < |[ul|p|[v|l4, %""%1 = 1 sartim saglayan

D,q say11ar1 mevcuttur.

3.1.3. Matris Normlari

Tiim elemanlar1 reel degerli olan m X n boyutlu herhangi bir A matrisi i¢cin p-normu asagidaki

bicimde ifade edilir:
||Au]|
|A]lp = sup T—F = max ||Au]|,
ut0 [[ullp  [lullp=1

A = (ars)mxm kare matrisinin p = 1,2,00 normlari igin ise sirasiyla asagidaki esitlikler

yazilabilir:

m m
Al =max ¥ fav] . [[4ll2 = Amx(ATA) . [JA]Jo = max ¥ far
sS= s=

Ayrica m X n boyutlu reel degerli bir A matrisi ve n X g boyutlu reel degerli B matrisi i¢in

asagidaki esitsizlikler gerceklenir:

A2 < /1IA]1]A] |

1
— ]| < |IAl]2 < v/m]|A] |
ﬁ|! [leo < [|A[]2 < V/m]|A]|

1
—|All1 < [|Al]z < A
ZallAll < 1l < vAlAl

AB||, < [|Al],]Bll,
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3.2. MATRIS SINIFLARI

Genel olarak, dinamik sistemlerin kararlilif1 {izerinde her bilesen ayr1 bir 6neme sahiptir.
Bu baglamda, yapay sinir aglarinda kullanilan aktivasyon fonksiyonlar1 ve katsayilar gibi

baglanti matrislerinin 6zellikleri de sistemin kararlilig1 iizerine direkt etki edebilmektedir.

Bu kisimda yapay sinir aglarinin kararhlik analizlerinde sik¢a kullanilan bazi matris siniflari

tanimlanmugtir:

* m X m boyutlu simetrik A matrisine ait 6zdegerler pozitifse, A, pozitif tanimli matris

olarak adlandirilir ve A > 0 ile gosterilir.

* m x m boyutlu simetrik A matrisine ait 6zdegerler pozitif veya sifirsa, A, yar1 pozitif

taniml1 matris olarak adlandirilir ve A > 0 ile gosterilir.

* m x m boyutlu A matrisine ait 6zdegerlerin reel kismu pozitif ise, A’ya pozitif kararl
matris denir. Bu 0zelligi saglayan matrisler H-kararli matris olarak adlandirilir ve

A € H ile gosterilir.

* m X m boyutlu A matrisine ait 6zdegerlerin reel kismi pozitif veya sifir ise, A’ya
pozitif yar1 kararli matris denir. Bu 6zelligi saglayan matrisler Hy-kararli matris olarak

adlandirilir ve A € Hy ile gosterilir.

* m x m boyutlu bir A = (a,s) matrisinin elemanlart a,, > 0 ve a,; < 0 esitsizliklerini

saglyor ise, A matrisine Z,, kiimesinin bir elemanidir denir ve A € Z,, ile gosterilir.

* m X m boyutlu bir A matrisi Z,, kilmesinin eleman1 ve pozitif kararli matris ise, A tekil

olmayan bir M-matrisi olarak adlandirilir ve A € K ile gosterilir.

* m X m boyutlu bir A matrisi Z,, kiimesinin eleman1 ve pozitif yar1 kararli matris ise, A

bir M-matris olarak adlandirilir ve A € K ile gosterilir.
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m X m boyutlu bir A matrisi i¢in kiyas matrisi C = {c,} ile gosterilir ve elemanlari

Crr = Ay, Crs = —|ays| olarak tanimlanir.

m X m boyutlu bir A matrisine ait kdsegen elemanlar a,, > 0 olarak verilsin. A’nin
kiyas matrisi tekil olmayan bir M-matris Ozelligi tasiyorsa A’ya tekil olmayan

¢ -matris denir ve A € C ile gosterilir.

m X m boyutlu bir A matrisine ait kdsegen elemanlar a,, > 0 olarak verilsin. A’nin
kiyas matrisi bir M-matris 6zelligi tasiyorsa A’ya ~Z-matris denir ve A € Cy ile

gosterilir.

m X m boyutlu bir A matrisine ait elemanlar

m
arr > Zl laps|, r=1,....m

pa
esitsizligini sagliyorsa, diger bir degisle A matrisinin her kosegen elemani1 bulundugu
satirdaki diger elemanlarin mutlak de8erce toplamlarindan biiyiik ise A matrisine

kesin kosegen satir baskin matris denir.

m X m boyutlu bir A matrisine ait elemanlar
m
ary > Zl|ars|a r=1,....m
sAr
esitsizligini sagliyorsa, diger bir degisle A matrisinin her kdsegen eleman1 bulundugu

satirdaki diger elemanlarin mutlak degerce toplamlarindan biiyiik esit ise A matrisine

kosegen satir baskin matris denir.



17

* m X m boyutlu bir A matrisine ait elemanlar

m
arr > Zlyasr‘; r=1,...,m

g
esitsizligini sagliyorsa, diger bir degisle A matrisinin her kdsegen eleman1 bulundugu
satirdaki diger elemanlarin mutlak degerce toplamlarindan biiyiik ise A matrisine

kesin kosegen siitun baskin matris denir.

* m X m boyutlu bir A matrisine ait elemanlar

m
ay > 21 lage|, r=1,....m
par
esitsizligini sagliyorsa, diger bir degisle A matrisinin her kosegen elemani1 bulundugu
satirdaki diger elemanlarin mutlak degerce toplamlarindan biiyiik esit ise A matrisine

kosegen siitun baskin matris denir.

Matris siiflarina ait bilinmesi 6nem arz eden baz1 6zellikler ise asagida verilmistir.

e Eger A matrisi Cy sinifina ait ise (A € Cy) , o > 0 olmak iizere &l +A € C olan bir « sabiti

tanimlidir.

e 7, kiimesindeki bir matrisin kiyas matrisi kendisine esittir. Buna baglh olarak K kiimesi

Cop kiimesinin bir alt kiimesi olarak ifade edilebilir.

e m x m boyutlu bir A matrisine ait tiim kdsegen elemanlar pozitif olmak iizere, A’nin kiyas
matrisi tekil olmayan M-matris ise
m
dray > Zlds’asr‘a r=1,....m
sr

esitsizligini saglayan pozitif d,, r =1,...,m katsayilart vardir.
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3.3. AKTIVASYON FONKSIYONLARI

Yapay sinir aginin kararhiliim belirlemede onemli parametrelerden birisi olan aktivasyon
fonksiyonlari, her bir norona gelen toplam agirlikli girdiyi isleyerek noéron durumlari
ile noron c¢ikislart arasindaki iligkiyi modelleyen ve ekseriyetle dogrusal olmayan
fonksiyonlardir. Aktivasyon fonksiyonlarinin kullanimi, yapay sinir aginin modeline ve
uygulanacag1 miihendislik problemine gore cesitlilik gostermektedir. Ornegin optimizasyon
probleminin ¢oziimiinde kullanilacak bir yapay sinir ag1 modelinde, her giris degerine
karsilik tek bir denge noktasi isteneceginden sinirlt bir aktivasyon fonksiyonu tercih edilmesi
avantajli olacaktir. Zira bu tipte bir aktivasyon fonksiyonu igeren yapay sinir ag1 modelinde
denge noktasinin kararlilifini analiz etmek icin uygun Lyapunov fonksiyonlar1 bulmak
cok daha kolaydir ve sistem parametreleri {izerine daha az kisitlama vardir. Ayrica sinirh
aktivasyon fonksiyonlarinin kullanimi yapay sinir aglarinda denge noktasinin varligini
garantiler. Bu nedenle sinirli aktivasyon fonksiyonlari kullanilan modellerde kararlilik
analizini gerceklestirmek, sinirsiz aktivasyon fonksiyonlarina gore ¢cok daha kolaydir. Ancak
baz1 optimizasyon problemleri ic¢in sinirsiz ve siirekli artmayan fonksiyonlara yer verilmesi
ile daha 1yi sonu¢ alindigindan her tiirlii problem i¢in ayni tipte aktivasyon fonksiyonlari
kullanmak uygun degildir. Ayrica yapay sinir aglarinda noéronlarin hepsi ayni aktivasyon
fonksiyonlarina sahip olmak zorunda da degildir. Gruplara boliinmiis veya her néron farkl

bir aktivasyon fonksiyonuna sahip olabilir.

Literatiirdeki calismalarda yapay sinir aglarinin kararlilik analizleri gergeklestirilirken

siklikla tercih edilen aktivasyon fonksiyonu siniflar1 asagida gosterilmistir:

3.3.1. Smrh Aktivasyon Fonksiyonlari

U, pozitif sabitler olmak iizere, asagidaki sart1 saglayan fonksiyonlar sinirl fonksiyonlardir.

|fr(x)|§.ura rzla"'vm' (31)

Bu kosulu gercekleyen aktivasyon fonksiyonlarinin kiimesi f € 2 seklinde gosterilir.
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3.3.2. Siirekli Artan Tiirevi Sinirh Aktivasyon Fonksiyonlar:

pr pozitif sabitler olmak iizere, asagidaki sart1 gercekleyen aktivasyon fonksiyonlar: siirekli

artan tiirevi sinirli fonksiyonlardir:

fr(x) _fr(Y)
x—y

0< <p, Vx,yER, x#y, r=12....m. (3.2)

Bu kosulu gercekleyen aktivasyon fonksiyonlarinin kiimesi f € S ile gosterilir.

Bu siniftaki fonksiyonlarin siirekli artan karakteristige sahip olmasi, kullanim alan1 agisindan
hayli daraltic1 bir faktordiir. Bu durumdan kaginmak adina yapay sinir aglarinda yer verilecek
aktivasyon fonksiyonlarinin kiimesini miimkiin oldugunca biiyliik se¢mekte uygulama

alanlarindaki bagariy: arttirmak agisindan fayda vardir.

3.3.3. Azalmayan Tiirevi Sinirh Aktivasyon Fonksiyonlari

k, pozitif sabitler olmak {iizere, asagida verilen sart1 gercekleyen aktivasyon fonksiyonlari

azalmayan tiirevi sinirli fonksiyonlardir:

fr(x) _fr(y)
xX—y

0< <k Vx,yER, x#y, r=12....m. (3.3)

Bu kosulu gercekleyen aktivasyon fonksiyonlarinin kiimesi f € % seklinde gosterilir.

Bu kiime monoton artan 6zellige sahip tiim aktivasyon fonksiyonlarini igerdiginden %
sinifi, S sinifindan daha genis bir kiime ifade eder. Zira " sinifi S sinifinda olmayan sabit
fonksiyonlar1 da icermektedir. Bagka bir degisle, bu sinifa ait aktivasyon fonksiyonlarinin

tiirevleri sifir ya da pozitif olabilmektedir.
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3.3.4. Lipschitz Aktivasyon Fonksiyonlari

¢, > 0 Lipschitz sabitleri olmak iizere asagidaki sarti saglayan aktivasyon fonksiyonlari

Lipschitz aktivasyon fonksiyonlaridir:

|fr<x)_fr(y)‘§€r|x_y|7 vxvyGRv X?'éy, 7'21,2...,1’1’1. (34)

Bu kosulu gergekleyen aktivasyon fonksiyonlarinin kiimesi f € . seklinde gosterilir. Bu

smif, S ve J# siniflarinda olmayan tiirevi negatif aktivasyon fonksiyonlarini da igerir.

3.4. DOGRUSAL OLMAYAN SISTEMLERIN DENGE NOKTASI ANALIZi

Bu kisimda, Cohen-Grossberg yapay sinir aglarinin kararlilik analizine ge¢meden once,
dogrusal olmayan sistemlerin denge noktasi analizinden elde edilen temel sonuglardan

bahsedilecektir.

Ik olarak asagida verilen dogrusal olmayan dinamik sistem ele alinsin:

xr(t) = fr(x1(8),x2(t), s xm(t)), r=1,2,...,m. (3.5)

Bu sistem x = (x1(¢),x2(¢),...,xn(¢))7 € R™ durum vektorii olmak iizere, asagidaki sekilde

de ifade edilebilir:

i=f(x) (3.6)

Burada f(x*) = 0 kosulunu gercekleyen bir sabit degerli x* vektorii, dinamik sisteme ait
denge noktasini temsil eder. Genellikle dogrusal olmayan sistemler analiz edilirken sistemin
denge noktasi civarindaki davranisi ile ilgilenilir. Boylece uzun bir zaman limitinde sisteme
ait ¢oziim yoriingelerinin denge noktasina yakinsamasi, ayrismasi ya da denge noktasinin

civarinda osilasyon yapmasi ve benzeri davraniglari analiz edilir.
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Cogu uygulama alaninda dinamik sistemlerin tek denge noktasina sahip olmasi, yani
bagka bir degisle, x = f(x) sisteminin tek ¢dziimiiniin olmasi arzu edilir. f(x)’in biitiin
argiimanlarinin zamana gore siireklilii, en az bir ¢oziimiin varlif1 icin yeterli bir kosul
olmasina ragmen ¢oziimiin tekligini garanti etmez. Coziimiin tek olabilmesi i¢in, f(x)
fonksiyonu iizerine bir takim kisitlamalar getirilmelidir. Bunun i¢in x = f(x) sistemi
analiz edilirken genel olarak f(x) fonksiyonunun onceki kistmda ifade edilen fonksiyon

siniflarindan birine ait oldugu varsayilir.

Dinamik sistemlerin analizleri gerceklestirilirken, islemleri sadelestirmek ve basitlestirmek
amaciyla analiz edecegimiz sistemin denge noktasinin orijinde oldugu varsayilacaktir.
Benzer sekilde, f(x) fonksiyonunun da f(0) = O esitligini sagladigi kabul edilecektir.
Zira ilerleyen boliimlerde de ifade edilecegi lizere, denge noktasini degiskenlerin degisimi
yontemiyle ile kolaylikla orijin noktasina oOtelenebilir. Bu islemin, sistemin dinamik
davranig1 lizerinde bir etkisi bulunmaz. Boylece dteleme doniisiimii sonucu sistemin orijin
noktasi civarinda sergiledigi davranisin kararli olmasi ihtimalinde 6telenmis sistemin denge

noktasinin da kararli olacag1 agiktir.

3.5. DOGRUSAL OLMAYAN SISTEMLER iCiN KARARLILIK TEOREMLERI

Bu kisimda, ilk olarak kararlilik kavrami agiklanmig ve farkli kararlilik tipleri hakkinda
genel bilgiler verilmistir. Daha sonra, dogrusal olmayan sistemlerin denge noktas1 analizinde
sikca kullanilan kararlilik teoremleri ifade edilmis ve bu teoremler arasindaki matematiksel

iligkiler belirlenmistir.
3.5.1. Kararhhk Kavram

Genel olarak dogrusal veya dogrusal olmayan sistemlerin kararliligi, sisteme ait
¢Oziim yoriingelerinin denge noktasina gitmeye egilimli olmasi veya denge noktasina
yakinsamasi seklinde tanimlanabilir. Bu nedenle, en az bir denge noktasinin var olmasi,
sistemin kararlilig1 icin gerekli bir kosuldur ancak yeterli bir kosul degildir. Kararlilik
durumunun saglanabilmesi i¢in sistemin denge noktasi civarindaki dinamik davranisini
belirleyen unsurlarin incelenmesi gerekmektedir. Bu husustaki gereksinimi karsilamak iizere
literatiirde dogrusal olmayan dinamik sistemlerin kararlilik derecelerini ve ozelliklerini
siniflandiran bir¢ok analiz yontemi gelistirilmistir. Ayrica belirtmek gerekir ki, dogrusal
olmayan sistemlerin kararliligini analiz eden bu yontemler dogrusal sistemler icin de

kullanilabilmektedir.
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Dogrusal olmayan sistemler i¢in kararlilik derecelerine ve 6zelliklerine gore bazi kararlilik

kavramlari matematiksel olarak asagidaki gibi tanimlanabilir:
Kararhhk:

Dogrusal olmayan bir dinamik sistemin kararli olmasi, sistemin ¢6ziim ydriingelerinin,
denge noktasinin belli bir komsulugunda kalmasi olarak tanimlanabilir. Her # > 0 igin, x*
noktasinin her U komsulugunda, x*’1n x(0) € V ile baglayan her x(¢) ¢6ztimiiniin U igerisinde
kaldig1 bir V C U komsulugu bulunabilirse x* denge noktasi kararlidir. Bu sekilde tanimlanan

bir kararlilik igin x(¢)’ye ait yoriingelerin x* denge noktasina yaklagmasi gerekmez [36].

L) U

J

Sekil 3.1: Kararlilik [36]

Burada verilen kararlilik tanimina denk olarak;

Nonlineer bir dinamik sistemin denge noktast x* ve ¢ > 0 olmak iizere, her € > 0 i¢in

asagidaki kosulu gergekleyen bir 6 var ise kararlidir:
[[x(0) —x*|| < 0 = ||x(t) —x"|| < & (3.7

Bu bilgiler 1s1¢inda kararl bir sistemdeki x(7) ¢oziim yériingelerinin, denge noktasinin
yakin komgulugundaki bolgelerde oldugu sonucu ¢ikarilabilir. Bu sekilde sistemin, kararlilik

kosulunu gercekleyen birden fazla denge noktas1 var olabilir.

Asimtotik Kararhlk:

Bir x* kararli denge noktasinin, her x(0) € V baslangi¢ kosulu igin  — oo iken |x(7) —x*| — 0

olacak sekilde bir V komsulugu mevcutsa, x* denge noktasi asimtotik kararlidir [36].
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x(0)

/

u

Sekil 3.2: Asimtotik Kararlilik [36]

Burada verilen kararlilik tanimina denk olarak;

x* denge noktasi i¢in, asagidaki kosulu saglayan bir 6 > 0 varsa, dinamik sistem asimtotik

kararlidir:
[|x(0) —x*|| < 6 = tle x(t) =x* (3.8)

Bu kosul saglandiginda, uzun bir zaman limitinde sistemin ¢6ziim yoriingelerinin baslangi¢
kosullarindan bagimsiz olarak tek bir denge noktasina yakinsadigi kesin bir ifadeyle
sOylenebilir. Buradan, asimtotik kararlilifin gerceklendigi dinamik sistemlerde birden fazla

denge noktasinin bulunamayacagi kolayca goriilebilir.
Ustel Kararhhk:

Bir x* denge noktasinin, bir V komgulugu varsa ve bu komsulukta her x(0) € V i¢in t — oo’a
giderken |x(t) — x*| < e~ esitsizligini ger¢ekleyen bir o > 0 skaleri varsa iistel kararlidir.
Ote yandan, iistel kararhlik kosulunu gercekleyen bir sistemin, asimtotik kararlilig1 ve

boylece kararlilig1 da gercekledigi sOylenebilir.

Bu kisim icerisinde simdiye kadar agiklanan kavramlar kararliligin derecesini belirtmektedir.

Bunun diginda kararlilik siniflandirmalar1 da yapilabilir.
Global Kararhlik:

Lineerlestirme teoremine gore, bircok durumda dogrusal olmayan sistemlerin denge noktasi
civarindaki davranislar: dogrusal sistemlerle benzerlik gosterir. Bunun yaninda lineerlestirme

islemi basit degilse veya tek merkezi isaret ediyorsa bu durumda faydali bir sonu¢ alinamaz
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ve sadece belirli, lokal bir bolgede dogru sonuclari ifade eder. Bu duruma lokal kararlilik
denir. Lokal kararlilik durumunda lokal minimuma yaklasan bir¢cok denge noktasi olabilir.
Bu ise optimizasyon gibi uygulamalarda istenen bir durum degildir. Bu durumun iistesinden
gelebilmek adina sistemlerin global kararli tek denge noktasina sahip bicimde tasarlanmasi
gerekir. Sistemin global kararliligi, her noktadaki ¢oziimiin lineer sistemi ¢agristirmasi yani

her noktada kararli olmasi anlamina gelir.
Robust Kararhhk:

Yapay sinir aglarinin donamimsal gerceklemelerinde 6zellikle osilasyon, kararsizlik gibi
istenmeyen dinamik davraniglara sebebiyet veren zaman gecikmelerinin oldugu goriilmiistiir.
Bu nedenle, yapay sinir ag1 modellerine, sistemin analizinden elde edilecek sonuglarin
uygulanabilirligini saglamak amaciyla zaman gecikmeleri eklenerek, bu gecikmelerin
sistemin dinamik davranisi lizerindeki olumsuz etkisi dikkate alinir. Boylece gecikmeli
sistemin analizi sonucunda elde edilen kararlilig1 saglayan kosullar gecikme parametresinden
bagimsiz olarak ifade edilebilir. Ancak yapay sinir aglarinin donamimsal gerceklenmeleri
sirasinda  kararlilik o6zellikleri iizerinde olumsuz etkileri olabilecek bir bagka faktor
de her bir noron icin elektronik devre tasariminda yer alan diren¢ ve kapasite gibi
elemanlarin tolerans degerlerinden, modelleme hatalarindan ve giiriiltii gibi dis etkenlerden
kaynaklanan ag parametrelerindeki sapmalardir. A§ parametrelerindeki sapmalar, yapay
sinir aginin dinamik davranig 6zelliklerini tamamiyla degistirebilir. Bu nedenle, yapay sinir
aglarinin kararlilik analizi gerceklestirilirken ag parametrelerindeki degisimler matematiksel
olarak tanimlanmali ve bu degisimlerin sistemin dinamik davranmigina etkisi incelenerek
kararlilik kosullar1 bu parametre degisimlerinden etkilenmeyecek sekilde belirlenmelidir.
Bu yaklasimla ag parametreleri iizerine bir takim kisitlamalar getirilerek gerceklestirilen

kararlilik analizi robust kararlilik analizi olarak isimlendirilir.

Buraya kadar ifade edilen kararlilik 6zelliklerinin analizinde tercih edilen baslica yontemler

asagidaki gibidir.

3.5.2. Lyapunov Kararhlik Teoremi (Lyapunov’un Direkt Metodu)

Dogrusal olmayan sistemlerdeki kararlilik genellikle, pozitif bir enerji fonksiyonu
tanimlanarak, fonksiyonun zamana gore degisiminin analiz edildigi Lyapunov metoduyla

karakterize edilmektedir.
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Teorem 3.5.2.1 (Lyapunov’un Direkt Metodu) [37]

x(t) = f(x(¢)) dinamik sisteminin denge noktasi x* = 0 olmak iizere, V (x(¢)) : R™ — R pozitif
tanimli, siirekli ve tiirevlenebilir herhangi bir fonksiyon olarak tanimlansin. Bu durumda
V(x(t)) fonksiyonunun zamana bagh tiirevi agagidaki bicimde yazilir:
: 2 dV (x(1)) 2 IV (x(1)) AV (x(1))
Vix) =Y — () =V — 2 f (1 (1)) = ——22 f(x(¢ 3.9
() = ¥ 0 = X G P ) = 0 e a9)
Lyapunov fonksiyonun V(0) = 0 ve Vx(r) # 0,V (x(¢)) > 0 ile ifade edilen pozitif tanimlilik

kosuluna ek olarak,

* Vx(t) € R" i¢in V(x) < 0 ise x* = 0 denge noktas1 kararlidur.
* Vx(t) € R" — {0} i¢in V (x) < 0 ise x* = 0 denge noktas1 asimtotik kararlidir.

 Vx(¢) € R™ — {0} i¢in V(x) > 0 ise x* = 0 denge noktas1 kararsizdir.

Bu metodun dogrusal olmayan sistemlerin kararlilik analizinde sagladig1 en 6nemli avantaj,
denge noktasina ait kararlilik 6zelliklerini sadece enerji degisimi ile karakterize ederek,
sisteme ait diferansiyel denklemleri ¢6zmeden belirlememizi saglamasidir. Ancak literatiirde
her durumda uygun bir Lyapunov fonksiyonunun bulunmasi i¢in heniiz gecerli bir yontem
bulunmamaktadir. Bu nedenle Lyapunov yontemi ile sistemin kararlilifi, ancak uygun bir
Lyapunov fonksiyonu bulunabildiginde belirlenebilir. Fakat, uygun bir Lyapunov fonksiyonu

bulunamaz ise bu durum, incelenen dinamik sistemin kararsiz oldugunu gostermez.

3.5.3. Lyapunov’un Dolaylh Metodu

Teorem 3.5.3.1 (Lyapunov’un Dolayh Metodu)[37]:

x(t) = f(x(¢)) dinamik sistemi i¢in D kiimesi x* = 0 denge noktasinin bir komsulugu olmak
tizere, f : D — R™ tamimli, siirekli ve tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. x(7) = f(x(z))
sisteminin Jacobian matrisi,

A= M (3.10)

9x(1) 1=
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formunda tanimlansin. Bu durumda,

e A matrisinin tim 6zdegerleri i¢in Re(A,) < 0 ise orijin noktasi ya da bagka bir degisle

sistemin denge noktasi asimtotik kararhdir.

e A matrisinin tim 6zdegerleri i¢in Re(A,) > 0 ise orijin noktas1 ya da bagka bir degisle

sistemin denge noktasi kararsizdir.

3.5.4. Barbashin-Krasovskii Teoremi
Teorem 3.5.4.1 (Barbashin-Krasovskii)[37]:

x(t) = f(x(¢)) dinamik sistemi i¢in x* = 0 denge noktasi olmak iizere, V(x(¢)) : R" — R,

stirekli, tiirevlenebilir ve asagidaki kosullar1 saglayan bir fonksiyon olsun.

V(0)=0 ve V(x(¢)) >0, Vx(t)#0
V(x(t)) <0, Vx(t)#0

(@) = o ==V (x(2)) = e
Bu kosullar altinda x = 0 denge noktas1 global asimtotik kararlidir.

3.5.5. Hurwitz Kararlilik Teoremi

Teorem 3.5.5.1 (Hurwitz)[37]:

x(t) = f(x(¢)) dinamik sisteminin denge noktas1 x* = 0 olmak iizere, sistemin denge noktasi

civarinda dogrusallastirilmis modeli, asagidaki x = f(x) sisteminin Jacobian’i ile gosterilsin :

_ 9f(x(1))
A= =50 » (3.11)

e x(r) = f(x(r)) sisteminin denge noktasi, A matrisinin tim 6zdegerleri i¢in Re(A,) <0

saglanyorsa kararlidir.

e x(t) = f(x(r)) sisteminin denge noktasi, A matrisinin tim 6zdegerleri i¢in Re(A,) < 0
saglaniyorsa asimtotik kararlidir. Ayrica bu durumda A matrisi kararlihik matrisi ya da

"Hurwitz matrisi" olarak adlandirilir.
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e (1) = f(x(r)) sisteminin denge noktasi, A matrisinin en az bir 6zdegeri i¢in Re(A,) > 0

saglamyorsa kararsizdir.

Aslinda 3.5.2 ve 3.5.5 numarali teoremler %(z) = f(x(¢)) ile tamimlanan dinamik sistem i¢in
0zdes asimtotik kararlilik sonucunu ifade eder. Bu teoremler arasindaki iligskiyi kurmak i¢in

asagidaki gibi bir Lyapunov fonksiyonu tanimlayalim :
V(x)=xTPx (3.12)

P burada simetrik ve reel degerli bir pozitif tammli matris olsun. O halde, V(x)

fonksiyonunun tiirevi kuadratik formda asagidaki gibi ifade edilebilir :
V(x) =x"[PA+ATPlx = —x"Wx (3.13)
Burada W simetrik matris olup asagidaki bicimde tanimlanmusgtir :

—W=rA+ATP (3.14)

Bu bilgiler 15181inda her W pozitif tanimli matrisine karsilik, (3.14) denklemini gercekleyen
pozitif taniml bir P matrisi bulunabiliyorsa, A matrisi kararlilik matrisi olarak tanimlanir. Bu
durumda Lyapunov kararlilik teoreminden hareketle, X = f(x) sisteminin denge noktasinin
asimtotik kararli oldugunu sdyleyebiliriz, yani, A matrisine ait 6zdegerlerin reel kisimlari

negatif olur.

3.5.6. LaSalle’nin Degismezlik lkesi

LaSalle’nin degismezlik ilkesi, Lyapunov kararlilik teoreminin genel bir ifadesi olup denge

noktalarinin lokal ve global asimtotik kararlilig1 ile alakalidir.
Teorem 3.5.6.1 (LaSalle’nin Degismezlik Tlkesi)[37]:

x(t) = f(x(¢)) dinamik sistemi i¢in x* = 0 bir denge noktast olmak iizere, V (x(t)) : Q@ — R,
Q kiimesi iizerinde V (x(¢)) < 0 olacak sekilde ve denge noktasinin Q komsulugunda siirekli,
tiirevlenebilen pozitif taniml bir fonksiyon olsun. Bu bilgiler 15181nda asagidaki sekilde bir

S kiimesi tanimlayalim.

S={x(t) e Q| V(x(t)) =0}
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Bu kiime igerisinde ¢+ — o icin kalan ¢6ziim sadece orijin noktasi ise, orijin sistemin tek

denge noktasidir ve asimtotik kararlidir.

x(t) = f(x(¢)) dinamik sistemi i¢in x* = 0 bir denge noktas1 olmak iizere, V (x(¢)) : R — R,
her x(¢) € R™ igin V (x) < 0 ve ||x(z)|| — oo iken V (x(¢)) — o kosullarini gercekleyen siirekli,
tiirevlenebilen ve pozitif degerler alan bir fonksiyon olarak tanimlansin. Bu bilgiler 1s1ginda

asagidaki sekilde bir S kiimesi tanimlayalim.

S={x(t) €R™ | V(x(r)) = 0}

Bu kiime icerisinde # — oo i¢in kalan ¢6ziim sadece orijin noktasi ise, orijin sistemin tek

denge noktasi olup global asimtotik kararlidir.

LaSalle degismezlik ilkesinin, Lyapunov kararlilik teoreminde ifade edilen V(x(z))
fonksiyonunun pozitif tanimli olma sartin1 saglamasi gerekmez. Ote yandan, pozitif tanimli
fonksiyonlarda radyal smirsizligin kontrolii daha kolaydir. Ancak fonksiyonun pozitif
olmadig1 durumlarda radyal simirsizhigin gerceklenebilmesi miimkiin olamayabilir. Ornegin,

asagida tanimlanan fonksiyonu diisiinebiliriz:

V(x(r)) = (x1(r) —xa(1))* (3.15)

Bu durumda x; () = x(¢) secilirse V(x(¢)) = 0 olur. Yani, ||x(¢)|| — e olsa bile, V(x(z))

sonsuza gitmediginden radyal sinirsizlik kosulu saglanmaz.

Burada onemle ifade edilmelidir ki, X = f(x)’in denge noktas1 lokal veya global asimtotik
kararliysa, bu sistemde bir denge noktasi olmasi zorunludur. Bu sebeple, birden fazla
denge noktasina sahip olan sistemlerde asimtotik kararlilik kosulu gerceklenemez. Ayrica
denge noktasinin lokal olarak asimtotik kararli olmasi, bu noktanin global asimtotik kararli
olmasi igin gerekli bir kosuldur. Ote yandan () = f(x(t)) sisteminin denge noktas
kararli, ancak asimtotik kararli degilse, bu nokta sisteme ait tek denge noktas1 olmayabilir.
Boyle bir durumda, sistem ¢oziimleri baglangic kosullarina bagli olarak kararli olan denge

noktalarindan herhangi birine yakinsayabilir.
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4. ZAMAN GECIKMELI COHEN-GROSSBERG YAPAY SINIR
AGLARININ ROBUST KARARLILIK ANALIZi

Bu tez calismasinin temelini olusturan zaman gecikmeli Cohen-Grossberg yapay sinir
aglar icin m adet norona karsilik m? adet gecikme parametresi var ise bu modele ¢oklu
zaman gecikmeli Cohen-Grossberg yapay sinir ag1 adi verilir ve asagida verilen diferansiyel

denklemlerle temsil edilir:

X (1) = dr(x(1)) (= cr (o (1)) + i arsfs(x5(2))) + ib,sfs(xs(t— Ts))+uy), r=1,....m
4.1

Burada m sistemin icerdigi noron sayisini, x,(¢) r. néronun durum degiskenini, d,(x(z)) r.
néronun yakinsama hizi i¢in kullanilan kuvvetlendirici fonksiyonunu, ¢,(x(¢)) r. néronun
davranmig fonksiyonunu, a,; ve b, sirasiyla zaman gecikmesiz ve gecikmeli ndron baglanti
katsayilarini, f(xs(¢)) s. néronun durumu ile ¢ikigi arasindaki iligkiyi ifade eden noron
aktivasyonunu, 7, r. ve s. noronlar arasindaki zaman gecikmesini, u, ise r. ndron i¢in giris

degerlerini gostermektedir.

(4.1) ile tamimlanan ¢oklu zaman gecikmeli Cohen-Grossberg yapay sinir aglarinin kararlilik
analizini gergeklestirmek icin d,(x,(¢)),c,(x,(t)) ve fr(x,(¢)) fonksiyonlarinin karakteristik
ozelliklerini belirlememiz gerekir. Tez kapsaminda bu fonksiyonlarin asagida verilen

ozellikleri sagladig1 varsayilmistir:

Ay: dy(x.(t)) kuvvetlendirici fonksiyonlari siirekli, siirli ve pozitiftir. Bu nedenle
0<u <d(x(t))<p, Vx,€R, r=12....m.

kosulunu saglayan u, ve p, pozitif sabitleri vardir.
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Ay: ¢, (x,(t)) davranmig fonksiyonlar siireklidir ve

cr(xr (7)) — cr(yr(2))

xp(t) — yr(t)

>%>0 Vx,y,€R, x,#y,, r=12... m.

kosulunu saglayan v, sabitleri vardir.

As: fr(x,(r)) aktivasyon fonksiyonlari sinirh bir egim ile monoton artandir. Yani,

0< Fr( (1) = fr(vr(2))

<k, Vx,yr€R, , =1,2...,m.
= xr(t)—yr(t) > Ky Xry Yr Xr Ve, T m

kosulunu saglayan k, sabitleri vardir.

Bu varsayimlara ek olarak, (4.1) de verilen ¢oklu zaman gecikmesine sahip yapay sinir
aglarinin kararlilik analizinde elde edilecek sonuglarin robust nitelikte olabilmesi i¢in sistem
parametrelerindeki degisimlerin alt ve iist simirlarinin matematiksel olarak tanimlanmasi
gereklidir. Bu bilgiler dogrultusunda, Cohen-Grossberg yapay sinir ag1 modelinde yer alan
A = (ars)mxm Ve B = (brs)mxm matrislerindeki parametre degisimlerinin asagida tanimlanan

araliklar icerisinde kaldigini varsayacagiz.

Ar=[AA] = {A = (ars)mxm ars < apg <y, 1 =1,2,...,m}

B = [A,Z] = {B: (brs)mxm:%g byg Sb_rs; rs = 1727-~~7m} 4.2)

(4.1yde d,(x,(t)) =1 ve c,(x,(t)) = c,x,(¢), alinirsa sistem Hopfield yapay sinir ag1 modeline

doniisiir ve asagidaki formda ifade edilir:

m

xr(t) = —cpxp(t) + iamfs(xs(t))) + Y brofs(xs(t — Trg)) +ur 4.3)

s=1

Burada cy,c>...,cy, pozitif sabitleri gostermektedir. Hopfield yapay sinir ag1 modelindeki
A = (ars)mxm;sB = (brs)mxm ve C = diag(c; > 0),xm sistem parametreleri i¢in alt ve iist

sinirlar ise asagidaki gibi tanimlanir:

Cr=[C,Cl={C=diag(c; > 0)mxm:0< ¢, < ¢, <TG, r=1,2,...,m}
AIZ[AaZ]:{A:(ars)mxm:%garsga_m; r,s:1,27...,m} 4.4)

B; = [Aaz] :{B: (brs)mxm 3%§brs Sb_rSa rs = 1527---7m}
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Yukaridaki bilgiler 1s181nda, (4.1) ve (4.3) sistemlerinin robust kararlilig1 icin asagidaki genel

tanimlar yapilabilmektedir.

Tamm 4.1 [38]:

*)T

(4.1) dinamik sistemiyle tanimlanan yapay sinir aginin denge noktast x* = (x7,x3,...,x5,

tim A € A; ve B € By parametreleri i¢in global asimtotik kararli ise bu yapay sinir ag1 global

asimtotik robust kararlidir [38].

Tanim 4.2 [38]:

*)T

(4.3) dinamik sistemiyle tanimlanan yapay sinir aginin denge noktast x* = (x7,x3,...,x5,

tim A € A;,B € By ve C € C; parametreleri icin global asimtotik kararli ise bu yapay sinir

ag1 global asimtotik robust kararlidir [38].
Teorem 4.3 [33]:

A reel degerli matrisindeki parametre degisimleri i¢in izin verilen alt ve uist sinirlar agagidaki

gibi tanimlansin.
AcA= [Aaz] = {A = (@rs)mxm Yaps S dps < dps, 1,8 = 1,2,....m}

O halde, her pozitif P = diag(p, > 0) ve her x = (x1,x2,...,x,)7 € R™ icin asagida ifade

edilen esitsizlik gerceklenir:

m
L (PA+ATPx < - Y o} (4.5)
r=1
Burada, v, = —2p,a,, ve r # s i¢in Vs = — max (| p,a,s + psass|, | pra,s + psa,,|) olmak iizere;
m
o=y v r=12,...m (4.6)
s=1

olarak tanimlanmigtir.
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41. ZAMAN GECIKMELI COHEN-GROSSBERG YAPAY SINiR AGININ
DENGE NOKTASININ VARLIK VE TEKLIK ANALIZI

Bu kisimda, (4.1) ile tanimlanmis gecikme parametreli Cohen-Grossberg yapay sinir agi
modelinin Ay,A;, A3 varsayimlarim gercekledigi ve (4.2) ile tanimlanan ag belirsizliklerini
karsiladig1 durumda denge noktasinin varligini ve tekligini garantileyen yeni bir yeterli
kosul sunulacaktir. Dogrudan sonuglar1 elde etmeye baglamadan once, bu minval {izere temel

olusturacak bazi tanim ve kurallardan bahsetmemiz gerekecektir.
Tanim 4.1.1 [39]:

CY kiimesine ait ve H : R™ — R™ tamiml1 bir H operatoriiniin kendi iizerinde homeomorfizm
olmas1 igin H operatdriiniin birebir ve drten olmasi ve tersi H~!’in de C? kiimesine ait olmasi

gerekir [39].
Kural 4.1.2 [39]:

CY kiimesine ait ve tersi almabilir H : R™ — R™ operatoriiniin homeomorfizm olmast igin

asagidaki radyal sinirsizlik kosulunu saglamasi yeterlidir [39]:
[xl| = oo iken [|H (x)|| — e

Kural 4.1.3 [39]:

H : R™ — R™ tammlanmus bir operator olsun. H € C! ise ve her x # y igin H(x) # H(y)

kosulu saglaniyorsa H operatdriiniin tersi mevcuttur ve H—! € C!"dir [39].

(4.1) ile verilen yapay sinir ag1 modelinde x* = (x7,x3,...,x%)7 denge noktasi olarak

tanimlansin. Bu durumda x* asagidaki esitligi saglar.
D(x")[—C(x") +Af(X") +Bf (x*) +u] =0 4.7
D(x*) pozitif diyagonal bir matris oldugu i¢in, (4.7) esitligini asagidaki sekilde yazabiliriz.

—C(x")+Af(xX*)+Bf(x")+u=0 4.8)
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Ayrica H(x) = (h(x),ha(x),...,hn(x))T olmak iizere,

m

he(x) = —cp(xr) + Z arsfs(xs) + i bysfs(xs)+u,=0, r=12,....m.

s=1 s=1
operatoriinii gdz Oniine alalim. Bu denklemler matris-vektor formunda asagidaki gibi ifade

edilebilir:

H(x) = —C(x) +Af(x) +Bf(x) +u=0 (4.9)

Buradan agikca goriildugii iizere, (4.8) denkleminin ¢oziimi, (4.9) esitliginin denge
noktasidir. Bu nedenle, (4.1) ile ifade edilen sistemin her u sabit girdisine karsin tek denge

noktasi olabilmesi i¢in, H (x)’in R™ tizerinde bir homeomorfizm olmasi gerekir.
Yukarida ifade edilen sonucglardan asagidaki kural tanimi yapilabilmektedir.
Kural 4.1.4 [39]:

(4.1) ile ifade edilen yapay sinir ag1 modelinin en az bir denge noktasinin var olmasi ve
bu denge noktasinin tek olmast igin H(x) = —C(x) +Af(x) + Bf(x) +u = 0 ile tanimlanan
operatoriin asagida verilen iki sart1 saglamasi gerekir [39]:

* x,y € R" Vx#yicin H(x) # H(y),

* |[xl] = eoiken [[H (x)]] — oo
Bu kosullardan birincisi denge noktasinin tekligini, ikincisi ise denge noktasinin varligini

gostermek amaciyla kullanilmaktadir. Genel olarak, aktivasyon fonksiyonlari iizerine

getirilen varsayimlara gore, her x # y vektorleri i¢in iki farkli durum bulunmaktadir :

* xFyve f(x) = f(y) #0,
* x#yve f(x) - f(y)=0.
Bu durumlar sirasiyla aktivasyon fonksiyonlarinin birebir olduklar: ve olmadiklar1 kosullari

ifade eder. Boylece (4.1) ile tanimlanan yapay sinir aginin denge noktasinin varlifini ve

tekligini analiz etmek icin ihtiya¢ duydugumuz temel araglara artik sahip durumdayiz.
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Teorem 4.1.5 [40] : (4.1) ile tanimlanmig yapay sinir ag1 modeli icin A1, A,, A3 varsayimlari
saglansin ve sistemin (4.2) ile tamimlanan ag belirsizliklerini karsiladig1 varsayilsin. Burada

Z;rs = max{|b,|, |BrS|}a Vir = =2pr@ry, Vps = —max{|p,ay+ psas|, |pra, + psag|} ve
0 < o <1 olmak iizere;

m m
1
Cr:2pl;%—+—2vrs Z €prbys + 2P by) — o(mp,m + — Zps )>0,r=1,...m
r s=1 s=1

kosulunu gercekleyen bir diyagonal P = diag(p1,p2,-..,pm) > 0 pozitif matrisi ile € ve 1
pozitif sabitleri mevcutsa, (4.1) ile tanimlanmig Cohen-Grossberg sinir ag1 i¢in her u sabit

girdisine kargilik bir denge noktas1 vardir ve tektir.

Ispat:
(4.1) sisteminin denge noktasinin varligini ve tekligini ispat etmek icin asagidaki operator

kullanilacaktir:

H(x) = —C(x) +Af(x) + Bf(x) +u=0 (4.10)

Daha onceden belirtildigi tizere H(x) = 0 denklemine ait her ¢oziim (4.1) sisteminin
denge noktasidir. Bu bilgiler 1s181inda (4.1) icin tanimlanan operatoriin Kural 4.1.4 [39]’teki

kosullar1 gercekledigini gosterecegiz.

Oncelikle x # y olmak iizere x,y € R™ vektorleri igin, (4.10) ile tantmlanmus H (x) operatorii

kullanilarak asagidaki denklem sistemi yazilabilir:
H(x) = H(y) = —=(Clx) =C()) +A(f(x) = f(¥) + B(f(x) = () (4.11)

Bu ifade A3 varsayimi altinda, igerdigi aktivasyon fonksiyonlarimin birebir olup olmamasina
gore iki durumda incelenir. {1k olarak x # y i¢in f(x) — f(y) = 0 durumu goz 6niine alinirsa,

(4.11) denklem sistemi agagidaki formda yazilabilir:
H(x) - H(y) = =(C(x) = C(y)) (4.12)

A, varsayimi altinda, x # y i¢in C(x) # C(y) oldugu asikardir. Boylece H (x) # H (y) durumu
gerceklenir. Ayrica (4.12) denkleminde y = 0 alindiinda asagidaki esitlik saglanir.

H(x)—H(0) = —(C(x) —C(0)) (4.13)
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Bu durumda esitligin her iki tarafindaki terimlerin 1.normu alinirsa,

|H(x) —H(0)|]; = [|C(x) 0l = Zlcr x) —cr(0
> Zwrl > lexr! = Yullxl]1 (4.14)
r=1 r=1

esitsizligi elde edilir. Burada, y, = min{y} ’dir. Standart norm ozellikleri kullanilarak

(4.14)’ten asagidaki esitsizlik tiiretilebilir:

H 1 = wllxlh = [[HO)]]; (4.15)

Bu ifadede ||H(0)||; teriminin sabit bir deger olmasindan dolay1 ||x|| — e igin ||H (x)|| — oo
radyal simirsizlik kogulu saglanmis olur. Boylece x # y ve f(x) — f(y) = 0 durumu i¢in denge

noktasinin varligi ve tekligi analiz edilmistir.

Simdi ise x # y ve f(x) — f(y) # 0 durumunu inceleyelim. P = diag(p, > 0) pozitif
taniml diyagonal matris olmak iizere, (4.11) denkleminin iki tarafi da 2(Pf(x) — f(y)))” ile

carpilirsa asagidaki sonug elde edilir:

2[P(f(x) — FONT [HX) —HY)] = —2[f(x) )] P [Cx)—C)]
+2[f(x) = f()] " PA [f(0) = £ ()]
+2[ ()~ F0)] PB [£(x) — f()]
= 22[f@) ()] P[Cx)—C)]
+f@) = f0)]" (PA+ATP) [£(x) - ()]
+2[f() = f0] PB[f(x)— ()] (4.16)

(4.16) denklemindeki terimler i¢cin Ay ve A3 varsayimlart altinda, asagidaki esitsizlikler

gerceklenir:

2(f()— FO)TPC) —C) = -2 ﬁlprr(xr) A0 () — )
~ il Pelfer) — £l en) — e (3n)]

< =2 Z pr¥elfr(er) = fr () 1 — v
r=1

IN

_2;p]£3/r (fr (xr) _fr(yr))2 “4.17)
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Teorem 4.3’te [33] gosterildigi tizere asagidaki esitsizlik yazilabilir:

f(x) —f(y)T(PA—i-ATP)(f(x) _f(y>) < - i i Vrs(fr(xr> _fr(yr))z (4-18)
r=1s=1

Burada v, = —2p,a,, ve her r # s igin v, = — max{|p,ars + psasr|, |pra,s + psa, |} dir.

Ayrica 0 < o < 1 olmak iizere, elde edilecek sonug icin biiyilk 6onem tasiyan asagidaki

esitsizlik saglanir:

2(f(x) = fFO) PB(f(x) = f(7)) = Z Z2pr s (Fr(er) = fr(3r)) (fs(xs) = f5(3s))

==
_ (-0) i é 2pibrs (f(5r) — £ () (i) — F(35))
A i fl 201 (f00) — £ ) (o) = f5 (%))
< _g)riieprbm(fr(xr)—fr(yr))2
“ i L opebn((a) = 500"
to i fl P = £:02))?
‘o f} il B ()~ )

IN

(1-0)} ¥(enbi+ épsgsr)(fr(xr) —f0)?

w
I
_
L)
I
_

+0 Y (mpm+— Zpg (f(x) — £:(0,)* (4.19)

Burada € ve n pozitif sabitlerdir. (4.17)-(4.19) esitsizliklerinden elde edilen terimler
(4.16)’da yerine yazilarak asagidaki esitsizlik elde edilir:
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2(f(x) = f)) P(H(x) —H(y))

IN

-2 Z Z pr% (fr(xr) — fr()’r))

r=1s=

- Z Z Vrs fr xr fr(yr))z

r=1s=

_G)ii" (epr rs-l- 11’3 byr) (fr(xr) — fr(yr))z

+0 Z Z pn + ps r) (fr(xr) _fr(yr))z

r=1s=
m m
p 1
= Z ( s + Z Vis — 1 = Z 8prbrs + psbsr)
r=1 s=1 s=1

mz?rn =~ = ZPS ) fr(xr) fr(yr))z

- _icxfr(xr)—fr(yr))z (4.20)

Burada §; = min{{,} alinirsa (4.20) esitsizligi,

2(f(@) = fONTPHE) —HY)) < —Gu(f)—fON () —f() 2D

ile ifade edilebilir. Bu durumda esitsizligin her iki tarafindaki terimlerin ikinci normu

alinarak,

2l = fO)LAIPI[HE) —HG)2 = Gullf() =)l (4.22)

seklinde yazilabilir. Bu ifadedeki terimler i¢in gerekli sadelestirmeler yapildiginda asagidaki
esitsizlik elde edilir.

2(|Pll2f|H(x) =HW)ll2 = Cullf(x) = F)]]2 (4.23)

[|P||2 # 0 oldugundan f(x) # f(y) direkt olarak H(x) # H(y) sonucunu verir. Ayrica bu
esitsizlikte y = 0 alinirsa, (4.23) asagidaki gibi tek degiskene bagli olarak yazilabilir.



38

2[|Pll2][H(x) =H(O)[[2 > Cullf(x) = f(0)]]2 (4.24)

Son olarak standart norm Ozelliklerinden yararlanilarak, (4.24) esitsizliginden asagidaki

sonug elde edilir:

Culllf )12 = 1£(0)]]2)
2[[P]l2

|[H (x)]|2 —||H(0)]2 (4.25)

Burada ||H(0)||2, ||.£(0)||2 ve ||P||» ifadelerinin sabit degerler olduklarina dikkat edilmelidir.
Az varsayimi nedeniyle ||x||o — oo iken ||f(x)||o — oo gerceklenir. Bu durumda (4.25)te
||x||2 — oo iken ||H(x)||2 — oo kosulu da saglanmig olur. Boylece A3 varsayim altindaki
birebir ve birebir olmayan tiim aktivasyon fonksiyonlar1 i¢in denge noktasinin varlifi ve
tekligi analiz edilmistir. Bu bilgiler 1s1§inda, H(x) : R™ — R™, tamimlanmis operatoriin
bir homeomorfizm oldugunu ifade edebiliriz. Bu bizi, Teorem 4.1.5 [40]’da belirtilen
varsayimlar altinda, (4.1) ile gosterilen gecikmeli Cohen-Grossberg sinir ag1 icin, her sabit

girdiye karsilik tek bir denge noktas1 oldugu sonucuna gotiiriir.
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4.2. ZAMAN GECIKMELI COHEN-GROSSBERG YAPAY SINiR AGININ
DENGE NOKTASININ ROBUST KARARLILIK ANALIZI

Bu kisimda, (4.1) ile tanimlanmig gecikmeli Cohen-Grossberg yapay sinir aginin Aj,A;,A3
varsayimlart ve (4.2) ile ifade edilen parametre belirsizlikleri altinda robust kararlilik
analizi gerceklestirilecektir. Bu tez kapsaminda dogrudan (4.1) sisteminin denge noktasini
analiz etmek yerine, matematiksel iglemlerin daha sade formda ifade edilebilmesi i¢in
denge noktasini orijine Oteleyecegiz. Yapilacak oteleme doniisiimiiniin sistemin dinamik
davranigina herhangi bir etkisi bulunmadigindan kararlilik analizi i¢in bir sorun tegkil

etmeyecektir.

Buna gore, (4.1) sisteminin denge noktasini x* = (x7,x3 ...,x},) olarak tanimlayalim. Burada
z(.) =x(.) —xf, r=1,2,...,m doniistimii yapilarak, denge noktasi orijine 6telenebilir. Bu

doniisiimden sonra z,(.) asagidaki sekilde tiiretilir :

(1) = o (2()) ( — Br(zr (1) + i ars8s(zs(t))) + i bysgs(zs(t — Trs))) (4.26)

Burada,

2(t) = (z1(t),22(1), - zm(@))T, 0(2(r)) = diag(o (z1(2)), 02(22(2)), - -, Om(zm (1))

A= (ar)mxm, B=(bro)mxm, B(z(1)) = (Bi(z1(1); Bo(22(1)) -, Bun(am(1)))"

olmak iizere doniistiiriilmiis (4.26) sistemi icin asagidaki esitlikleri yazabiliriz:
o (z(1)) =dr(z (1) +x5), r=1,2,...,m,

Br(zr(t))
)

gr<Zr(t>

Cr(ZrO)‘i‘X:)—Cr(Xj), r=12,...,m,

= fi(z () +x) = f(x5), r=1,2,....m.

A1,Ay ve Az varsayimlarinin 6zelliklerinden yola ¢ikarak, (4.26) doniistiiriilmiis sistem

parametreleri i¢cin asagidaki varsayimlari ifade edebiliriz.

A1:0<,ur§ar(zr(t))§pra 7‘:1,2,...,1’”,
Ay z()Br(z(t)) = w22 (t), r=1,2,...,m, 4.27)
A3 : |gr(Zr(t))| < kr‘Zr(tMa Zr(t>gr(zr(t)) >0, r=12,....m
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Burada g, fonksiyonunun f, istiindeki tiim varsayimlari gercekledigi agiktir. Boylece
(4.1) sistemine ait denge noktasinin kararliligini analizini etmektense, (4.26) ile
tanimlanan doniistiiriilmiis sistemin orijininin kararlilik analizini gerceklestirmek ayni

anlama gelecektir.

Teorem 4.2.1 [40] : (4.26) ile tanimlanmus yapay sinir ag1 modeli i¢in A1,A,, A3 varsayimlari
saglansin ve sistemin (4.27) ile tamimlanan ag belirsizliklerini karsiladig1 varsayilsin. Burada

l;rs = max{|l_),s|, |EVS|}7 Vi = _ZPrarr, Vi = maX{|prars +psasr| ’pr_rg + psC_lsr|} ve
0 < o <1, olmak iizere;

m m
1
Cr:2pl;%+2vrs Z Epr rs+ ps sr) o(mp,m+ — Zps )>0,r=1,....m
r s=1 s=1

kosulunu gercekleyen bir diyagonal P = diag(pi,p2,...,pm) > 0 pozitif matrisi ile € ve
N pozitif sabitleri mevcutsa, (4.26) ile tantmlanmis Cohen-Grossberg yapay sinir agina ait

denge noktasi global asimtotik robust kararlidir.
ispat:

(4.26) sisteminde denge noktasinin kararlilifini analiz etmek amaciyla asagidaki gibi

tanimlanan pozitif Lyapunov fonksiyonu kullanilacaktir:

m z () m z ()
V(z(r) = 22/ as(s)ds+2k'2pr/ 8:(5) 4 (4.28)
0 r 0

o, (s)
t
dUL m  m. l-o)x »
+ Z / (_—i—_b?r"{_upsbsr‘k bz )gr(zr(éDdé
-1 Y & T]
Burada ¥, = min{y,}, p, ve k pozitif niimerik sabitleri sonradan tayin edilecek degerlerdir.

(4.28) ile tanimlanan Lyapunov fonksiyonunun zaman parametresine gore tiirevi asagidaki

sekilde elde edilir:
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m

—2Y Brzr(1)zr (1) + Z Z 2a,57,(1)gs(z5(t)) + i i b5z, (1)gs(zs(t — Trs))
r=1 r=1s= r=1s=1
_2Kiﬁr (z(t)) prer(z-(t )"}‘27{%, fprarsgr(zr(t))gS(ZS(t))
r=1 r=1s=1

m m

‘|‘2KZ Zpr rsgr Zr gs(zs( Trs))

r=1s=1

K .
pebyr+ 2 P psbi)87 (2 (1))

Y YT € _:)Kpsf)wr P psb2) g2 (2t — Tor)) (4.29)

Burada (4.29) denklemindeki terimler icin agsagidaki skaler esitsizlikler yazilabilir:

m
_Zﬁr(zr —|—Zzzarszr gS <s ))
r=1 r=I1s=
. ,y m m m &
S WEURECS 1) YRR 3 WA
—1 Uy o | Yu =152
m m om
= —Z']/yzr Z lJZr +_Z a”sgs Zs
=1 r=1 '}’u r=1s=1
m mom
< Ezzargr 2t (4.30)
r=1s=1
m
—Zﬁr(zr +Zzzbrszr gs Zs TrS))
r=1 r=1s=
m ,}, m m
< _Z‘IYer ZZ Z +'}’u Z’1 Zb”gs zs(t = )
— r=1s=1 r=I1s=
SR WA URS WEDEES 3 R SRS
—1 r=1 r=1s
m o
S _Zzbsrgr Zr TSV)) (431)

Yu r=1s=1
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i i 2kprb rsgr Zr ))gs(zs(t—rrs))
= (1 - G) i i ZKprbrsgr(Zr(f))gs(Zs(l — Trs))
403 3 2k b (2082 - 7))
r=1s=1

i 2Kpr|brs”gr Zr( ))Hgs(zs(t o Trs))’

IA
Ms

r=13=1
m m 1
+0 Z Z Kpr(ngf(zr(f)) + brsgs (zs(t — Trs)))
r=1s=1 n
m m m m
< o) Y Y kpbrsegr(z(t Z Z bry gs zs(t — Try))
r=1s=1 r=1s=1
m m
+0 Z Z K'Prrlg%(zr )+o Z Z Kp, brsgs zs(t — Trs))
r=1s=1 r=1s=

— (1—6) i i rsggr Zr ii by gl‘ Z” Tsr))

r=1s=1

m m
+o Y Y kpmg(z(t) +cZ Z Kps— bsrgr 2t — Tor)) (4.32)

r=1s=1 r=1s=

Az varsayimi kullanilarak asagidaki esitsizlik elde edilebilir:

—2:«2@ S)prsr(a®) < —26 Y BlarO)lprler @)

r=1

< —ZKZ —prg, zr(t (4.33)

Ayrica Teorem 4.3’te [33] gosterildigi izere asagidaki esitsizlik yazilabilir:

KZ Z 2prarsgr(2(t))8s(zs(1)) = xg" (2(1))(PA+ATP)g(z(r))

r=1s=

IN

—K Z Z vrsgr Zr (434)

r=1s=
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Burada v, = —2p,a,, ve Vy, = —max{|p,d,s + psas|,|pra,, + psa,|} dir. O halde
(4.30)-(4.34) esitsizlikleri (4.29) denkleminde yazildiginda V (z(z)) fonksiyonunun zaman

parametresine gore tiirevi i¢in asagidaki esitsizlik gerceklenir:

. memo] .
V Z t < m Z Z _asrgr Zr Z Z '}/_ srgr Z" TS"))
r=1s= r=1s=1
m m
—2K Z 1 Prer (il Z Z Visy (21

m m

Z Z K‘pr rs{:'gr z(t Z Z Kps sr gr 2 (t —Tsr))

r=1s=1 r=1s=

m m
+0 Z Z Kpr’ngf(zr )+o Z Z Kps— bsrgr zr(t — Tor))

r=1s=1 r=1s=
o m 1—-0
R ACRE B LN AT )
r=1s=1 /4 n
Ooh  m (1-0)k

N DGy

piby+ ZEp bR (ot — 1)) (4.35)
r=1s=1 Yu  Yu 71

(4.35) esitsizliginde gerekli sadelestirmeler yapilarak asagidaki sonug tiiretilebilir:

= r=1 r=1s=

. mom
V() < m) Y Y—”&frgf(zr( 2KZ I prgr 2 (t KZ Z Vrsgr (2 (1
r=1s=1

Z Z K‘pr rsegr z(t)+o Z Z Kpmgr (z(1))

r=1s= r=1s=

YR T SR @30

Burada dy = max{(ds )}, by = max{ (b, )} olarak tammlansin. Boylece (4.36) esitsizligi

asagidaki formu alacaktir:
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V(Z(t)) < m i Z iﬂ‘ﬁwé’%(@( 27(2 errgr Zr KZ Z Vrsgr Zr
r=1s=1 r=1s=
H1-0) Y Y kprbued( () + 0 Y. Y. kpmgd(a(0)

r=1s=1 r=1s=1

FY Y 5 U b+ T R ) 0)

m
m- A
=L Vi (@3 + b2+ 1)g2(z(1)) ZKZ % prgr z(t KZ vagr zr(t
—1 r—l r=1s=

‘
I
—_
=)
I
—_

m m2
= Z_(aM+bM+1)gr Zr KZCrgr Zr 4.37)
r=1 Tt
)
Burada 0 = ” — (%, +b3,+ 1) ve & = min{{,} olarak ifade edilsin. Bu durumda (4.37)
u

esitsizligi asagidaki bicimde daha kompakt bir formda yazilabilir:

V(z(t) < (8 = xGu)llg )12 (4.38)

0 .

Bu esitsizlikte k > —— seg¢ildiginde, g(z(¢)) # 0 oldugu tim durumlar i¢in V(z(z)) < O dur.
K -

Burada dikkat edilmelidir ki, A3 varsayim altinda g(z(7)) # O durumunun gergeklenmesi,

z(t) # 0 olmasini gerektirir.

Eger g(z(¢)) = 0 durumu ele alinirsa, (4.29) denklemi asagidaki forma sadelesir:

V) = 2% B+ Y Y e (0ga(alt — 1)

r=1 r=1s=1

L m m s l1-0)k
-y Z<—+—b3r+%psbsr+ O et )

m
< =2 Z ﬁr —|' Z Z 2brsZr gs ZS T”S))
r=1 r=1s=
mom. ., 5
- Z _bsrgr (Zr(t - TSV)) (439)
r=1s=1 1
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(4.31) esitsizligi (4.39)’de uygulanirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

V) < - Y Bla)al) f 20 < nzz, (4.40)
r=1 r=1

(4.40) esitsizliginde z(t) # 0 oldugu durum igin V(z(¢)) < O sonucunun gergeklendigi

agikardir.

Son olarak, g(z(7)) = 0 ve z(¢) = 0 durumu ele alindiginda ise, (4.29) denklemi agagidaki

bicimde yazilir:

. m m n 1 _
Ve) =~ TG+ T+ E P byt S p e - 5)
< =YY L Bedai—n) (4.41)

Buradan kolayca goriilebilecegi iizere g(zs(t — T,5)) # 0 degerleri i¢in V(z(¢)) < 0 saglanir.
V(z(t)) = 0 ise sadece z,(t) = g,(z-(t)) = 0 ve z,(t — Trs) = g5(z5(t — Tp5)) = 0 durumunda
miimkiindiir. Diger tiim olas1 durumlar igin V(z(¢)) < O gerceklenir. Buna ek olarak,
|z(¢)|| — oo iken V(z(t)) — oo oldugundan V(z(z)) fonksiyonu radyal sinirsizlik 6zelligini
saglar. Sonug itibariyla (4.26) ile tamimlanan ¢oklu zaman gecikmeli Cohen-Grossberg yapay
sinir aginin orijini ve esdeger anlamda (4.1) ile tanimlanan sistemin denge noktas1 global

asimtotik robust kararlidir.
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5. BULGULAR

Bu boliim, tez kapsaminda elde edilen robust kararlilik kosullar1 ile daha 6nceden literatiirde
elde edilmis bazi 6nemli robust kararlilik kosullarinin karsilastirilmasina ayrilmistir. Ayrica
bu karsilastirmalar sayisal ornekler kullanilarak desteklenmistir. Boylece tez kapsaminda
elde edilen sonuglarin, literatiirde benzer varsayimlarla elde edilmis sonuglardan daha az
kisitlayic1 oldugu gosterilmistir. Daha uygun kargilastirmalar yapabilmek amaciyla, ilk

olarak Teorem 4.1.5 ve Teorem 4.2.1’in baz1 6zel durumlari incelenecektir.
o0 = 0icin Teorem 4.1.5 ve Teorem 4.2.1°de verilen kosullar asagidaki gibi ifade edilebilir:

Teorem 5.1: (4.1) ile tanimlanmig yapay sinir ag1 A,A; ve Az varsayimlarini saglasin ve

bu sistemin (4.2) ile tanimlanan ag belirsizliklerini karsiladig1 varsayilsin. Burada v,, =

—2pGyr, Vys = —max(|p,drs + pstsr|, | Pray + psay,|) ve bys = max(|b,,|, |bs|) olmak iizere;
P v - 2 [
6= 2k_ + Z Vis — Z (gprbrs + Epsbsr) >0, Vr.
r s=1 s=1

kosulunu gergekleyen bir diyagonal P = diag(p1, p2,- .., pm) > 0 pozitif matrisi ve € pozitif
sabiti mevcutsa, (4.1) ile tanimlanan Cohen-Grossberg sinir aginin, her sabit u girdisine

karsilik bir tek denge noktas1 vardir ve denge noktas1 global asimtotik robust kararhidir.

Teorem 4.1.5 ve Teorem 4.2.1°de verilen kosullar (4.3) ile tanimlanan gecikmeli Hopfield

yapay sinir ag1 modeli i¢in agagidaki sekilde ifade edilebilir:

Teorem 5.2: (4.3) ile tanimlanmig yapay sinir ag1 Az varsayimini saglasin ve sistemin (4.4)
ile tanimlanan ag belirsizliklerini karsiladig1 varsayilsin. Burada b,; = max(| b, |brs|), Vir =

—2DyGrry Vrs = —Max(|pyars + psasr|, | Pra,s + Psa,,|) ve 0 < 6 < 1 olmak iizere;

m
vy = 2pr_r Z Vys — Z Sp, s+ ps sr) o(mpm+ — Z ps ) >0, Vr.

s=1

kosulunu gercekleyen bir diyagonal P = diag(p1, p2,...,pm) > 0 pozitif matrisi ile € ve N

pozitif sabitleri mevcutsa, (4.3) ile tanimlanan Hopfield sinir aginin, her sabit u girdisine
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kargilik tek denge noktasi vardir ve denge noktasi global asimtotik robust kararlidir.
o = 1 icin Teorem 5.2 asagidaki sekilde yazilabilir:

Teorem 5.3: (4.3) ile tammlanmis yapay sinir ag1 Az varsayimini saglasin ve sistemin
(4.4) ile tanimlanan ag belirsizliklerini karsiladig1 varsayilsin. Burada v, = —2p,a,,, Vys =

—max(|prars + psagrl, |Pra,s + psag,|) ve by = max(|b,|, \Em]) olmak iizere;

pré,

r= 2
€ A

m 1 m "
+ Z Vs — (mp,n + ﬁ Z psb?) >0, vr.
s=1 s=1

kosulunu gergekleyen bir diyagonal P = diag(pi, p2,- - ., pm) > 0 pozitif matrisi ve 1 pozitif
sabiti mevcutsa, (4.3) ile tanimlanan Hopfield sinir aginin, her sabit u girdisine kargsilik tek

denge noktasi vardir ve denge noktasi global asimtotik robust kararhdir.
Asagidaki teorem [25] numarali ¢alismada sunulmustur:

Teorem 5.4 [25]: (4.3) ile tammlanmig yapay sinir ag1 A3 varsayimini saglasin ve sistemin
(4.4) ile tanimlanan ag belirsizliklerini karsiladig1 varsayilsin. Burada v, = —2p,a,, Vys =

— max(|p,drs + psdisr|, |prays + psayy|), ve by = max(|b,|, |bys|) olmak iizere;

m

C m N 1 .
ér = 2% + Z Vis — Z (8prbrs + Epsbsr) >0, Vr.
r s=1 s=1

kosulunu gergekleyen bir diyagonal P = diag(p1, p2,...,pm) > 0 pozitif matrisi ve € pozitif
sabiti mevcutsa, (4.3) ile tanimlanan Hopfield sinir aginin, her sabit u girdisine karsilik tek

denge noktasi vardir ve denge noktasi global asimtotik robust kararhdir.
Asagidaki teorem [32] numarali ¢calismada sunulmugtur:

Teorem 5.5 [32]: (4.1) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modeli i¢in Aj,A, ve Az varsayimlari

saglansin ve sistemin (4.2) ile tamimlanan ag belirsizliklerini karsiladig1 varsayilsin. Burada
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Ups = —Max(|prars + pslsr|, |Pray + psag|) ve brs = max (|by,bys]) olmak iizere;
B DY m m R R
Y, =2 A + Z Ups — Z(prbrs +psbsr) >0, Vr.
r -

s=1 s=1

kosulunu gercekleyen bir diyagonal P = diag(p1, p2,...,pPm) > 0 pozitif matrisi mevcutsa,

(4.1) ile tanimlanan Cohen-Grossberg sinir ag1 robust kararlidir.

Sonu¢ 5.6: Teorem 5.2°de verilen kararlilik kosulunda ¢ = 0 alinirsa bu ifade Teorem
5.4’teki kararlilik kosuluna 6zdes hale gelir. Bu nedenle Teorem 5.4, Teorem 5.2’nin 6zel

bir durumu olarak diisiiniilebilir.

Sonug 5.7: Dikkat edilmelidir ki Teorem 5.1, Teorem 5.5’in sonuglarim v,, = —2p,a,, >
Uy, = —2prla,,| seklinde genellestirir. Ayrica Teorem 5.5, (4.1) sisteminin sadece lokal
kararliligin1 kanmitlarken, Teorem 5.1 ise (4.1) gecikmeli yapay sinir aginin global asimtotik

kararliligin1 kanutlar.

Teorem 5.3 ve Teorem 5.4’iin sonuglarin1 ayirt etmek i¢in asagida verilen sayisal ornek

incelenmelidir.

Ornek 5.8: (4.3) ile tanimlanan ¢oklu sabit gecikmeli Hopfield yapay sinir agindaki sistem

parametreleri asagidaki sekilde verilmis olsun:

1 —1—-1—1] 11 1 1
1-1-1-1| _ |11 1 1
A= A=
1-1-1-1 111 1
| —1—1—1-1] 1111
1 —1—1—1] (11 1 1]
2-2-2-2| _ |2 2 2 2
B= , B=
2_2-2-2 22 2 2
| —4—4—-4-4 (4 4 4 4
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(1 0 0] (¢, 0 0 0]

010 0 0 ¢ 00
K: 7Q:

00 1 0 00 ¢3 0

(0 0 0 1] (0 0 0 4

Oncelikle Teorem 5.4’iin dayattig1 kararhilik kosullarini belirleyelim. Burada P = I ve € = %
alinirsa Teorem 5.4’{in sonucu &; = 2¢; —23, & =2¢y —26, &3 =2c3 — 26 ve E4 = 2¢4 — 32
olarak bulunur. Boylece robust kararlilik kosullart ¢; > 11.5,¢2 > 13,¢3 > 13 ve ¢4 > 16
seklinde ifade edilebilir.

Simdi ise Teorem 5.3’iin kararlilik kosullarini elde edelim. P = I ve =4 olsun. Buna gore
Teorem 5.3’iin sonucu €;= 2c¢; — 28, ep= 2¢p — 28, 3= 2¢3 — 28 ve e4= 2c¢4 — 28 bulunur.
Dolayisiyla, bu ornek i¢in robust kararlilik kosullart ¢y > 14,¢, > 14,¢3 > 14 ve ¢4 > 14

olarak elde edilir.

Sonug 5.9: Bu 6rnekte parametreler icin tiiretilen kararlilik kosullarina dayanarak, Teorem
5.3 ve Teorem 5.4’1in (4.3) sistemi i¢in farkli esneklikte robust kararlilik kosullar1 olduklarini
sOyleyebiliriz. Bu baglamda, Teorem 5.3’te verilen robust kararlilik sonucu, Teorem 5.4’te
sunulana alternatif bir sonug olarak diisiiniilebilir. Ote yandan [25]’in yazar1, Teorem 5.4’te
verilen kararlilik kosullarinin [27-30, 33] ¢alismalarinda elde edilen kogullara alternatif bir
sonug olarak degerlendirilebilecegini gostermistir. Bu nedenle, Teorem 5.3’te ifade edilen
kararlilik kosullarinin da [27-30, 33] ¢alismalarinda sunulan kosullara alternatif bir sonug

olarak kabul edilebilecegini hemen sdyleyebiliriz.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda standart yapay sinir agr modellerinden daha genel bir yapiya sahip
olan coklu zaman gecikmeli Cohen-Grossberg yapay sinir ag1 modelleri icin hem denge
noktasinin varligim1 ve tekligini hem de global asimtotik kararliligim1 gercekleyen yeni
ve Ozgiin kosullara ulagilmistir. Bu kosullarin elde edilmesinde incelenen yapay sinir agi
modelindeki ag parametreleri i¢in alt ve iist sinirlar tanimlanmis ve ag parametrelerinin
bu siirlar igerisinde belirsiz oldugu kabul edilmistir. Boylece sistemin kararlilik
analizi gerceklestirilirken, gecikme parametrelerinin yani sira sistem parametrelerindeki
degisimlerin de denge noktasinin dinamik davranisi iizerindeki etkileri dikkate alinmistir.
Bagka bir degisle, yaptigimiz matematiksel analizler sonucunda elde ettigimiz yeni yeterli
kosullar, zaman gecikmesinden ve ag parametrelerindeki sapmalardan bagimsiz olarak,
incelenen yapay sinir ag1 modelinin robust kararlilifini saglamisti. Bu kosullar elde
edilirken, analiz edilen yapay sinir aginin azalmayan tiirevi sinirl aktivasyon fonksiyonlari
ihtiva ettigi varsayilmig, boylece aktivasyon fonksiyonlar: kiimesi miimkiin olabildigince

genis tutulmustur.

Bu tezin literatiire yaptig1 en 6nemli katki, Cohen-Grossberg yapay sinir ag1 modelinin denge
noktasinin dinamik davranisini robust olarak karakterize eden yeni yeterli kosullarin elde
edilmis olmasidir. Bu kogullarin elde edilmesinde 6ncelikle denge noktasinin varlik ve teklik
analizi gerceklestirilmis olup sonrasinda denge noktasinin kararlilii analiz edilmistir. Bu
analizin iki kistmda yapilmis olmasindaki temel etken, denge noktasinin varligini ve tekligini
saglayan kosullarin hakikatte denge noktasinin global asimtotik kararliligini sagladiginin
kesin olarak bilinmemesidir. Benzer sekilde sistemin global asimtotik kararlifin1 saglayan
kosullarin denge noktasinin varligim1 ve tekligini saglayabilecegi de kesin degildir. Bizim
yapmis oldugumuz analizlerden elde edilen sonuglarin ise hem denge noktasinin varligini ve

tekligini hem de global asimtotik kararliligini sagladig1 ispatlanmusgtir.

Bu tez calismasinin temelini olusturan Cohen-Grossberg yapay sinir ag1 modeli, tez
icerisinde bahsedildigi iizere, Hopfield ve Hiicresel yapay sinir a81 modellerine kolaylikla
doniistiiriilebilir. Bu nedenle tez kapsaminda Cohen-Grossberg yapay sinir ag1 modeli i¢in

elde edilen yeterli kosullar, benzer varsayimlar altinda farkli tipteki yapay sinir aglari i¢in de
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gerceklenecektir. Ayrica literatiirde Cohen-Grossberg modeli i¢in gerceklestirilmis bir¢ok
analiz ve elde edilmis kararlilik kosullar1 vardir. Bu ¢alismalarin 6nemli bir kisminda yapay
sinir ag1 modelinde kullanilan aktivasyon fonksiyonu sinifi sinirli, gecikme parametresi
ise tiim noronlar i¢in sabit veya bir noron ile diger tiim noronlar arasinda sabit kabul
edilmistir. Oysa bu tez calismasindaki kararlilik kosullari, azalmayan tiirevi sinirlt aktivasyon
fonksiyonlar1 ve her noron ¢ifti i¢in farkli gecikme parametresi iceren modeller kullanilarak
elde edildiginden yukarida bahsettigimiz kisitlayic1 kosullar elimine edilmistir. Dahasi, tez
kapsaminda elde edilen bu kosullar sadece sistem parametrelerine ve belirsiz bir takim sabit
degerli niimerik parametrelere bagh olarak ifade edildiginden literatiirdeki bircok kosulun
aksine kolay bir sekilde test edilebilir. Bunun bir ifadesi olarak bulgular kisminda literatiirde
benzer varsayimlar altinda elde edilmis kararlilik kosullar1 ile buldugumuz yeterli kosullar
niimerik bir 6rnek iizerinde karsilagtirilmistir. Ayrica bu tez ¢alismasinda kullanilan 6zgiin
analiz yontemlerinin, ileride yapilacak farkl tipteki modellerin kararlilik analizleri i¢in de

yol gosterici nitelige sahip oldugu diisiiniilmektedir.
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