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OZET

Bu tez calismasinda, matematiksel modelleri gecikmeli fonksiyonel diferansiyel
denklemler ile tanimlanan bazi zaman gecikmeli dogrusal olmayan sistemlerin Lambert W
fonksiyonu ve genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri ile kararlilik ve
catallasma analizlerinin ve senkronizasyonunun gercgeklestirilmesi amaglanmistir. Bu
amagla, ilk olarak zaman gecikmeli dogrusal olmayan kaotik bir sistemin farkli sistem
parametrelerine gore kararlilik ve catallasma analizi gerceklestirilmistir. Sistemin denge
noktalarinin  dogrusallagtirllmis modelinden faydalanarak c¢atallagmanin varligi ve
catallasma noktas1 zaman gecikmesi parametresine gore analitik olarak hesaplanmistir.
Catallasmanin yonii, Lambert W fonksiyonu ve genellestirilen degistirilmis Mikhailov
kararllik kriteri ile belirlenmistir. ikinci olarak, zaman gecikmeli dogrusal olmayan 6zdes
iki kaotik sistemin (biri Master Verici-digeri Slave Alic1 olmak iizere) farkli baslangi¢
sartlar1 icin kaos senkronizasyonu gergeklestirilmistir. ki sistem arasindaki
senkronizasyonu gerceklestirmek i¢in bir oransal kontroldr, aktif kontrol ydntemi
kullanilarak tasarlanmistir. Elde edilen kontroldriin etkinligi Lambert W fonksiyonu ve
genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri ile test edilerek uygun kazang
parametresi secilmistir. Uglincii olarak, tek hiicreli zaman gecikmeli dogrusal olmayan
hiicresel sinir aginin farkli sistem parametrelerine gore kararlilik ve g¢atallasma analizi
gerceklestirilmistir. Catallasmanin  varligt ve catallasma noktasi analitik olarak
hesaplanmigtir. Catallagmanin yonii, Lambert W fonksiyonu ve genellestirilen degistirilmis
Mikhailov kararlilik kriteri ile belirlenmistir. Her li¢ uygulamada da analitik sonuglar

Matlab/Simulink ortaminda elde edilen benzetim sonuglari ile dogrulanmastir.

Anahtar Kelimeler: Zaman gecikmeli sistemler, Zaman gecikmeli sistemlerin ¢atallagsma
analizi, Zaman gecikmeli sistemlerin kararlilik analizi, Zaman
gecikmeli sistemlerin senkronizasyonu, Lambert W fonksiyonu,
Genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri
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ABSTRACT
Stability and Bifurcation Analysis of Time Delay Systems

In this thesis, the analyses of bifurcation and stability and synchronization of some
nonlinear time delay systems described by retarded functional differential equations have
been aimed to perform via Lambert W function and generalised modified Mikhailov
stability criterion. For this purpose, first of all, bifurcation and stability analyses of a
nonlinear time delay chaotic system have been achieved for different system parameters.
By utilizing the linearized model of the equilibrium points of the system, the presence of
bifurcation and bifurcation point have been calculated analytically according to the time
delay parameter. The direction of bifurcation has been determined by Lambert W function
and generalised modified Mikhailov stability criterion. Secondly, chaos synchronization of
two identical chaotic, nonlinear time delay systems (one Master-Transmitter other Slave-
Receiver) have been achieved for different initial conditions. For achieving
synchronization between two systems, a proportional controller has been designed by using
active control method. Efficiency of designed controller has been tested using Lambert W
function and generalised modified Mikhailov stability criterion and appropriate gain
parameter has been selected. Thirdly, bifurcation and stability analyses of nonlinear one-
cell delayed cellular neural network have been achieved for different system parameters.
The presence of bifurcation and bifurcation point has been calculated analytically. The
direction of bifurcation has been computed by Lambert W function and generalised
modified Mikhailov stability criterion. The analytical results have been verified by

simulation results obtained from the Matlab/Simulink environment for each three practices.

Keywords: Time delay systems, Bifurcation analysis of time delay systems, Stability
analysis of time delay systems, Synchronization of time delay systems,
Lambert W function, Generalised modified Mikhailov stability criterion.

VII
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1. GIRIS

Kararlilik, kontrol sistemlerinin tasarimi ve analizinde karsimiza c¢ikan Onemli
problemlerden birisidir. Verilen bir kontrol sistemi ile ilgili konu, onun kararli olup
olmamasidir. Clinkii kararsiz bir kontrol sistemi faydasiz ve potansiyel tehlike olarak kabul
edilir [1]. Dogrusal ve dogrusal olmayan sistemlerin zamanla degisip degismeme
durumlarina gore ¢ok farkli sekillerde kararlilik tanimlari verilmektedir [2-6].

Dogrusal sistemlerde kararliligin incelenmesi i¢in bir ¢ok yOntem olmasina ragmen
dogrusal olmayan sistemlerin kararliliginin incelenmesi 6nemli bir sorun teskil etmektedir.
Ciinkii, dogrusal olmayan sistemler, dogrusal sistemlerde goriinmeyen farkli davranig
tiirleri sergileyebilmektedir. Bu davranis tiirlerine birden fazla denge noktasi, sabit genlikli
ve sabit periyotlu osilasyonlar (limit ¢gevrim), catallasma ve kaos 6rnek olarak verilebilir
[1]. Dogrusal olmayan sistemlerin dinamik analizleri genellikle sistemin yerel kararliligina
bakilarak yapilmaktadir [1-4,7,8]. Yerel kararlilik, dogrusal olmayan sistemin herhangi bir
denge noktasinin dogrusallastirilmis esdegerinden faydalanilarak gerceklestirilmektedir.
Boylece sistemin dinamigi hakkinda bir sonuca varilabilmektedir.

Dogrusal olmayan sistemlerde sistemin denge noktalarmin kararliliginin sistem
parametrelerine gore degistigi durumlar s6z konusudur. Sistem parametresindeki c¢ok
kiiclik degisiklikler sistemin davranigindaki nitel yapiyr degistirebilmektedir. Parametreler
bazi kritik degerlere ulastig1 zaman sistemin davranisi aniden degisebilmektedir. Sistemde
yeni denge noktalar1 olusabildigi gibi var olan denge noktalar1 yok olabilir veya denge
noktalarinin kararliligt degisebilmektedir. Bu niteliksel degisimlere ¢atallagma ve bu
degisimin meydana geldigi parametre degerine ¢atallasma degeri denir. Dogrusal olmayan
sistemlerde gerceklesen catallasma sistemin global davramisi ile ilgili sonuglar
dogurdugundan 6nemlidir [5-8].

Fiziksel, kimyasal, biyolojik yapilarin matematiksel modelleri genellikle sistemlerin o
andaki durumlarina baglhdir. Fakat baz1 yapilarin matematiksel modelleri, sadece o andaki
durumlarina degil ayn1 zamanda geg¢misteki durumlarina da bagl olabilmektedir. Bu tip
sistemler zaman gecikmeli sistemler (time delay systems) olarak adlandirilirlar. Zaman
gecikmeli sistemler, gecikme teriminin bulundugu konuma ve etkisine gore giris-¢ikis
zaman gecikmeli sistemler ve durum zaman gecikmeli sistemler olmak {izere iki sekilde

siniflandirilir. Girig-¢ikis zaman gecikmeli sistemler, sistemin girisi ile ¢ikis1 arasinda



gecikme etkisi bulunan sistemlerdir. Durum zaman gecikmeli sistemler ise geri tipli zaman
gecikmeli sistem (retarded type time delay system), nétral tip zaman gecikmeli sistem
(neutral type time delay system) ve ileri tip zaman gecikmeli sistem (advanced type time
delay system) olmak iizere li¢ sinifa ayrilmaktadir. Geri tipli zaman gecikmeli sistemlerde
durum degiskeninin en yiiksek mertebeden tiirevi ¢ aninda digerleri ise #’den Onceki
zamanlarda hesaplanmaktadir. Nétral tip zaman gecikmeli sistemlerde durum degiskeninin
en yiiksek mertebeden tiirevi sadece #’ye bagli degil de t’nin gecmis ve gelecek degerlerine
de bagh olabilmektedir. Ileri tip zaman gecikmeli sistemlerde ise durum degiskeninin en
yilksek mertebeden tlirevi ¢ aninda digerleri ise #’den daha sonraki zamanlarda
hesaplanmaktadir [9-11]. Bu tez c¢alismasinda, incelenen tiim Ornekler ve uygulamasi
gerceklestirilen tiim sistemler geri tipli zaman gecikmeli sistemler sinifina aittir. Tezin
devam eden kisimlarinda kullanilan “zaman gecikmeli sistemler” ifadesinden “geri tipli
zaman gecikmeli sistemler” ifadesi kasdedilmistir.

Sistemler modellenirken genellikle gecikmeler ihmal edilir. Fakat modellenen
sistemlerde ihmal edilen ¢ok kiiclik gecikmeler bile sistemin mevcut durumunda g¢ok
biliyliik degisikliklere yol acabilir. Bu yiizden durum zaman gecikmeli sistemlerin
matematiksel modelleri olusturulurken siradan diferansiyel denklemler ile ifade edilmeleri
zor oldugu icin fonksiyonel diferansiyel denklemler kullanilmaktadir. Fonksiyonel
diferansiyel denklemler ileri (advanced), nétral (neutral) ve gecikmeli (retarded)
fonksiyonel diferansiyel denklemler olmak iizere ii¢ kisma ayrilmaktadir [11,12].

Gecikmenin varlig1 sistem analizini ve kontroliinii ¢ok daha fazla kompleks hale
getirebilir. Sistemde kararsizlifa ve kotii performansa yol acabilir. Bu yiizden bu tip
sistemlerin kararlilik analizleri teorik ve pratik agidan 6nem kazanmistir. Ancak zaman

gecikmeli sistemlerin kararliliginin belirlenmesi gecikmesiz sistemler kadar kolay degildir.

Cilinkii zaman gecikmesi, sistemin kapali dongii karakteristik denklemine e gibi bir iistel
fonksiyonun eklenmesine sebep olur. Bu da karakteristik denklemi sonsuz sayida kokleri
olan bir transcendental quasi-polinoma doniistiirmektedir. Analitik olarak boyle bir
polinomu ¢6zmek oldukga zordur [9-12].

Bu problemin iistesinden gelmek icin Onerilen yontemlerden biri, Lambert W
fonksiyonudur. Lambert W fonksiyonu, zaman gecikmeli sistemler i¢in frekans bdlgesinde
bir yaklagimdir [13-15]. Bu fonksiyon ayni zamanda Omega fonksiyonu veya carpim

logaritmas1 olarak da bilinen bir fonksiyon kiimesidir [16]. Lambert W fonksiyonu,



transcendental yapidaki karakteristik denklemlerin sifirlarinin bulunmasinda kolaylik
saglamaktadir.

Bir digeri ise genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteridir. 1938’de
Mikhailov [17]’de n. dereceden sabit katsayili dogrusal sistemlerin kararlilig1 i¢in gerekli
ve yeterli sart1 saglayacak bir frekans cevap kriterini tanitmistir. Sistemlerin kararliligi,
Mikhailov hodograf olarak adlandirilan egrinin sekline baghh olmaktadir [18].
Genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri [19]’da elde edilmistir.

Senkronizasyon, es zamanli ya da es zamanlama anlamma gelmektedir. Kaos
senkronizasyon, kaotik bir sistemi baska bir kaotik sistemle ayn1 davranislar1 gostermeye
zorlamaktir [20]. Haberlesme sistemlerinde her gecen giin bilgi glivenligine verilen 6nem
artmaktadir. Bilginin giivenli bir sekilde iletilebilmesi i¢in haberlesme sistemlerinde kaos
onerilmektedir. Kaosun haberlesmede kullanilma nedenleri su sekilde agiklanabilir. Kaotik
isaretler baslangi¢ sartlarina hassas bagli, periyodik olmayan ve 6nceden kestirilemeyen bir
yapidadir. Kaotik sinyaller biiylik band genisiligi kullanan ve diisiik giic spektrum
yogunluguna sahip olan sinyallerdir. Kaotik isaretlerin glivenli haberlesmede kullanilmasi
ile birlikte isaretin alicida tekrar bilgi kaybi olmaksizin elde edilebilmesi igin

senkronizasyon kavrami ortaya ¢ikmistir [21,22].

1.1. Literatiir Taramasi

Zaman gecikmeli sistemlerin c¢atallasma analizi ile ilgili literatiirde bir cok alanda
calismalar yapilmistir ve yapilmaya devam edilmektedir. Genellikle normal form ve center
manifold teoremleri kullanilarak [23]’te Nicholson’nun Blowflies denkleminde, [24]’te
Mackey-Glass denkleminde, [25,26]’da av-avci sistemlerinde ve [27]’de dort boyutlu bir
enerji kaynagi sisteminde hopf catallagmanin yonii ve catallasan periyodik ¢oziimlerin
kararlilig1 belirlenerek sistemlerin dinamik davranislari analiz edilmistir.

Literatiire baktigimiz zaman, tuzlu su karisiminin modellenmesi [28], aralarinda mesafe
bulunan iki elektrodun birbiri ile iletisimi [29], fizyolojik sistemlerde birinci mertebeden
gecikmeli diferansiyel denklemlerin dinamiklerindeki c¢atallasmalar ile hastaligin
iliskilendirilmesi [30], tek durum degiskenine sahip zaman gecikmeli dogrusal olmayan
kaotik bir sistemin modellenmesi [31,32], tek hiicreli zaman gecikmeli hiicresel sinir

agimin modellenmesi [33,34] gibi bir ¢ok sistem fonksiyonel diferansiyel denklemlerin bir



alt sinift olan gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemlerle modellenerek uygulamalar
yapildig1 goriilmektedir.

Literatiirde bu tiir sistemlerin kararlilik analizi genelde gecikmeden bagimsiz [35,36] ve
gecikmeye bagiml [35,37,38] olmak iizere iki sekilde incelenmektedir. Zaman gecikmeli
sistemlerin kararlilik analizleri i¢in genellikle Razumikhin ve Krasovskii kriterlerine dayali
Lyapunov benzeri yontemler kullanilmistir [35,38,39]. Farkli analiz yontemleri i¢in ayrica
[36,37]’ye bakilabilir. Yalniz kararlilik analizinde kullanilan yontemlerin matematiksel alt
yapilarinin ¢ok karmasik oldugu goriilmektedir.

Kararlilik analizinde kullanilacak olan Lambert W fonksiyonu iizerine etkili bir ¢alisma
Corless vd. [13]’te toplanmaktadir. [13]’te W fonksiyonuna, matematikte bu fonksiyonun
kullanimina yonelik bazi uygulama alanlarina, bu fonksiyonun sayisal analizine,
asimptotik analizine ve sembolik hesaplamasina deginilmistir. [13]’te W’nin tiim dallar
icin standart bir notasyon Onerisinde bulunularak calismanin en Onemli kismi
olusturulmustur. Ciinkli bir ¢ok alanda Lambert W fonksiyonu kullanilmasina ragmen
farkli notasyondan ve standart bir ismin yoklugundan dolay1 fonksiyonun farkindalig
olmasi gerektigi kadar yiiksek degildir. Lambert W fonksiyonu fizik ve miihendislik gibi
alanlarda ¢ogu uygulamalarda kullanilmistir. Asl ve Ulsoy [40] ¢alismalarinda Lambert W
fonksiyon konseptine dayali homojen gecikmeli diferansiyel denklemlerin analitik ¢6zimii
ve kararlilik analizi i¢in yeni bir yaklasim yansitmislardir. [15]’te Lambert W fonksiyon
kavramina dayali, gecikmeli diferansiyel denklemli sistemlerin tam ¢dziimiinii elde etmek
icin bir analitik yaklagim gelistirilmistir. Bu yaklagim makinelerin calisirken ¢ikardigi
giiriiltii problemine bir analitik ¢6ziim bulmak i¢in kullanilmistir. Diger metotlarin aksine
bu yaklasim, sistem parametreleriyle ifade edilen bir analitik forma sahiptir. Yani her bir
parametre, ¢0ziimii ve 0z degerleri etkilemektedir. Sunulan analitik yaklagimin temel
avantaji, siradan diferansiyel denklem sistemlerine benzer bir kompakt formda homojen
dogrusal gecikmeli diferansiyel denklem sistemlerine bir kapali form ¢6ziim saglama
yetenegidir. Fakat Lambert W fonksiyon yaklasimi skaler durumda ve gecikmeli
diferansiyel denklem sistemlerinin matrisleri degistirilebilir oldugu durumda gecerlidir.
Daha sonra Yi ve Ulsoy [41]’de matris Lambert W fonksiyonunu kullanarak homojen
olmayan gecikmeli diferansiyel denklemlerin genel sistemlerine yonelik analitik ¢6ziim
icin bir yaklasim gelistirmistir. Bu yaklasimin avantaji, sistem matrisleri degistirilebilir
olmadig1 durumda da siradan diferansiyel denklemlerdeki durum gegis matrisi konseptinin

matris Lambert W fonksiyonu konseptini kullanarak gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in
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genellestirilebilmesidir. Matris Lambert W fonksiyonuna dayali metot araciligiyla [42]’de
makinelerin ¢alisirken ¢ikardig: giiriiltii probleminin kararliligi, [43]’te dogrusal gecikmeli
diferansiyel denklem sistemlerin kontrol edilebilirlik ve gozlenebilirligi, [44]’te ¢ok
boyutlu zaman gecikmeli sistemlerin kararlilik analizinde bazi 6zel durumlar analiz
edilmistir. Literatiirde Lambert W fonksiyon konsepti kullanilarak, [45]te ikinci dereceden
sabit katsayili gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in analitik kararlilik sinir1 elde edilmis
ve sonuglar yiiksek dereceli sistemler i¢in genellestirilmis, [46]’da kararsiz dogrusal zaman
gecikmeli sistemlerin bir sinifi i¢in giiclii kararlilik sartlar1 tiiretilmis, [47]’de en sagdaki
kokiin hesabi iizerine bir ¢alisma sunulmus, [48]’de sinir aglarinin kararliligi ve giiglii
kararlilig1 incelenmis ve kararlilik kosullart elde edilerek giiglii kararlilik sartlar
parametreler agisindan verilmis, [49]’da dogrusal gecikmeli diferansiyel denklemlerin
salmim ve asimptotik Ozellikleri calisilmistir. Literatiire baktigimiz zaman Lambert W
fonksiyonu tam dereceli sistemlerin yani sira kesir dereceli sistemler i¢in de uygulama
alan1 bulabilmektedir [50,51]. Goriildiigii tizere, Lambert W fonksiyonu kararlilik analizi
iceren uygulamalarda oldukga sik kullanilmaktadir.

Baska bir kararlilik analiz metodu olarak, [18]’de gecikmesiz dogrusal zamanla
degismeyen sistemler i¢in Mikhailov egrisinin &zelliklerine ve  Mikhailov kararlilik
kriterinin i¢ yiiziine deginilmistir. Dogrusal zamanla degismeyen sistemler i¢in
Mikhailov’un iki tane kararlilik kriteri vardir. Mikhailov’un birinci kararlilik kriterinde,

0<w<o araliginda n. dereceden bir sistemin kararliligi, karakteristik denklem i¢in
¢izilen Mikhailov egrisinde a¢iin saat yoniiniin tersinde nz/2 olmasi gerekli ve yeterli

sart1 ile saglanir. Mikhailov’un ikinci kararhilik kriterinde ise, 0 <@ <400 araliginda
Mikhailov egrisi i¢in karakteristik denklemin sirasiyla reel ve imajiner kisimlarini

tanimlayan X (@) ve Y () egrileri @=0 noktasimda igeren apsis ekseninde n kez

kesisir ve bu kesisim sira ile olursa sistem kararlidir denir [18]. [52]’de dogrusal zamanla
degismeyen gecikmeli sistemler i¢cin Mikhailov kararlilik kriterinin birinci ve ikinci
formiilasyonunun gecerli ve gecersiz uygulamalar1 tartisilmistir. Mikhailov kararlilik
kriterinin ilk formiilasyonunun geri tipli zaman gecikmeli sistemler icin gecerli oldugu
fakat notral tip zaman gecikmeli sistemler i¢in gecersiz oldugu gdsterilmistir. Mikhailov
kararlilik  kriterinin  ikinci formiilasyonunun zaman gecikmeli sistemler ig¢in
uygulanamadigi belirtilmistir. [53]’te genellestirilen Mikhailov egrisinin dogrusal zamanla
degismeyen siirekli zamanl kesir dereceli istemler i¢in de ¢izilebilecegi ve bu egrinin
ozelliginden faydalanarak sistemlerin kararlilik analizinin gerceklestirilebilecegine vurgu
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yapilmis ancak sistem derecesinin ¢ok biiyiik oldugu durumlarda Mikhailov egrisinin
analizinin zorlasacagindan bir rasyonel fonksiyon tanimlanarak Mikhailov’un kararlilik
kriterine ve degistirilmis Mikhailov kararlilik kriterine dayali bir yontem gelistirilmistir.
Bu yontem genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri olarak adlandirilmistir.
Daha sonra Bustowicz [19]’da genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriterini
kullanarak geri tipli zaman gecikmeli kesir dereceli sistemlerin kararliligini incelemistir.
Genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriterine gore —o<m<oo araliginda
cizdirilen rasyonel fonksiyonun orijini ¢evreleme ya da cevrelememe durumuna gore
sistemlerin kararlilig1 hakkinda yorum yapilabilmektedir. Zaman gecikmeli sistemler igin
[54]’te gecikmeli lojistik denklemin kararlilik analizi Mikhailov kararlilik kriteri ile
incelenmis, [55]’te bir PI kontrolor tarafindan kontrol edilen Smith Predictor yapist igin
Mikhailov kararlilik kriterinin uygulama olasiligina deginilmis, [56]’da Mikhailov
kararlilik kriteri kullanilarak sabit iki gecikmeli geri tipli quasipolinomun bazi kararlilik
ozellikleri elde edilmis, [57]’de bir oransal kontrolor araciligiyla gecikmeli bir sistemin
kararlilagtirilmas1 Mikhailov kararlilik kriterine dayali olarak amaglanmistir.

Kaos senkronizasyon ile ilgili literatiir ¢aligmalarina bakilirsa, ilk olarak Pecora ve
Carroll [22]’de farkli baslangic sartlarina sahip iki ayni kaotik sistemin senkronizasyonu
icin bir yontem tanitmistir. Daha sonra kaotik sistemler arasindaki senkronizasyon ilgi
¢eken bir konu haline gelmistir ve kaotik sistemlerin haberlesmede kullanimi iizerine bir
cok arastirma yapilmasina yol agmistir [20-22,58-63]. Kaotik sistemlerin senkronizasyonu
icin literatiirde birden fazla yontem Onerilmektedir. Bunlardan bazilari; [58,60]’da verilen
aktif kontrol, [59]’da verilen uyarmali kontrol, [61,62] de verilen dogrusal olmayan geri

beslemeli kontrol ve [63]’te verilen pasif kontrol yontemidir.

1.2. Tezin Amaci ve Organizasyonu

Bu tez c¢alismasinda, dogrusal olmayan bazi geri tipli zaman gecikmeli sistemlerin
denge noktalarinin dogrusallastirilmis modelinden faydalanilarak kararlilik ve catallagma
analizinin, Lambert W fonksiyonu ve genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik
kriteri kullanilarak farkli sistem parametreleri ve zaman gecikmesi degerlerine gore
incelenmesi amaglanmistir. Buna ek olarak, elde edilen analitik sonuglar ile incelenen

sistemlerin modellerine ait Matlab/Simulink ortaminda olusturulan benzetim sonuglari



karsilagtirilarak yapilan ¢alismanin dogrulugunu sunmak temel hedeflerdendir. Bu amagla

birlikte tezin organizasyonu devam eden kisimdaki gibi planlanmistir.

Boliim 2: Kararhhk

Bu boliimde; kararliliktan bahsedilerek dogrusal ve dogrusal olmayan sistemlerin denge
noktalarina ait kararlilik tanimlari, dogrusal sistemlerin denge noktasinin yapist ve
karakteristik denklemin 6z degerleri araciligiyla kararlilik analizi, dogrusal olmayan
sistemlerin dogrusallastirilmast ve dogrusallastirilmis denge noktasi etrafinda kararliliginin

incelenmesi gibi genel bilgilere yer verilmistir.

Boliim 3: Catallasma ve Tiirleri

Bu boéliimde; limit ¢evrime, catallasma ve tiirlerine deginilmistir. Catallasma tiirleri

ornekler lizerinden agiklanmaya calisilmigtir.

Boliim 4: Zaman Gecikmeli Sistemler

Bu boliimde; zaman gecikmeli sistemlerden genel olarak bahsedilip fonksiyonel
diferansiyel denklemler ve tiirleri agiklanmistir. Fonksiyonel diferansiyel denklemlerin bir
alt sinifi olan gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemler {izerinde durularak kullanim
alanlarina ve modellemesine yer verilmistir. Gecikmeli fonksiyonel diferansiyel
denklemlerle modellenen zaman gecikmeli sistemlere birka¢ drnek verilerek matematiksel
modellerine deginilmistir. Sistemin matematiksel modelinde kullanilan gecikme teriminin
Onemine vurgu yapilmistir. Zaman gecikmeli sistemlerin karakteristik denklemlerinin
kararlilik analizi i¢in 6nemli oldugu vurgusu yapilip, gecikmenin dongii i¢indeki farkli

durumlari i¢in sistemlerin karakteristik denklemleri ¢ikarilmistir.

Boliim 5: Zaman Gecikmeli Sistemlerin Kararhihk Analizi icin Lambert W
Fonksiyonu

Bu boliimde; Lambert W fonksiyonu tanitilarak, dogrusal birinci dereceden ve homojen



gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢oziimii Lambert W fonksiyonu
yardimiyla gergeklestirilip genellestirilmigtir. Matris Lambert W fonksiyonuna ve kullanim
amacina deginilmistir. Zaman gecikmeli sistemlerin kararlilik analizinde Lambert W
fonksiyonu kullanimina yer verilmistir. Baz1 6rnek geri tipli zaman gecikmeli sistemlerin

Lambert W fonksiyonu yardimiyla ¢6ziimii gergeklestirilip kararliligi incelenmistir.

Boliim 6: Zaman Gecikmeli Sistemlerin Kararhlik Analizi icin Genellestirilen
Degistirilmis Mikhailov Kararhlik Kriteri

Bu béliimde; Mikhailov egrisinin 6zelliklerine ve Mikhailov’un kararlilik kriterlerine
deginilmistir. Kesir dereceli geri tipli zaman gecikmeli sistemler igin Onerilen
genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriterinin tam dereceli geri tipli zaman
gecikmeli sistemler igin uygulanabilecegi tlizerinde durulmustur. Kararlilik kriterinin

uygulanmasina yonelik 6rnekler verilmistir.

Boliim 7: Zaman Gecikmeli Dogrusal Olmayan Sistemlerin Kararhilik ve Catallasma
Analizlerinin Gergeklestirilmesi

Bu boliimde ilk olarak, zaman gecikmeli dogrusal olmayan kaotik bir sistemin denge
noktasinin dogrusallastirilmis modelinden faydalanilarak kararlilik ve catallagsma analizi
gerceklestirilmis, catallasmanin  yonii Lambert W fonksiyonu ve genellestirilen
degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri kullanilarak farkli sistem parametreleri ve zaman
gecikmesi degerlerine gore incelenmistir. Ikinci olarak, zaman gecikmeli 6zdes olmayan
iki kaotik sistemin (biri Master Verici — digeri Slave Alict olmak iizere) farkli baglangi¢
sartlar1 i¢in kaos senkronizasyonu gerceklestirilmistir. Master ve Slave sistemlerinin
cikisindaki hatayr sifira gotiirebilmek icin Slave sisteme uygun bir kontroldr isareti
uygulanmasini saglayacak bir oransal kontroloér aktif kontrol yontemi kullanilarak
tasarlanmistir. Elde edilen kontroloriin etkinligi Lambert W fonksiyonu ve genellestirilen
degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri kullanilarak test edilmis ve uygun kazang araligi
secilmistir. Ugiincii olarak, tek hiicreli zaman gecikmeli hiicresel sinir aginin kararlilik ve
catallasma analizi gergeklestirilmis, catallasmanin yonii Lambert W fonksiyonu ve
genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri kullanilarak farkli sistem

parametreleri ve zaman gecikmesi degerlerine gore incelenmistir. Her lic uygulamada da



elde edilen sonuglarin dogrulugunu gostermek icin Matlab ortaminda elde edilen sistemlere

ait benzetim sonuglar verilmistir.

Boliim 8: Sonuclar

Bu bolimde, genel bir degerlendirme ile tezde elde edilen sonuglar sunulmus ve

yorumlanmustir.



2. KARARLILIK

Dogrusal ve dogrusal olmayan sistemlerin zamanla degisip degismeme durumlarina
gore ¢ok farkli sekillerde kararlilik tanimlari verilmektedir. Genelde iki tip kararliliktan
bahsedilir. Bunlardan biri asimptotik anlamda kararlilik digeri ise sinirh giris smirlt ¢ikis
kararliigidir. Sistemde hicbir giris uygulanmadigi halde baslangic kosullar1 altinda
sistemin durumu ve ¢ikis1 ¢ — oo icin sifira gidiyorsa sistem asimptotik anlamda kararlidir.
Sistemin girisine uygulanan sinirh girisler i¢in ¢ikist da r — oo i¢in sinirli kaliyorsa sistem
stirh giris sinirh ¢ikis kararlidir [1-6].

Bu béliimde; dogrusal ve dogrusal olmayan sistemin denge noktasinin kararlilig: ile
ilgili tanim ve teoremler [2], dogrusal sistemlerin denge noktalarinin yapisi ve karakteristik
denklemin 6z degerleri araciligiyla kararlilik analizi [1,3-6], dogrusal olmayan sistemlerin
dogrusallagtirilmas1 ve dogrusallastirilmis denge noktast etrafinda kararliliklarinin

incelenmesi [1] gibi konu bagliklarina yer verilecektir.
2.1. Kararhhga iliskin Bazi Tamimlar

2.1.1. Denge Noktasi:

D c R" bir bolge ve f:D—>R" yerel Lipschitz 6zelligini saglayan bir fonksiyon

olmak iizere,

)t:f(x), x(O)sz (2.1)

Ozerk sistemini goz oniine alalm. f (x) =0 sartin1 saglayacak bigiminde bir x” € D varsa

x ’e (2.1) sisteminin denge noktas1 (sabit nokta, kritik nokta) denir.
Denge noktasinin kararlilifina bakilarak sistemin kararliligi belirlenebilir. Dogrusal
sistemlerde bir tane denge noktasi var iken dogrusal olmayan sistemlerde birden fazla

denge noktasi olabilir [1].



2.1.2. Sistem Gosterimi

Ozerk dogrusal bir sistem,

x(1) = Ax(1) (2.2)

seklinde gosterilir. Burada A, nxn boyutunda bir matristir. Bdyle bir sistemde x(()) =X,
baslangig¢ sart1 i¢in ¢oziim,

x(1)=e"x, (2.3)

seklindedir. Bdylece orijin bu sistem i¢in bir denge noktasidir. A matrisinin zamanla
degisip degismeme durumuna gore zamanla degisen ya da zamanla degismeyen sistemler
olarak siiflandirilirlar.

Dogrusal olmayan zamanla degisen dinamik bir sistem,

i=f(x.1) 2.4

seklinde dogrusal olmayan diferansiyel denklem tarafindan ifade edilebilir. Burada f,

nx1 boyutunda dogrusal olmayan vektor fonksiyonu, x ise nx1 boyutunda durum
vektoriidiir. Denklem (2.4)’teki dogrusal olmayan sistem eger zamana baglh degil ise

sistem dogrusal olmayan 6zerk yapida olacaktir. Ozerk sistemin durum denklemi,

i=f(x) 2.5)

seklinde yazilir [1].

2.1.3. Dogrusal Sistemler icin Kararhhk Tanim

Kararlilik tanimlar1 verilmeden 6nce |||| normunun tanimi yapilacaktir.
Tammm 2.1: X, bir vektér uzayr olsun. Vx,ye X i¢in asagidaki kosullar1 saglayan

|||| : X = R fonksiyonuna X iizerinde bir normdur denir.
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@ [0
(ii) ||x|| =0 ancak ve ancak x=0 ;

(i) A =[2]]l+]

9

@) ey <[+

x| = \/xf +20 et X, = (Zn: xizjz olmaktadir [64].
i=1

Yani,

Homojen ve dogrusal zamanla degismeyen bir sistemin denge noktasi x =0eR”

olsun. Bu durumda [2];

Tanmm 2.2: Eger herhangi bir x, baslangic durumu i¢in, >0 olmak kaydiyla
||x(t)|| <7|lx| sartin saglayacak pozitif bir y sabiti varsa x =0 denge noktasi kararlidir.
Tammm 2.3: Eger x =0 denge noktasi kararl degilse kararsizdir.

Tanim 2.4: Eger herhangi bir x, baslangic durumu igin, r>7 olmak kaydiyla
||x(t)||£ x| sartinn saglayacak x>0 igin T>0 var ise x =0 denge noktasi global
asimptotik kararlidir.

Tammm 2.5: Eger herhangi bir x, baslangic durumu i¢in, >0 olmak kaydiyla
|x(2)| < ke |x,| sartm saglayacak k ve A pozitif sabit sayisi var ise x =0 denge

noktas1 global exponansiyel kararlidir.

2.1.4.Dogrusal Olmayan Sistemler icin Kararhilhik Tanim

Homojen ve dogrusal olmayan bir sistemin denge noktasi x =0eR” olsun. Bu

durumda [2];

Tamm 2.6: Eger £ >0 igin >0 olmak kaydiyla |x,| <& iken |x(f)| <& olacak sekilde

bir § >0 varise x =0 denge noktasi kararlidir.

Tammm 2.7: x =0 denge noktas1 kararli degilse kararsizdr.

Tamm 2.8: x =0 denge noktas kararli ve |x,|[<& iken lim”x(t)” =0 olacak sekilde

5>0 var ise x =0 denge noktas1 asimptotik kararlidir. Ozellikle  >7 olmak kaydiyla

>0 i¢in,

x(t)” < ¢ olacak sekilde 7 >0 vardir.
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Tamm 2.9: x =0 denge noktasi kararli ve herhangi bir x, baslangic durumu igin,

lime(t)H =0 oluyorsa x =0 denge noktas1 global asimptotik kararlidir. Ozellikle, M >0

11—

ve £>0 i¢in, t>T olmak kaydiyla ||x0||<M iken ||x(t)||£g olacak sekilde 7 >0

vardir.

Tamm 2.10: Eger herhangi bir baslangi¢ durumu igin, 7 >0 olmak kaydiyla |x,|| <& iken

||x(t)|| <ke™|x,| olacak sekilde &,k ve A pozitif sabitler var ise x =0 denge noktasi

exponansiyel kararlidir.

Tammm 2.11: Eger herhangi bir baslangi¢ durumu ic¢in, 7>0 olmak kaydiyla

|x(2)| < ke |x,| olacak sekilde k ve A pozitif sabitler var ise x =0 denge noktas:

global exponansiyel kararhdir.

2.2. Dogrusal Sistemlerin Denge Noktalarinin Yapisi ve Kararhhg:

Bu baghik altinda iki boyutlu dogrusal bir sistemin kararliligi 6z deger-6z vektor
aracilifiyla incelenip faz sekillerinin yapilari belirlenecektir. A katsayr matrisi olmak

lizere; x = Ax seklinde iki boyutlu dogrusal ve 6zerk bir sistem matrisinin,

x| (a bjx "6
vl e dlly 2.6)
Denklem (2.6)’daki gibi tanimlandigini diistinelim. Bu dogrusal sistemi ¢ézmek i¢in 6z

deger-6z vektor metodunu kullanabiliriz. A’nin 4 ve A, 6z degerleri,

det(A—AI)= =0 2.7

a—A b
c d-—1

karakteristik Denklem (2.7)’nin ¢6ziimleridir. Denge noktasinin ozelligi, 4, ve A, 6z

degerlerinin asagidaki ihtimallerine baghdir [1,3-6].
1. Reel, birbirinden farkli ve ayni isaretli olma durumu

2. Reel, birbirinden farkli ve zit isaretli olma durumu
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3. Reel ve birbirine esit olma durumu

4. Sifirdan farkli reel kisma sahip eslenikler olma durumu

5. Safimajiner kisma sahip olma durumu

Bu 5 durum ayr1 ayr incelenecektir. Her bir durumda asagidaki denge noktalarindan
hangisine karsilik geldigi belirlenecektir.

a. Diiglim noktas1 (Node point)

b. Eyer noktasi (Saddle point)

c. Spiral noktas1 (Spiral point)

d. Merkez noktas1 (Center point)

2.2.1. Reel, Birbirinden Farkh ve Aym Isaretli Oz Degerler

Karakteristik Denklem (2.7)’nin kokleri olan A, ve A, 6z degerleri reel, birbirinden

farkli ve ayni isaretli iseler Denklem (2.6)’daki dogrusal sistemin orijindeki denge noktasi

bir diigliim (node) noktasi olur. Bu durumda A matrisi, dogrusal bagimsiz v, ve v, 6z

vektorlerine sahiptir. Genel ¢6ziim, Denklem (2.8) bigimindedir [3,4,6].

x(t)=ce™v, +c,e™, (2.8)

Eger 6z degerler reel, birbirinden farkli ve negatif (/12 <A < O) ise ¢Oziim egrileri ¢
arttiginda orijine yaklasir. Yani herhangi bir baslangi¢ sartinda 7 — oo gittigi zaman
x(1),y(t) >0 gider. Bu durumda denge noktasina toplayict (sink) denir ve bu denge

noktas1 asimptotik kararlidir. Sekil 2.1(a)’da verilen 6rnek bir sistemin toplayict diigiim

noktast igin faz portresi gosterilmektedir. Sekil 2.1(a)’da goriildiigii lizere e™ ve €™ {istel

ifadeleri t — oo gittigi zaman sifira gitmektedir.

Eger 6z degerler reel, birbirinden farkli ve pozitif (O< A < 12) ise ¢Oziim egrileri ¢
arttiginda orijinden ayrilir. Yani herhangi bir baslangic sartinda ¢ — oo gittigi zaman
x(t), y(t) — o gider. Bu durumda denge noktasina kaynak (source) denir ve bu denge
noktasi kararsiz olur. Sekil 2.1(b)’de verilen 6rnek bir sistemin kaynak diigtim noktasi igin

faz portresi gosterilmektedir. Sekil 2.1(b)’de goriildiigii iizere e* ve e iistel ifadeleri

t — oo gittigi zaman sonsuza gitmektedir.
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X=-2x; py=x-3y
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Sekil 2.1. Oz degerlerin reel, birbirinden farkli ve aym isaretli olma durumunda faz portresi: a) Toplayici
diigiim noktas1 b) Kaynak diigiim noktas1

2.2.2. Reel, Birbirinden Farkh ve Zit Isaretli Oz Degerler

Karakteristik Denklem (2.7)’nin kokleri olan A, ve A, 6z degerleri reel, birbirinden

farkli ve zit isaretli (4, <0<A4,) ise Denklem (2.6)’daki dogrusal sistemin orijindeki

denge noktas1 bir eyer (saddle) noktasi olur. Orjindeki denge noktasi kararsiz olur. Bu
durumda genel ¢6ziim Denklem (2.8)’deki gibi olur [3,4,6].
Sekil 2.2°de verilen 6rnek bir sistem i¢in eyer noktasinin faz portresi goriilmektedir.

Aot

Sekil 2.2°den goriildiigii lizere t — oo gittigi zaman ™ sifira, €™ ise sonsuza gitmektedir.
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Sekil 2.2. Oz degerlerin reel, birbirinden farkli ve zit Isaretli olmas1 durumunda bir eyer
noktasinin faz portresi

2.2.3. Reel ve Birbirine Esit Oz Degerler

Bu durumda denge noktasinin 6zelligi A matrisinin bir veya iki dogrusal 6z vektore
sahip olup olmamasina baglidir [3-6].

Karakteristik Denklem (2.7)’nin kokleri olan 4, ve A, 6z degerleri reel, birbirine esit
(/11 =1, 7&0) ve birbirinden bagimsiz iki 6z vektore sahip iseler Denklem (2.6)’daki
dogrusal sistemin orijindeki denge noktas1 bir diigiim (node) noktas1 olur. Oz degerler
A =, >0 ise denge noktasi kaynak olur ve kararsizdir. Oz degerler 4, = A, <0 ise denge
noktasi toplayici olur ve asimptotik kararhidir. A, v, ve v, gibi iki tane dogrusal bagimsiz

0z vektore sahip olsun. Bu durumda genel ¢6ziim, Denklem (2.9) formunda yazilabilir.

x(1) = e’ + ey, = (e +epy) 2.9)

Sekil 2.3(a)’da iki 6z vektore sahip ve birbirine esit 6z degerler durumunda 6rnek bir
sistemin toplayici diiglim noktasina ait faz portresi goriilmektedir. Sekil 2.3(b)’de ise iki 6z
vektore sahip ve birbirine esit 6z degerler durumunda 6rnek bir sistemin kaynak diigiim

noktasina ait faz portresi goriilmektedir.
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Sekil 2.3. Oz degerlerin reel, birbirine esit ve iki 6z vektore sahip olmasi durumunda faz portresi: a)Toplayici
digiim noktas1 b) Kaynak diigiim noktast

Karakteristik Denklem (2.7)’nin kokleri olan 4, ve A, 6z degerleri reel ve birbirine esit

(/11 =1, ;t()) ve sadece bir tane bagimsiz 6z vektore sahip iseler Denklem (2.6)’daki
dogrusal sistemin orijindeki denge noktasi1 bir diigiim (node) noktasi olur. Oz degerler
A, = A4, >0 ise bu diigiim kaynak olur ve kararsizdir. Oz degerler 4, = A, <0 ise bu diigiim

bir toplayici olur ve asimptotik kararhidir. Genel ¢6ziim, Denklem (2.10) bi¢iminde

yazilabilir.

x(t)=cev+c,e” (u+kv)=e" (cv+cu+c,kv) (2.10)

Sekil 2.4(a)’da bir 6z vektore sahip ve birbirine esit 6z degerler durumunda 6rnek bir
sistemin toplayici diiglim noktasina ait faz portresi goriilmektedir. Sekil 2.4(b)’de ise bir 6z
vektore sahip ve birbirine esit 6z degerler durumunda 6rnek bir sistemin kaynak diigiim

noktasina ait faz portresi goriilmektedir.
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Sekil 2.4. Oz degerlerin reel, birbirine esit ve bir 6z vektdre sahip olmasi durumunda faz portresi:
a)Toplayici diiglim noktas1 b) Kaynak diigiim noktasi

2.2.4.S1firdan Farkh Reel Kisma Sahip Kompleks Eslenik Oz Degerler

Karakteristik Denklem (2.7)’nin kokleri olan 4, ve A, degerlerinin reel kismu sifirdan

farkli olan kompleks eslenik kokler ise (/?1’2 =0F ja)) Denklem (2.6)’daki dogrusal
sistemin orijindeki denge noktasi bir spiral nokta olur. 4,=0c%* jo 0z deerlerine
karsilik gelen 6z vektorler v, =u+ jv oldugunu farz edelim. Bu durumda genel ¢6ziim

Denklem (2.16) bigimindedir [3-6].

x(t) =" (u+ jv)=e” (coswt + jsinar)(u+ jv) 2.11)
x(t)=e"[ucoswr—vsin ot |+ je” [usin or +vcos or] (2.12)
x, (1) =e”" (ucos wt —vsin wr) (2.13)

x, (1) =e” (usin @t +vcos wr) (2.14)

x(t)=c¢x (1) +c,x, (1) (2.15)
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x(1)=c,e” [ucos wt —vsin wt |+ c,e” [usin or +vcos wr (2.16)

xl(t) ve X, (t) bilesenleri, ¢ arttigi zaman pozitif ve negatif degerler arasinda degisir.
Boylece denge noktasi spiral nokta adini alir.
Eger 6z degerlerin reel kism1 olan o negatif (0' < 0) ise sistemin biitiin yoriingeleri ¢

sonsuza giderken orijine spiraller olarak yaklagir. Bu durumda denge ¢6ziimii asimptotik
kararl1 bir spiral toplayicidir. Sekil 2.5(a)’da 6rnek bir sistemin spiral toplayict denge

noktasina ait faz portresi gosterilmektedir.
Eger 6z degerlerin reel kismi olan o pozitif (o >0) ise sistemin biitiin yoriingeleri ¢
sonsuza giderken orijinden spiraller olarak uzaklasir. Bu durumda denge ¢6ziimii kararsiz

bir spiral kaynaktir. Sekil 2.5(b)’de 6rnek bir sistemin spiral kaynak denge noktasina ait

faz portresi gosterilmektedir.

X=-x+3y; y=-3x-y x=x-3y; y=3x+y
1.2 = \
0.8 /

04 |’

(@) )

Sekil 2.5. Oz degerlerin sifirdan farkli reel kisima sahip kompleks eslenik olma durumunda faz portresi:
a)Spiral toplayic1 b) Spiral kaynak

2.2.5.Piir imajiner Kisma Sahip Olan Oz Degerler

Karakteristik Denklem (2.7)’nin kokleri olan A, ve A, 6z degerlerinin reel kismi sifir

olan kompleks eslenik kokler (/?.12 =F ja)) ise Denklem (2.6)’daki dogrusal sistemin

orijindeki denge noktasi bir merkez (center) olur. Bu denge noktasi1 kararhidir fakat
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asimptotik kararli degildir. Bu kararlilik ayrica notr kararlilik olarak da adlandirilir. Genel
¢Ozlim, Denklem (2.16) bi¢imindedir [3-6]. Sekil 2.6’da verilen 6rnek bir sistem igin 6z

degerlerin piir imajiner kisma sahip olmas1 durumunda faz portresi gosterilmektedir.

x=3y; y=-x
3 ' ' ' =X
2_/1//7//7_>\>\>\\\_
1
y 0
-1
2
3 L=

Sekil 2.6. Oz degerlerin piir imajiner kisma sahip olmas1 durumunda faz portresi

2.3. Dogrusal Olmayan Sistemlerin Denge Noktalarimin Yapisi ve Kararhihig:

Dogrusal olmayan sistemlerin ¢éziimleri ve kararlilik analizleri ile dogrusal sistemlerin
coziimleri ve kararlilik analizleri arasinda bir iliski mevcuttur. Genellikle dogrusal
olmayan sistemi ¢6zmeden, dogrusallastirarak ¢oziimii hakkinda fikir sahibi olunabilir. Bu
baslik altinda dogrusal olmayan sistemlerin davramiglari, denge noktasinin yapisi ve

kararlilig1 incelenecektir.

2.3.1. Dogrusallagtirma

Dogrusallastirma; dogrusal olmayan sistemin yerel kararliligi ile ilgilidir. Dogrusal

olmayan sistem, denge noktasi civari i¢in dogrusallastirildiginda dogrusal sistem gibi

davranir. (2.5)’teki Ozerk sistemi dislinelim ve f (x) in siirekli tlirevlenebilir bir
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fonksiyon oldugu kabul edilsin. Dogrusal olmayan sistem dinamigi Denklem (2.17)’deki

gibi yazilabilir.

x:(@j X+ fran (%) (2.17)

ox

Burada f,,, (x), x’in yiiksek dereceli terimlerini ifade etmektedir. Denklem (2.17)’deki

Taylor agilimi birinci terimden baglamaktadir ve f(0)=0 oldugundan x=0 denge

noktasidir. A katsayr matrisi, x =0’da x’e gore f ’in Jakobien matrisini gostermektedir.

o
A=| L
( axjx_o (2.18)

Dogrusal olmayan sistemin denge noktasinda dogrusallastirilmasi,

x=Ax (2.19)

seklinde olur [1].

2.3.2. Dogrusallastirilmis Sistemin Kararhihg:

Dogrusal olmayan sistemlerin kararlilig1 ve denge noktalarinin faz sekillerinin yapisi
bu sistemin dogrusallastirilmasiyla bulunabilir. Lyapunov’un dogrusallastirma metodu

dogrusal olmayan sistemlerin yerel kararlilig: ile ilgilenir [1].

(2.5) sistemi ve bunun dogrusallastirilmis (2.19) sisteminin her ikisi de orijinde (0,0)

bir denge noktasina sahip oldugunu kabul edelim. A, ve A,, dogrusallastirilmis (2.19)
sistemin katsay1 matrisinin 6z degerleri olsun. Bu durumda sistemin kararliligi;
e Eger tim 06z degerler sol yar1 s-diizleminde ise dogrusallagtirilmig sistem
kesinlikle kararlidir. Denge noktas1 asimptotik kararlidir.
e Eger en az bir 6z deger sag yar1 s-diizleminde ise dogrusallagtirilmis sistem

kararsizdir. Denge noktas1 kararsizdir.
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e Eger tim 6z degerler sol yar1 kompleks diizlemde fakat en az bir tanesi jo

ekseni lizerinde ise yani dogrusallastirilmis sistem marjinal kararli ise bu durumda
dogrusal yaklagimdan herhangi bir sonug ¢ikarilamaz. Dogrusal olmayan sistemin
denge noktas1 kararli, asimptotik kararli veya kararsiz olabilir.

Sonug olarak, dogrusal olmayan bir sistemin denge noktasinin yapist ve kararliligi bu

sistemin dogrusallastirilmasiyla ile ¢gogu zaman tam olarak belirlenebilir [1].
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3. CATALLASMA VE TURLERI

Dinamik sistemlerde, sistem parametresindeki c¢ok kiiciik degisiklikler sistemin
davranigindaki nitel yapiyr degistirebilmektedir. Catallasma olayinda sistem kararli
yapidan kararsiz yapiya ya da kararsiz yapidan kararli yapiya gecerken bazen kritik sistem
parametresi degerinde limit ¢evrim davranis gozlemlenebilir. Yani, parametreler kritik
degerler civarindayken sistemin davranisi aniden degisebilmektedir.

Bu boliimde; limit ¢evrime [1], catallasma ve tiirlerine [6-8] yer verilecektir. Sistem
parametrelerinin - degisiminin, sistemin durum uzaymda olusturdugu degisiklikler

incelenecektir.

3.1. Limit Cevrim

Dogrusal olmayan sistemlerde dig uyarim olmaksizin sabit genlikli ve sabit periyotlu
salmimlar (osilasyonlar) gozlenebilir. Bu osilasyonlar limit ¢evrim veya kendinden
uyarmali salinimlar olarak adlandirilir. Bu 6nemli olay Van der pol tarafindan 1920’lerde
ilk olarak calisilmis osilasyon dinamikleri ile izah edilmistir [1].

Limit ¢evrimin etrafindaki yoriingelerin hareket yonlerine gore 3 farkl: tipi bulunmaktadir.

1. Kararh limit ¢evrim: Limit ¢cevrimin ¢evresindeki tiim yoriingeler 1 — oo gittigi

zaman limit ¢cevrimde birlesir.

2. Kararsiz limit ¢evrim: Limit ¢cevrimin ¢evresindeki tiim yoriingeler 1 — oo gittigi

zaman limit ¢evrimden uzaklasir.

3. Yan kararh limit cevrim: 7 — cogittigi zaman limit ¢evrimin etrafindaki bazi

yorilingeler onda birlesirken bazilar1 uzaklasir.

Sekil 3.1’de kararli, kararsiz ve yar1 kararli limit ¢evrimin yoriinge durumlari
goriilmektedir. Eger yoriingeler limit ¢cevrime yaklasirsa kararl aksi takdirde kararsizdir.

Kontrol sistemlerinde limit ¢gevrimin varligin1 tahmin etmek biiyiik 6nem tasimaktadir.
Limit ¢evrimin varlifi genellikle bilgisayar simiilasyonlar1 araciligiyla ya da Poincare-

Bendixson teoremleri alternatifleriyle tespit edilir [1].
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X2 X2

\ Birlesen
/‘ Y . l
L, /I oriingeler

A

Birlesen

Birlegen P
L1 Yoriingeler

7 Yoriingeler
-7
7\ !

NLA

™ Limit N “ Limit
Cevrim Limit Cevrim

(@) ®) (c)

Sekil 3.1. Kararl, kararsiz ve yari kararli limit ¢evrim

3.2. Catallasma

Dinamik sistemlerde sistemin parametresi degistigi zaman genellikle sistemin niteliksel
yapist da degismektedir. Dinamik sistemler incelendiginde c¢atallasmanin, sistem
parametresindeki degisimler sonucu ortaya c¢iktig1 goriilmektedir. Sistemde yeni denge
noktalar1 olusabildigi gibi sistemde var olan denge noktalar1 kaybolabilir veya bu denge
noktalarinin kararlilik durumlari da degisebilir. Bu niteliksel degisimlere catallasma ve bu
degisimin meydana geldigi parametre degerine ¢atallagma degeri denir [7,8].

Sistem parametreleri degisti§i zaman modelde kararsiz bir yap1 goriilebilir. Ornegin;
Sekil 3.2°deki sistemi ele alalim. Kirigin tepesine kiiglik bir agirhik yerlestirildigi zaman
kiris dikey bir sekilde pozisyonunu korur. Fakat agirlik arttirildigi zaman bu dikey
pozisyon kararsizlasir ve kiris biikiiliir. Bu ornekte kontrol parametresi olarak agirlik
onemli bir rol oynamaktadir. Kirisin dikey pozisyonda biikiilmesi ise dinamik degisken
roliinii oynamaktadir [8]. Sonug olarak, sistemler genelde bir veya birden fazla parametre
icerdiginden ¢atallagsma problemini i¢eren bir¢ok olayla karsilasabiliriz.

Bu boliimde, bazi ¢atallasma tiirleri ve onlarin siniflandirilmasi anlatilacaktir.
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Biikiilmiis
Kirig

Kiris

Sekil 3.2. Catallagsma olay1

3.2.1. Eyer Diigiimii Catallasma ( Saddle Node Catallasma )

Bu catallagsma tiiriinde sistem parametresi degistik¢e sistemin denge noktalar1 birbirine
dogru hareket eder, carpisir ve yok olur. Bu denge noktalarindan biri kararli digeri
kararsizdir. Eyer diiglimii catallasma, siirekli dinamik sistemlerde referans olarak ¢ok sik
kullanilir. Ayrik dinamik sistemlerde bu catallasma genellikle fold catallasma olarak
adlandirilir. Eyer diigiim ¢atallasmanin normal formu Denklem (3.1) seklinde bir 6rnek ile

agiklanabilir [8].

d—:r+x (3.1)

Burada x durum degiskeni, r g¢atallasma parametresidir. Sekil 3.3’te, Denklem (3.1) i¢in
olusan eyer diigiimii catallasmasma ait farkli parametre durumlarinin vektor alanlari

goriilmektedir.

e r<0 iken —/—r ’de kararl bir denge noktasi ve ++—r ’de kararsiz bir denge

noktasi olmak iizere iki denge noktas1 vardir.

e r=0’da (catallasma parametresi) bir tane denge noktasi olusur. Ciinkii denge
noktalar1 yar1 kararli sabit bir noktada birlesir. Bu durumda denge noktasi bir eyer
diigiim noktas1 olarak adlandirilir.

e r>(0’da denge noktalar1 yok olur.
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(@) b) (©

Sekil 3.3. Eyer diiglimii catallagmada farkli parametre durumlart i¢in vektor alanlari

Sekil 3.4’te eyer diiglim ¢atallagsmasi i¢in r parametresine gore cizilen catallasma

diyagrami goriilmektedir [8].

’
A
—> —t> —>
Ny X
Ty 7
— > - \ —
Kararl Kararsiz

Sekil 3.4. Eyer diigiim catallagmasi i¢in » parametresine gore ¢izilen ¢atallagsma diyagrami

3.2.2. Transkritik Catallasma

Tiim parametre degerleri i¢in denge noktasinin var oldugu ve asla yok edilemedigi bazi
durumlar vardir. Ancak parametre degistigi zaman kararlilig1 degisir. Yani bu ¢atallagsma
tiiriinde biri kararli digeri kararsiz olmak tizere iki denge noktast vardir ve bu iki denge

noktasi catallasma noktasindan gegerken kararlilik yapilarmi degistirirler. Kararli olan
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denge noktas1 kararsiz, kararsiz olan denge noktasi ise kararli olur. Transkritik

catallasmanin normal formu Denklem (3.2) seklindeki bir 6rnek ile agiklanabilir [8].

X=rx—x (3.2)

Denklem (3.2) i¢in x=0 ve x=r’de iki tane denge noktasi mevcuttur. Sekil 3.5’te
Denklem (3.2) i¢in olusan transkritik catallasmasia ait farkli parametre durumlarinin
vektor alanlar goriilmektedir.
e <0 iken x =0 kararli, x=r ise kararsiz denge noktas1 olur.
e r=0’da kararsiz denge noktas1 orijine yaklagir ve r=0 ile birlesir. Catallagma
olusur.

e r>0 iken x =0 kararsiz denge noktasi, x =r ise kararl1 denge noktasi olur.

r<o r=0 r>0

(@) ®) (c)

Sekil 3.5. Transkritik ¢atallasmada farkli parametre durumlari igin vektor alanlar

Sekil 3.6’da transkritik catallagsmasi i¢in r parametresine gore cizilen catallagsma

diyagrami goriilmektedir [8].
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X Kararl

Kararh . Kararsiz

/ r

/
/
/

Kararsiz /

Sekil 3.6. Transkritik ¢atallasmasi igin r parametresine gore ¢izilen ¢atallagma diyagrami

3.2.3. Tirmik Catallasma (Pitchfork Catallasma)

Tirmik catallagsma genellikle simetrik sistemlerde olusur. Bu ¢atallagsma tiirti, siiperkritik

tirmik ¢atallagma ve subkritik tirmik ¢atallagma olmak iizere ikiye ayrilmaktadir.

3.2.3.1. Siiperkritik Tirmik Catallasma

Stiperkritik tirmik catallasmanin normal formu Denklem (3.3) seklindeki bir 6rnek ile

verilebilir [8].

dx 5
—=rx—Xx 3.3
0 (3.3)

Sistemin x=0 ve x=1/r olmak iizere iic tane denge noktast mevcuttur. Sekil 3.7°de
Denklem (3.3) i¢in olusan siiperkritik tirmik c¢atallasmasina ait farkli parametre
durumlarinin vektor alani goriilmektedir.

e r<0 i¢in x=0 kararl bir denge noktas1 olur.

e r=0 i¢cin x=0 denge noktasi hala kararlidir fakat bu ¢ok daha zayif bir sekildedir.

e >0 i¢cin x =0 kararsiz bir denge noktasi olur ve x = +/r olmak iizere iki kararli

denge noktasi olusur. Bu denge noktalar1 birbirine gore simetriktir.
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r<o r=0 r>0

(@) ®) (©)

Sekil 3.7. Siiperkritik tirmik ¢atallasmada farkli parametre durumlari i¢in vektor alanlar

Sekil 3.8’de siiperkritik tirmik ¢atallagsmasi icin r parametresine gore cizilen catallasma

diyagrami goriilmektedir [8].

Kararl

Kararlh — o Kararsiz

r

Kararl

Sekil 3.8. Siiperkritik tirmik ¢atallagmasi i¢in r parametresine gore ¢izilen ¢atallagsma diyagrami

3.2.3.2. Subkritik Tirmik Catallasma

Subkritik tirmik ¢atallasmanin normal formu Denklem (3.4) seklindeki bir Ornek ile

verilebilir [8].

& =rx+x (3.4)
dt

Sistemin x=0 ve x=*+/r olmak iizere lic tane denge noktas1 mevcuttur.
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e <0 i¢cin x=0’da kararli bir denge noktas1 ve x=x+/—r ’de iki tane kararsiz
denge noktasi olusur.

e >0 icin x=0’da kararsiz bir denge noktas1 olusur.

Sekil 3.9°da subkritik tirmik catallagmasi i¢in » parametresine gore ¢izilen catallasma

diyagrami goriilmektedir [8].

Kararsiz

Kararl <> Kararsiz

/ r

Kararsiz 0 o=

Sekil 3.9. Subkritik tirmik ¢atallagmasi igin r parametresine gore ¢izilen ¢atallagsma

3.2.4. Hopf Catallasma

Iki veya daha fazla birinci mertebeden diferansiyel denklem igeren sistemlerde
meydana gelen catallasma tiiriine “Hopf Catallasma” denir. Hopf catallasmada sistem
parametresinin degeri degisirken, sistemin dinamigi kararli spiralden merkeze, merkezden
de kararsiz spirale doniisebilir [7,8].

Hopf catallasmada, sistem parametresi degistigi zaman kompleks eslenik kok imajiner
eksende saga ya da sola hareket eder. Bu durumda kararli veya kararsiz, sistem salinimlari
da denilen limit ¢evrimler goziikecek ya da gézden kaybolacaktir. Bu limit ¢evrimlerin
kararliligina bagl olarak, hopf ¢atallasmalar1 ya subkritik ya da siiperkritik olabilir. Sekil
3.10(a)’da eyer noktasi, transkritik ve pitchfork ¢atallasmada 6z degerlerin genel degisim
profili, Sekil 3.10(b)’de ise hopf catallagmada bir ¢ift imajiner 6z degerin genel degisim
profili goriilmektedir [8].
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X Im (1) A Im (1)

—® ® » Re ) » Re )

(@) ®

Sekil 3.10. a) Eyer noktasi, transkritik ve tirmik ¢atallasmada 6z degerlerin genel degisim profili
b) Hopf catallagmada 6z degerlerin genel degisim profili

Denge noktasinin kararliliginin bir limit ¢evrim hareketleri i¢inde kaybolmasina bagl
olarak iki tip hopf catallasmasi vardir. Bunlar siiperkritik ve subkritik hopf
catallagsmalaridir [7,8].

3.2.4.1. Siiperkritik Hopf Catallasma

Sistemin kararli denge noktasi, degisen sistem parametresine bagli olarak olusan kararl
bir limit ¢evrim etrafinda kararliligim1 kaybedip kararsiz bir denge noktasina doniisiirse
olusan c¢atallasmaya siiperkritik hopf catallagma denir. Denklem (3.5)’teki dinamik

sistemin hopf ¢atallagsma analizi yapalim [8].

F=ur—r
(3.5)

0=w+br’

Bu dinamik sistemde {i¢ tane parametre vardir. Bu parametrelerden denge noktasinin

kararliligim1 g parametresi belirlerken, @ parametresi salinimin frekans ve yontinii belirler

ve b parametresi ise daha biiylik salinimlarda frekansin genlik iizerindeki bagimliligim
belirler.

1 <0 oldugu zaman r=0’da orijin kararli spiraldir. #=0 i¢in orijin hala kararl

spiraldir fakat zayiftir. x>0 ’da orijinde kararsiz bir spiral vardir ve r = \/; ’de bir kararh

limit cevrim olusur. Sekil 3.11°de siiperkritik hopf catallagmaya ait farkli parametre
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durumlarnn gorilmektedir. Sekil 3.11(a)’da kararli bir denge noktasi degisen sistem
parametresine bagli olarak Sekil 3.11(b)’de goriildiigii gibi kararli bir limit ¢evrim

etrafinda kararliligin1 kaybetmektedir.

OAI©)

,u<0 Iu>0

() )

Sekil 3.11. Siiperkritik hopf catallagmada kararlilik degisimi ve olusan limit ¢evrimler

Catallasma boyunca 0z degerlerin davranigint gérmek igin kartezyan koordinat

diizleminde sistemi tekrar yazip jakobiyen matrisine bakalim [8].

x=rcosf y=rsinf (3.6)
x=rcos@—rfsin@ (3.7)
)'c=(,ur—r3)cosé?—r(a)+br2)sin9 (3.8)
)'c:(,u—[xz+y2])x—(a)+b[x2+y2])y 3.9
X = ux— wy + kiibikterimler (3.10)

Benzer sekilde,
y = wx + py + kiibikterimler (3.11)
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Bu yiizden orijindeki jakobiyen matrisi Denklem (3.12)’deki gibi olur.

A=(” _wj (3.12)
o u

Oz degerler ise Denklem (3.13) bicimindedir.

A=utio (3.13)

Goriildigu gibi p negatif degerden pozitif degere arttirildigi zaman 6z degerler imajiner

eksende soldan saga gecer.

3.2.4.2. Subkritik Hopf Catallasma

Subkritik hopf catallasmada kararli denge noktasi ile kararli limit ¢evrim arasinda
kararsiz bir limit ¢evrim bulunmaktadir. Catallasmadan 6nce var olan bu kararsiz limit
cevrim daralir ve catallagsma sirasinda kararli denge noktasiyla birleserek gdzden kaybolur.
Catallasmadan sonra denge noktasi kararsiz olmaktadir. Denklem (3.14)’te verilen dinamik

sistemin hopf catallasma analizini gerceklestirelim [8].

F=pur+r —r
(3.14)

0=w+br

1 <0 icin orijinde kararli bir denge noktas1 ve kararli bir limit ¢evrim olmak {izere iki

tane ¢ekici vardir. Bu iki ¢ekici arasinda bir kararsiz ¢gevrim bulunur. Bu kararsiz ¢evrim,

senaryoyu izlemek i¢in bir rol oynar. x arttirildigi zaman kararsiz c¢evrim denge
noktasinin etrafinda bir ilik gibi sikilasir. g =0’da subkritik hopf catallasma olusur.
Kararsiz ¢evrimin genligi sifira kiiciiliir, orijini yutar ve onu kararsiz kilar. x#>0 i¢in

biiyiik genlikli limit ¢gevrim aniden tek ¢ekici olur.
Sekil 3.12°de subkritik hopf catallagsmaya ait ¢esitli parametre durumlar1 goriilmektedir.
Sekil 3.12(a)’da goriildiigii lizere kararli bir denge noktasi etrafinda bir kararsiz ve bir

kararli olmak iizere iki tane limit ¢evrim bulunmaktadir. Degisen sistem parametresine
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bagli olarak catallagsma sirasinda kararsiz limit ¢cevrim denge noktasini kararsiz hale getirir.

Bu durum Sekil 3.12(b)’de goriilmektedir.

u<0 u>0

(a) ®)

Sekil 3.12. Subkritik hopf c¢atallasmada kararlilik degisimi ve olusan limit ¢evrimler
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4. ZAMAN GECIKMELI SISTEMLER

Fiziksel, kimyasal, biyolojik yapilarin matematiksel modelleri genellikle sistemlerin o
andaki durumlarma baglhdir. Fakat bazi yapilarin matematiksel modelleri, sadece o andaki
durumlarina degil aym1 zamanda geg¢misteki durumlarina da bagl olabilmektedir. Bu tip
sistemler zaman gecikmeli sistemler olarak adlandirilirlar. Zaman gecikmesi 6nemli bir
kavramdir ve sistem davranigina etkisi olduk¢a fazladir. Gecikmenin varligi sistem
analizini ve kontroliinii ¢ok daha fazla kompleks hale getirebilir. Sistemde kararsizliga ve
kotii performansa yol agabilir [9-11].

Zaman gecikmesi tabiatta fiziksel, kimyasal, biyolojik, ekolojik, toplumsal gibi pek ¢ok
sistemlerde yaygin olarak goriilen bir durumdur. Ornegin, kanser olusumu tipik olarak
uzun yillar radyasyona maruz kalma sonucunda olusur. Ekonomide, bir iilkede merkez
bankas1 genellikle faiz oranlarini ayarlayarak ekonomiyi yonlendirmeye calisir, faiz
oranlarinda ki degisimin ekonomi lizerinde bir etkiye donilismesi aylar siirer. Siyasette,
politikacilar kararlarin1 gergeklestirmek i¢in zamana ihtiya¢ duyar ve onlar kararlarinin
dogru olup olmadigini anlamak i¢in bir siire beklemek zorunda kalirlar. Tabiatta rastlanan
zaman gecikmeli sistemler oldugu gibi miihendislik sistemlerinde de zaman gecikmeli
sistemlerle karsilasma durumu sdz konusudur. Iletisim aglar1, kontrol sistemleri, kimyasal
siirecler, biyosistemler ve sualti araglar1 gibi pek ¢ok sistem zaman gecikmeli sistemlere
ornek olarak verilebilir [11].

Ger¢ek hayatta bir c¢ok olayda gecikmenin varligt kacinilmazdir. Sistemler
modellenirken genellikle bu gecikmeler ihmal edilir. Fakat modellenen sistemlerde ihmal
edilen c¢ok kiiciik gecikmeler bile sistemin mevcut durumunda biiyiik degisikliklere yol
acabilir. Bu nedenle matematiksel modeller olusturulurken fonksiyonel diferansiyel
denklemlerden faydalanilir [12].

Bu boliimde, fonksiyonel diferansiyel denklemlerden bahsedilip tiirleri agiklanmus,
fonksiyonel diferansiyel denklemlerin bir alt sinifi olan gecikmeli fonksiyonel diferansiyel
denklemler iizerinde durulmustur. Gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemlerin
kullanim alanlarina ve modellemesine yer verilmistir. Zaman gecikmeli sistemlere birkag
ornek verilerek matematiksel modellerine deginilmistir. Sistemin matematiksel modelinde
kullanilan gecikme teriminin 6nemine vurgu yapilmistir. Zaman gecikmeli sistemlerin

karakteristik denklemlerinin kararlilik analizi i¢in 6nemli oldugu vurgusu yapilip,
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gecikmenin dongii i¢indeki farkli durumlart igin sistemlerin karakteristik denklemleri

cikartlmistir.

4.1. Fonksiyonel Diferansiyel Denklemler

Siradan diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve tlirevleri sadece ¢ aninda
hesaplanir. Gergek hayatta bazi olaylar sadece o anki zamana degil ayn1 zamanda gegmis
ve gelecek zamana da bagl olabilmektedir. Bagka bir degisle, bilinmeyen fonksiyon ve

tirevleri sadece r aninda degil t—7 veya t+7 (r >0) aninda da hesaplanabilir. Bu tiir

diferansiyel denklemlere fonksiyonel diferansiyel denklemler (FDD) denir [12].

4.1.1. Fonksiyonel Diferansiyel Denklemlerin Simiflandirilmasi

Tmax = sabit €[0,00) kabul edilsin ve x(7), t€ [tl _Tmax’tl] zaman aralig1 i¢inde bir
islemin davranmisini tanimlayan n-boyutlu bir degisken olsun. 7, (t) ve T, (t), tim
te [to,tl] icin tanimlanan zamana bagli gercek sayilar kiimesi olsun. [to,tl] araliginda x’in
siirekli fonksiyon oldugu kabul edilsin. x%(7), [#,,1,] i¢in x’in tiirevlerini belirtsin. Her bir
te [to,tl] icin x,, seT; (t) sartiyla x, ( s) = x(t+s) tarafindan tanimlanir. Benzer olarak
X,

., seT, (t) olmak sartiyla X, (s) :)'c(t+s) olarak tanimlanir. Bu durumda x, hemen

hemen her 7 € [to,tl] icin bir fonksiyonel diferansiyel denklemdir [12]. Genellikle bir FDD

asagidaki gibi formiile edilir.

x(1)= f (.5, %,u(1)) 4.1

Burada kontrol u(t), gerekli olan tiim zaman araligi i¢in verilmektedir. Yukaridaki

denklem fonksiyonel diferansiyel denklemin ii¢ tipini igermektedir.

4.1.1.1. ileri (Advanced) Fonksiyonel Diferansiyel Denklem

Bger te[t,1,] i¢in T,(t)<[0,0) ve T,(t)=@ ise FDD bir ileri (advenced)

fonksiyonel diferansiyel denklem (IFDD) olarak isimlendirilir. Ilerlemis tip bir denklem,
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durum degisme orani simdiki ve gelecekteki degerlere bagli olan bir sistemi temsil eder.

Denklem (4.2) IFDD nin bir 6rnegidir.

%(t) = x(t + 1)+ x(t) +u(?) 4.2)

Burada en yiiksek mertebeden tiirev ¢ aninda digerleri ¢t veya f’den daha sonraki

zamanlarda hesaplanir.

4.1.1.2. Notral (Neutral) Fonksiyonel Diferansiyel Denklem

Eger durum degisme orani kendisinin ge¢mis degerlerine bagl ise sistem bir notral

(neutral) fonksiyonel diferansiyel denklem (NFDD) olarak adlandirilir. Yani, 7 € [to,tl] icin

T, (1) = (-»,0] ve T,(t)=(-»,0] arahgndadir. Denklem (4.3)’teki dogrusal skalar

sistem, NFDD’nin bir 6rnegidir.
x(1)=%(r=1)+x(t)+u(r) (4.3)

Burada en yiiksek mertebeden tiirev sadece t’ye bagli degil de hem gecmis hem de

gelecek zamana bagli olabilir.

4.1.1.3. Gecikmeli (Retarded) Fonksiyonel Diferansiyel Denklem

Eger te[to,tl] icin TI(I)C(—OO,O] ve T, (t)=@ ise FDD bir gecikmeli (retarded)

fonksiyonel diferansiyel denklem (GFDD) olarak isimlendirilir. Baska bir degisle,
Denklem (4.1)’in sag tarafi x’in tiirevine bagh degildir. Denklem (4.4), GFDD’nin bir

Ornegidir.
)'c(t)zax(t—r)+u(t) 4.4)
Burada en yiiksek mertebeden tiirev ¢ aninda, digerleri ise ¢ veya r’den daha onceki

zamanlarda hesaplanir. Ornegin; dogrusal skaler birinci dereceden bir denklemin basit

durumunu diistinelim.
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dx(t dx(t—
“ d(t)+a‘ X(dt D s byr(e) +brl—)= £ 1) (*)

Burada q,, a,, b, ve b, sabit sayilar ve f(¢) bir zorlama fonksiyonudur. Eger yukaridaki
denklemde a,#0 ve a, =0 ise Denklem (4.5) GFDD’dir. Eger a,#0 ve a, #0 ise
NFDD, a,=0 ve a, #0 ise [FDD’dir.

Bu tez c¢alismasinda, GFDD’lerle modellenen dogrusal olmayan zaman gecikmeli

sistemler incelenecektir. GFDD’ler Denklem (4.6) seklinde tanimlanir.

i=f(ox(0)x(-7)), x=(x(0)x ()0, (1)) (4.6)

Burada, 7,>0, i=12,., gecikme siiresidir ve f siirekli fonksiyon vektoriidiir.
GFDD’ler,

1. Tek sabit gecikmeli (7 =7,,i =1)

2. Farkl gecikmeli (Tl.,i =1, 2)

3. Dagitilmis gecikmeli (Diferansiyel denklemin sag tarafi, ge¢mis durumlar tizerinde

agirlastirilmig integralden olusur.)

4. Durum bagimli gecikmeli ( 7, ’ler x(t) ’ye baghdir.)

5. Zamana bagiml gecikmeli (7, ’ler ¢ ’ye bagli.)

olmak tizere siniflandirilirlar [65].

4.1.1.3.1. Tek Sabit Gecikmeli Fonksiyonel Diferansiyel Denklemler

Tek sabit GFDD’ler asagidaki gibi genellikle temsil edilir.

i=f(tx(t).x(t-71)) 4.7)

Burada, 7 pozitif sabittir. Optikte, ekonomi biliminde, ekolojide ve biyolojide bircok

dinamik sistem tek sabit GFDD’ler ile tanimlanabilir.
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4.1.1.3.2. Farkh Gecikmeli Fonksiyonel Diferansiyel Denklemler

Birden fazla gecikme i¢ceren GFDD’ler, birden fazla gecikme sabiti ile (7,, i=12,...)

Denklem (4.6)’daki gibi temsil edilir. Bu gecikme siireleri ayrica farkli gecikmeler olarak
adlandirilir. Birden fazla farkli gecikmeli dinamik sistemler biyolojide (ndroloji), kontrol
teorisinde, ekonomide, popiilasyon dinamiklerinde vb. bol miktarda bulunmaktadir.

4.1.1.3.3. Dagiilmis Gecikmeli Fonksiyonel Diferansiyel Denklemler

Dagitilmis veya siirekli GFDD’ler genellikle Denklem (4.8)’deki gibi ifade edilir.

i= f(t,x(t), [ ﬂ(r)x(t-f)d,) 4.8)

4.1.1.3.4. Durum Bagimh Gecikmeli Fonksiyonel Diferansiyel Denklemler

Niifus dinamikleri ve salgin problemlerinde, zaman gecikmesi degisken durumun
fonksiyonu olarak ayrica kabul edilmistir. Durum bagimli GFDD’ler genel olarak Denklem
(4.9)’daki gibi temsil edilir.

ii= f(x(e).x(t =7 (6,%(1)))) (4.9)

4.1.1.3.5. Zaman Bagimh Gecikmeli Fonksiyonel Diferansiyel Denklemler

Zaman bagimli GFDD’lerde, gecikme siiresi T(t)’nin zamana bagimli oldugu

diistiniilmektedir. Genellikle (4.10)’daki gibi bir ifade ile temsil edilirler.
k= f(txt)x(t-7(t))) (4.10)

4.2. Zaman Gecikmeli Sistemler ve Matematiksel Modelleri

Gergek hayatta bir cok olayda gecikmenin varligi kacimilmazdir [65]. Fakat
matematiksel modellemesi siradan diferansiyel denklemlerle yapilan sistemlerde

gecikmeler daima goz ardi edilir. Ancak gercekei bir matematiksel modelde, sistemin o
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andaki durumunun gecmisteki durumdan bagimsiz olmamasi gerektigi asikardir.
Sistemdeki ¢ok kiiciik gecikme miktart bile sistemin mevcut durumunda c¢ok biiylik
degisiklikler goriilmesine neden olabilir. Bu nedenle matematiksel modeller olusturulurken
fonksiyonel diferansiyel denklemlerden faydalanilir.

Bu baslik altinda, matematiksel modelleri gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklem
kullanilarak olusturulan sistemlere o6rnekler verilecektir. Matematiksel modelde kullanilan

zaman gecikmesi terimine neden ihtiya¢ duyuldugu 6rnekler {izerinden agiklanacaktir.

4.2.1. Karisim Problemi

Driver’in [28] tuzlu su karisimi, gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklem ile
modellemede literatiirde karsimiza ¢ikacak ilk problemlerden biridir. i¢inde B litre tuzlu su
karisimi bulunan bir tank diisiinelim. Karisim stirekli karistirilmaktadir ve tanka dakikada q

litre saf su bosaltilmaktadir. Ayrica tankin altinda bulunan bir delikten dakikada g litre
oraninda karisim disar1 akmaktadir. x(t) , t aninda karisimdaki tuz miktarim1 (kg)
gostersin. Tanktan ayrilan karisim litre bagina x(t) / B kg oraninda tuz igermektedir. Bu

durumda belli bir ¢ anmda tank i¢inde tuz miktarmin degisimini (4.11)’deki gibi

diferansiyel denklem ile modelleyebiliriz.

x(t) = —q% 4.11)

Ancak Driver, gercekte karistirma isleminin tank igerisinde homojen bir sekilde
olamayacagin belirtmistir. Bu durumda ¢ aninda tanki terk eden tuzlu su oraninin 6nceki

bir andaki (7 —7 ) tuzlu su oranina bagl olacaktir. Sistem yeniden modellenirse,

(4.12)

Denklem (4.12) gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemini elde ederiz. Burada t bir

zaman gecikmesidir ve k=g /B olarak alinirsa Denklem (4.13)’teki gibi en sade hale
doniistir.

x(1)=—kx(t-7) (4.13)
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4.2.2. Elektrodinamik

Aralarinda belli bir mesafe bulunan iki yiikli parcacigin birbirleriyle etkilesimini ele
alalim. Bu iki ytiklii pargacik 151k hiziyla bir yoriinge etrafinda hareket etsin. Yiikleri e, ve
e;, duragan Kkitleleri m, ve m; olan bu iki yukli parcacigm x; (t) Ve X; (t) referans

noktalar1 olsun. Bu iki yiiklii parcacigin hareketlerini belli bir ¢ aninda gergeklesen anlik

bir olay gibi diisiinmek miimkiin degildir. Anlik ¢ aninda i pargacigina etkiyen alan,

(t—l;(t)) gecmis zamaninda j parcacigi tarafindan iretilmis olmalidir. Burada ri(t)

gecikme miktarinin sabit olmadigi ¢’ye bagli oldugu agiktir. Sekil 4.1°den de gorildigi

lizere, + taninda j parcaci@inin etki alani bu yiikiin (t—r,. (t)) anindaki konumunun

etkisiyle x; (t) konumuna erigir. Bu durumda Denklem (4.14) saglanir [29].

: i#] (4.14)

Xj(t-ri(t))

Sekil 4.1. iki elektronun birbirleri iizerindeki etkisi

4.2.3. Mackey-Glass Denklemi

Birincil belirtileri, gozlemlenebilir kronik ve akut hastaliklar vardir. Cheyne-Stokes
solunumuyla erigkinlerde diizensiz solunum sekilleri ve kronik graniilositik l6semide beyaz
kan hiicre sayilarindaki dalgalanmalar buna 6rnek verilebilir. Mackey ve Glass, fizyolojik

sistemlerde birinci dereceden gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemlerin
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dinamiklerindeki c¢atallasmalar ile hastaligin baslangicint iligkilendirdi. Denklem
dinamiklerindeki ¢atallagsmalar sistemin parametrelerindeki degisimler ile olusur.
Fizyolojik kontrol sistemleri, prototip geribesleme sistemlerini temsil eder. Geribesleme

sistemiyle temsil edilen basit diferansiyel denklem diisiinelim.

Z=d-yx (4.15)

Denklemde x ilgili degisken, 4 ve y ise sirasiyla iiretim ve bozulma oranlarini veren
pozitif sabitlerdir. Denklem (4.15), x’in sabit 4 oraninda iiretildigi ve yx oraninda imha
edildigi bir sistemi temsil eder. Bu denklem i¢in baglangi¢ sart1 belirlendiginde (6zellikle
t=0’da) ¢oziim tamamen belirlenir. t—>o ve x—> A/y oldugunda bu denklem igin

herhangi bir baglangi¢ sartindan elde edilen bir kararli sabit nokta vardir.

Gergek geribesleme sistemlerinde, kontrol altinda degiskenin degerinin algilanmasi ve
uygun bir yanit verilmesi arasinda genellikle bir gecikme vardir. Bu gecikme fizyolojik
sistemlerde 6nemli olabilir. Bu nedenle fizyolojik geribesleme sistemlerinin daha gercekg¢i

modelinde, 4 ve y oranlart sabit olmamaktadir. Boylece ¢t zamanindaki x’in anlik
degisimi, (t—r) zamanindaki x_’ya bagli olabilmektedir. 7 kontrol sistemlerinden

kaynakl1 bir zaman gecikmesidir.

Mackey ve Glass fizyolojik sistemlerde kaotik dinamiklerin var olup olmadigini ve
fizyolojide gozlemlenen karmagsik ritimlerin bazilarinda kaotik dinamiklerin bir rol
oynaylp oynamayacagini belirlemek i¢in birlikte calisirlar. Mackey kan hiicresi {iretim
kontroliinii modellemeye ve Glass ise solunum kontrol g¢alismalarina baslar. Her iki
kosulda, zaman gecikmesi fizyolojik mekanizmalardan dolayr dogal olarak ortaya
cikmaktadir. Boylece modellemelerinde gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemleri
kullanmislardir.

Olgun kan hiicrelerinin kisa dmiirleri nedeniyle “hematopoez” adi verilen bir siireg ile
stirekli yenilerinin yerlerini almasi gerekmektedir. Hematopoez, ilkel kok hiicrelerini olgun
kan hiicresi tiretmek icin ¢ogaltan ve farklilastiran bir siirectir. Hematopoezin
diizenlenmesi viicutta bulunan kan hiicresi elemanlarmin olusumuyla ilgilidir. Kan
hiicreleri kemik iliginde tretilir. Kirmiz1 kan hiicresi {iiretilirken bobrekte eritropoez adi
verilen hormon uyarilir. Eritropoezin yaklasik %901, kanda yeterli oksijen olmadigi

zaman renal tiibiiler epitel hiicreleri tarafindan salgilanir. Kandaki oksijen seviyesi azaldig:
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zaman bu kemik iliginde kan elemanlarinin salgisinda bir artiga sebep olan bir maddenin
salgilanmasina yol agar. Yani; kandan kemik iligine bir geribesleme vardir.
Geribeslemedeki anormallikler hematolojik hastaliklara neden oldugundan dikkate alinir.
Mackey ve Glass, x yogunluklu olgun hiicrelerin bir homojen popiilasyonunu
diisiindiiler ve Losemili hastalarda kan {iretimi i¢in bir model ortaya ¢ikardilar. Mackey-
Glass sistemi birinci dereceden dogrusal olmayan gecikmeli fonksiyonel diferansiyel

denklem tarafindan ifade edilir.

dx 0"x,
dr g 0" +x"

—-yx (4.16)

Denklem (4.16) hematopoezin diizenlenmesini karakterize eder. x(t) , kan dolasimi i¢inde
olgun hiicrelerin yogunlugunu temsil eder. S, 6, n ve y pozitif sabitlerdir. x,, (1—7)

zamaninda degisken x’in degerini yansitir. 7, kemik iliginde olgunlasmamis hiicrelerin
tiretimi ve bu hiicrelerin olgunlasarak kana salinmasi arasindaki zaman gecikmesidir.
Michael C. Mackey ve Leon Glass Denklem (4.16)’daki catallagsmalar ile hastaligin
baslangicini iliskilendirdi. Bu yiizden Denklem (4.16)’nin dinamiklerini ¢alismak medikal

arastirmalari i¢in onemlidir [30,65-69].

4.2.4. Zaman Gecikmeli Dogrusal Olmayan Kaotik Sistem

Kontrol sistemi iizerine ¢aligmalar1 sonucunda Ugar [31,32]’de verilen kaos ¢aligmalari
icin gelistirmis oldugu bir model 6nerdi. Ugar Modeli olarak bilinen bu model, tek durum
degiskenine sahip zaman gecikmeli dogrusal olmayan bir kaotik sistemdir. Ucar modeli

(4.17)’deki gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklem ile tanimlanmaistir.

%zax(t_r)_g[x(z_r)]i (r=1,) (4.17)

Burada; 6 ve € pozitif parametreler ve t, baslangi¢c aralifidir. 7 (0’dan biiyiik olmak
kaydiyla), sistemde bir noktadaki olayin baslangici ile baska bir noktada bu olayin
olusturdugu etki arasinda gegen siireye karsilik gelen gecikme zamanidir. Denklem

(4.17)’de verilen sistem, kaotik bir sistemdir ve § =1, ¢ =1 ve 7 = 1.6 icin sistemde
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kaos gozlenmektedir. Kaos c¢aligmalar i¢in prototip model olarak kullanilabilir [32]. Bu
sistem, zaman gecikmesi ve sistem parametrelerine bagli olarak asimptotik kararli, limit

cevrim ve kaotik davranis tiirleri gosterebilmektedir.

4.2.5. Tek Hiicreli Zaman Gecikmeli Hiicresel Sinir Ag1

Hiicresel sinir aglarinin elektronik uygulamalarinda zaman gecikmesi kaginilmazdir. Lu
[33,34]’te incelenen modelde zaman gecikmesi mevcuttur ve zaman gecikmeli hiicresel
sinir ag1 (ZGHSA) tek hiicreli bir yapiya sahiptir. Lu [34]’te verilen model, Denklem

(4.18) ile tanimlanmaktadir.

)'c(t):—aerbf[x(t—r)]

(4.18)

4
X+—
3

)
x__
3

Burada a, b sistem parametreleri, 7 zaman gecikmesi ve f (x) ise pargalt dogrusal

F(a)=2{s1--1)-3

yapidaki tek simetrik bir fonksiyondur. Denklem (4.18) ZGHSA'nda bir hiicre denklemi
olarak incelenebilir. Bu denklem, GFDD’dir ve fonksiyonel diferansiyel denklemlerin 6zel

bir ¢esididir. Denklemin ¢6ziim uzay1 sonsuz boyutludur [34].

4.3. Zaman Gecikmeli Sistemlerin Karakteristik Denklemleri

Bu baglik altinda, zaman gecikmeli sistemlerde karakteristik denklemin énemi vurgulanip
dongii icinde bulunan gecikmenin konumuna gore bazi zaman gecikmeli sistemlerin

karakteristik denklemi ¢ikarilacaktir.

4.3.1. Karakteristik Denklemin Onemi

Dogrusal gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢ogu ozellikleri karakteristik

denklem kullanilarak analiz ve karakterize edilebilir. Denklem (4.19) bir GFDD olsun.

dx(t)
dt

=Ax(t)+Ax(t—7)+..+A, x(t-7,) (4.19)
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Karakteristik denklemi ise,

det(=AI+Aj+ Ae™ +...+ A" )=0 (4.20)
Denklem (4.20) ile ifade edilir. Karakteristik denklemin kokleri (A), karakteristik kokler
veya 0z degerler olarak adlandirilir. Karakteristik denklemde bulunan exponansiyel
ifadeden dolay1, gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemlerin siradan diferansiyel
denklemlerden farki karakteristik denklemin quasi-polinom olmasidir. Bu yiizden
karakteristik denklem sonsuz sayida koklere sahiptir.

Karakteristik denklemin kdkleri ¢oziimiin kararliligini belirler. Spesifik olarak eger tim
karakteristik koklerin reel kismi negatif ise dogrusallastirilmis siirekli durum asimptotik
kararlidir. Eger karakteristik koklerden en az bir tanesinin reel kismi pozitif ise

dogrusallastirilmis stirekli durum kararsiz olmaktadir [70,71].

4.3.2. Dongii icindeki Gecikmenin Konumuna Gére Karakteristik Denklem

Bu kisimda, dongii icindeki gecikmenin farkli konumlarma gore zaman gecikmeli
sistemlerin karakteristik denklemleri ¢ikarilacaktir.
Zaman domeninde zaman gecikmesi, Sekil 4.2°de goriilen blok diyagraminda basitce

temsil edilebilir.

Zaman
BN N =ul(t-
(o) Gecikmesi (1) X(D)=ult-7)

Sekil 4.2. Gecikme siiresi gosterimi

Konuyu basitlestirmek ig¢in, birinci dereceden bir geri beslemeli sistem diisiinelim.
Gecikme, geri besleme dongiisii icerisinde mevcut olabilir ki genellikle bu gecikme sensor
gecikmelerinden kaynaklidir. Bu tlir bir sistemin blok diyagrami Sekil 4.3’te

gosterilmektedir.
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+ (f) :
u(t) ) Integrator x(1)

Zaman
Gecikmesi (1)

C )
N

Sekil 4.3. Geri besleme dongiisii iginde bir gecikme ile birinci dereceden bir sistem

Sekil 4.3’te verilen birinci dereceden sisteminin giris-¢ikis denklemi asagidaki sekilde

yazilabilir.

)'c(t):ax(t—r)+u(t) (4.21)

Alternatif olarak, dongii icinde de gecikme mevcut olabilir. Dongii i¢cinde bir gecikmeye

sahip olan birinci dereceden basit bir sistem Sekil 4.4’te gosterilmektedir.

X(1)

u(t) Y Zaman
Gecikmesi (1)

In tegrator x(1)

(o
Sekil 4.4. Dongii icinde bir gecikme ile birinci dereceden bir sistem
Sekil 4.4°teki sistemin giris ¢ikis denklemi, Denklem (4.22) ile ifade edilir.
)'c(t):—ax(t—r)+u(t—r) (4.22)

Ayrica, giriste gecikme olabilir. Boyle birinci dereceden geribeslemeli basit bir sistem

Sekil 4.5°te gosterilmektedir.
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u(t-7)

u() Zaman

I . t
Gecikmesi (1) + Integrator x(f)

Ca X

N

Sekil 4.5. Giris iginde bir gecikme ile birinci dereceden bir sistem

Giris iginde bir gecikmeyle birinci dereceden denklemin giris ¢ikis denklemi, Denklem

(4.23)’te gosterilmistir.

)'c(t)z—ax(t)+u(t—r) (4.23)

Geribesleme dongiisii icinde gecikme bulunan ikinci dereceden bir sistem Sekil 4.6’da

gosterilmektedir.

+ x() 70

X Integrator Integrator x(f)
\ Zaman

Y
\\T/\ Gecikmesi (1))

a Zaman
0 Gecikmesi (1g)

u(t)

Sekil 4.6. Geri besleme dongiisii icinde gecikme bulunan ikinci dereceden bir sistem

Sekil 4.6°daki sistemin giris ¢ikis denklemi, Denklem (4.24)’de gosterilmistir.

X(t)+a1)'c(t—r,)+aox(t—ro):u(t) (4.24)

Geri besleme dongiisii igerisinde iki tane gecikme bulunan sistem durum-uzay

formunda,
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x(1)=y(1) (4.25)

x(t)=y,(1) (4.26)
Bt P et I e A et X T

Denklem (4.27) seklinde gosterilir.
Zaman gecikmeli sistemlerin kararliligini belirlemek i¢in wu(7)=0 ve x(t)=e"

aliarak bir ¢6ziim yolu 6nerilir. Bu amagla sistem (4.24)’i inceleyelim.
i(t)+ax(t—7,)+ax(t-7,)=0 (4.28)

2 — — Si
(s +aes+aye ”“)e” =0

(4.29)

s’ +aeMs+ae’ = (4.30)

Denklem (4.30), Denklem (4.24)’{in karakteristik denklemidir. Bu denklemin koklerinin ve
stfirlarinin yeri sistemin kararliligini belirler. Eger herhangi bir kok sag yar1 s diizleminde
1se sistem kararsizdir.

Dikkat edilirse Denklem (4.24)’te en yiiksek mertebedeki tiirevde gecikme
bulunmamaktadir. Bu tiir sistemlere geri tipli zaman gecikmeli sistemler (retarded type
time delay system) denilir. Eger tiirevin en yiiksek mertebesi Denklem (4.31)’deki gibi

gecikme terimi igerirse,

)'é(t—fz)+a,)'c(t—rl)+a0x(t—ro)zu(O) (4.31)

bu tiir sistemlere de notral tip zaman gecikmeli sistemler (neutral type time delay system)

denir. Denklem (4.31)’in karakteristik Denklemi (4.32)’de gosterilmektedir.
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s’e” +ae s +aet = (4.32)

Gecikmeli sistemlerde kararlilik, karakteristik denklemin tiim koklerinin sol yari s
diizlemde olmasi sartiyla saglanir. Gecikmeli sistemlerin kararliligi, sag yar1 diizlemde

koklerin olmayisina denktir [72].
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5. ZAMAN GECIKMELI SISTEMLERIN KARARLILIK ANALIZI iCIN
LAMBERT W FONKSiYONU

Lambert W fonksiyonu, 1758 yilinda Lambert W ve Euler tarafindan dnerilmistir [13].
Zaman gecikmeli sistemlerin karakteristik denklemleri genellikle transcendental yapida
oldugundan dolayr bu denklemleri analitik olarak ¢ozmek zordur. Bu nedenle sabit
katsayili homojen dogrusal gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri
incelenirken Lambert W fonksiyonu kullanilir [14]. Bu fonksiyon ayni zamanda Omega
fonksiyonu veya carpim logaritmasi olarak da bilinen bir fonksiyon kiimesidir [16].

Bu boliimde Lambert W fonksiyonu tanitilacaktir. Birinci dereceden homojen dogrusal
gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii Lambert W fonksiyonu
yardimiyla gerceklestirilip genellestirilecektir. Matris Lambert W fonksiyonunun kullanim
amacina deginilecektir. Baz1 ornek geri tipli zaman gecikmeli sistemlerin Lambert W

fonksiyonu yardimiyla ¢6ziimii gerceklestirilip kararliligi incelenecektir.

5.1. Lambert W Fonksiyonu

Tanmm 5.1: [13,49]°da f (Z) =ze" ile tanimlanan kompleks degerli fonksiyonun ters

fonksiyonu W(Z), Lambert W fonksiyonudur ve VzeC igin W(Z)ew(z) =z esitligi
saglanir. Lambert W fonksiyonu kompleks degerlidir ve sonsuz sayida dallara
(Wk,k =...—1,0,1,...) sahiptir. Lambert W fonksiyonunun ana dali olan W, , Lagrange

inversion teoremi kullanilarak Denklem (5.1)’deki gibi gii¢ serisi agilimi ile verilir [13,15].

Wo(z)=i(_n)n_lz”, (k=0) (5.1)

Lambert W fonksiyonunun diger dallar1 ise Denklem (5.2)’deki esitlik yardimiyla seriye

agilarak bulunur.

(5.2)



m! [+1

C, = (-1) {”m] (k %0) (5.3)

Ink(z):ln(z)+2ﬂ'ik 5.4

Burada In, (Z), k. logaritmik dali gosterir ve C,, katsayilar1 birinci tiir negatif olmayan

stirling sayilar1 agisindan ifade edilebilir [13,15].
W, w diizlemine z diizlemini ¢izer ve asagidaki gibi ifade edilebilir. Lambert W

fonksiyonunu,

W(z)=f"(z)=w, z=f(w)=we" (5.5)
w=x+1iy, Z=u-+iv (5.6)
z=(x+iy)e*(cos y+isiny) (5.7)

seklinde tekrar tanimlayalim. z ’yi reel ve imajiner kisimlarina ayirarak, Denklem (5.8) ve

Denklem (5.9)’daki esitlikler elde edilir [49].
u=Re[z]=xe" cosy—ye siny (5.8)
v=Im[z]= ye'cosy+xe*siny (5.9)

Sekil 5.1’de Lambert W fonksiyonunun -1., 0. ve 1. dalina ait reel ve imajiner kisimlarin

cizimleri goriilmektedir [49].
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W.i(2)

Wo(2)

Wi(2)

Sekil 5.1.

reel
= = = imajiner ||

. . . . . . reel
R A SN O SO NI — = = imajiner

)

-2

4 b .................. ........... ................ 4

z ®)

10 ! T T ! '

N | reel
7 B m T ““‘*, ................... SR --—:lmallner

-6 -4 -2 0 2 4 6

z (c)

Lambert W fonksiyonunun ; a) -1. , b) 0. ve ¢) 1. dalina ait reel ve imajiner kisimlarin ¢izimi
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Sekil 5.1(b)’de goriildigi iizere,

1. ze(-1/e,0) araliginda W, (z) reel ve artandur.
2.

Z€ (—77 /2,-1/ e) araliginda W, (Z) negatif reel kisma sahip kompleks degerlidir
3.

z=—m/2’ deise W, (Z) saf imajiner kisma sahiptir.
4.

Z€ (—OO,—7Z' / 2) araliginda pozitif reel kisma sahip kompleks degerlidir.
Benzer sekilde, Sekil 5.1(a)’da

Lambert W fonksiyonun —1. dalmin ze [—1/ e,O]
araliginda sadece reel degerli oldugu goriilmektedir [49].

Sekil 5.2°de Lambert W fonksiyonun 0. ve -1. dallarina ait reel degerlerin birlikte ¢izimi
gosterilmektedir. Sekil 5.2°den de goriildiigli iizere eger z

reel ve —1/e<z<0
araliginda ise W (z)’in olast iki gergek degeri vardir. —1<W (z) iken sadece W, (z) dali
mevcut iken

w (z) <-1 oldugu durumda sadece W (Z) dali vardir. Lambert W
fonksiyonunun ana dal1 olarak W, (Z) kabul edilir [13].

W(z)

-2

Sekil 5.2. Lambert W fonksiyonunun iki dalinin reel degerleri (W0 : diiz ¢izgi W | kesikli ¢izgi)
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Tablo 5.1°de Lambert W fonksiyonunun -1.,0. ve 1. dalina ait baz1 degerlerin karsilig1

goriilmektedir.

Tablo 5.1. Lambert W fonksiyonunun -1.,0. ve 1. dallarina ait baz1 degerleri

Z W (2) W, (z) W, (z)
-1 -1.0896 + 2.76641 0.3747 - 0.57641 -1.8343 - 5.98581
-e -1.0528 + 7.7184i 0.3950 + 1.7882i 0.3950 - 1.7882i
-1 -2.0623 + 7.58861 -0.3181 + 1.33721 -0.3181 - 1.3372i
—1/e -3.0888 + 7.46151 -1.0000 -1.0000
-0.1 -4.4491 + 7.30711 -0.1118 -3.5772
0 Sonsuzluk 0 Sonsuzluk
0.1 -4.0281 + 3.91241 0.0913 -4.0281 - 3.91241
1/e -2.5883 +4.15531 0.2785 -2.5883 - 4.15531
1 -1.5339 + 4.37521 0.5671 -1.5339 - 4.3752i
e -0.5321 + 4.5972i 1 -0.5321 - 4.5972i
i -1.8343 + 5.9858i 0.3747 + 0.57644 -1.0896 - 2.76641

w (Z) fonksiyonunun tiirevi Denklem (5.10) seklinde ifade edilir [16].

W'(z)= 1 __ i) z#0 (5.10)
(1+W(2))exp(W(2))  2(1+W(z)) ~ |
4 (z) fonksiyonunun integrali ise Denklem (5.11) seklinde ifade edilir [16].
1
w =z|W(z)-1+ +C
[ ope = w1t -

Lambert W fonksiyonunun ana ve diger dallar1 analitik bir sekilde seri genisletme
kullanilarak veya alternatif olarak Matlab, Maple ve Mathematica gibi ¢esitli ticari yazilim

paketlerinde gomiilii olan komutlar kullanilarak hesaplanir [13].
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5.2. Gecikmeli Fonksiyonel Diferansiyel Denklemlerin Coziimiinde Lambert W
Fonksiyonu Kullanim

Bu baglik altinda, gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin
Lambert W fonksiyonu ve matris Lambert W fonksiyonunun kullanimina yonelik bir
genellestirme yapilacaktir.

Lambert W fonksiyonu, gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢oziimii igin
analitik bir yaklasim sunmaktadir. Bu analitik yaklagimin temel avantaji, siradan
diferansiyel denklemlerin ¢Oziimlerine benzer bir kompakt formda homojen dogrusal
gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemli sistemlere bir ¢oziim sunmaktir [14,15].
Birinci dereceden dogrusal ve homojen gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklem

asagidaki bigimde ifade edilsin.

(1) + Ax(t—7)+ A, x(1)=0 (5.12)

Burada A ve A,, nxn tipinde ¢ degiskenine bagh reel degiskenli fonksiyonlarm
matrisleri, x(¢) ise nx1 tipinde bir vektrdiir. 7 >0 olmak iizere reel degerli bir sabittir.

Denklem (5.12)’nin karakteristik denkleminin bulunabilmesi i¢in 6zel ¢Oziim olarak

x(1)=e" kabul edilir. Ozel ¢6ziim verilen esitligi saglayacagindan,

se" + A 4 A" =0 (5.13)
sI+Ae™ +A, =0 (5.14)
sle’ =—A—-Ae” (5.15)

Denklem (5.14) formunda dogrusal olmayan transcendental karakteristik denklem elde
edilir. Burada [ birim matristir. Eger karakteristik denklemin kokleri bulunursa Denklem
(5.12)’nin 6zel ¢oziimii elde edilecektir. Gecikmeli diferansiyel denklemlerin analizindeki
zorluk bu transcendental denklemi ¢ézmek i¢in bir analitik metot bulmaya uzanmaktadir.
Denklem (5.14)’1i ¢o6zmede Lambert W fonksiyonu kolaylik saglamaktadir. Bu baglamda

Denklem (5.15)’te verilen esitligin her iki tarafim1 7 ile carpalim.
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(st)Ie"™ =(-A)T—Aze” (5.16)

I (e”) =e""  oldugundan,

A(esz') — Ale(sf) _ Ae(srl) (517)
(sr)le(”)' =(-A)r—-A,re™ (5.18)
(s1+A,)ze") =(~A)z (5.19)

Denklem (5.19) elde edilir. Denklem (5.19)’un her iki tarafi e*" ile ¢arpilirsa,
(sI+A, )ze" " =(~A)ze (5.20)

Denklem (5.20) elde edilir. Lambert W fonksiyon tanimi Denklem (5.20)’ye

uygulandiginda,
(sI+A,)T =W (-Are™") (5.21)
sl = 1W (—ATeA"’ ) —A, (5.22)
T

Denklem (5.14)’teki karakteristik denklemin kokleri Denklem (5.22) ile elde edilir.
Lambert W fonksiyonu sonsuz dallar1 olan karmasik bir fonksiyon oldugundan dolay1

burada W fonksiyonunun anadali,

Wy (s)= () (5.23)

Denklem (5.23) yardimiyla hesaplanir. Lambert W fonksiyonunun diger dallar

(k =—o0,...,0) ise,
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Wi (S) =In, (s)—ln(lnk (s))+iic M

=0 m=1 " (Ink (S))Hm

Denklem (5.24) ile hesaplanir. Burada In, (s) = In(s)+27zik ve C, katsayisi ise stirling

(5.24)

sayisi ile ifade edilir.

1 1 l+m
C, =—(-1 2
Ozel olarak A, =0 igin,
1
sl =—W (-Ar) (5.26)
T

1
Denklem (5.26) bulunur. Karakteristik denklemin kokleri, elde edilen —W (—ATeAf” ) —A,
T

matrisinin 0z degerleridir. Bu 6z degerler gecikmeli diferansiyel denklem vektoriiniin

kararliligini tanimlar. Sistemin genel ¢oziimii ise,

()= ), (5.27)

k=—0

bi¢imindedir. Bu denklemde ¢, , nx1 tipinde katsayilar matrisi olup baslangi¢ fonksiyonu

yardimiyla hesaplanir.

Ancak bu durum A ve A, matrisleri degistirilebilir (commute) matris oldugu zaman
gecerlidir. Yani AA, = A,A olmalidir. Bu yiizden Denklem (5.27), gecikmeli fonksiyonel

diferansiyel denklemlerin genel sistemleri i¢in kullanilmaz. Bu yiizden Denklem
(5.27)’deki ¢oziim genelde dogru degildir. [41]’de matris Lambert W fonksiyonu

yardimiyla gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢ézlimii gerceklestirilmistir.
x(t)=Ax(1)+Ax(r=7) >0 (5.28)
x(t)=x0 t=0 (5.29)
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x(t)=g®) te[-7,0) (5.30)
Denklem (5.28) i¢in asagidaki ¢6ziim formu,

x(r)=e"c (5.31)

1

Denklem (5.31) bi¢ciminde farzedilsin. s, nxn boyutunda bir matristir, ¢ nxl1

boyutunda sabit bir vektordiir. Denklem (5.28)’e Denklem (5.31) yerlestirilirse,

se''c' — Ae’c' — Ade‘Y(H)c’ =0 (5.32)
se''c' —Ae''c' —Ae e =0 (5.33)
(~sA— A" )e"'c' =0 (5.34)
s—A—A,e’" =0 (5.35)

Denklem (5.35) elde edilir. A, =0 oldugu durumda Denklem (5.28)’deki gecikme terimi

yok olur ve Denklem (5.28) bir siradan diferansiyel denkleme doniisiir. Bu durumda

¢Ozlm,
s—A=0&s5=A (5.36)
seklinde olur. Denklem (5.31)’in i¢ine Denklem (5.36) yerlestirilirse,
x(t) =e"'x, (5.37)

genel ¢ozlimii elde edilir. Bu ¢6ziim homojen siradan diferansiyel denklemlerin iyi bilinen
bir c¢oziimiidiir. Gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemimize dondiigiimiizde,

Denklem (5.35)’in her iki tarafin1 ze*e™ ile carpip denklemi yeniden diizenlersek,

r(s - A)e‘"e’AT =A,;re ™ (5.38)
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Denklem (5.38) elde edilir. Genelde, s ve A degistirilebilir matrisler degildir. A ve A,
degistirilebilir oldugu zaman s ve A, ayrica degistirilebilir olur. Ancak genelde, A ve A,

degistirilebilir degildir. Dolayisiyla,

r(s—A)e"e #r(s—A) A (5.39)

Denklem (5.39)’daki esitsizlik olusur. Denklem (5.39)’daki esitsizligi gidermek i¢in matris
Lambert W fonksiyonu Denklem (5.40)’daki gibi tanimlanur.

w(H)e" =H (5.40)
Ve Q bilinmeyen bir matris olmak kaydiyla,

7(s—A)e" " =A,70 (5.41)

Denklem (5.40) ve (5.41)’den yola ¢ikarak Denklem (5.43)’teki ¢6ziim matrisi elde edilir.
(s—A)r=W(A,70) (5.42)
s=%W(Aer)+A (5.43)
Denklem (5.42) ve (5.43) kullanilarak Denklem (5.38) tekrardan diizenlenirse,

W(AdTQ)eW(AdTQ)+AT :AdT (544)

Denklem (5.44) elde edilir. Matris Lambert W fonksiyonu, W ( H ), kompleks degerlidir ve
sonsuz dallara (Wk (Hk),k = —00,...,—1,0, 1,...00) sahiptir. Burada H, = A,7Q,’ dir. Her bir
dala kargilik W, * nin Denklem (5.44)’ten elde edilen bir Q, ¢6ziimii vardir. H, =Z,J, Z,"

den J, hesaplanir. szdiag(Jkl(i),sz(ﬂ;), J (/ip)) bi¢iminde olup J,q.(/i.),

o d i
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mxm boyutunda Jordan block ve m ise 6z degerlerin (/’Atl) cesitliligidir. Matris Lambert

W fonksiyonu asagidaki gibi hesaplanir.

W

(H ) =7 {diag (Wk (Jkl (ﬂl))Wk (Jkp (ip)))}z,;‘ (5.45)

ARG p——r
W, (‘]ki( Ai)) = 0 W, ( Ai) ﬁwk(m_n (i’) (5.46)
0 0 Wk(}) |

Denklem (5.45)’te verilen matris Lambert W fonksiyonu (Wk) ile Denklem (5.43)’ten S,

hesaplanir. Lambert W fonksiyonunun ana dali (k=0) ve diger dallari (k#0) seri
tanimindan faydalanarak veya g¢esitli ticari yazilim paketlerinde (Matlap, Maple,
Mathematica gibi paketler) gomiilii olan komutlar kullanilarak hesaplanabilir [13,40].

W, (A,7Q, )" I = A ¢ (5.47)

Denklem (5.47)’den Q, hesaplanir. Elde edilen O, Denklem (5.43)’te yerine konularak
Denklem (5.48) elde edilir.

1
5 =;Wk (A,;70,)+A (5.48)

Daha sonra Denklem (5.28)’in genel ¢oziimiinii elde etmek i¢in Denklem (5.31)’de s,

yerine konur.

x(1)= z e, (5.49)
k=—0

¢, ‘nin hesaplanmasina dair niimerik metotlar [40]’da gelistirilmistir.
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5.3. Zaman Gecikmeli Sistemlerin Lambert W Fonksiyonu ile Kararhhk Analizi

Denklem (5.28)’de verilen bir gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklem icin sonsuz
eigen-spektrumunda en sagdaki 6z degerleri belirlemek olduk¢a zordur. Ancak en sagdaki
0z degerler sistemin kararliligin1 belirledigi i¢cin 6nemlidir.

Denklem (5.49)’da Lambert W fonksiyonuna dayali ¢6ziim yaklasimindan da goriildiigii

lizere sistem (5.28) i¢in kararlilik sart1 s, matrisinin 6z degerlerine baglidir. Yani Denklem
(5.28) formunda karakterize edilen zaman gecikmeli sistem ancak ve ancak s, 'nin tiim 6z
degerleri negatif reel kisma sahip oldugu zaman asimptotik kararli olur. Ancak sonsuz
sayida dallar i(;in(k =—00,...—1, 0,1,...00) s, veya e’ matrisini hesaplamak pratikte
miimkiin degildir. Eger A, katsayr matrisi tekrarli sifir 6z degerlerine sahip degilse sadece

anadal olan k£ =0 kullanilarak elde edilen Denklem (5.28)’in karakteristik kokleri
kompleks diizlemde en sagdaki koklerdir ve sistemin kararliligini belirlerler. Genel bir

kanit olmadigindan dolay1 bu gozlemler varsayim seklinde 6zetlenebilir. Eger A, tekrarh

sifir 6z degerlere sahip degil ise,
max {iR {anadal k=0 icin c')'zdegerler}} >R {tiim diger O'zdegerler}

esitligi saglanir. Skaler gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemler icin anadal
kullanilarak elde edilen kokiin kararlilig1 belirledigi [46]’da kanitlanmistir. Boyle bir kanit
A ve A, matrisleri degistirilebilir oldugu gecikmeli fonksiyonel diferansiyel sistemler i¢in
kolaylikla genisletilebilir. Ancak bdyle bir kanit genel matris vektor gecikmeli diferansiyel
denklemler i¢in kullaniligh degildir. Yine de aym1 davramig bu béliimde verilen tiim
orneklerde gozlemlenmistir. Yani anadal kullanilarak elde edilen s,’in 6z degerleri
imajiner eksene en yakin olanidir [14]. Bu baglamda Lambert W fonksiyonunun 6zelligi en
sagdaki kutup yerlesimi igin yararli bir temel saglar. Sonug¢ olarak, Lambert W
fonksiyonuna dayali ¢6ziim yaklagiminin 6nemli bir avantaji sudur ki, sistemin kararlilig

sadece ana dala dayali olarak belirlenebilir.
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Birinci dereceden gecikmeli diferansiyel denklemin kararliligini Lambert W fonksiyonu

ile ele alalim.
x(t)=Ax(t1)+Ax(r-7) >0 (5.50)

AA eC™, x(t)eC” ve 7 sabit zaman gecikmesidir. Denklem (5.50)’nin quasi-

polinom karakteristik denklemi Denklem (5.51) ile gosterilir.

D(s) :det<sl—A—Ade_Ts)=i§n a,s'e’” (5.51)

i,k=0

Burada I birim matris, a, €C , a, =1 dir. Denklem (5.51)’in yani quasi-polinomun
kararl1 olma sart1 D(s) =0 oldugu durumda Re(s) <0 sartiyla saglanir. D(s) asagidaki

gibi ifade edilebilir.

D(s):(s—oz1 —ﬂle*”)...(s—an —ﬂ”e’”) (5.52)

a,p €C , i=1,..,n’ dir. Ancak bu durum belli sartlar altinda olusur. Eger A ve A, es

zamanli Ug¢gensellestirilmis (triangularizable) ise Denklem (5.51)’deki karakteristik
denklem, Denklem (5.52) gibi carpanlara ayrilabilir. Bir matris ¢iftinin es zamanh
licgensellestirilme (triangularization) olmast i¢in ii¢ sart vardir. Bunlar, matrisler
degistirilebilen (commutative), matrisler tarafindan iiretilen lie-algebra c¢oziilebilir ve
komiitatoriin ranki ise 1°e esit olmalidir [46]. Karakteristik denklemin kokleri Lambert W

fonksiyonu araciligiyla Denklem (5.53)’teki formdan elde edilir.

5, :% (Aze™ )+ A (5.53)

Denklem (5.53)’iin asimptotik kararli olma sarti Denklem (5.54) seklindedir [46].

S =%R6(WO(AdTeAT))+Re(A) <0 (5.54)
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Ornek 5.1: Bu 6rnekte [40]’ta incelenen ve Denklem (5.55)’te verilen sistemin Lambert W
fonksiyonu araciligryla karakteristik denklem ¢oziimii gergeklestirilecek ve karakteristik
denklemin kokleri Matlab ortaminda elde edilip sistemin kararlili1 ve kararlilik sinir1 7 ve

a parametrelerine gore belirlenecektir.

)'c(t)+ax(t—r)=O (5.55)

Denklem (5.55) igin 6zel ¢dziimiin x(z)=ce” oldugu farzedilirse, dogrusal olmayan

transcendental karakteristik denklem,

s+ae’ =0 (5.56)

se’ =—a (5.57)

Denklem (5.57) bigiminde elde edilir. Transcendental karakteristik denklemi ¢6zmek icin
Lambert W fonksiyon konsepti gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denkleme uygulanir.

Her iki taraf 7z ile carpilirsa,

rse’ =—ar (5.58)

w (—az') =75 (5.59)
1

s=—W(-ar) (5.60)
T

karakteristik denklemin kokleri Denklem (5.60) araciligiyla elde edilir. Lambert W

fonksiyonu sonsuz dallara sahip oldugu i¢in karakteristik denklem,

St :%W(k,—ar) (5.61)

seklinde yazilabilir. Simdi bu karakteristik denklemin koklerini sistem parametreleri o =1

ve 7 =1 i¢in inceleyelim. Sistem parametreleri Denklem (5.61)’de yerine yazildig1 zaman,
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s, =W (k,—1) (5.62)

Denklem (5.62) elde edilir. s, nin kokleri kompleks diizlemde Sekil 5.3’te goriilmektedir.

100 X ! ! ! !
- 5
50 Xfx : : :
X : : :
X : :
X X
X g
§ O Frrrrrrrrr ................. x ............................... %_
X x E
X X :
LX : : :
50 e xx ................. SRR R P _
e : : :
X
>2< . . . .
100 | | | |
-5 4 3 2 1 0
Re

Sekil 5.3. =1 ve 7 =1 i¢in Denklem (5.55)’in kutuplarinin s-diizleminde konumlari

Sekil 5.3 ayrica sistemin kutuplarin1 da gostermektedir. Matlab ortaminda
k=-10,...,10 araliginda alinip s, hesaplanmistir. Kompleks koklerin herbir ¢ifti, Lambert
W fonksiyonunun dallar1 kullanilarak tiiretilmistir. & =1 ve 7 =1 iken anadal olan k =0
icin s, degeri -0.3181 + 1.33721 ¢ikmaktadir. Goriildigii tizere s, 1 reel kismi negatiftir.
Anadal olan k=0 kararlilig1 belirlediginden dolay1 sistem bu parametre degerlerinde
kararhidir.

Denklem (5.55)’in kararliligim1 genel anlamda inceleyelim. Denklem (5.60)’taki
karakteristik denklemin kokleri Denklem (5.63) bi¢imindedir.

s = lW(—m) (5.63)
T
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1
Bu sistemin kararli olabilmesi igin Re(—W(—aT))<0 olmalidir. Bu durumda 7>0
T

oldugundan W(—ar) degerini negatif yapan degerler incelenmelidir. ar>% oldugu

zaman Lambert W fonksiyonunun anadali daima pozitif reel kisma sahip degerler
verdiginden dolay1 kararsizlik olusur. & ve 7 parametrelerinin degisimine bagli olarak

kararlilik sinir1 Sekil 5.4°te goriilmektedir.

1 ® ® 0 0 O T T T T
seesssss
08 fessssssss. .
0 Losisseiieee, Kararsiz Bélge -
. ® O 0 00 00 00 00 o
T teosseisioeeise.
04 Lossssosssssessessse.. -
® O 0 00 00 00 00 00 00 00 000
02 fssisis KararhBolge o2oioiiiiililesess.. ..., .
® ® © O OO OO OO OO OO OO OO OO OO OO OO OO OO O O OO OO O O 0 0 0>
O .........I..........I..........I........‘.T..........
0 2 4 6 8 10
(04

Sekil 5.4. Denklem (5.55) i¢in kararlilik sinir1

Sekil 5.4’ten de goriildigli ilizere a ve 7t parametrelerine baglh olarak kararli ve
kararsiz olmak tizere iki bolge olusmaktadir. Kararl bolgede o =2 ,7=0.4 degerleri i¢in
Sekil 5.5(a)’da, kararsiz bolgede ise @ =4, 7 =0.8 degerleri i¢cin Sekil 5.5(b)’de sistemin
kutup yerlesimi elde edilmistir. Goriildiigli lizere kararli bir boélgede alinan sistem
parametrelerinde karakteristik denklemin tiim kokleri sol yari s-diizleminde iken kararsiz
bolgede alinan sistem parametrelerinde karakteristik denklemin bir ¢ift kokii sag yari s-

diizleminde bulunmaktadir.
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150 X T T T 100
x : : :
% o
X : : . x : : : :
X : : : X : : :
75 ......... ..... x. ......... ................... E ........ - 50 ......... xx ........... ........... ............
: % : . DX : : :
DX : : x :
< z = z A
0 . ......... ....................... § ............... S e SRR
= : i S : : x: %
: : : % :
DX : : x :
: % : : ioox
ox : : X : : :
5 b R R R RN 4 50 b o x ........... D SRR
X : : : < : : :
% x
x : : :
-150 X i i : : -100
12 10 -8 -6 -4 2 0 -4 3 2 1 0 1
Re Re
(@) ®)

Sekil 5.5.a) =2 ve 7=04 b) a=4 ve 7=0.8 i¢in Denklem (5.55)’in kutuplarinin s-diizleminde
konumlar1

Ornek 5.2: Bu ornekte [14]’te verilen ve Denklem (5.64) ile ifade edilen sistemin
transcendental yapida karakteristik denklemi elde edilecek ve Lambert W fonksiyonu
yardimiyla kokleri Matlab kullanilarak bulunacaktir. Ayrica farkli sistem parametresi

degerleri i¢in kararlilik kriteri incelenecektir.

)'c(t)zAx(t)+Adx(t—r) (5.64)

Denklem (5.64)’te verilen sistemin 6zel ¢oziimii x(t) = ce" farzedilerek,

s=A+A,e"” (5.65)
s—A=Ae"” (5.66)
e”(s—A)=A4A, (5.67)

transcendental karakteristik denklemi elde edilir. Denklem (5.67)’nin her iki tarafi ze

ile ¢arpilip Lambert W fonksiyonu uygulanirsa,

re e (s—A)=Aze ™ (5.68)
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r(s—A) e = Ae ™ (5.69)

W(Are ™ )=1(s—A) (5.70)
s :1W(Adre-Af)+A (5.71)
T

karakteristik denklemin koklerini elde edecegimiz Denklem (5.71) elde edilir. Bu drnekte

sistem parametresi A=-1 ve 7=1 olarak sabit alimp farkli A, parametrelerine gore
sistemin kutuplar1 ve kararlilign incelenecektir. Sirasiyla A, =0.3033, A, =1 ve

A, =2.4731 olarak almip degerler Denklem (5.71)’de yerine konursa,

s, =W (k,0.3033¢)-1 (5.72)
s, =W (k,e)-1 (5.73)
s, =W (k,2.4731e)-1 (5.74)

Denklem (5.72), (5.73) ve (5.74) elde edilir. Tablo 5.2°de farkli A, parametrelerine

karsilik gelen en sagdaki kutuplar goriilmektedir.

Tablo 5.2. Farkli Ad parametrelerine karsilik gelen en sagdaki kutuplar

A, 0.3033 1.0000 24731

8o -0.5 0 0.5

Sekil 5.6’da sistem parametreleri olan A=—1 ve r=1 olarak sabit alinip farkli A,

parametrelerine gore Denklem (5.64)’iin kompleks diizlemde kutup yerlesimi Matlap

ortaminda ¢izilmistir. Goriildiigl tizere, sistem artan A, parametresiyle birlikte kararsizliga

gecis yapmaktadir.
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60 T T T T T
*x '#'u g : | % A4,=0.3033
40 - * * .......... DD ........ xx ......... ,,,,,,,,,,,, D Adzloooo_
o * e o Bgr X X AG=24731
20 . ............. * .............. D ........... >< ............. .............. ............. =
: : * : O : X : :
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: Sk : O X : :
: * O X : :
_20 - . ' ........ * ' ........... D..z .......... X' ............... ' .............. ' ............. —
: * : O : X : : :
Dok : 0O X : : :
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* 0 X : : :
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Sekil 5.6. Farkli A; parametrelerine gore Denklem (5.64)’iin kutuplarinin s-diizleminde konumlari

Ornek 5.3: Bu orekte [14,41]°de verilen ve Denklem (5.75) ile ifade edilen sistemin

matris Lambert W fonksiyonunu kullanarak ¢6zlimiinii gerceklestirilecektir.
-1 -3 1.66 —-0.697
x(t)= x(t)+ x(t—7 5.75
() {2 —5} () {0.93 —0.330} ( ) (5.75)
Denklem (5.75)’te A ve A, matrislerini ayr1 ayr1 yazalim.

A -1 -3 A - 1.66 —-0.697 576
12 -5 ‘71093 -0.330 (5.76)
Denklem (5.76)’daki A ve A, matrisleri degistirilebilir olmadigindan dolayr yani
AA, # A,A oldugundan sistemin ¢Oziimii matris Lambert W fonksiyonu kullanilarak

gerceklestirilir. Bu durumda @ matrisi, Denklem (5.77)’den faydalanarak Matlab

yardimziyla hesaplanir.

W, (4,70, )" W) = Az (5.77)
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Tablo 5.3’te Matlab yardimiyla hesaplanan Q, matrisinin k=0 ve k==1 i¢in degerleri

goriilmektedir.

Tablo 5.3. 0, matrisinin k =0 ve k =1 icin degerleri

k = 0 k — 11
0 —9.9183 14.2985 —18.8024+10.2243i 6.0782+2.2661i
¢ -32.7746  6.5735 —61.1342+23.6812i 1.0161+0.2654i

Q, matrisi hesaplandiktan sonra Denklem (5.78)’deki s, 'nin hesaplanabilmesi i¢in

W, (A,70Q, ) bulunmasi gerekecekir.

1
5, =;Wk (A,;70,)+A (5.78)

=1 olarak kabul edildiginde k£ =0 i¢in A,7Q, matrisi Denklem (5.79) daki gibi olur.

ArQ 6.3796 19.1537 (k=0) S0
T = = .
TER11.5916 0 11.1283 | (5.79)

W, (Ad TQO) "1in hesaplanabilmesi i¢in; A,7(Q, matrisinin 6z degerleri (Y) ve 0z vektorleri

(V) bulunur. Bu degerler bulunduktan sonra Denklem (5.80)’de yerine konup ana dala ait

Lambert W degeri hesaplanir.
W, (A,7Q,))=VW (Y )V (5.80)

A,7Q,’m 6z degerleri (Y) ve 6z vektdrleri (V) hesaplanarak sirastyla Denklem (5.81) ve

(5.82)’deki gibi elde edilir.
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v 2.7437 0 .
|0 147642 >-81)

_[-0.9825 -0.9161 <o
1 0.1865 —0.4010 (5-82)
—_— 1.0047 0O “aa
| 0 1.9994 (5-83)

W(Y) matrisi hesaplandiktan sonra Denklem (5.80)’de yerine konarak W, (Adz'QO)

bulunur. Daha sonra karakteristik denklemin koklerini veren Denklem (5.78)’de degerler

yerine konarak s, matrisi,

1W (A 0 )+A 0.3055 -1.4150 s g4
Sy =— T = ,
o e 2.1317 -3.3015 -89
Denklem (5.84)’teki gibi elde edilir. s,’1n 6z degerleri ise;
Ao = —-1.0119 0 5 85
| 0 -19841 -85)
seklindedir. k =F1 icin ayni islemler yapilirsa;
| 11.3985£0.4665i 9.3815+3.5768i s 36
TR 2.688141.6938i  5.3174+2.0199i (5.86)

Denklem (5.86) elde edilir. A,7Q., matrisinin 6z degerleri ve 6z vektorleri asagidaki gibi

bulunur.

W (A,70.)=VW (Y )V (5.87)
0.9393 0.7558
= : : (5.88)
0.3108+£0.1454i —0.6361+0.1554i
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13.9486+£3.1018i 0
Y = (5.89)

0 2.7673F0.6154i

A,7Q , matrisinin 6z deerleri ve 6z vektorleri bulunduktan sonra W, (Aeril) Denklem

(5.90)’da oldugu gibi hesaplanir.

(5.90)

, [0.6501F4.9801i 1.3747+0.1459i
W, (A,7Q.,)=VW(Y)V ' =

0.4174+0.1309i -0.1048F4.5592i

W, (Aeril) hesaplandiktan sonra karakteristik denklemin koklerini veren Denklem

(5.78)’de yerine konarak s,, matrisi bulunur.

1 —0.349914.9801i —1.6253+0.1459i
S =—Wy (4,70, )+ A= . _ . (5.91)
T 2.4174£0.1309i —5.1048F4.5592i
s., ‘In Oz degerleri ise,
—1.3990F5.0935i 0
Ay = _ , (5.92)
0 —4.0557 5 4.4458i
Denklem (5.92) seklindedir. Denklem (5.75)’ deki sistemin genel ¢oziimii,
x(1)= i eVe, =...+e™c! +eVey +ete) + .. (5.93)
k=—0

Denklem (5.93) formundadir. ¢, katsayilar1 baslangi¢ fonksiyonu g (t) , baglangic durumu
X, ve zaman gecikmesi 7 yardimiyla belirlenir [15] .

Tablo 5.4°de k=0 ve k==1 i¢in Q, , s, ve A, degerleri goriilmektedir.
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Tablo 5.4. k=0 ve k==1 i¢in Q,, 5, ve 4, degerleri

k=0 k=$1
0 -9.9183 14.2985 —18.8024+10.2243i 6.0782+2.2661i
k —32.7746  6.5735 —61.1342+23.6812i 1.0161+0.2654i
0.3055 -1.4150 [—0.3499374.9801i —1.6253+0.1459i |
S 2.1317 -3.3015 | 2.4174£0.1309;  -5.1048 74.5592i
-1.0119 0 [-1.3990 F5.0935i 0 i
A 0 —-1.9841 i 0 —4.0557 74.4458i |

Tablo 5.4’ten de goriildigl tlizere, dominant 6z degerlerin reel kisimlari negatif
oldugundan yani 6z degerler sol yar1 s-diizleminde bulunduklarindan dolay1 sistem (5.75)

kararhidir.
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6. ZAMAN GECIKMELI SIiSTEMLERIN KARARLILIK ANALIZI iCiN
GENELLESTIRILEN DEGISTIRILMIS MIKHAILOV KARARLILIK
KRITERI

1938’de Mikhailov [17]’de n. dereceden sabit katsayili dogrusal sistemlerin kararlilig1
icin gerekli ve yeterli sarti saglayacak bir frekans cevap kriterini tanitmistir [18].
Sistemlerin kararliligi, Mikhailov hodograf olarak adlandirilan egrinin sekline baglh
olmaktadir. Bu kriter, argiiman prensibini temel almaktadir [54]. Dogrusal zamanla
degismeyen sistemler icin Mikhailov’un iki tane kararlilik kriteri vardir [18]. Mikhailov’un
birinci kriteri geri tipli zaman gecikmeli sistemlere uygulanabilirken, Mikhailov’un ikinci
kriteri geri tipli zaman gecikmeli sistemlere uygulandiginda giivenilir sonuglar
vermemektedir [52].

Bu boliimde Mikhailov egrisinin 6zelliklerine ve Mikhailov’un kararlilik kriterlerine
deginilecektir. Daha sonra [53]’te dogrusal siirekli zamanli kesir dereceli sistemler i¢in ve
[19]°da dogrusal siirekli zamanli geri tipli zaman gecikmeli kesir dereceli sistemler igin
Onerilen genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriterinin teoremlerine yer

verilecektir.

6.1. Mikhailov Egrisi

[18]’de gecikmesiz sistemler icin Mikhailov egrisinin 6zelliklerine deginilmistir.

Dogrusal bir sistemin karakteristik denklemi Denklem (6.1) bigiminde olsun.

D(s)=a,s" +a;s"" +...+a, s+a, (6.1)

Denklem (6.1)’de s = jo yazilirsa,

D(jo)=X(w)+jY () (6.2)
Re[ D(jo)]|=X(w)=a,-a, 0" +a, 0" .. (6.3)
Im[ D(jo)]=Y(»)=a, ,0-a, 0 +a, o —.. (6.4)
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D( jw)’nin reel ve imajiner kisimlar1 elde edilir. Denklem (6.3) ve (6.4) araciligiyla

D(jw), verilen bir @ i¢in vektor formda kompleks diizlemde (X, ;jY)yansitilabilir.

0<w<waraliginda @ parametresini degistirdigimiz zaman bu vektoriin tipi belli bir egri

tanimlar. @ degerini 0 <w<oo araliginda degistirerek kompleks diizlemde bu yolla elde

edilen D(jw) fonksiyonunun grafigi

adlandirilir. Sekil 6.1’de Mikhailov egrisi gosterilmektedir [18].

%)

A

Im

w—> 0

Sekil 6.1. Mikhailov egrisi

Denklem (6.1)’1, Denklem (6.6) formunda yazabiliriz.

an

D(s) :ao(s—sl)(s—sz)...(s—s3)

D(ja)):ao(ja)—sl)(ja)—sz)...(ja)—sn)

D(s) polinomu i¢in Mikhailov egrisi olarak

Re

(6.5)

(6.6)

D( jo) nin agist Denklem (6.6)’da verilen (jo—s,),(jo—s,)....,(jo—s,) vektorlerinin

acilarinin toplamina esittir. Yani toplam ag,
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0=06+6,+..+0, (6.7)

argD(jw)=Y arg(jo-s,) (6.8)

i=l1

Denklem (6.8) seklinde ifade edilebilir. (@) ve 6, (w) sirasiyla @, 0’dan sonsuza gittigi

zaman D( jw) ve (jo—s,) nin agilarmin degisimini belirtsin. O zaman,

0(0)=3.0,(0) 69)

olur. Tabi a, >0’ agis1 sifira esittir. 0 ve 9~, sirasiyla @, 0’dan sonsuza gittigi zaman

D(jw) ve (jw—s;) nin agilarmin toplam degisimini belirtsin. Bu durumda,

3
=
R

0=306, (6.10)

1l
UN

olur. Kompleks kok diizleminde (o, j®) bu polinomun dért farkli tipte tek ve gift

koklerini goz oniine alip agilarini inceleyelim.

1. Negatif reel kok (s, =0, <0) durumunda; Sekil 6.2(a)’dan da goriildiigii {izere
vektor ¢ikarma kuralindan, 0 < w < oo araligi i¢in ( jo—s,)=AB vektorii 6, kadar

saat yoniiniin tersinde doner.

6=+ 6.11)

2. Pozitif reel kok (s, =0, >0) durumunda; Sekil 6.2(b)’den de gorildigi tizere
vektor ¢ikarma kuralindan, 0 <@ <oo arahigi igin (jow—s,) = AB vektorii 6, kadar
saat yoniinde doner.

6, =-—= (6.12)
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3. Negatif reel kisimli kompleks eslenik kokler (51,2 =0,* jo,, 0, <0) durumunda;
Sekil 6.2(c)’den de goriildiigii tizere, (jo—s)=AB ve (jo—s,)=A,B olmak
tizere iki vektér mevcuttur. O< @ <oo aralig: i¢in ilk vektor 6, ikinci vektor 6,

kadar doner.

(6.13)

4. Pozitif reel kisimh kompleks eslenik kokler (51,2 =0, * jo,,0, > 0) durumunda;
Sekil 6.2(d)’den de goriildiigii tizere, (jo—s,)=AB ve (jo—s,)=A,B olmak
lizere iki vektér mevcuttur. 0< @ <oo aralifi i¢in ilk vektdr 6, ikinci vektor 6,

kadar doner.

(6.14)

Denklem (6.11) - (6.14)’den de goriildiigii gibi reel koklerin her birinin toplami + 7z/2
veya —7/2 ile uyumlu olacaktir. Dikkat edilirse, agilarin isareti koklerin isareti ile zittir.

Kompleks eslenik koklerin her biri ise +7 veya —z ile uyumludur. Kompleks eslenik

kokler durumunda aginin isareti kompleks koklerin reel kisimlarinin isareti ile zittir.
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Jjo jo
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o1 <0 (] >0
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Sekil 6.2. Koklerin konumuna gore aginin belirlenmesi

Eger n. dereceden D(s) polinomu m tane pozitif reel kisimli kdke sahipse (hem
kompleks hem de reel kok) ve (n—m) tane negatif reel koke sahip ise 0<w <

araliginda D( jo) vektériiniin agist Denklem (6.15) gibi olur.

9:(n—m)%—m%=(n—2m)% (6.15)
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Denklem (6.15) ile verilen ifadede 3 06zel durum disliniilmemistir. Bunlar; sifir kok,
sonsuz kok ve saf imajiner koklerin oldugu durumdur.

e Sifir k6k durumunda, Denklem (6.1)’de verilen polinomun sabit terimi a, yok olur

ve bdylece Mikhailov egrisi kompleks diizlemde orijinden baslar. Bu durum Sekil
6.3(a)’da goriilmektedir.

e Denklem (6.1)’de verilen polinomun bir sonsuz kokii (s = oo) Denklem
(5.11)’deki polinomun 1/s degiskeni igin bir sifir kok gibi diistiniilebilir.

1 1 1
a,ta,—+..+a, ,—+a— (6.16)
s

n=1 n-1 n
S

s

Bu yiizden sonsuz kok, Denklem (6.1)’de verilen L(s) polinomunun en yiiksek dereceli
terimi i¢in g, katsayis1 yok edildigi zaman elde edilir.
e Saf imajiner kokler (s==jw,) durumunda, Denklem (6.1)’de verilen polinomda

s = jw, yazilarak denklem yok edilir. Bu yiizden Mikhailov egrisi, o=w,’a

uygun noktada koordinatlarin orijininden geger. Bu durum Sekil 6.3(b)’de
goriilmektedir. Bu durumda Mikhailov egrisi sadece saf imajiner koklerin varligim

belirtmez ayrica onlarin degerlerini de verir.

Im Im
A A
w
w —
f/\ N
0 y Re 0 » Re
w=0 w=0,. ©=0
= +00 W= 400
(@) ®)

Sekil 6.3. Mikhailov egrisinin; a) sifir kok durumu ve b) saf imajiner kok durumu

Verilen D(s) polinomu i¢in ¢izilen D( jw) Mikhailov egrisinden pozitif ve negatif

reel kisima sahip olan kdklerin sayis1 ve ayrica eger varsa saf imajiner kokler ve onlarin
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degerleri belirlenebilir. Diger bir deyisle koordinatlarin orijinine gére Mikhailov egrisinin

pozisyonunu, kok diizleminde imajiner eksene gore polinomun koklerinin dagilimi belirler.

Denklem (6.3) ve Denklem (6.4)’ iin @ ’ye gore tiirevleri alinirsa,

j_); =-2a, ,0+4a, ,© - (6.17)
Y
;l_d) - anfl - 3an73a)2 +56ln750)4 T (6 18)
dy
day o
. Z_)Cg (6.19)
do

denklemleri elde edilir. Bu denklemler géz Oniine alindiginda pozitif katsayili polinomlar

icin ¢izilen Mikhailov egrisinin genel 6zellikleri asagida verilmistir. Sekil 6.4°te Mikhailov

egrisinin 6zellikleri goriilmektedir. Sekil 6.4’e gore;

1.

w=0’da egrinin baslangici daima reel x ekseni iizerinde koordinatlarin
orijininden a, kadar uzaklida yerlestirilir ve bu egri sola dogru i¢ biikeydir.
@ =+’ da egrinin sonu daima sonsuza gider.

Re[D( ]a))] =0 ve Im[D( ]a))] =0 noktalar1 yani koordinat eksenleri ile

kesisen noktalarin sayisi polinomun derecesi n’i gegemez.

dX/dw=0 ve dY/dw=0 noktalar1 yani yatay ve dikey tegetli noktalarin
toplam sayis1 n’i gegemez.

Ozellik 3 ve 4’ten de goriildiigii gibi 0 < <o arahiginda Mikhailov egrisinin
koordinatlarin orijini etrafinda kuadrantlar1 (koordinat ¢eyrekleri) gecme sayisi
n’t gecemez.

Eger egri n kuadrant boyunca birbirini takip ederse monoton bir spiral sekil

olusur.
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1 =2,6,10... e 4o

n=1 |1
A
A n=59,13
W= 400
\ Re

< a, 7 =0

¢ \n\z4,8,12...
W= 40

>
W= +00

Y

n=3711..

Sekil 6.4. Mikhailov egrisinin 6zellikleri

6.2. Mikhailov’un Kararhhk Kriterleri

Dogrusal zamanla degismeyen sistemlerin kararliligi icin Mikhailov’un iki tane
kararlilik ktireti bulunmaktadir [18].
6.2.1. Mikhailov’un Birinci Kararhhk Kriteri

Sistemin kararli1 olabilmesi i¢in yeterli ve gerekli sart karakteristik denklemin

(D(s)=0) tim koklerinin negatif reel kisma sahip olmasidir. Bu durumda, Denklem

(6.15)’de m=0 olmaldir. Yani, 0 < @< oo araliginda n. dereceden dogrusal ve zamanla

degismeyen bir sistemin kararlilig1 i¢in D( ja)) vektoriiniin agist,

0=n— (6.20)

olmalidir. Eger 0 = nz/2 ise sistem kararhdir, € < nz/2 ise sistem kararsizdir.

Sekil 6.5’te n. dereceden bir sistemin kararli oldugu Mikhailov egrileri verilmistir. .

dereceden bir dogrusal sistemin kararlilig1 icin gerekli ve yeterli sart verilen sistemin
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karakteristik denklemi i¢in ¢izilen Mikhailov egrisinin koordinatlarin orijinini ¢evreleyerek

saat yoniiniin tersinde n. kuadrant boyunca art arda gegmesidir.

Im Im
A A

—
n=6

e A7
\ N

Re

Y

\ =4 n=7

n=3

(@) (®)
Sekil 6.5. n. dereceden bir sistemin kararli Mikhailov egrisi

6.2.2. Mikhailov’un ikinci Kararhhk Kriteri

Mikhailov’un ikinci kararlilik kriterinde egri sira ile koordinat ekseninde kesisir. Yani,

Mikhailov egrisinin X (@) ve Y (@) koordinatlari déniisiimlii olarak kararli bir sistem i¢in

yok edilir.

n. dereceden dogrusal sistemin kararliligi i¢in Denklem (6.3) ve Denklem (6.4)’te
verilen reel ve imajiner ifadelerin sifira esitlenip tiim koklerinin ayr1 ayr1 alinmasi gerekli
ve yeterli sarttir.

0<w<+oo araliginda Mikhailov egrisi i¢in Denklem (6.1)’in reel ve imajiner
kisimlarini tammlayan Re| D(jw)] ve Im| D(jo)| egrileri @=0 noktasi da igeren
apsis ekseninde n kez kesisir ve bu kesisim sira ile olursa sistem kararlidir denir. Sekil
6.6’da farkli dereceli sistemlerin reel ve imajiner kisimlarmin ¢izimi gosterilmektedir.
Sekil 6.6(a)’da Mikhailov’un ikinci kararlilik kriterine gore dordiincii dereceden bir
sistemin kararli oldugu ornegi gosterilirken Sekil 6.6(b)’de ise dordiincii dereceden bir

sistemin kararsiz oldugu Ornegi gosterilmistir. Sekil 6.6(c)’de ise kararsiz besinci

dereceden bir sistem i¢in Re| D( jo)] ve Im| D( jo) | egrileri gosterilmistir.
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A A 4 Im[D(jo)]

n=4 RelD(jo)] n=4 Re[D(jw)]

T

Im[D(jw)] Im[D(jw)]

Re[D(jow)]

@) ®) ©

Sekil 6.6. Mikhailov’un ikinci kararlilik kriterine gore; a) n =4 ig¢in kararli bir sistem, b) n =4 i¢in
kararsiz bir sistem ve ¢) n=5 i¢in kararsiz bir sistem

6.3. Geri Tipli Zaman Gecikmeli Sistemler icin Mikhailov Kararhhk Kriteri

Gecikmeli sistemler icin [52]’de Mikhailov kararlilik kriterine deginilmistir. [52]de
Mikhailov’un birinci kararhilik kriterinin geri tipli zaman gecikmeli sistemler i¢in gecerli
oldugunun fakat Mikhailov’un ikinci kararlilik kriterinin gecikmeli sistemlerde giivenilir
sonuglar vermedigi vurgulanilmistir.

Mikhailov’un birinci kararlilik kriteri asagidaki oOzellikleri saglayan karakteristik
denklemler icin gecerlidir.

1. D(s) saf imajiner koklere sahip degildir.

2. D(s)= D(s*) , * igareti kompleks eslenik anlamina gelmektedir.

3. Sagyari s—dizleminde s —> oo gittigi zaman D(s), as™* gibi davranir. Yani,
D(s)

lim —
§—>00 S_

=a#0 (6.21)

Burada a sifir olmayan bir sabit sayidir ve k bir tam sayidir. @, 0 ’dan oo araliginda
degistigi zaman D ( jew) vektorii 0 kadar doner. Bu ag1 miktar asagidaki ifadeyle

hesaplanir.
0 =(~k-2m)= (6.22)

Burada m, pozitif reel kisiml1 koklerin sayisidir. m =0 oldugu durumda Denklem (6.23)

kararli bir sistemi gosterir. Yani,
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0=—k= (6.23)

Denklem (6.1)’de verilen karakteristik polinoma gore k£ = —n alinarak Denklem (6.23),

5 T
0=n— 6.24
n (6.24)

Denklem (6.24) bi¢ciminde olur.
Karakteristik denklemi quasi-polinom formunda olan Denklem (6.25)’teki gibi bir

sistemi ele alalim.

n n—1
D(s)zZajsj +ijsje_r"s (6.25)
=0 0

Burada a, #0 ve 7, >0 dir. s —oo gittigi zaman Denklem (6.25)’teki dominant terim

a,s"’ dir.

57 a. 1
im |[——|= . - =0
‘S‘—)(X? ansn ‘S‘—)CO an sl’l—j (6-26)
Burada n—j >0 dir. Ayrica,
bA J . -7;0
lim |~ ¢ | = lim |2, £— — 0 (6.27)
o= la, " s> ta, | s

olur. Burada o, s’in reel kismidir. Geri tipli zaman gecikmeli sistemler,

lim M

§—>0 S

—a,#0 (6.28)

Denklem (6.28) sartin1 saglar. Yani, geri tipli zaman gecikmeli sistemler ancak ve ancak

k =—n oldugu durumda,
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~ T
0=n— 6.29
n (6.29)

Denklem (6.29) sart1 saglanirsa kararli olur [52].

Ornek 6.1: Bu 6rnekte [52]’de verilen ve Denklem (6.30) ile ifade edilen geri tipli zaman
gecikmeli bir sistemin Mikhailov’un birinci kararlilik kriterine gore kararliligini sistem

parametreleri 7=6.2s ve £=0.2 i¢in inceleyelim.

D(s) =5 +2Ese ™ +1 (6.30)

Dikkat edilirse Denklem (6.30), Denklem (6.1)’in aksine zaman gecikmesini
tanimlayan exponansiyel ifadeden dolay1 sonsuz koklere sahiptir. Denklem (6.29)’da da

belirtildigi gibi sistemin kararli olabilmesi i¢in D ( jw) nin 2[%):7[ kadar donmesi

gerekir. Sekil 6.7°de sistem parametreleri 7=6.2s ve &=0.2 i¢in Denklem (6.30)’da
verilen ifadenin Matlab ortaminda Mikhailov egrisi elde edilmistir. Sekil 6.7°den de

goriildigl iizere D( ja)) ‘nin reel kismi imajiner kisimdan daha hizli artmaktadir. Bu

yizden @, 0 ile o arasinda degistigi zaman D( jw)’nin agisindaki degisimin 7 ’ye

yaklastig1 goriilmektedir ve sistemin kararli oldugu anlagilmaktadir.

Re

Sekil 6.7. Denklem (6.30)’da verilen sistemin 7 =6.2s ve £ =0.2 i¢in Mikhailov egrisi
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Denklem (6.30) i¢in Mikhailov’un birinci kararlilik kriteri asagida cebirsel olarak
dogrulanmaktadir [52]. Denklem (6.30)’da s yerine jo yazilip,

D(jo)= (1—602 +2&wsin a)r)+ Jj(2éwcos o) (6.31)

D( jw) nin reel kismu,

Re[D(ja))] =X (0)=1-0’ +2,wsinwr (6.32)

Denklem (6.32) seklinde ifade edilebilir. Sistemin kararli olabilmesi ig¢in X(a))<0

olmalidir. Bu durumda;
@ >1+2Ewsin ot (6.33)
olmalidir. Denklem (6.33),

@ >1+2¢w (6.34)

olmasi durumunda dogru olur. Denklem (6.34)’lin sag tarafi, @ — 0’a yaklastig1 zaman
sol taraftan daha baskindir. Ancak @ artirildig1 zaman esitsizligin sol tarafi, sag taraftan

daha baskin olacaktir. Denklem (6.34), tim @> @, icin gegerlidir ki @, polinomal

denklemin en biiyiik pozitif reel kokidiir. @, degeri,

@ —2Ew—1=0 (6.35)

@, =E+E +1 (6.36)

Denklem (6.36) kullanilarak elde edilir. Bu spesifik Ornek igin sistem parametreleri

7=62s ve £=02 alindiginda @, =1.2 olarak bulunur. Sekil 6.7°den de goriildiigii
lizere > @, oldugunda X (w) degeri negatif kalmaktadir. Baska bir deyisle, eger @

degeri artmaya devam ettik¢e Sekil 6.7 deki Mikhailov egrisi sol yar1 diizlemde (ikinci ve
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ticlincii bolgede) kalmaktadir. Sekil 6.7°deki egri orijini ¢evrelemediginden dolaytr @, 0

ile co arasinda degistigi zaman D ( jw) nin agisindaki degisim,

T 9T (6.37)
2 2

araligina uzanir. @=0"da D( je) nin ags1 sifirdir. 6(w) = arg [D( ]a))] oldugundan,

-’ +2wsin ot

\/(2§a)cos a)r)2 + (1 — " +2Ewmsin a)r)

cos 6’(a))= = (6.38)

D ( ja)) ‘nin acist Denklem (6.38) araciligiyla bulunur.
Denklem (6.37)’deki esitsizlikle birlikte Denklem (6.39), @ —> oo gittigi zaman 6 (@) — 7

gidecegini vurgular. Bu yiizden 7 =6.2 ve £=0.2 i¢in sistem kararldir.

lim cos @(w) =—1 (6.39)

O—>0

6.4. Genellestirilen Degistirilmis Mikhailov Kararhhik Kriteri

Bustowicz, [53]’te dogrusal zamanla degismeyen kesir dereceli sistemler igin
Mikhailov kararlilik kriteri ve degistirilmis Mikhailov kararlilik kriterine dayali bir yontem
Oonermistir. Ayn1 zamanda Bustowicz [19]’da geri tipli zaman gecikmeli kesir dereceli
sistemler i¢in bu yontemi kullanmistir. [19]°da geri tipli zaman gecikmeli sistemler i¢in
Onerilen yontem genellestirilen degistirilmis Mikhailov kriteri olarak adlandirilmistir. Bu
bashik altinda [19]’da geri tipli zaman gecikmeli sistemler icin Onerilen genellestirilen

degistirilmis Mikhailov kararhlik kriterine deginilecektir.

D(s)=py(s)+ X p,(s)e " (6.40)
i=1
pi(S)=iaiksa" l'=0,1,...,l’)’ll (6.41)

86



Teorem 6.1: Denklem (6.40) ile tanimlanan kesir dereceli quasi-polinomal karakteristik

denklem,

Aarg D( jo)=nz/2 (6.42)

olmast durumunda kararlidir. Yani, kompleks diizlemde @, 0’dan oo ’a arttirildig1 zaman
D( jw)’ nn ¢izimi genellestirilen Mikhailov egrisi olarak adlandirilir [ 19]. Ancak,

e sonsuza gittigi zaman D ( jw) nin sonsuza hizli bir sekilde meyilli olmast

e D(s)’in igerdigi zaman gecikmesi terimi @ e[0,%0) igin sonsuz sayida egriye

sebep olmasi
gibi durumlardan dolay1 Teorem (6.1)’in uygulanmasi zorlagsmaktadir ve giivenilir degildir.
Bu yiizden Bustowicz [19]’da kesir dereceli geri tipli zaman gecikmeli sistemler i¢in
genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriterini 6nermistir. [19]’da Onerilen
yontem su sekildedir.
Yukarida bahsedilen zorluklar1 gidermek i¢in [19]’da Denklem (6.43) ile ifade edilen bir

rasyonel fonksiyon tanitilir.

w(s)= ) (6.43)

w, (s), Denklem (6.40) ile ifade edilen quasi-polinomla ayn1 dereceye sahip kesir dereceli
referans bir quasi-polinomdur. w,(s), Res>0 i¢in w,(s)=0olmasi durumunda

kararhidir.

Teorem 6.2: Denklem (6.40) ile ifade edilen kesir dereceli polinom ancak ve ancak,

A(flrg)t//(jw) =0 (6.44)

olmas1 durumunda kararlidir. Bu ylizden referans quasi-polinom,

wr(s)za(m(erc)a” , c>0 (6.45)

87



bigiminde segilir. Burada «,,, i=0 igin p,(s) polinomundaki s "nin katsayisidir. ¢ >0
icin Denklem (6.45) kararlidir. O yiizden, ¢ >0 olacak sekilde keyfi olarak secilir.
Cizdirilen y(s)’in daha diizgiin bir formda belirgin bir sekil olusturmasi i¢in c¢’nin
biyiikligin veya kiigiikliigii ayarlanabilir. @ e (—o0,00) araliginda y(jw)’nin ¢izimi
genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisi olarak adlandirilir. Denklem (6.44) ancak ve
ancak —o<wm<oo araliginda genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisinin kompleks

diizlemde koordinatlarin orijinini ¢evrelememesi durumunda gegerlidir. Genellestirilen

degistirilmis Mikhailov kararlilik kriterine gére Ornek 6.1°1 tekrar inceleyelim.

Ornek 6.2: Bu ornekte Denklem (6.30)’da verilen geri tipli zaman gecikmeli sistemin
genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriterine gore kararliligini sistem

parametreleri 7=6.2s ve £=0.2 icin inceleyelim.

Denklem (6.30)’da verilen quasi-polinom karakteristik denklemle ayn1 dereceye sahip bir

referans fonksiyon belirlenir. n =2 ve ¢ =35 alinarak belirleyecegimiz referans fonksiyon,

w,(s)=(s+5) (6.46)

bi¢iminde olsun. Bu durumda rasyonel fonksiyon;

D(s) _ 57 +2Ese +1
w(s)  (s+5)

w(s)= (6.47)
Denklem (6.47) seklinde olur. Matlab ortaminda O<w@w<oo araliginda  sistem
parametreleri 7=6.2s ve £=0.2 icin ¢izdirilen l//(s) genellestirilen degistirilmis
Mikhailov egrisi Sekil 6.8’de goriilmektedir.

Sekil 6.8’den de goriildiigii lizere, egri orijini sistem parametreleriz =6.2s ve £=0.2
icin cevrelemediginden dolayr sistem kararhidir. Dikkate edilirse, egri daha diizgiin ve

kapali bir forma sahiptir.
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Im

Re

Sekil 6.8. Denklem (6.47) i¢in 0 < w < oo araliginda ¢izilen genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisi

Sekil 6.9’da @’ nin hem negatif degerleri hem de pozitif degerleri igin
(—oo< a)<oo)genelle$tirilen degistirilmis Mikhailov egrisi ¢izilmistir. @ ’nin negatif ve
pozitif degerleri birbirinin simetrisi halinde bir sekil olusturmustur. Yine bu sekilde de
egrinin orijini ¢evreleme ya da ¢evrelememe durumuna gore kararlilik analizi
gerceklestirilebilir. Sekil 6.9’da egri orijini ¢evrelemediginden dolayr sistem kararlidir

denir.

0.8

0.6

04

Im 0

Re

Sekil 6.9. Denklem (6.47) i¢in —00 < @ < 00 araliginda ¢izilen genellestirilen degistirilmis Mikhailov
egrisi
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[19]°da Onerilen genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriterine gore

gizdirilen D( jw)egrisi daha diizgiin ve kapali bir formda sekil elde etmemizi saglar. Bu

durumda egrinin koordinatlarin orijinini ¢evreleme ve ¢evrelememe durumuna gore
sistemin kararlt olup olmadigina karar verilir. Eger genellestirilen degistirilmis Mikhailov
egrisi orijini ¢gevrelemiyorsa kararl aksi taktirde kararsiz bir sistemdir denir.

Bu tez calismasinda, [19]’da geri tipli zaman gecikmeli kesir dereceli sistemler i¢in
Onerilen genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriterini tam dereceli dogrusal

olmayan geri tipli zaman gecikmeli sistemlere uygulanmasi amaglanmistir.
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7. ZAMAN GECIKMELI DO('V}RUSA.L OLMAYAN SISTEMLERIN KARARLILIK
VE CATALLASMA ANALIZLERININ GERCEKLESTIiRILMESI

Bu bolimde ii¢ farkli uygulama yapilacaktir. Birincisi, [31,32]’de verilen zaman
gecikmeli dogrusal olmayan kaotik bir sistemin farkli sistem parametresi ve zaman
gecikmesi degerine gore kararlilik ve catallasma analizi gergeklestirilecektir. Ikincisi,
[31,32]°de verilen zaman gecikmeli dogrusal olmayan 6zdes iki kaotik sistemin (biri
Master Verici - digeri Slave Alici olmak iizere) farkli baslangi¢ sartlar1 igin kaos
senkronizasyonu gergeklestirilecektir. Ucgiinciisii ise [34]’de verilen tek hiicreli zaman
gecikmeli hiicresel sinir aginin (ZGHSA) farkli sistem parametresi ve zaman gecikmesi
degerine gore kararlilik ve catallasma analizi gerceklestirilecektir. Elde edilen sonuglarin
dogrulugunu gdostermek i¢in de Matlab ortaminda olusturulan sisteme ait simiilasyon

sonuclar1 verilecektir.

7.1. Zaman Gecikmeli Dogrusal Olmayan Bir Sistemin Kararhlik ve Catallasma
Analizi

Bu baglik altinda [31,32]’de verilen zaman gecikmeli dogrusal olmayan kaotik bir
sistemin kararlilik ve catallasma analizi gergeklestirilecektir. Sistemin denge noktalarinin
dogrusallastirilmis modelinden faydalanilarak, zaman gecikmesi 7 degerine gore sistemde
catallasmanin varlig1 ve catallagma noktasi analitik olarak hesaplanacaktir. Daha sonra
catallagmanin yonii Lambert W fonksiyonu ve genellestirilen degistirilmis Mikhailov
kararlilik kriteri ile farkli sistem parametreleri icin belirlenecektir. Elde edilen sonuglarin
dogrulugunu gostermek icin de sistemin Matlab ortaminda nlimerik analizi
gerceklestirilecektir. Zaman gecikmeli dogrusal olmayan sistemin ¢atallasma analizi
[73]’te gerceklestirilmistir.

Kontrol sistemi Tlizerine ¢alismalart sonucunda Ugar, [31,32]’de verilen kaos
caligmalar1 i¢in gelistirmis oldugu bir model 6nermistir. Ucar Modeli olarak bilinen bu
model, tek durum degiskenine sahip zaman gecikmeli dogrusal olmayan bir kaotik

sistemdir. Ugar modeli (7.1)’de bir boyutlu GDD ile tanimlanmustir.

%zﬁx(t—r)—g[x(t—r)f, (r21,) (7.1)
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Burada; § ve ¢ pozitif parametreleri ve t,: baslangi¢ araligidir. 7, zaman gecikmesidir.

Denklem (7.1)’de verilen sistemin blok diyagrami Sekil 7.1°de gosterilmistir.

1 X X =f(XT)
—_ > -StT > f >
1 e 0
6 <
£ la

Sekil 7.1. Denklem (7.1)’de verilen zaman gecikmeli dogrusal olmayan sistemin blok diyagrami

Sekil 7.1°de blok diyagrami verilen sistemin herhangi bir denge noktasiin x  oldugu

kabul edilsin. Bu durumda, x denge noktasi civarindaki dogrusal olmayan sistemin

dogrusallagtirilmis transfer fonksiyonu Denklem (7.2)’deki gibi ifade edilebilir.

e_‘"f(x*)
s +(—5+ gf'(x*))e"”

T(s)z

(7.2)

Denklem (7.1)’de verilen sistemin karakteristik denklemi ise Denklem (7.3) bigiminde olur.

D(s):s+(—5+€f'(x*))e’” (7.3)

Dogrusal olmayan fonksiyonun denge noktasi civarindaki dogrusal modeli asagidaki

denklem ile elde edilir.

o (x)

f (XT):T

(7.4)
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Denklem (7.1)’ de verilen sistemin,

sx,—&(x,)’ =0 (7.5)
Sx, =¢(x, )3 (7.6)
=0 x =1,/(6/¢) (7.7)

x=0 ve xf = iw/(é' 8) olmak {tizere 3 tane denge noktas1 vardir. Bu denge noktalar1 i¢in

karakteristik denklem tek ifade ile gosterilebilir.

D(s)=s+(-0+&(3x, )Lf‘1x;{)e” - (7.8)

Denklem (7.8)’in kokleri, her bir denge noktasi i¢in dogrusal olmayan sistemin kutuplar

oldugundan denge noktalarinin kararliliklariyla ilgili bilgi verecektir. Her bir denge noktasi

icin karakteristik denklemin kutuplarini analiz edelim.

e x”=0 denge noktasi igin sistemin kutuplari,
0)? =T
D(s):s+(—5+83(xr) )e (7.9)

D(s)=s—5e_” (7.10)

karakteristik Denklem (7.10)’un kokleri olacaktir. s = jo yazilirsa;
D(jow)= jo—5e ' (7.11)

Denklem (7.11) elde edilir. Denklem (7.11), reel ve imajiner kisimlarma ayrilip ayr1 ayri

sifira esitlenirse;
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Re[D(jw,r)]:—5cosz:O (7.12)
Im[D(ja),r)]za)+5sina)T=O (7.13)

denklemleri elde edilecektir. Denklem (7.12) ve (7.13)’lin ¢dziimiinden zaman gecikmesi

degerine gore gatallagsma noktasi,

T
T, =%(2k—1), (k=1,2,3,...) (7.14)
ve bu noktadaki frekans degeri,
-0, k=12,5,.. 15
@\ = :
W, k=246, (7.15)

olarak elde edilir. Goriildiigii iizere, ilk catallasma degerinde 7, =—7/28s ve @.=-6
rad/s olmaktadir. 7. degeri negatif oldugundan x’ =0 denge noktasinda bir catallagma soz

konusu degildir.

) xf =+ (5 / 8) denge noktasi i¢in sistemin kutuplart,

D(s):s+(—5+g3(xf)2)e-” (7.16)
D(s):s+(—5+3£(\/ﬂ)2)e” :s+(—5+35)ef” (7.17)
D(s)=s+(26)e™ (7.18)

karakteristik Denklem (7.18)’in kokleri olacaktir. Denklem (7.18)’den faydalanarak sistemde

zaman gecikmesi degerine gore catallasmanin varligi ve catallasma noktas1 7, tespit

edilecektir. Bu amacgla Denklem (7.18)’in koklerinin sadece kompleks bileseni olmasi

durumu i¢in zaman gecikmesi degerinin tespit edilmesi gerekecektir. s = jw i¢in Denklem

(7.18) asagidaki bicimde ifade edilir.
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D(jo,7)= jo+(26)e™ =0 (7.19)
Denklem (7.19)’un reel ve imajiner bilesenleri,

Re[D(ja),z')] =25 cos(wr)=0 (7.20)
Im| D(jo,7)]|=0-25sin(or)=0 (7.21)

olarak elde edilecektir. Denklem (7.20) ve (7.21)’in ¢Ozlimiinden, zaman gecikmesi

parametresine gore ¢atallasma noktasi,

T :%(%—1), (k=1,23,..) (7.22)

ve bu noktadaki frekans degeri,

Q)

(k)

+26, k=L35,..
= (7.23)

=26, k=2,4,6,..

olarak elde edilir. Dikkat edilirse catallasma noktasi sadece § parametresine baglidir. x>

V4
denge noktast i¢in c¢atallasma olayr ilk olarak 7, :E s ve @ =20 vrad/s’te

gerceklesecektir. Bu nokta ayni zamanda catallasma noktasidir.

7.1.1. Catallasmanin Yonii

Catallasmanin yonii, catallasma noktasinin altindaki ve {istiindeki degerlerde denge

noktalarimin kararliligini kaybedip kaybetmemesiyle ilgilidir. Denklem (7.1)’de verilen

sistemin catallasma noktasmnin altindaki ve tstiindeki degerlerde x’ denge noktalarinin

kararliligt Lambert W fonksiyonu ve genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik

kriteri ile tespit edilecektir.
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7.1.1.1. Lambert W Fonksiyonu ile Catallasma Yoniiniin Belirlenmesi

Denklem (7.1)’de verilen sistemin c¢atallasma noktasinin altindaki ve Tstlindeki

degerlerde x> denge noktalarmn kararhiligi Lambert W fonksiyonu ile tespit edilebilir.

Lambert W fonksiyonu asagidaki esitlikle ifade edilmektedir [13].

W (x) " = x (7.24)

x> denge noktalari igin dogrusal modele ait karakteristik Denklem (7.18), Denklem (7.24)’e

uyarlanmak maksadiyla asagidaki esitlige doniistiirtilebilir.

(7s)e™ =267 (7.25)

Esitligin Lambert W fonksiyonu alinirsa,

w (—261') =75 (7.26)

elde edilir. Bu durumda, x> denge noktalarina gore dogrusallastirilmis sistemin kutuplar

Denklem (7.27) ile elde edilebilecektir.

s = lW (—251) (7.27)

T

Matlab ortaminda farkli sistem parametresi ve zaman gecikmesi degerleri i¢in Denklem
(7.27) coziilebilir. Elde edilen sonuglara gore catallasma noktasinin altindaki ve tstlindeki
degerlerde denge noktalarmin kararliliklarmi kaybedip kaybetmemelerine bakilarak
catallagmanin yonii belirlenebilir.

& = & =1 igin ¢atallagsma noktas1 7, = z/4 =0.785s olarak bulunur. Catallasma noktasmnin

alinda 7=0.7 s ve catallasma noktasmnin tstinde 7=0.9s igin x> denge noktalarina gore

dogrusallagtirilmis sistemin s-diizlemindeki kutup yerlesimi Sekil 7.2°de elde edilmistir [73].
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o ®)

o=1, e=1, =09
50 T T T

|
|
|
25 X I -
|
|
|
1

o (©)

Sekil 7.2. 6 =¢ =1 iken farkli zaman gecikmesi degerleri i¢cin zaman gecikmeli dogrusal olmayan

sistemin kutuplarinin s-diizleminde konumlari: a) z =0.7s,b) 7, =0.785s ve ¢) 7 =0.9s
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Sekil 7.2’den de goriildiigii iizere ¢atallasma noktasinda kutuplar jo ekseni lizerindedir.
Catallasma noktasinin altinda 7=0.7 s i¢in tiim kokler sol yari s-diizleminde oldugundan
x; denge noktalar1 kararlidir. Bu yiizden sistem yoriingesinin baglangi¢ sartia bagli olarak
asimptotik bir sekilde denge noktalarindan birine yonelmesi ve orada sonlanmasi
beklenebilir. Catallasma noktasinin tistiinde 7 =0.9s i¢in sag yar1 s-diizleminde iki tane kok
oldugu i¢in x’denge noktalart kararsizdir. Bu durumda baslangi¢ sartina bagl olarak x>
denge noktalarindan birini kapsayan bir limit ¢evrim davranis beklenebilir. x> denge

noktalar1 zaman gecikmesi degeri arttikga kararliligini kaybetmesinden dolay1r sistemde
“stiperkritik hopf ¢atallasma” olusmaktadir.

6=2 ve ¢=1 ig¢in ¢atallasma noktasi 7, =7/8=0.3925s olarak bulunur. Catallasma
noktasinin altinda 7=0.2s ve catallagma noktasinin stinde 7=0.5s i¢in x’ denge
noktalarina gore dogrusallastirilmis sistemin s-diizlemindeki kutup yerlesimi Sekil 7.3’te
verilmistir [73].

Sekil 7.3’teki sonuglar incelendiginde benzer durumun bu sistem parametreleri i¢in de
gecerli oldugu goriilmektedir. Catallasma noktasinin altinda 7z =0.2s i¢in tiim kokler sol yari

s-diizleminde oldugundan x’ denge noktalart kararhdir. Catallasma noktasmin istinde
7=0.5s igin sag yar s-diizleminde iki tane kok oldugu i¢in x denge noktalari kararsizdir.
Zaman gecikmesi degeri arttikca x’ denge noktalart kararli durumdan kararsiz duruma

geemektedir. Bu durumda catallasmanin yonii “stiper kritik hopf catallasma” oldugu

goriilmektedir.
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0=2, e=1, =0.2
200 T T T T

100

T
X
1

-100 X

_200 | | | 1

0=2, e=1, 1=0.3925
100 T T T T T T T T

50 x

-50 X

-100 | | | | | | | |

80 T T T T T

40 | x

Sekil 7.3. 6 =2 ve & =1 iken farkli zaman gecikmesi degerleri i¢cin zaman gecikmeli dogrusal olmayan

sistemin kutuplarinin s-diizleminde konumlari: a) 7 =0.2s,b) 7, =0.3925s ve¢) 7 =0.5s
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7.1.1.2. Genellestirilen Degistirilmis Mikhailov Kararhlhik Kriteri ile Catallasma
Yoniiniin Belirlenmesi

Denklem (7.1)’de verilen sistemin c¢atallasma noktasinin altindaki ve Tstlindeki

degerlerde x> denge noktalarinin kararlilig1 genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik

kriteri ile tespit edilebilir. Denklem (7.18)’de verilen karakteristik denklem i¢in rasyonel
fonksiyon Denklem (7.28)’de verilmistir.

D((jo))

: -, c>0 (7.28)
ao(]a)+c)

w(s)=
Burada n, Denklem (7.18)’deki s’in en yiiksek derecesi; a, ise en yiiksek dereceli s

teriminin Oniindeki katsayidir. Dikkat edilirse, Denklem (7.28)’in paydast ¢>0 i¢in

kararhidir. n=1, a,=1 ve ¢ =10 olarak alinip karakteristik Denklem (7.18) i¢in rasyonel

fonksiyon agik bir sekilde ifade edilirse,

D(s) :s+(25)e_”
a,(jo+c)' (s+10)

w(s)= (7.29)

Denklem (7.29) elde edilir. Matlab ortaminda w=0 ile w=o frekans araliginda farkl
sistem parametreleri ve zaman gecikmesi degerleri i¢in Denklem (7.29) ¢izdirilebilir. Elde
edilen sonuglara goére catallasma noktasinin altindaki ve {istiindeki degerlerde denge
noktalarinin kararhiliklarin1 kaybedip kaybetmemelerine bakilarak catallasmanin yonii
belirlenebilir.

Denklem (7.1)’de verilen sistemin iki farkli sistem parametresi degerleri i¢in denge
noktalarimin kararliliklar1 farkli zaman gecikmesi degerlerine gore incelenecek ve
catallasmanin yonii tespit edilecektir.

0 =¢=1 iken ¢atallasma noktas1 7, =0,785s, catallasma noktasinin altinda 7=0.7 s

ve catallasma noktasinin istinde 7=0.9s i¢in x’ denge noktalarina gore

dogrusallagtirilmig sistemin genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisi Sekil 7.4’te elde

edilmistir.
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o=1, =1, =0.7
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Re (c)

Sekil 74. 6 =& =1 iken farkli zaman gecikmesi degerleri i¢in O < @ < o aralifinda zaman
gecikmeli dogrusal olmayan sistemin genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisi: a)
7=0.7s, b) 7, =0.785s vec) 7 =0.9s
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Sekil 7.4’e bakildiginda ¢atallasma noktas1 7, =0.785s i¢in genellestirilen degistirilmis
Mikhailov egrisi orijinden ge¢mektedir. Bu durum, jo ekseni iizerinde koklerin var
olabilecegine isarettir. 7 =0.7 s i¢in egri orijini ¢cevrelemediginden dolay1 tiim kutuplarin
sol yar1 s-diizleminde olduguna isarettir. Boylece x. denge noktalari kararlidir. Bu yiizden
sistem yorlingesinin bagslangic sartina bagli olarak asimptotik bir sekilde denge
noktalarindan birine yonelmesi ve orada sonlanmasi beklenebilir. 7 =0.9s i¢in egri orijini
cevrelediginden dolayr sag yari s-diizleminde kutup ya da kutuplarin olacagina isarettir.

Bu yiizden x> denge noktalar: kararsizdir. Bu durumda baslangi¢ sartina bagl olarak x;

denge noktalarindan birini kapsayan bir limit ¢evrim davranis beklenebilir. x7 denge
noktalar1 zaman gecikmesi degeri arttikga kararliligini kaybetmesinden dolayr sistemde
“stiperkritik hopf catallagsma” olusacaktir.

0=2, ¢=1 iken c¢atallasma noktas1 7, =0,3925s, catallasma noktasmnin altinda

7=02s ve catallagma noktasinin istiinde 7=0.5s icin x> denge noktalarma gore

dogrusallagtirilmig sistemin genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisi Sekil 7.5’te elde
edilmistir.

Sekil 7.5’teki sonuclar incelendiginde benzer durumun bu sistem parametreleri i¢in de
gecerli oldugu goriilmektedir. Catallagsma noktasinin altinda 7 =0.2s icin genellestirilen
degistirilmis Mikhailov egrisi orijini ¢evrelememektedir. Catallagma degerinde egrisi
orijinden ge¢mektedir. Catallasma noktasinin iistinde 7=0.5s icin genellestirilen
degistirilmis Mikhailov egrisi orijini ¢evrelemektedir. Bu durum sistemin artan zaman

gecikmesi degerinde kararsizlastigini gostermektedir. x> denge noktalart zaman gecikmesi

degeri arttikca kararliligini kaybetmesinden dolay: sistemde “‘stiperkritik hopf catallagma”

oldugu goriilmektedir.
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Sekil 7.5. 6 =2 ve ¢ =1 iken farkli zaman gecikmesi degerleri i¢in 0 < @ < oo araliginda zaman
gecikmeli dogrusal olmayan sistemin genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisi:
a) =025, b) 7, =0.39255 vec) 7 =0.5s
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7.1.2. Niimerik Sonuclar

Bu baslik altinda analitik olarak hesaplanan catallagsma noktasinin {istiindeki ve altindaki
zaman gecikmesi degerleri icin sistemin Matlab/Simiilink ortaminda elde edilen niimerik

sonuclar1 verilecektir. Sisteme ait niimerik sonuglar elde edilirken tiim uygulamalarda
baslangig sart1 x(O) = 0.1 olarak alinmistir.

0 =¢=1 i¢in ¢atallasma noktasmnimn altindaki 7. >7=0.7s ve catallasma noktasinin
tstiindeki 7, <7=0.9s zaman gecikmesi degerlerinde sistemin durum-uzay diyagramlari

Sekil 7.6’da elde edilmistir.

o=1, ¢=1, =0.7
1.3 T T T T
1 F _
R
=
0.7 _
04 | | | |
0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2
a
x(0) (a)
o=1, =1, =09
1.3 T T T T T T T
1.1 _
R
= 09 |
=
0.7 r .
05 ! ! ! ! ! ! !
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3
x(1) (b)

Sekil 7.6. 6 =¢ =1 iken farkli zaman gecikmesi degerleri i¢in zaman gecikmeli dogrusal olmayan
sistemin durum uzay diyagrami: a) 7 =0.7s veb) 7 =0.9s
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Sekil 7.6(a)’ya bakildiginda, catallagsma noktas1 altinda sistemin asimptotik kararl bir
davranig sergiledigi goriilmektedir. Baslangi¢ sart1 olarak x(O) =0.1 secildiginden sistem
yoriingesi x; =1’deki denge noktasina yonelmekte ve bu noktada sonlanmaktadir. Sekil
7.6(b)’de ise catallagsma noktasinin istiindeki bir zaman gecikmesi degerinde x’ =+l
denge noktalar kararliligini kaybettiginden dolayi, baslangi¢ sartina bagh olarak x’ =1
denge noktasini ¢cevreleyen bir limit ¢cevrim davranis gerceklestigi goriilmektedir.

Ayrica J=e¢=1 i¢in c¢atallasma noktasinin altindaki 7, >7=0.7s ve ilstiindeki

7. <7=0.9s degerler i¢in dogrusal olmayan sistemin ¢ikisinin zaman goére degisimi Sekil

7.7°de elde edilmistir.

o=1, e=1, =0.7
T T T T T T T T T
1.5 -
1 -
=
0.5 -
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t(s) (@)
o=1, e=1, =0.9
2 T T T T T T T
15
= 1t .
=
05 r h
0 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
1(s) )

Sekil 7.7. § =¢=1 iken farkli zaman gecikmesi degerleri igin zaman gecikmeli dogrusal olmayan
sistemin ¢ikiginin zamana gore degisimi: a) 7 =0.7s veb) 7 =0.9s
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Sekil 7.7°de goriildiigli gibi ¢atallasma noktasinin altindaki bir zaman gecikmesi degeri
icin sistemin zaman cevabi, soniimli bir salinim yaparak [x; T =1 degerine yaklagsmakta
ve degismeden devam etmektedir. Ancak, catallagma noktasinin listliindeki bir zaman
gecikmesi degeri i¢in sistemdeki tiim denge noktalar1 kararsiz olmasina ragmen [x; ]3 =1

degerini ¢evreleyen bir salinim gerceklesmektedir.

0 =2, =1 ig¢in ¢atallasma noktasmnimn altindaki 7z, >7=0.2 s ve ¢atallasma noktasmnin
tstlindeki 7. <7=0.5s zaman gecikmesi degerlerinde sistemin durum-uzay diyagramlari

Sekil 7.8’de elde edilmistir.

0=2, =1, =0.2
15 T T T T T
14 F :
13t i
£
= 12 =
1.1 F -
1 1 1 1 1 1
1.2 1.25 1.3 1.35 14 1.45 1.5
x(1) (a)
0=2, ¢=1, =0.5
2 T T T T T T
15 F -
0
=
1+ i
05 1 1 1 1 1 1
0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
x(?) (®)

Sekil 7.8. 6 =2 ve ¢ =1 iken farkli zaman gecikmesi degerleri igin zaman gecikmeli dogrusal
olmayan sistemin durum uzay diyagrami: a) 7 =02s veb) 7 =0.5s
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Sekil 7.8’de gorildigl gibi c¢atallasma noktasi altinda sistem asimptotik kararli bir

davranis sergileyerek  x =1.41°deki denge noktasina yonelmekte ve bu noktada
sonlanmaktadir. Catallasma noktasinin istiindeki bir zaman gecikmesi degeri i¢in x =1.41

denge noktalar1 kararlilhigimni kaybettiginden dolay1, baslangi¢ sartina bagli olarak x’ =1.41

'deki noktasini gevreleyen bir limit ¢evrim davranis gerceklesmektedir.

Ayrica 0 =2 ve &=1 i¢in ¢atallasma noktasinin altindaki 7, >7=0.2 s ve Ustiindeki
7. <7=0.5s degerler i¢cin dogrusal olmayan sistemin ¢ikisinin zamana gore degisimi Sekil

7.9°da verilmistir.

0=2, e=1, =0.2
4 T T T T T T T T T
3 - -
= 27 i
1 - -
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1(s) (@)
0=2, ¢=1, =0.5
6 T T T T T T T T T
4 - -
=
2 - -
O 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1(s) )

Sekil 7.9. 6 =2 ve & =1 iken farkli zaman gecikmesi degerleri i¢in zaman gecikmeli dogrusal olmayan
sistemin ¢ikiginin zamana gore degisimi: a) 7 =0.2s ve b) 7 =0.5s
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Sekil 7.9’a bakildiginda ¢atallasma noktasinin altindaki bir zaman gecikmesi degeri i¢in
3
sistemin zaman cevabi, soniimlii bir salinim yaparak [x: J =2.82 degerine yaklagmakta ve

degismeden devam etmektedir. Buna karsin, catallasma noktasinin {istiindeki bir zaman

gecikmesi degeri igin sistemdeki tiim denge noktalar1 kararsiz olmasina ragmen
3
[x: ] = 2.82 degerini ¢evreleyen bir limit ¢evrim davranis sergilemektedir.

Bu uygulamada, ¢atallagma noktasinin sistemde sadece 0 parametresine bagli oldugu ve
zaman gecikmesi 7 degeri arttikca x* = £4/6 /& denge noktalarmin kararliliklarini kaybettigi

ve catallasmanin gerceklestigi gosterildi. Elde edilen bu sonuglar ile niimerik sonuglar
kiyaslandiginda catallasma noktasi altindaki bir zaman gecikmesi degerinde, sistem
asimptotik davranig gosteriyorken catallasma noktasinin iistiindeki bir zaman gecikmesi
degerinde limit c¢evrim davranis gosterdigi farkli iki sistem parametresi igin
gbzlemlenmistir. Bu sonuglara gore, sistemde gerceklesen catallasmanin “siiperkritik hopf

catallasma” oldugu tespit edilmistir.

7.2. Zaman Gecikmeli Kaotik Bir Sistemin Aktif Kontrol ile Senkronizasyonu

Bu baslik altinda, Denklem (7.1)’de verilen zaman gecikmeli dogrusal olmayan 6zdes
iki kaotik sistemin (biri Master-Verici digeri Slave-Alic1 olmak iizere) farkli baslangig
sartlar1 i¢in kaos senkronizasyonu gerceklestirilecektir. Bu amagla Master ve Slave
sistemlerinin ¢ikisindaki hatayr sifira gotiirebilmek i¢in Slave sisteme uygun bir kontrol
isareti uygulanmasini saglayacak bir oransal kontrolor, aktif kontrol yontemi kullanilarak
tasarlanacaktir. Elde edilen kontroloriin etkinligi Lambert W fonksiyonu ve genellestirilen
degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri kullanilarak test edilecek ve uygun kazang
parametresi secilecektir. Elde edilen sonuglar, sisteme ait Matlab ortaminda olusturulan
simiilasyon sonuglartyla dogrulanacaktir. Zaman gecikmeli kaotik bir sistemin aktif kontrol
ile senkronizasyonu [74]’te gergeklestirilmistir.

Sekil 7.10’da 6zdes zaman gecikmeli dogrusal olmayan iki kaotik sistemin kaos

senkronizasyon blok diyagrami goriilmektedir.
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Master (Verici)

Y

Uo +
Slave (Alici) 4>C>

A

Kontrolér

Sekil 7.10. Kaos senkronizasyon blok diyagrami

Sekil 7.10°da verilen 6zdes zaman gecikmeli dogrusal olmayan iki kaotik sistemin
[58,60]’ta verilen aktif kontrolle senkronizasyonu gergeklestirmek amaciyla farkl

baslangi¢ sartlarinda ¢ikislarinin hata dinamiginin elde edilmesi gerekecektir. Denklem

(7.1)’de verilen ifadede x(t—z‘)=x, olmak kaydiyla, Denklem (7.30)’da Master ve

(7.31)’de Slave sistem ve kontrol fonksiyonundan olusan sistemin modelleri verilmistir.

%, =6x,, —¢&(x,,) (7.30)
. 3

X, =0x, —¢&(x,) + 1, (7.31)

Burada g, (t) kontrol fonksiyonudur. Bu 6zdes iki sistemin hata dinamigini tanimlayan

ifade Denklem (7.32)’de ifade edilmektedir.

iy = = 8 (%, =%, ) = 8((5,) = (%) )+ 0 (1) (7.32)

Bger A =%~k . A =x,-%, . (1)=-5((x,) ~(%,)")+ s (¢) almrsa hata

dinamigi, Denklem (7.33) bigiminde olur.

A, =6A, +u,(1) (7.33)
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(1) =u,(t)+& ((x” ) —(x,, )X) olmak kaydiyla, u,(t)=—KA, olarak secildiginde

Denklem (7.33) asagidaki forma dontistir.

A, =(6-K)A, (7.34)

Denklem (7.34)’te elde edilen hata dinamiginin karakteristik denklemi asagidaki bi¢imde
olacaktir ve bu ifadenin kokleri hata dinamiginin kutuplarini verecektir. Senkronizasyonun
gerceklesebilmesi i¢in hatanin sifira gitmesi gerekir ve bu, ancak Denklem (7.35)’teki
ifadenin koklerinin, yani hata dinamiginin kutuplariin, sol yar1 s-diizleminde olmasiyla

saglanabilecektir.

D(s)zs—(&—K)e"” =0 (7.35)

s = jo i¢in Denklem (7.35)’1 sifir yapacak K kazang degerleri belirlenecektir. s = jw

alindiginda Denklem (7.35)’ten reel ve imajiner olmak tizere iki ifade elde edilecektir.

jo—(6-K)e ' =0 (7.36)
(K—6)cos(wr)=0 (7.37)
w+(6—K)sin(wr)=0 (7.38)

Denklem (7.37)’de cos(@7)=0 oldugundan dolays,

T
=—2k-1 =12,... .
® 27( ) (k=12,.) (7.39)

olarak bulunur. k =1 i¢in bu deger Denklem (7.38)’de yerine konulursa Denklem (7.42)

elde edilir.

Vs S A
2_z-+(5_K)Sm(2_rT) =0 (7.40)
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T
—+(6-K)=0 7.41
> (6-K) (7.41)
K=6+2Z (7.42)
27
Ayrica Denklem (7.37)’ den de,
K-6=0=>K=6 (7.43)

elde edilir. Kaotik davranig gozlendigi o =&=1 ve 7=1.6s sistem parametreleri altinda

K kazang araligi,

(K-8)=0=K=5=1 A K=6+—=1+—=

=1,981 (7.44)
2T 2x1.6

1< K <1,981 olarak bulunmaktadir. K =1 ve K =1.981 kazang¢ degerleri Denklem (7.37)
ve Denklem (7.38)’1 saglamaktadir.
7.2.1. Kazan¢ Arahiginin Belirlenmesi

Kazang araligi, Lambert W fonksiyonu ve genellestirilen degistirilmis Mikhailov
kararlilik kriteri ile tespit edilecektir.
7.2.1.1. Lambert W Fonksiyonu ile Kararh Olunan Kazan¢ Araliginin Belirlenmesi

s = jo icin Denklem (7.35)’1 sifir yapacak K kazang¢ degerleri belirlendikten sonra

Denklem (7.35)’in kdklerinin sol yar1 s-diizleminde oldugu K kazang araligini bulmak i¢in
Lambert W fonksiyonu kullanilabilir. Denklem (7.24)’teki Lambert W fonksiyonu
Denklem (7.35)’e uygulanirsa asagidaki esitlik elde edilecektir.

s = (5— K)e"" (7.45)

se” =(6-K) (7.46)
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Her iki taraf 7 ile carpilirsa Denklem (7.49) elde edilir.

ste” =(6-K)t (7.47)

W(r(6-K))=st (7.48)
1

=—W(z(5-K .

$=- (z(6-K)) (7.49)

Matlab ortaminda farkl sistem parametresi ve zaman gecikmesi degerleri i¢in Denklem
(7.49) c¢oziilebilir. Elde edilen sonuglara gore kararli olunan kazang¢ degerleri tespit
edilebilir.

Farkli K kazan¢ degerleri i¢in zaman gecikmeli dogrusal olmayan sistemin hata
dinamiginin kutup yerlesimi Lambert W fonksiyonu yardimiyla Sekil 7.11°de verilmistir

[74].

K=0.8
20 x T T T T T | T
x :
10 X : i
X .
i 0 o x .......................................... D S —
x .
-10 X N
9 :
220 X ! ! ! ! ! i !
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
o (@)

Sekil 7.11. 6 =& =1 ve 7 =1.6s i¢in zaman gecikmeli dogrusal olmayan sistemin kutuplarinin s-
diizlemindeki konumlart: a) K =0.8
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“Sekil 7.11°nin devami1”

K=1.2
20 T T T T T T
X :
X :
10 | < ; .
X
8 O F o Xooomenee e Moo ]
\
X
-10 | * -
X
X
220 ] ] ] ] ] ]
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
o )
K=1.5
20 T T T T T
« :
X
10 x .
X
i O v ;E ..................... .
X
-10 | % -
X
x
220 1 1 1 1 L
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
o (©
K=2.5
20 T T T T T
X :
x :
10 x ; .
X
i O b § .............. -
X
-10 | X -
X
X :
220 1 1 1 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5
o (d)

Sekil 7.11. 6 =& =1 ve 7 =1.6s igin zaman gecikmeli dogrusal olmayan sistemin kutuplarinin s-
diizlemindeki konumlari: b) K =1.2, ¢) K=15ved) K =2.5
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Sekil 7.11°e bakildiginda, 1<K<1.981 araligindaki degerler i¢in hata dinamiginin tiim
kutuplar1 sol yar1 s- diizlemindedir. Bu Slave sistemin Master sistemi belirli bir siire sonra
takip edecegi anlamina gelir. K=1.5 i¢in kutuplar kompleks eslenik oldugundan belirli bir
osilasyon sonunda hata sifira ulasirken, K=1.2 i¢cin dominant kutup reel eksen iizerinde
oldugu i¢in sonlimsiiz bir sekilde iissel olarak sifira gidecektir. Bundan dolay1 oransal
kontroloriin kazang degeri K=1.2 alinarak senkronizasyon osilasyonsuz bir sekilde

saglanabilecektir.

7.2.1.2. Genellestirilen Degistirilmis Mikhailov Kararhlik Kriteri ile Kararhh Olunan
Kazang¢ Araliginin Belirlenmesi

s = jo i¢in Denklem (7.35)’1 sifir yapacak K kazan¢ degerleri belirlendikten sonra

Denklem (7.35)’in kdklerinin sol yar1 s-diizleminde oldugu K kazang araligini bulmak i¢in
genellestirilen degistirilmis Mikkhailov kararlilik kriteri kullanilabilir. Denklem (7.35)’te

verilen karakteristik denklem i¢in rasyonel fonksiyon Denklem (7.50)’de verilmistir.

W(S)=M7 ¢>0 (7.50)
a,(jo+c)

Burada n, Denklem (7.35)’teki s’in en yiiksek derecesi; a, ise en yiiksek dereceli s

teriminin Onilindeki katsayidir. Dikkat edilirse, Denklem (7.50)’nin paydasi ¢ >0 i¢in

kararhdir. a,=1 ve c¢=10 olarak almip karakteristik Denklem (7.35) igin rasyonel

fonksiyon acgik bir sekilde ifade edilirse,

'//(S)_ D(s) _s—(5—K)e_” (751

Ca,(jot+e)  (s+10)

Denklem (7.51) elde edilir. Matlab ortaminda w=0 ile w=o frekans araliginda farklh
sistem parametreleri ve zaman gecikmesi degerleri icin Denklem (7.51) cizdirilerek kararli
olunan K kazang arali8i tespit edilebilir.

Farkli K kazan¢ degerleri icin zaman gecikmeli dogrusal olmayan sistemin hata

dinamiginin genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisi Sekil 7.12°de verilmistir.
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K=0.8

Im

Im

Im

Re (c)

Sekil 7.12. S =¢=1 ve 7 =1.6s i¢in zaman gecikmeli dogrusal olmayan sistemin genellestirilen
degistirilmis Mikhailov egrisi: @) K =0.8, b) K =1.2vec) K=1.5
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“Sekil 7.12°nin devami1”

oo o
~ O
L

Im
o o
N W
T T

Re @

Sekil 7.12. 6=¢=1 ve 7=1.6s igin zaman gecikmeli dogrusal olmayan sistemin genellestirilen
degistirilmis Mikhailov egrisi: d) K = 2.5

Sekil 7.12°ye bakildiginda 1<K <1.981 araligindaki kazan¢ degerleri igin
genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisi orijini kapsamamaktadir. Bu durum, kutup
yerlesiminin 1< K <0.981 i¢in sol yar1 s-diizleminde oldugunun gostergesidir. Yani, Slave
sistem Master sistemi belirli bir siire sonra takip edecektir. K <1 ve K >1.981 olmasi
durumundaki kazang degerleri ig¢in genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisi orijini
kapsamaktadir. Bu durum, kutup yerlesiminin bu kazang degerleri i¢in sag yar1 s-diizlemde
oldugunun gostergesidir. Baska bir deyisle, hata dinamigi kararsizdir ve 6zdes iki kaotik

sistem arasinda senkronizasyon gerceklesmemektedir.

7.2.2. Niimerik Sonuglar

Bu bdliimde, aktif kontrol yontemiyle senkronizasyonu saglamak amaciyla kullanilan
oransal kontroloriin farkli kazang degerleri i¢in 6zdes iki kaotik sistemin Matlab/Simiilink
ortaminda elde edilen nlimerik sonuglar1 sunulacaktir. Sisteme ait niimerik sonuglar elde

edilirken tiim uygulamalarda Master sistemin baslangi¢ sart1 x,, =0.9 ve Slave sistemin
baslangi¢ sart1 x, =0.1 olarak alinacaktir ve senkronizasyonu saglayacak olan kontrolor

50. saniyede devreye alinacaktir.
Kontroloriin hata dinamigini kararl yapacagi kazang degerleri K =1.2 ve K =1.5 i¢in

Master ve Slave ¢ikislarinin zamana gore degisimleri Sekil 7.13’te elde edilmistir.
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K=12
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Kontrolor
Akiif 1(s) (@)
K=1.5
2 | T
|
|
1 k | i
|
|
- |
L 0 | .
= K
1
i
-1 F 111
by
R
-2 f '
0 ! 50 100 150
Kontrolor
Aktif 1(s) (®)

Sekil 7.13. 6 =& =1 ve 7 =1.6s i¢in zaman gecikmeli dogrusal olmayan 6zdes Master ve Slave
sistemlerin ¢ikisi: a) K =1.2ve b) K =1.5(Diiz ¢izgi: Master, Kesikli ¢izgi: Slave)

Sekil 7.13’e bakildiginda, her iki kontrol kazanci i¢in de kontrolor devreye girdikten

sonra senkronizasyonun gergeklestigi goriilmektedir.

Kontroloriin hata dinamigini kararli yapacagi kazang degerleri K =1.2 ve K =1.5 igin

Master ve Slave ¢ikiglarinin arasindaki hatanin degisimi Sekil 7.14’te elde edilmistir.

Sekil 7.14’te  K=1.2 i¢in aradaki hata {iissel sifira giderken, K=1.5 icin osilasyon

yaparak sifira gittigi goriilmektedir. Benzetim sonuglarina bakildiginda kontrolor kazanci

olarak K=1.2 secilmesinin uygun oldugu goriilmiistiir.
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K=1.2
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Kontrolor
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Kontrolor
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Sekil 7.14. 6 =& =1 ve 7 =1.65 i¢in zaman gecikmeli dogrusal olmayan 6zdes Master ve Slave
sistemlerin ¢ikisi: a) K =1.2 ve b) K =1.5 (Diiz ¢izgi: Master, Kesikli ¢izgi: Slave)

7.3. Tek Hiicreli Zaman Gecikmeli Hiicresel Sinir Aginin Kararhhk ve Catallasma
Analizi

Bu uygulamada [34]’te verilen tek hiicreli zaman gecikmeli dogrusal olmayan hiicresel
sinir aginin kararlililk ve catallasma analizi gergeklestirilecektir. Sistemin denge
noktalarinin dogrusallastirilmis modelinden faydalanilarak, zaman gecikmesi degerine gore
sistemde c¢atallasmanin varligt ve catallasma noktas1 analitik olarak hesaplanacaktir.
Catallasmanin yonii ise Lambert W fonksiyonu ve genellestirilen degistirilmis Mikhailov
Kararlilik kriteri kullanilarak farkli sistem parametreleri i¢in belirlenecektir. Elde edilen

sonuglarin dogrulugunu gostermek i¢in sisteme ait niimerik sonuglar verilecektir.

118



Lu [34]’te incelenen modelde zaman gecikmesi mevcuttur ve ZGHSA tek hiicreli bir

yaptya sahiptir. Lu [34]’te verilen model,

i(1)

£ (%) =2(jx+1]=[x=1))

:—ax+bf[x(t—r)]

2(

(7.52)

4
X+—
3

|
x__
3

ile tammlanir. Burada @, b parametreler, 7 zaman gecikmesi ve f(x) ise pargal

dogrusal yapidaki tek simetrik bir fonksiyondur. Denklem (7.52) ZGHSA'nda bir hiicre

denklemi olarak incelenebilir.

Denklem (7.52)’deki pargali dogrusal fonksiyon x’in belirli araliklari i¢in analiz

edilirse,

f(x)=

—i<x£—1
3
-1<x<1 (7.53)

1<x§i
3

Denklem (7.53) elde edilir. x, sistemin denge noktas1 olarak kabul edilsin. Her bir aralik

icin pargali dogrusal fonksiyonu Denklem (7.52)’de yerine yazarak sistemin denge

noktalarini bulalim.

e x<-—— igin,
3

x(t) =—ax+bf [x(t—r)] = —ax+b(0) =—ax=0
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o —%<x£—l icin,
)'c(t)=—ax+b[f(t—r)]=—ax+b(—3x—4)=0

_ 4b
a+3b

e —1<x<I1 igin,

)'c(t):—ax+b[f(t—2'):|:—ax+b(x):0

. 1<x£g icin,
)'c(t)=—ax+b[f(l—r)]=—ax+b(—3x+4)=()

. 4b
X =
a+3b

PG
J — i¢in,
3
x(t)=—ax+b[ f(t—7)]=-ax+b(0)=0
X =0
0 L__4b - "
Sistemin x, =0, x; = ve X, =— olmak tizere 3 tane denge noktas1 vardir.

a+3b ‘ a+3b

Sistemin karakteristik denklemi ise,

D(s)= s+a—bf(x1)e_” (7.54)
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biciminde ifade edilir. Denge noktasi etrafinda dogrusallastirilmis sistemin karakteristik

denklemi ise Denklem (7.55) bi¢ciminde ifade edilir.

D(s)=s+a— b[_ﬁfa(x, )

X

T

]e” (7.55)

Denklem (7.55)’in kokleri, her bir denge noktasi i¢in dogrusal olmayan sistemin kutuplari
oldugundan, her bir denge noktasinin kararliligi hakkinda bilgi verir. Her bir denge

noktasini dogrusallastirilmis sistemin karakteristik denkleminde yerine yazalim.

e x, =0 denge noktasi i¢in karakteristik denklem,

!

D(s)=s+a—b(x) e =0 (7.56)
D(s)=s+a—be ™ =0 (7.57)

seklinde olur. Sistemin kutuplart s+a—be** =0’ kokleri olacaktir. s= jo alinip

analitik olarak kokler hesaplanirsa Denklem (7.58) elde edilir.

jo+a—be " =0 (7.58)

Denklem (7.58)’in reel ve kompleks bilesenleri,
Re[D(jw,7)]=a—bcoswr =0 (7.59)
Im[D( jo,7)|=w+bsinwr =0 (7.60)

Denklem (7.59) ve Denklem (7.60) olarak elde edilecektir. Denklem (7.59) ve (7.60)’1n

¢Oziimiinden, zaman gecikmesi parametresine gore ¢atallasma noktasi,

rel)
T =—arccos| — (7.61)
o, b

c
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ve bu noktadaki frekans degeri ise,

o, =\b"—a’ (7.62)

olarak elde edilir. Catallasma noktasinin a ve b parametrelerine bagli oldugu

goriilmektedir.
" 4b . i
o x =% b denge noktalari i¢in karakteristik denklem,
a—+

D(s):s+a—b(—3xi4), e =0 (7.63)
D(s)=s+a—b(—3)e_” =0 (7.64)

seklinde olur. Sistemin kutuplar1 s+a —b(—3)e_” =0"1n kokleri olacaktir. s = jo alnip

analitik olarak kokler hesaplanirsa Denklem (7.65) elde edilir.

jo+a+3be’" =0 (7.65)

Denklem (7.65) nin reel ve kompleks bilesenleri,
Re[D(ja),r)]:a+3bcosa)z':O (7.66)

Im[D(ja),r)]:a)—?)bsina)r:O (7.67)

olarak elde edilecektir. Denklem (7.66) ve (7.67)’nin ¢odziimiinden, zaman gecikmesi

degerine gore catallagma noktast,

T —Larccos(—i)
c= 3b (7.68)

c

ve bu noktadaki frekans degeri ise,

o, =9 —a* (7.69)
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olarak elde edilir. Catallasma noktasinin a ve b parametrelerine bagli oldugu
goriilmektedir. a =2 iken b=3 ve b=-5 alinarak catallasmanin yonii hesaplanacaktir.
a=2 ve b=3 iken catallasma olayr 7, =0.20454s ve @, =8.77501 rad/s’de
gergeklesecektir. a=2 ve b=-5 iken catallasma olay1 7, =0.432s ve o, =4.5825

rad/s’de gerceklesecektir.

7.3.1. Catallasmanin Yonii

Catallagmanin yonii, catallasma noktasinin altindaki ve lstliindeki degerlerde denge
noktasinin kararliligini kaybedip kaybetmemesiyle ilgilidir. Denklem (7.52)’de verilen
sistemin catallasma noktasinin altindaki ve ustiindeki degerlerde x” ve x’ denge
noktalarinin kararliligt Lambert W fonksiyonu ve genellestirilen degistirilmis Mikhailov

kararlilik kriteri ile tespit edilecektir.

7.3.1.1. Lambert W Fonksiyonu ile Catallasma Yoniiniin Belirlenmesi

Denklem (7.52)’de verilen sistemin c¢atallasma noktasinin altindaki ve istiindeki

degerlerde x’ ve x' denge noktalarinin kararliligi Lambert W fonksiyonu ile tespit
edilebilir.
0

e x.  denge noktas: i¢in dogrusal modele ait karakteristik Denklem (7.57), Denklem

(7.24)’e uyarlanmak maksadiyla asagidaki esitlige doniistiiriilebilir.

s+a—be™ =0 (7.70)
(s+a)=be™ (7.71)
(s+a)e” =b (7.72)

Denklem (7.72)’nin her iki tarafi 7e“ ile garpilirsa Denklem (7.73) elde edilir.

Z'(S +a)e"e” =bre” = r(s + a)er(”“) =bre” (7.73)
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Denklem (7.73)’tin Lambert W fonksiyonu alinirsa Denklem (7.74) elde edilir.

W(bre‘”)zf(ﬁa) (7.74)

Bu durumda, x! denge noktasina gore dogrusallagtirilmis sistemin kutuplart Denklem

(7.75) ile elde edilebilecek.

1 ar
s=;W(bre )—a (7.75)

e x denge noktalari i¢in dogrusal modele ait karakteristik Denklem (7.64), Denklem

(7.24)’e uyarlanmak maksadiyla asagidaki esitlige doniistiiriilebilir.

s+a+3be =0 (7.76)
(s+a)=-3be" (7.77)
(s+a)e” =-3b (7.78)

Denklem (7.78)’in her iki tarafi ze ile ¢arpilirsa,
t(s+a)e"e” =-3bre” = 1(s+a) ) = 3pre (7.79)
elde edilir. Esitligin Lambert W fonksiyonu alinirsa,
W (-3bre” )=z (s+a) (7.80)

Denklem (7.80) elde edilir. Bu durumda, x denge noktalarma gore dogrusallastirilmis

sistemin kutuplar1 Denklem (7.81) ile elde edilebilecek.

1 art
s=;W(—3bre )-a (7.81)
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Matlab ortaminda farkli sistem parametreleri ve zaman gecikmesi degerleri igin
Denklem (7.75) ve Denklem (7.81) c¢oziilebilir. Elde edilen sonuclara gore catallagsma
noktasinin altindaki ve iistiindeki degerlerde denge noktalarinin kararliliklarini kaybedip
kaybetmemelerine bakilarak ¢atallasmanin yonii belirlenebilir.

Denklem (7.52)’de verilen sistemin iki farkli sistem parametresi degerleri i¢in denge
noktalarinin kararliliklar1 farklt zaman gecikmesi degerlerine gore incelenecek ve

catallasmanin yonii tespit edilecektir.
a=2, b=3 iken catallasma noktas1 7. =0,204 s, catallasma noktasinin altinda 7 =0.1
s ve catallagma noktasinin tstinde 7=0.4s i¢in x’ denge noktalarma gore

dogrusallagtirilmig sistemin s-diizlemindeki kutup yerlesimi Sekil 7.15°te elde edilmistir.
Sekil 7.15’e bakildiginda beklendigi gibi ¢atallasma noktasinda kutuplar jo ekseni

tizerindedir. Catallagsma noktasinin altinda 7 =0.1s i¢in tiim kutuplar sol yar1 s-diizleminde

oldugu i¢in x; denge noktalari kararlidir. Bu yiizden sistem yoriingesinin baslangi¢ sartina

bagli olarak asimptotik bir sekilde denge noktalarindan birine yonelmesi ve orada

sonlanmas1 beklenebilir. Catallasma noktasinin {stlinde 7=0.4s icin sag yart s-
diizleminde iki tane kutup vardir. Bu yiizden x; denge noktalar1 kararsizdir. Bu durumda
baslangi¢ sartina bagl olarak x denge noktalarindan birini kapsayan bir limit gevrim
davranis beklenebilir. x° denge noktalart zaman gecikmesi degeri arttikga kararliligini
kaybetmesinden dolayi sistemde “siiperkritik hopf catallasma” olusacaktir.

a=2, b=-5 iken catallasma noktas1 7, =0.432s, catallasma noktasinin altinda
7=0.3s ve catallasma noktasmin iistinde 7=0.5s i¢in x’ denge noktasina gore
dogrusallastirilmis sistemin s-diizlemindeki kutup yerlesimi Sekil 7.16’da elde edilmistir.

Sekil 7.16’daki sonuglar incelendiginde benzer durumun bu sistem parametreleri i¢in de
gecerli oldugu goriilmektedir. Catallagma noktasinin altinda 7 =0.3 s i¢in tiim kutuplar sol
yari s-diizleminde oldugu i¢in x denge noktalar1 kararlidir. Catallasma noktasinin distiinde
7=0.55 i¢in sag yar1 s-diizleminde iki tane kutup vardir. Bu yiizden x> denge noktalari
kararsizdir. Zaman gecikmesi degeri arttikca x’ denge noktasi kararli durumdan kararsiz

duruma ge¢mektedir. Bu durumda c¢atallasmanin yonii “siiperkritik hopf ¢atallagma”

oldugu goriilmektedir.
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Sekil 7.15. a =2 ve b =3 iken farkli zaman gecikmesi degerleri i¢in ZGHSA’ nin kutuplari:
a) =0.1s ,b) 7, =0.204s ve ¢) 7 =0.4s
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7.3.1.2. Genellestirilen Degistirilmis Mikhailov Kararhlik Kriteri ile Catallasma
Yoniiniin Belirlenmesi

Denklem (7.52)’de verilen sistemin c¢atallasma noktasinin altindaki ve istiindeki

degerlerde x° ve x” denge noktalarimin kararlihgi genellestirilen degistirilmis Mikhailov

kararlilik kriteri ile tespit edilebilir. Karakteristik denklem icin rasyonel fonksiyon Denklem

(7.82)’de verilmistir.

D((jow
y(5)-—202) ¢>0 (7.82)
a, (]60 + C)
Burada n karakteristik denklemdeki s’in en yliksek derecesi, a, ise en yiiksek dereceli s

teriminin ontindeki katsayidir. n=1, a,=1 ve ¢=10 olarak almip x! ve x’ denge

noktalar1 i¢in rasyonel fonksiyonu agik bir sekilde ifade edelim. x* denge noktasi igin,

D(S) _ s+a—be”

s =
w(s) wlord)  (5710) (7.83)
Denklem (7.83) elde edilir. x; denge noktalari i¢in,
D 3be ™
1//(s)= (s) _s+a+3be (7.84)

a,(jo+c)’ (s+10)

Denklem (7.84) elde edilir. Matlab ortaminda w=0 ile w=o frekans araliginda farkl
sistem parametreleri ve zaman gecikmesi degerleri i¢cin Denklem (7.83) ve Denklem (7.84)
cizdirilebilir. Elde edilen sonuglara gore catallasma noktasinin altindaki ve istiindeki
degerlerde x! ve x° denge noktalarimin kararhliklarimi kaybedip kaybetmemelerine
bakilarak ¢atallagmanin yonii belirlenebilir.

Denklem (7.83) ve Denklem (7.84)’te verilen sistemlerin iki farkli sistem parametresi
degerleri icin denge noktalarinin kararliliklar1 farkli zaman gecikmesi degerlerine gore

incelenecek ve catallagmanin yonii tespit edilecektir.
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a=2, b=3 iken ¢atallagsma noktas1 7, =0,204 s, ¢atallasma noktasinin altinda 7 =0.1
s ve catallasma noktasinin stinde 7=04s i¢in x> denge noktalarma gore
dogrusallastirilmis genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisi Sekil 7.17°de elde
edilmistir.

Sekil 7.17°ye bakildiginda, catallasma noktast 7, =204s i¢in genellestirilen
degistirilmis Mikhailov egrisi orijinden ge¢mektedir. Bu durum, jo ekseni iizerinde
koklerin var olabilecegine isarettir. 7 =0.1s i¢in egri orijini ¢evrelemediginden dolay1 tiim
kutuplarin sol yar1 s-diizleminde olduguna isarettir. Boylece x denge noktalar1 kararlidir.
=045 ic¢in egri orijini g¢evrelediginden dolayr sag yarit s-diizleminde kutup ya da
kutuplarin olacagina isarettir. Bu yiizden xdenge noktalar kararsizdir. x; denge noktalari
zaman gecikmesi degeri arttik¢a kararliligini kaybetmesinden dolay1 sistemde “siiperkritik
hopf ¢atallagma” olusacaktir.

a=2, b=-5 iken ¢atallasma noktas1 7, =0,432s, catallasma noktasinin altinda

7=0.3s ve catallasma noktasmin istiinde 7=0.5s i¢cin x’ denge noktasina gore

dogrusallagtirllmis genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisi Sekil 7.18’de elde
edilmistir.

Sekil 7.18deki sonuglar incelendiginde benzer durumun bu sistem parametreleri i¢in de
gecerli oldugu goriilmektedir. Catallasma degerinde genellestirilen degistirilmis Mikhailov
egrisi koordinatlarin orijininden ge¢mektedir. 7=0.3s5’de genellestirlmis degistirilmis
Mikhailov egrisi koordinatlarin orijinini ¢evrelememektedir. 7=0.5sde ise egri orijini
cevrelemektedir. Bu durum sistemin artan zaman gecikmesi degerinde kararsizlastigini

gostermektedir. x” denge noktasi zaman gecikmesi degeri arttikga kararliligin

kaybettiginden dolay1 sistemde “siiperkritik hopf ¢atallasma” olusacaktir.
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Sekil 7.17. a=2 ve b =3 iken farkli1 zaman gecikmesi degerleri i¢in 0 < @ < oo araliginda ZGHSA’ nin
genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisi: a) 7 =0.1s b) 7, =0.204s ve ¢) z =0.4s
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a=2, b=-5, =03
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ekil 7.18. a =2 ve b=-5 iken farkli zaman gecikmesi degerleri i¢in 0 < @ < o araliginda ZGHSA’ nin
g g
genellestirilen degistirilmis Mikhailov egrisi: a) 7 =0.3s,b) 7. =0.432s ve ¢) z=0.5s
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7.3.2. Niimerik sonuclar

Bu boliimde analitik olarak hesaplanan g¢atallasma noktasinin iistiindeki ve altindaki
zaman gecikmesi degerleri i¢in (7.52)’de verilen sistemin Matlab/Simulink ortaminda elde

edilen niimerik sonucglar1 sunulacaktir. Sisteme ait niimerik sonuclar elde edilirken a =2
ve b=3 icin baslangi¢ sarti x(O)z0.0l, a=2 ve b=-5 ig¢in ise baslangic sarti
x(O) =0.9 olarak alinmstir.

a=2 ve b=3 i¢in ¢atallasma noktasimn altindaki 7, >7=0.1s ve catallasma

noktasmin Ustiindeki 7, <7=0.4szaman gecikmesi degerlerinde sistemin durum-uzay

diyagramlan Sekil 7.19’da elde edilmistir.

a=2, b=3, =0.1

1.05 | T

x(t-7)

095 | —

x(1) (@)

a=2, b=3, =04
1.4 T T T T T T
1.3 —

1.2 4
1.1 b

x(t-7)

0.7 1 1 1 1 1 1
0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4

x(1) ®)

Sekil 7.19. a =2 ve b =3 iken farkli zaman gecikmesi degerleri icin ZGHSA’ nin durum uzay
diyagramlari: a) 7 =0.1s ve b) 7 =0.4s
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Sekil 7.19’a bakildiginda, catallasma noktasi altinda sistemin asimptotik kararli bir

davranig sergiledigi goriilmektedir. Baglangic sart1 olarak x(O) =0.01 secildiginden sistem

yoriingesi x; =1.09°daki denge noktasina yonelmekte ve bu noktada sonlanmaktadir.

Benzer sekilde catallasma noktasinin iistiindeki bir zaman gecikmesi degeri secildiginde

x; =41.09 denge noktalar1 kararliligin1 kaybettiginden dolayi, baslangi¢c sartina bagh
olarak x] =1.09 ’daki noktasini ¢evreleyen bir limit cevrim davrams gergeklesmektedir.
Ayrica a=2 ve b=3 icin ¢atallasma noktasinin altindaki 7z, >7=0.1s ve istiindeki

7. <7 =0.4s degerler i¢in dogrusal olmayan sistemin ¢ikisinin zaman goére degisimi Sekil

7.20°de elde edilmistir.

1.2 T T T T T T T T T

y(0)

8 10 12 14 16 18 20
t(s) (@)
a=2, b=3, =04
12 T T T T T T T
1t i
0.8 | s
= 06 f |
-
04
02 t :
0 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

1(s) (b)

Sekil 7.20. a =2 ve b =3 iken farkli zaman gecikmesi degerleri icin ZGHSA’ nin ¢ikisinin zamana
gore degisimi: a) 7 =0.1s ve b) 7 =0.4s
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Sekil 7.20°de goriildiigii gibi catallasma noktasinin altindaki bir zaman gecikmesi

degeri i¢in sistemin zaman cevabi, sOniimlii bir salinim yaparak [—3x*+4]:0.73

degerine yaklagmakta ve degismeden devam etmektedir. Ancak, catallasma noktasinin

istiindeki bir zaman gecikmesi degeri i¢in sistemdeki tiim denge noktalar1 kararsiz
olmasina ragmen [—Sx* +4] =0.73 degerini ¢evreleyen bir salinim gerceklestirmektedir.

a=2 ve b=-5 i¢in ¢atallasma noktasmm altindaki 7, >7=0.3s ve catallasma
noktasiin Ustiindeki 7, <7=0.5s zaman gecikmesi degerlerinde sistemin durum-uzay

diyagramlan Sekil 7.21°de elde edilmistir.

a=2, b=-5, 1=0.3
1 T T T T T T

x(t-7)

-0.6 04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
x(1) (@)

a=2, b=-5, 1=0.5
1.5 T T T T T T T

05 n

x(t-7)

x(1) )

Sekil 7.21. a =2 ve b =-5 iken farkli zaman gecikmesi degerleri i¢in ZGHSA’ nin durum uzay
diyagramlari: a) 7 =0.3s veb) 7 =0.5s
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Sekil 7.21°e bakildiginda, ¢atallasma noktasi altinda sistemin asimptotik kararli bir
davranis sergiledigi goriilmektedir. Baslangi¢ sart1 olarak x(O) =0.9 secildiginden sistem
yoriingesi x” =0 denge noktasma yonelmekte ve bu noktada sonlanmaktadir. Benzer
sekilde catallasma noktasinin istiindeki bir zaman gecikmesi degeri secildiginde x? =0
denge noktasi kararliligini kaybettiginden dolayi, baslangi¢ sartina bagli olarak x” =0
denge noktasini ¢evreleyen bir limit ¢evrim davranis gerceklesmektedir.

a=2 ve b=-5 i¢in catallasma noktasmnmn altindaki 7, >7=0.3s ve Tustiindeki
7. <7 =0.5s degerler i¢in dogrusal olmayan sistemin ¢ikisinin zaman gore degisimi Sekil
7.22°de elde edilmistir.

a=2, b=-5, =0.3
0.04

0.02 - 4

y(?)

-0.02 .

_0'04 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1(s) (a)

a=2, b=-5, t=0.5

y(®)

15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

1(s) ®)

Sekil 7.22. a =2 ve b=-5 iken farkli zaman gecikmesi degerleri i¢cin ZGHSA’ nin ¢ikisinin  zamana
gore degisimi: a) 7 =0.3s veb) 7=0.5s
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Sekil 7.22°de goriildiigii gibi catallasma noktasinin altindaki bir zaman gecikmesi
degeri i¢in sistemin zaman cevabi, sonimlii bir salinim yaparak [x’]=0 degerini
yaklagmakta ve degismeden devam etmektedir. Ancak, ¢atallagsma noktasinin iistiindeki bir
zaman gecikmesi degeri i¢in sistemdeki tim denge noktalar1 kararsiz olmasina ragmen
[x?]=0 degerini ¢evreleyen bir salinim gerceklestirmektedir.

Bu uygulamada, ¢atallasma noktasinin sistemde b parametresine bagl oldugu, zaman
gecikmesi 7 degeri arttikca x ve x denge noktalarmn kararliliklarini kaybettigi ve
catallasmanin gerceklestigi gosterilmistir. Elde edilen analitik sonuglar ile sisteme ait
nlimerik sonuglar kiyaslandiginda catallasma noktasinin altindaki bir zaman gecikmesi
degerinde sistem asimptotik davranis gosteriyorken, catallasma noktasinin {istliindeki bir
zaman gecikmesi degerinde limit ¢cevrim davranis gosterdigi farklr iki sistem parametresi
icin gozlemlenmistir. Bu sonuglara gore sistemde olusan c¢atallagmanin “siiperkritik hopf

catallasma” oldugu tespit edilmistir.
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8. SONUCLAR

Gergek hayatta gecikmeli sistemler ¢ok fazla karsimiza ¢ikmaktadir. Zaman gecikmesi
onemli bir kavramdir ve sistem davranisina etkisi oldukca fazladir. Herhangi bir sistemde
gecikmenin varlig1 sistemde kararsizliga yol agtigindan bu tip sistemlerin kararlilik ve
performans analizleri teorik ve pratik agidan 6nem kazanmistir. Bu yiizden bu tiir sistemler
modellenirken zaman gecikmesi goz Onilinde bulundurulur. Zaman gecikmesi igceren
dinamik sistemlerin gercege yakin matematiksel modelleri olusturulurken fonksiyonel

diferansiyel denklemlerden faydalanilir. Ayrica durum degiskeninde gecikme bulunan

ST

zaman gecikmeli sistemlerin karakteristik denklemleri e ™ terimini igerisinde
barindirdigindan dolay1 kokleri sonsuz sayida olan bir quasi-polinomdur. Bu polinomu
analitik olarak ¢6zmek olduk¢a zordur. Bu tez kapsaminda, zaman gecikmeli sistemlerin
(geri tipli zaman gecikmeli sistemlerin) karakteristik denklemleri frekans tabanli Lambert
W fonksiyonu ve genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri ile analiz
edilmistir. Kullanilan iki yontemde de, quasi-polinomlu karakteristik denklemin analizinin
kolaylastig1 goriilmiistiir. Ayni zamanda bu tiir sistemlerde mutlaka bir zaman gecikmesi
parametresi bulundugundan parametre degisiminin sistem iizerinde yarattig1 etki
irdelenmistir. Sistemlerin zaman gecikmesi parametresine bagli olarak asimptotik kararlilik
ve limit ¢gevrim davranis gosterdigi gozlemlenilmistir.

Bu tez calismasinda oncelikle, dogrusal ve dogrusal olmayan sistemlerin kararliliklari,
limit ¢evrim, ¢atallagsma ve tiirleri gibi konu basliklar1 lizerinde durulmustur. Fonksiyonel
diferansiyel denklemlerin bir alt siifi olan gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemler
ve tiirleri incelenmistir. Dongii i¢inde bulunan gecikmenin farkli konumlarina bagl olarak
zaman gecikmeli sistemlerin karakteristik denklemleri cikarilmistir ve Onemine vurgu
yapilmistir. Matematik modelleri gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklem kullanilarak
olusturulan bazi zaman gecikmeli sistemlere drnek verilmistir. Zaman gecikmeli sistemler
icin frekans bolgesinde bir yaklasim olan Lambert W fonksiyonu tamitilip, birinci
dereceden, homojen, dogrusal gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii Lambert W
fonksiyonu ile gerceklestirilmistir. Gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemlerle ifade
edilen bazi Ornek zaman gecikmeli sistemlerin karakteristik denklemlerinin kokleri

Lambert W fonksiyonu araciligtyla elde dilip, kararlilik analizleri incelenmistir. Dogrusal



sistemlerin kararlilig1 i¢in gerekli ve yeterli sart1 saglayacak olan Mikhailov’un kararlilik
kriterlerinden bahsedilmis ve geri tipli zaman gecikmeli sistemler i¢in de uygulama
olasiligit bulunan genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri iizerinde
durulmustur. Ele aliman bu konular 1s18inda tezin uygulama kisminda asagidaki sonuglar
elde edilmistir.

e Zaman gecikmeli dogrusal olmayan kaotik bir sistemin kararlilik ve catallasma
analizi zaman gecikmesi degerine gore yapilmistir. Catallasmanin varlig1 ve g¢atallagsma

noktasi, denge noktalarina gore dogrusallastirilmis sistemin analitik ¢dziimiinden

faydalamlarak hesaplanmustir. Sistemin x° ve x; olmak iizere ii¢ tane denge noktast
vardir. x! denge noktasi i¢in gatallasma noktasi negatif oldugundan bu noktada bir
catallasma soz konusu degildir. Fakat x> denge noktalart igin ilk catallagsma olayinin

gerceklestigi kritik zaman gecikmesi degeri ve frekansi hesaplanmistir. Catallagsma

noktasinin sadece § parametresine bagl oldugu ve zaman gecikmesi 7 degeri arttik¢a x>

denge noktalarinin kararliliklarin1 kaybettigi ve catallasmanin gergeklestigi gdsterilmistir.

Sistemin iki farkli sistem parametresi degerleri i¢in x> denge noktalarinin kararliliklari ve

catallasmanin yonii farkli zaman gecikmesi degerlerine goére Lambert W fonksiyonu ve
genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri ile belirlenmistir. Elde edilen
sonuglar ile niimerik sonuglar kiyaslandiginda catallagma noktasinin altindaki bir zaman
gecikmesi degerinde sistem asimptotik davranig gosteriyorken, catallasma noktasinin
istlindeki bir zaman gecikmesi degerinde limit ¢evrim davranis gosterdigi farkli iki sistem
parametresi i¢in gozlemlenmistir. Bu sonuglara gore sistemde gergeklesen catallagmanin
“siiperkritik hopf ¢atallagsma” oldugu tespit edilmistir.

e Zaman gecikmeli dogrusal olmayan 6zdes iki kaotik sistemin (biri Master Verici -
digeri Slave Alict olmak fizere) farkli baslangic sartlar1 i¢in kaos senkronizasyonu
gerceklestirilmistir. Bu amagla, Master ve Slave sistemlerinin ¢ikisindaki hatay1 sifira
gotlirebilmek icin Slave sisteme uygun bir kontrol isareti uygulanmasini saglayacak bir
oransal kontroldr, aktif kontrol yontemi kullanilarak tasarlanmistir. Kontroloriin kazang
degerleri Lambert W fonksiyonu ve genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri
kullanilarak test edilmistir. Sistemin zaman domeni simiilasyonlarinda Master ve Slave
sisteminin sadece baslangi¢ sartlar1 farkli alinmistir. Senkronizasyonu saglayacak kontrolor
ise belirli bir zamanda devreye alinmistir. Kontrolor devreye girdikten sonra

senkronizasyonun gergeklestigi goriilmiistiir. Osilasyonsuz bir hata dinamiginin olusmasi
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icin uygun kontroldr kazanc tespit edilmistir. Elde edilen sonuglar sisteme ait simiilasyon
sonuclariyla karsilastirildiginda beklendigi bi¢cimde senkronizasyonun gerceklestigi
gOriilmiistiir.

e Tek hiicreli zaman gecikmeli dogrusal olmayan hiicresel sinir aginin farkli sistem
parametrelerine gore kararlilik ve catallasma analizi gergeklestirilmistir. Sistemde x! ve
x; olmak tizere tUg¢ denge noktast mevcuttur. Sistemin denge noktalarmin
dogrusallagtirllmis modelinden faydalanarak her iic denge noktasi i¢in catallagsmanin
varlig1 ve ¢atallagsma noktasi analitik olarak hesaplanmistir. Catallasma noktasinin sistem

parametrelerine bagl oldugu ve zaman gecikmesi 7 degeri arttikga x’ ve x denge

noktalarinin kararlhiliklarin1 kaybettigi ve catallasmanin gergeklestigi gdsterilmistir.

Sistemin iki farkli sistem parametresi degerleri i¢in x! ve x’ denge noktalarinin

kararliliklar1 ve ¢atallasmanin yonii farkli zaman gecikmesi degerlerine goére Lambert W
fonksiyonu ve genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararlilik kriteri ile belirlenmistir.
Elde edilen analitik sonuclar ile niimerik sonuglar kiyaslandiginda g¢atallasma noktasinin
altindaki bir zaman gecikmesi degerinde sistem asimptotik davranis gosteriyorken,
catallasma noktasinin iistiindeki bir zaman gecikmesi degerinde limit ¢evrim davranis
gosterdigi farkli iki sistem parametresi i¢in gozlemlenmistir. Bu sonuglara gore sistemde

gerceklesen catallasmanin “siiperkritik hopf catallasma™ oldugu tespit edilmistir.
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