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ZAMAN OLCEGINDE BAZI INTEGRAL DENKLEMLERIN KARARLILIGI
VE YAKINSAKLIK SONUCLARI

OZET

Anahtar kelimeler: Zaman o6lgegi, integral denklemler, kararlilik, sabit nokta,
genislemeyen dontistimler

Bu tezin amaci R reel sayilar kiimesinin keyfi, bostan farkli ve kapali bir alt kiimesi
olarak tanimlanan zaman Olgeginde Volterra integral denklemlerin Ulam-Hyers ve
Ulam-Hyers-Rassias kararliliklarin1  incelemektir. Tezde ayni zamanda farkli
uzaylarda zaman Olgekleri {lizerinde verilen Fredholm integral denklemlerin
¢oziimlerinin varlig1 veya tekligi incelenmistir. Bu amaglar dogrultusunda hazirlanan
tez calismasi alt1 boliimden olusmaktadir.

[k boliim giris kismina ayrilmis olup integral denklem, zaman dlcedi ve kararlilik
kavramlarmin tarihsel gelisimi hakkinda kisaca bilgiler verilmistir.

Ikinci kisimda temel kavramlar baslig ile tezde kullanilan temel bilgiler, teoremler
ve Ornekler ayrintili bir sekilde sunulmustur.

Diger kisimlar tezin orijinal sonuglarini igermektedir.

Ucgiincii boliimde, ilk olarak zaman &lgeklerinde verilen farkli tiirden iki Volterra
integral denklemi genellestirilmis ve bu denklemler i¢in Ulam-Hyers ve Ulam-
Hyers-Rassias kararliliklar1 incelenmistir. Ayrica lineer olmayan bir Volterra integral
denklemi zaman o6lgegi tizerinde tanimlanarak bu denklem igin Ulam-Hyers ve
Ulam-Hyers-Rassias kararlilik sonuglari ispatlanmis ve bu sonuglar1 destekleyen bir
ornek sunulmustur. Bu boliimiin son kisminda ise zaman 6l¢eginde verilen genel bir
Volterra integral denklemin Ulam-Hyers-Rassias kararliligina sahip oldugu
gosterilmistir.

Dordiincii bolimde, b —metrik benzeri uzaylarda T —ortalama genislemeyen bir
doniisiimiin tek bir sabit noktasinin oldugu gosterilmis ve bu doniisiim kullanilarak
T —Picard iterasyon yonteminin (T,S) —kararlilik sonucuna yer verilmistir. Sabit
nokta teoreminin sonucu ile zaman OoOlgeklerinde tanimlanan lineer olmayan
Fredholm-Hammerstein ve lineer Fredholm integral denklemlerinin ¢éziimlerinin
varligi ve tekligi ispatlanmistir. Ek olarak, bulgular desteklemek i¢in farkli zaman
Ol¢eklerinden iki sayisal 6rnek sunulmustur.

Besinci boliimde, ilk olarak 2022 yilinda Abbas ve ark. tarafindan Banach uzayinda
tanitilan AA —iterasyon metodu hiperbolik metrik uzaya modifiye edilmistir. Daha
sonra bu tiir uzaylarda daralma doniisiimleri icin zayif w? —kararhilik sonucu ile
genellestirilmis (a, ) —genislemeyen dontisiimler i¢in kuvvetli yakinsaklik ve
A —yakinsaklik sonuglari incelenmistir. Ayrica genellestirilmis
(a, B) —genislemeyen doniisiimler i¢in niimerik bir 6rnek sunulup, farkli iterasyon
metotlari ile karsilagtirmali bir yakinsama analizi yapilmistir. Son olarak elde edilen
bulgular zaman o6l¢egindeki lineer olmayan Fredholm-Hammerstein ve lineer
Fredholm integral denklemleri tizerinde uygulamalar ile degerlendirilmistir.

XiX



Son boliim ise sonug ve Oneriler kismi ile tamamlanmuistir.

Bu tezden iiretilen makalelerden biri Maltepe Journal of Mathematics dergisinde
diger ikisi ise AIMS Mathematics dergisinde yayimmlanmistir. Bahsi gecen
makaleler zaman 06lgegi lizerinde integral denklemlerin kararliligi ve ¢oziimlerinin
varhigi veya tekligi ile ilgili ileride yapilacak caligmalara kaynak teskil edecek
niteliktedir.
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CONVERGENCE RESULTS AND STABILITY OF SOME INTEGRAL
EQUATIONS ON TIME SCALE

SUMMARY

Keywords: Time scale, integral equations, stability, fixed point, nonexpansive
mappings

The aim of this thesis is to examine the Ulam-Hyers and Ulam-Hyers-Rassias
stabilities for Volterra integral equations, which are special classes of integral
equations, on time scales and to investigate the existence or uniqueness of solutions
to Fredholm integral equations on time scales in different spaces using fixed point
theorems. The thesis prepared for this purpose consists of six chapters.

The first chapter is devoted to the introduction and brief information is given about
the historical development of the integral equation, time scale and stability concepts.

Integral equations are fundamental to many areas of applied mathematics and
naturally occur in many applications in the fields of mathematics, physics, and
technology. Numerous physical issues, including diffusion, neutron transport,
quantum mechanics, geophysics, electricity, traffic theory, and many more, can be
modeled using them. Algebraic surfaces, hyper-surfaces, and curves can be
efficiently parameterized using solutions to integral equations. By definition,
equations with an unknown function under the integral sign are called integral
equations.

The concept of time scale discussed here is an arbitrary, nonempty and closed subset
of the set of real numbers R. The theory of time scales analysis has been rising fast
and has attracted much interest. Therefore, many researchers have studied this issue.
The pioneer of this theory was Stephan Hilger. He introduced this theory in 1988
with the inspiration to unify continuous and discrete calculus.

On the other hand, the concept of stability was originally raised by Ulam in 1940 in a
talk given at Wisconsin University. The problem posed by Ulam was the following:
““‘Under what conditions does there exist an additive mapping near an approximately
additive mapping?’” The first answer to the question of Ulam was given by Hyers in
1941 in the case of Banach spaces. Let G;, G, be two Banach spaces and € > 0.
Then for every mapping f : G; — G, satisfying

Ifx+y)—f)—fOIl<e
forall x,y € G, there exists a unique additive mapping h : G; — G, such that
If () — Rl < &, forallx € G;.

Thereafter, this type of stability is called the Ulam-Hyers stability. In 1978, Rassias
provided a remarkable generalization of the Ulam-Hyers stability of mappings by
considering variables.
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In the second part, the basic information, theorems and examples used in the thesis
are presented in detail under the title of basic concepts. This information is listed as
follows.

e Basic definitions and theorems
e The concept of fixed point and some iterations
e Some mapping classes
e Integral equations
e The concept of time scale
e The concepts of stability
e Some generalized metric spaces
Other parts contain the original results of the thesis.

In the third chapter, firstly, two different types of Volterra integral equations on time
scales are generalized and the Ulam-Hyers and Ulam-Hyers-Rassias stabilities for
these equations are examined. Also, by defining a nonlinear Volterra integral
equation on time scales, the stability results for this Volterra integral equation are
proven and an example supporting these results is presented. Finally, it is shown that
a general Volterra integral equation given on the time scale has Ulam-Hyers-Rassias
stability. The equations studied here are given as follows, respectively.

x(t) = f(t) + f;K(t, s,x(s), x(a(s)))As, t,s €Iy =[a,©)NT,
x(®) = £(&) + A [, K(t,5)x(s)As, t,s€lp=[ab]NT,
x)=ft)+¢ (f:K(t,s,x(s))As), t,s €l =[a,b]NT,

x(t) = f (£,2(6), x(@(®)), [ K(t,5,x(s), x(0(s)) As), t,5 € Iy = [a@,+00) N T.

In the fourth chapter, it is shown that a T —mean nonexpansive mapping has a unique
fixed point in a b —metric-like space which is a more general space than the metric
space, and a (T,S) —stability result of the T —Picard iteration method is given by
using this mapping. The definition of the mentioned mapping is as follows.

Let T,S be self-mappings on a metric space (X,d). S is said to be a T —mean
nonexpansive mapping if there exist @, § = 0 with @ + < 1 such that
d(T($x),T(Sy)) < ad(T(x),T(y)) + Bd(T(x),T(Sy)),  Vx,y€X.

In this definition if T = I, then the mapping S is mean nonexpansive, that is, under
the same condition it is satisfy

d(Sx,Sy) < ad(x,y) + Bd(x,Sy), Vx,y € X.

With the result of the fixed point theorem, the existence and uniqueness of the
solutions of the nonlinear Fredholm-Hammerstein and linear Fredholm integral
equations defined on time scales have been proven. Additionally, two numerical
examples from different time scales are presented to support the findings.

In the fifth chapter, the AA —iteration method, first introduced in Banach spaces by
Abbas et al. in 2022, is extended to hyperbolic metric spaces. Then, the weak
w? —stability result for contraction mappings and the strong convergence and
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A —convergence results for generalized (a,f) —nonexpansive mappings were
examined in such spaces. In addition, a numerical example for generalized
(a, B) —nonexpansive mappings is presented and a comparative analysis is made
with different iteration methods. Finally, the findings were evaluated with
applications to nonlinear Fredholm-Hammerstein and linear Fredholm integral
equations on time scales.

The mentioned iteration method has been modified to hyperbolic spaces as follows:
x1 €C,
Wn = W(xnr T(xn): O'n),
Zp = T(W(Wn'T(Wn): pn)),
I Yn = T(W(T(Wn)’ T(Zn): nn));
X1 = T(Om), vn = 1.
The mapping studied in this section is the generalized (a, ) —nonexpansive

mappings, which is a more general mappings than some nonexpansive mappings and
is introduced by Ullah et al. in 2020 as follows:

A self mapping T on a nonempty subset C of a metric space (X,d) is said to be
generalized (a, B) —nonexpansive mapping if there exist real numbers a,f € R

satisfying @ + < 1 such that %d(Tx, x) < d(x,y) implies
d(Tx, Ty) < ad(x,Ty) + ad(Tx,y) + fd(x,Tx) + Bd(y,Ty)
+ (1 —2a—-2B)d(x,y).

A numerical example of generalized (a, ) —nonexpansive mapping is given as
follows:

Let X = R be a space endowed with the metric d(u, v) = |u — v|. Assume that C =
[0, ). Consider a self-mapping T:C — C defined by

1
0, nggg,

T(x) =119y 1
_—, > —,
40’ * %8

fa=p8= i, then T is a generalized (a, f) —nonexpansive mapping.

The last section is completed with the conclusion and recommendations.

Three article have been published within the scope of this thesis. One of the articles
produced from this thesis was published in Maltepe Journal of Mathematics, and the
others in AIMS Mathematics. The mentioned articles will serve as a source for future
studies on the stability of integral equations on the time scale and the existence of
their solutions.
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1. GIRIS

Sabit nokta teoremleri farkli problemlere yonelik ¢oziimlerin varligimi ve tekligini
gostermek i¢in dnemli araclardir. Bu nedenle sabit nokta teorisi modern matematigin
en onemli konularindan biridir. Ayn1 zamanda fizik, miihendislik, ekonomi, iktisat
gibi pek ¢ok alanda uygulamalar1 olan bir disiplindir. Tarihsel olarak topolojik, ayrik
ve metrik olmak iizere ii¢ ana dalda gelisme gdstermistir.

Ik topolojik ¢alismalar 1912 yilinda Brouwer’in R™ nin kapali birim yuvarindan
kendisine tanimli siirekli dontistimlerin sabit noktasinin var oldugunu gdstermesi ile
baslamistir [1]. Ardindan 1930 yilinda Schauder bir Banach uzayinin kompakt ve
konveks alt kiimesinden kendisine tanimli siirekli doniisiimlerin sabit noktasinin
varligini ispat ederek Brouwer’in ¢alismasini sonsuz boyutlu uzaylara genisletmistir
[2]. Darbo ise 1955 yilinda kompakt olmama Ol¢iisii kavramini kullanarak
yogunlagsma (condensing) operatorleri olarak adlandirilan doniisiimlerin  sabit
noktalarin varligini garanti eden bir teorem ispatlamistir [3]. Ayrica Krasnoselskii

ve Monch bu alandaki ¢alismalari genigletmislerdir [4-5].

Metrik sabit nokta teorisindeki c¢alismalarin temeli ise Banach’in sabit nokta
teoremine dayanmaktadir [6]. Bu teorem diger sabit nokta teoremlerinden farkli
olarak sabit noktanin varligimi garanti ederek nasil bulunabilecegini de
gostermektedir. Ancak bu teoremde yalnizca daralma (contraction) doniisiimleri
calisildiginda Picard iterasyonundan elde edilen dizi sabit noktaya yakinsamaktadir
[7]. Daralma dontisiimleri diizgiin siirekli doniisiimlerdir. Oysa ki, bilimin ¢ok farkli
sahalarinda ortaya c¢ikan problemlerin modellenmesinde kullanilan doniisiimlerin
biiyiikk ¢ogunlugu siirekli degildir. Bu ise arastirmacilar tarafindan yeni iterasyon

yontemleri tanimlama ihtiyacini ortaya ¢ikarmistir.

Iterasyon algoritmalari, ¢dziimleri analitik ydntemlerle elde edilemeyen lineer
olmayan problemlerin ¢éziimlerine yaklagsmada kullanilan en gii¢lii araclardir. Bu
nedenle son yillarda, bilimin ve miihendisligin gesitli dallarinda ortaya ¢ikan lineer
olmayan problemleri ¢6zmek i¢in daha hizli ve daha etkili iterasyon yontemleri

gelistirmeye yogun bir ilgi olusmustur [8-16].



Bu tanimlanan iterasyon yontemleri i¢in uygun sartlar altinda, varlig1 veya tekligi
garanti edilen bu sabit noktaya ulagmak icin yakinsaklik, yakinsaklik hizi ve

kararlilik gibi sabit nokta teoremleri elde edilerek genis bir literatiir olusturulmustur.

1.1. Literatiir Ozeti

Banach uzaylarinin geometrisi ile sabit nokta teorisi arasindaki iliski ¢ok faydali ve
giiclii olmustur. Ozellikle sabit nokta problemlerinde calisilan uzayin geometrik
Ozelliginin kilit bir rolii vardir. Bu problemlerde agirlikli olarak konvekslik 6zelligi
ve Banach uzaylarmin diger geometrik 6zellikleri kullanilmaktadir. Her Banach
uzay1l bir vektdér uzayr oldugundan, bu uzaylara konveks bir yapi vermek daha
kolaydir. Bu nedenle Banach uzaylarinin geometrisi konveks yapilari ile yogun bir
sekilde ¢alisilmistir. Ancak metrik uzaylarda konveks bir yapi elde etmek daha
zordur. Bu zorluk Takahashi tarafindan metrik uzaylarda konvekslik kavraminin
tanimlamasiyla asilmistir [17]. Diger yandan sabit nokta teorisi, metrik uzaylarin da
birgok genellestirilmesinde ele alinmistir. Bu genellestirmelerden biri Alghamdi ve
ark. [18] tarafindan 2013 yilinda tanimlanan b —metrik benzeri uzaydir. Bu uzayda
metrik uzay taniminin ilk sarti olan d(x,y) =0 & x =y ifadesi D(x,y) =0 =
x = y seklinde sadece gerek sart olarak verilmistir. Bu durum bize baz1 x ler igin
D(x,x) ifadesinin pozitif olmasi durumunu saglar. Dolayisiyla her metrik uzay

b —metrik benzeri uzaydir ancak tersi her zaman dogru degildir.

Gergek hayatta karsilasilan birgok problem lineer olmayan formda ifade edilebildigi
icin bu problemlerin Banach uzaylar1 gibi lineer yapilar yerine lineer olmayan
yapilarda incelenmesi daha gergeke¢i bir yaklagim olacaktir. Bu baglamda, lineer
olmayan yapist ve giiglii geometrik 6zelligi nedeniyle hiperbolik metrik uzay, bu
problemlerin incelenmesinde sabit nokta teorisi i¢in uygun bir matematiksel temel
sunmaktadir. Hiperbolik metrik uzaylar, lineer uzaylarla pek ¢ok benzerlik tasiyan
konvekslik 6zelliklerine sahiptir. Bu uzaylar, normlu vektor uzaylarindan, Hadamard
manifoldlarina, CAT(0) uzaymna, Hilbert yuvarina, Hilbert yuvarlarinin kartezyen
carpimina Ve R —agaclarina kadar genis bir yap1 simifin1 kapsamaktadir [19]. 2005
yilinda, Kohlenbach [20] tarafindan tanimlanan hiperbolik metrik uzaylar, Goebel ve
Kirk [21] tarafindan verilen hiperbolik uzay tanimina gére daha kisitlayict ve Reich
ve Shafrir [22] tarafindan ortaya atilan hiperbolik uzay tanimindan ise daha geneldir.

Bu galismalar, klasik sabit nokta iterasyon yontemlerinin hiperbolik metrik uzaylara



uyarlanmasini saglamis ve pek ¢ok sabit nokta teoremine ulasilmasina olanak

tanimistir.

Ote yandan farkli iterasyon yontemlerinin gelisimi ile birlikte doniisiim smiflar da
¢esitlenmistir. Bunlardan bazilar1 genislemeyen doniisiimlerin daha genel bir sinifi
olan genellestirilmis genislemeyen déniisiimlerdir. Ozellikle Suzuki’nin [23] ile
tanmittig1 genellestirilmis genislemeyen doniisiimlerden sonra bu alanda yapilan
caligmalar biiyiik ilgi gormistiir. 2017°de Pant ve Shukla [24] a —genislemeyen
dontigimleri, 2018’de Pant ve Pandey [25] S —Reich Suzuki genislemeyen
dontigimleri tanitmiglardir. 2020’de ise Ullah ve ark. [26] genellestirilmis
(a, B) —genislemeyen doniigiimleri tanimlamis ve bu doniisiimiin digerlerinden daha
genel bir doniistim oldugunu belirtmislerdir. Son olarak 2022 yilinda, Mebawondu ve

ark. [27] T —ortalama genislemeyen doniistimleri tanimlamiglardir.

Diger yandan fizik ve miihendislik uygulamalarinda bilinmeyen fonksiyonun integral
isareti altinda olan denklemlere siklikla rastlanir. Bu tiir denklemler integral
denklemler olarak adlandirilir [28-29]. Banach sabit nokta teoreminin reel analiz,
niimerik analiz, adi diferansiyel denklemler ve integral denklemlere yonelik ¢esitli
uygulamalar1 mevcuttur. Integral denklemlerin ele alinis1 19. yiizyilin ilk yarisina
kadar uzanir. Baglangicta bu alanda daginik ve bireysel ¢aligmalar yiiriitiilse de, ayni
yiizyilin sonlarina dogru daha sistematik ve bilingli arastirmalarin yapildigi ve bazi
onemli sonuglarin elde edildigi gézlenmistir. Abel’in 1823 yilinda bir mekanik
problemi incelerken ilk kez bir integral denkleme rastladigi bilinmektedir. Ancak
integral denklem terimini Du Bois Reymond’un bir ¢alismasinda Onerdigi

anlasilmaktadir.

Zaman 0l¢egi R reel sayilar kiimesinin keyfi, bostan farkli ve kapali bir alt
kiimesidir. Zaman 0Olcegi teorisi son yillarda oldukg¢a ilgi gormekte ve hizla
yayilmaktadir. Bu teorinin Onciisii Stefan Hilger’ dir [30]. Hilger doktora tezinde
siirekli ve ayrik hesaplamalar1 birlestirmek i¢in bir calisma baglatmistir. Zaman
Olgeklerinde hesaplamaya ve dinamik denklemler teorisine Qiris yapmak igin ise
Bohner ve Peterson tarafindan yazilan kitap temel kaynak niteligindedir [31]. Zaman
Olceklerindeki hesaplamalar, ger¢ek siireglerin  matematiksel modellerindeki
uygulamalar icin muazzam bir potansiyele sahiptir. Ornegin; biyoteknoloji, kimya

teknolojisi, ekonomi, sinir aglari, fizik, sosyal bilimler vb [32-33].



Ulam-Hyers ve pek ¢ok genellestirilmis Ulam-Hyers tipi kararliligin tarihi Ulam’in
grup homeomorfizmin kararlilig1 ile ilgili meshur konusmasindaki su soruyu sordugu

1940 yilinda baglamistir [34].

“(Gy,*) bir grup ve (G,,,d) d(.,.) metrigi ile bir metrik grup olsun. f:G; = G,

seklinde tanimlanan bir fonksiyon olmak tizere € > 0 i¢in

d(fx*y), f(0) - f()) <8, Vx,y€G

esitsizliginin saglanmasi durumunda h: G; — G, homeomorfizmi
d(f(x),h(x)) <g VXEG

olacak sekilde bir § > 0 mevcut mudur ?”

Bu problem fonksiyonel denklemlerin kararlilik teorisinin baslangi¢c noktasi olarak
kabul edilmistir. Matematik problemlerinin kararlilik kavrami daha genis bir bakis
acistyla su sekilde verilebilir: "Bir teoremin hipotezlerinde kiigiik bir degisiklik
yapildiginda teoremin ana sonucunun dogru ya da yaklasik olarak dogru kaldig
durumlar nelerdir?" veya "Belirli bir o6zelligi yaklasik olarak saglayan bir
matematiksel nesnenin, bu 6zelligi tam olarak saglayan bir nesneye yakin olmasinin
gerektigi durumlar hangi kosullarda gecerlidir?". Bu kavrami fonksiyonel denklemler
baglaminda ele alinirsa, su sorular 6ne ¢ikar: “Verilen bir denklemden yalnizca biraz
farkli olan bir denklemin ¢6ziimii, bu denklemin ¢ézlimiine ne zaman yakin olur?” ya
da “Bir fonksiyonel denklem bir fonksiyonel esitsizlik ile degistirildiginde
esitsizligin ¢oziimlerinin denklemin ¢oziimlerine yakin olmasi gerektigi hangi
durumlarda dogrudur?” Fonksiyonel denklemlerin kararlilik problemi bu tiir temel

sorulara yanit aranmasi sonucu ortaya ¢ikmistir [35].

Bir yil sonra Hyers [36], G; ve G,’nin Banach uzay olmasi halinde bu problemi
dogrudan yaklasimla zekice ¢Ozmiistiir. O zamandan beri bu kararlilik kavrami
Ulam-Hyers kararlilig1 olarak adlandirilmaktadir. Hyers, f:G; — G, bir fonksiyon

olmak tizere € > 0 i¢in

Ifx+y) = fO) - fWII<e, Vxy€eG

esitsizliginin her bir ¢ézlimiiniin toplam fonksiyonu olarak adlandirilan bir tam
¢oziime yaklagtirilabilecegini ispat etmistir. Bu durumda f(x +y) = f(x) + f(y)
Cauchy toplam fonksiyonel denklemin Ulam-Hyers kararliligina sahip oldugu iddia

edilmektedir. Daha sonra Aoki [37], Bourgin [38] ve Rassias [39] bu sonucu
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genellestirmistir. Bunlardan en etkili olan1 Rassias’in Cauchy farki normunun sinir
kosulunu zayiflatarak elde ettigi yeni sonu¢ olmustur. Rassias tarafindan tanitilan bu

yeni tip kararlilik simdilerde Ulam-Hyers -Rassias kararliligi olarak bilinmektedir.

O zamandan beri bu ilk soru genis bir denklem yelpazesine genellestirilmis ve
fonksiyonel denklemler ile operatoryal denklemler igin birkag onemli sonug elde
edilmistir. Son 10 yilda, ¢esitli denklem tipleri i¢in (fonksiyonel, diferansiyel, kesirli
diferansiyel, integral, kismi diferansiyel denklemler gibi) Ulam-Hyers kararlilik

problemi ¢ok sayida ¢alismada ele alinmistir [40-43].






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde calismanin temel sonuglarmin elde edilmesine yardimci olan bazi
tanimlar, teoremler, doniisiim siniflar1 ve iterasyon yontemleri verilmistir.

2.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Tamm 2.1.1. (Metrik Kavramm ve Metrik Uzay)
X bostan farkli bir kiime ve d: X X X — R bir fonksiyon olsun. Her x,y, z € X i¢in

Hdxy)=0=x=y

(ii) d(x,y) = d(y, x) (simetri)

(iii) d(x,y) < d(x,2) + d(z,y) (liggen esitsizligi)

sartlar1 saglansin. Bu durumda d fonksiyonuna X kiimesi lizerinde bir metrik ve

(X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir [44].

Ornek 2.1.2.

(i) X = R olmak iizere her x,y € X i¢in

d(x,y) = |x -yl

seklinde tanimlanan d: X X X — R fonksiyonu R iizerinde bir metriktir ve (R, d)
uzayina da alisilmis metrik uzay denir [45].

(ii) I = [a,b] € R olmak iizere C(I,R) = {x = x(t)| x: I » R, x stirekli} kiimesi
tlizerinde

doo (X, ¥) = supier|x(6) — y(6)]

ile tanimlanan d..: C(I,R) X C(I, R) — R fonksiyonu bir metriktir ve (C(I,R), d)
uzay1 bir metrik uzaydir [44] .

Tanim 2.1.3. (Kuvvetli Yakinsakhk)
(X,d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Her ¢ > 0 i¢in Vn = n,

oldugunda d(x,, x) < € olacak sekilde bir n, = ny(¢) € N varsa {x,,} dizisine x € X



noktasina yakinsar ya da kuvvetli yakinsar denir. Bu durum lim x,, = x veya x,, —
n—->oo

x (n = o) seklinde gosterilir. [44].

Tamm 2.1.4. (Cauchy Dizisi)

(X, d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Her € > 0 igin Vn,m > n,
oldugunda d(x,, x,,) < € olacak sekilde bir n, dogal sayis1 varsa {x,} dizisine
Cauchy dizisi denir [44] .

Tamm 2.1.5. (Tam Metrik Uzay )
(X,d) bir metrik uzay olsun. X deki her {x,} Cauchy dizisi x € X noktasina

yakinsak ise (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir [46].
Metrik uzaylarda asagidaki durumlar gegerlidir:

(i) Yakinsak bir dizinin limiti tektir. Ayrica, bir dizinin yakinsakligi uzayda
tanimlanan metrige ve i¢inde bulundugu uzaya bagli olarak degisir.

(i) Yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir, fakat tersi her zaman dogru degildir.

(ii1) Yakisak bir dizinin herhangi bir alt dizisi de ayni noktaya yakinsaktir.

(iv) Tam metrik uzaylarin her alt uzaymnin tam olmasi gereckmez. Tam metrik

uzaylarin kapali her alt uzayi tamdir [44].

Ornek 2.1.6.

X =(0,1], (R,d) alisilmig metrik uzayin bir alt kiimesi ve her n € N i¢in x,, = %
dizisi bu uzayda bir Cauchy dizisidir ancak yakinsak degildir. Gergekten her € > 0
vem,n > i icin d(xp, x;,) = |% - %| < e dir. Ancak x,, » 0 € X oldugundan {x,}

dizisi bu uzayda bir yakinsak dizi degildir [44].

Ornek 2.1.7.
R alisilmis metrige gore tam metrik uzaydir fakat Q < R alisilmis metrige gore tam

metrik uzay degildir [44].

Teorem 2.1.8. (Weierstrass M — Testi)
(X, d) bir metrik uzay, C < X ve f,: C = X bir fonksiyon dizisi olsun. V x € C ve
Y k i¢in |fi, (x)| < M, ve Y.p-1 M), < oo saglanirsa, ).p_; fi Ve Xr—q|fx| serileri C’de

diizgiin yakinsaktir [46, Teorem 5].



Tamm 2.1.9. (Kompakt Kiime)
(X, d) bir metrik uzay ve C c X olsun. C kiimesindeki her {x,} dizisi C kiimesinin

bir elemanina yakinsayan bir alt diziye sahipse C kiimesine kompakt kiime denir

[45].

Tanim 2.1.10. (Siirekli Doniisiim)

(X,d) ve (X, p) iki metrik uzay, f: X — Y bir doniisiim ve x, € X olsun. Her € > 0
sayist i¢in d(x,xg) < & oldugunda p(f(x), f(xg)) < € olacak sekilde § > 0 sayisi
varsa f ye x, noktasinda siireklidir denir. f, X in her noktasinda siirekli ise f ye X de
stireklidir denir [47].

Teorem 2.1.11. (Ortalama Deger Teoremi)
f:la,b] = R fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve V x € (a,b) noktasinda

tiirevlenebilir olsun. O halde (a, b) araliginda

r _ fb)-f(a)
f(e) = LO-@

olacak sekilde en az bir ¢ noktasi vardir [47].

Tamm 2.1.12. (Asimptotik Yaricap ve Asimptotik Merkez)

(X, d) bir metrik uzay, C € X bostan farkl1 bir alt kiime ve {x,} bu uzayda sinirli bir
dizi olsun. (., {x,}): X — [0, 00) fonksiyonu x € X olmak iizere

r(x, {xn}) = limsupn_ e d(x, {xn})

seklinde tanimlansin. C {zerindeki 7(.,{x,}) fonksiyonunun infimumuna {x,}
dizisinin C ye gore asimptotik yarigapt denir ve r(C,{x,}) ile gosterilir [38]. Yani
asimptotik yarigap r(C, {x,}) = inf{r(x, {x,}): x € C} dir.

Eger w € C i¢in
rw, {x,}) = inf{r(x, {x,}):x € C} = r(C, {x,})

olursa w € C noktasma {x,} dizisinin C ye gore asimptotik merkezi denir ve {x,}

dizisinin C ye gore tiim asimptotik merkezlerinin kiimesi A(C, {x,,}) ile gosterilir.

{x,} dizisinin asimptotik yaricap1 ve asimptotik merkezi X e gore alinirsa sirasiyla
r({x,}) ve A({x,,}) ile gosterilir [48].



Tamim 2.1.13. (A —yakinsakhk)

(X, d) bir metrik uzay, x € X ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. {x,} dizisinin her
{u,} alt dizisi tek bir x asimptotik merkezine sahipse {x,} dizisi x elemanina
A —yakinsar denir. Bu durum A — lim,,_,,x,, = x seklinde gosterilir ve x elemanina

{x,} dizisinin A —limiti denir [49].

Tamm 2.1.14. (Vektor Uzayi)
X bostan farkli bir kiime ve F bir say1 cismi olsun. +: X XX > X ve :Fx X > X
islemleri tanimlansin. Bu durumda asagidaki sartlar saglaniyorsa X kiimesine F

cismi iizerinde vektor uzay1 (lineer uzay) denir.
1) X kiimesi + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
(i) Herx,y € X iginx +y € X dir.
(if) Her x,y,z € X i¢in (x + y) + z = x(y + z) dir.
(iii) Her x € X i¢in x + 8 = 6 + x = x olacak sekilde 6 € X vardr.

(ivyHer xe€X i¢in x4+ (—x)=(—x)+x =6 olacak sekilde —x€X

vardir.
(V) Herx,y e Xicinx +y =y + x dir.
2) a,f € F olmak ilizere asagidaki sartlar saglanir.
(1) ax € X dir.
(i) a(x + y) = ax + ay dir
(iii) (e + B)x = ax + Px dir.
(iv) (aB)x = a(Bx) dir.
(V) 1.x = x dir.
Burada F = R ise X kiimesine reel vektor uzayi, F = C ise X kiimesine kompleks

vektor uzayi denir [50].

Tamm 2.1.15. (Normlu Uzay)
X, F say1 cismi tizerinde bir vektor uzayr olsun ve ||.|: X = R fonksiyonunun x

noktasindaki degeri ||x|| ile verilsin. Her x,y € X ve a € F i¢in

(i) llx|[ =0
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(i) Ixl =0 & x = 6
(iii) [Jax|| = [efllx]l

(iv) llx + yll < llx]l + Iyl

sartlarin1 saglayan ||.|| fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (X, ||.||) ikilisine de

normlu uzay denir [45].

Normlu uzaylar i¢in asagidaki 6rnekler verilebilir.

Ornek 2.1.16.
(i) X = R olsun. x € R i¢in ||.|| fonksiyonu [|x|| = |x| ile tanimlandiginda R

tizerinde bir norm belirtir [45].

(i) X = C([a,b],R) tim siirekli fonksiyonlarin uzayi olsun. f:[a,b] » R
fonksiyonu [|f — gll = supierapylf(£) — g(£)| ile bir norm belirtir [46].

(i) X = Cz([a,b],R™), [a,b] arahiginda bir lineer uzay olsun. x €

Cg([a,b],R™) i¢in ||| fonksiyonu ”x”ﬁzsupce[a,b]%

s ile

tammlandiginda Cg([a, b], R™) {izerinde Bielecki tipi bir norm belirtir [51].

Tamm 2.1.17. (Smirh Lineer Operator)

X bir lineer uzay olmak iizere V x € X i¢in ||@p(x)|| < M||x|| olacak sekilde M > 0

sayist mevcutsa @: X — X lineer operatorii sinirhidir. Bu durumda x € X igin |[|@]| =
Gl

lxll

x # 0 olarak tanimlanir ve boylece ¢ operatdriiniin siirli olmast i¢in
gerek ve yeter sart ||@]|| < co olmasidir [46].

Tamm 2.1.18. (Banach Uzay)

(X, |I- 1) bir normlu vektér uzay olsun. Eger X uzayi

dix,y) =llx—yll, (xye€X)

ile verilen normdan iiretilen metrige gore tam ise bu uzaya Banach uzay1 denir [52].
Ornek 2.1.16°da verilen (C([a, b], R), || ||) uzay: bir Banach uzayidur.

Tanim 2.1.19. (Konveks Kiime)

X bir vektor uzayr ve C € X olsun. Her x € C igin

B={zeX:z=ax+(1—a)y, 0<a <1} cC ise C kiimesine konvekstir denir
[47].
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Tanm 2.1.20. (Diizgiin Konveks Uzay)
(X, |- 1) bir normlu vektoér uzay olsun. Eger her € > 0 ve x,y € X igin |[x|| <1,

lyll <1 ve [[x —y|l = & oldugunda ”x;—y” <1 -6 olacak sekilde § > 0 sayisi

varsa X uzayina diizgiin konvekstir denir [53].

Tamm 2.1.21. (Konveks Metrik Uzay)

(X,d) bir metrik uzay ve W:X x X x[0,1] = X bir doniisim olsun. Eger her
x,y,z€Xve a€[0,1] i¢in d(z,W(x,y,a)) < (1—a)d(z,x)+ ad(z,y) sarti
saglaniyorsa W doniistimiine X iizerinde bir konveks yap1 ve W konveks yapisiyla

birlikte X e konveks metrik uzay denir [17].

Kohlenbach, 2005 yilinda Takahashi’nin konveks metrik uzay tanimina asagidaki

diger ii¢ sart1 da ekleyerek hiperbolik metrik uzay kavramini tanimlamistir.

Tamm 2.1.22. (Hiperbolik Metrik Uzay)
(X,d) bir metrik uzay ve W:X x X X [0,1] = X bir doniisim olsun. Eger her
x,y,z,w € X vea,f €[0,1] igin

(W1) d(z, W (x,y,a)) = (1 — a)d(z,x) + ad(z,y)

(W2) d(W(x,y,a),W(x,y,B)) = la—Bld(x,y)

(W3) W(x,y,a) =W(y,x,(1—a))

(W4) d(W(x,z,a), W(y,w,a)) < (1-a)d(x,y) + ad(z,w)

sartlar1 saglantyorsa (X, d) metrik uzayima hiperbolik metrik uzay denir ve (X, d, W)
ile gosterilir [20].

Bu tanimdaki (W1) sartindan her hiperbolik metrik uzayin bir konveks metrik uzay
oldugu goriiliir. Ancak, her konveks metrik uzay bir hiperbolik metrik uzay degildir.
Diger taraftan her Banach uzay1 bir hiperbolik metrik uzaydir. Bunu gormek icin
Banach uzayini norm metrigi ile distinip W(x,y,a) = (1 —a)x + ay almak

yeterlidir. Ancak her hiperbolik metrik uzay bir Banach uzay1 teskil etmez.

Ornek 2.1.23.

X = {(x1,x;) € R?, x,, %, > 0} kiimesi verilsin. X kiimesindeki her x = (x,x;) Ve
Yy = (y1,y2) igin  d:X X X = [0,00) metrifi d(x,y) = [x; — y1l + |x102 — y1¥2l
seklinde tanimlansin. O zaman (X, d) bir metrik uzaydir. Ancak a € [0,1] igin
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(1—a)xix; + a}’ﬂ’z)

W(xr y, a) = ((1 - a)xl +a yl; (1 _ a)xl + ay,

seklinde W:X x X x [0,1] = X fonksiyonu tanimlansin. O zaman (X,d,W) bir
hiperbolik metrik uzaydir fakat bir normlu lineer uzay degildir [25].

Tamm 2.1.24. (Diizgiin Konveks Hiperbolik Metrik Uzay)

(X, d, W) bir hiperbolik metrik uzay olsun. Her x,y,u € X, r > 0 ve € € (0,2] igin
d(x,u) <r

dyu) <r ;= d(W (x,y,%),u) <(1-90)r

d(x,y) = er

olacak sekilde § € (0,1] sabiti varsa X e diizgiin konveks hiperbolik metrik uzay
denir [53].

Tanim 2.1.25. (Diizgiin Konvekslik Modiilii)
Verilen bir r>0 ve €€ (0,2] igin § =n(r, &) esitligini saglayan n: (0, 0) X
(0,2] = (0,1] dontisiimiine diizgiin konvekslik modiilii denir. Sabit bir & igin

n dontisiimii r ye gore azaliyorsa 11 modiiliine monotondur denir [53].

Caligmanin geri kalaninda 7 monoton diizgiin konvekslik modiiline sahip diizgiin

konveks ve tam hiperbolik metrik uzay1 X sembolii ile gosterilecektir.

Bu kisima, daha sonra kullanilacak olan lemmalar ile devam edilecektir.

Lemma 2.1.26.
C, X uzayinin bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. Bu durumda, X deki

her sinirli {x;,,} dizisi C ye gore bir tek asimptotik merkeze sahiptir [53].

Lemma 2.1.27.

x €Xvea,b € (01) igin {a,}, [a, b] araliginda bir dizi olsun. {x,} ve {y,} X de iKi
dizi  olmak iizere wuygun bir c¢=>0 igin limsup,_..d(x, x) =c,
limsupyed(m, x) = ¢ Ve lim,_d(W (x,, Vo, ay),x) = c sartlar1 saglansin. Bu

durumda lim,_.d(x,, y,) = 0 dir [54].
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2.2. Sabit Nokta Kavram ve Bazi Iterasyonlar
Tamm 2.2.1. (Sabit Nokta)

X bostan farkli bir kiilme ve T:X — X herhangi bir doniisiim olsun. T(x) = x
esitligini saglayan x € X noktasina T doniisiimiiniin sabit noktas1 (fixed point) denir

ve T nin tiim sabit noktalarmin kiimesi Fix(T) ile gosterilir [55].

Asagidaki oOrneklerden de goriilebilecegi gibi T:X — X ile tamimlanan bir
doniistimiin herhangi bir sabit noktasi olmayabilir veya bir sabit noktasi olabilir ya da

birden fazla sabit noktasi olabilir [56].
(i) X = R olmak iizere T(x) = e** doniisiimii i¢in Fix(T) = @ dir.
(ii) X = (0,1] olmak iizere T (x) = x? déniisiimii icin Fix(T) = {1} olur.
(iii) X = R olmak tizere T (x) = x donilisiimii i¢in Fix(T) = R dir.

(iv) X = R olmak iizere T(x) =sin(x?+ |mx| —1) déniisiimiiniin sabit
noktalarinin kiimesi, yani fonksiyonun y = f(x) = x dogrusu ile kesim

noktalar1 asagidaki grafikte belirtilen noktalardan olusur.

ST

IANA A AL A DA
ARYZ YA

-24

Sekil 2.1. T(x) = sin(x? + |mx| — 1) fonksiyonunun sabit noktalar
Tamm 2.2.2. (Lipschitzian Doniigiim)
(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X igin
d(T(x),T(y)) < kd(x,y)
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olacak sekilde bir k > 0 sabit sayist varsa T dontisiimiine Lipschitzian doniisiim, bu
esitsizligi saglayan en kiigiik k sabitine de Lipschitzian sabiti denir [55].

Yukaridaki tanima gore Lipschitzian sartin1 saglayan her dontisiim diizgiin siireklidir.
Ciinki her &£>0 icin d(x,y)<é= 2 = kd(x,y) < k6 =& oldugundan
d(Tx,Ty) < kd(x,y) < & olur. Bu da T donisiimiiniin diizgiin siirekli oldugunu
gosterir. Ancak, bu ifadenin tersi her zaman dogru degildir.

Tanim 2.2.3. (Daralma Doniisiimii)

(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X igin

d(T(x), T(y) < kd(x,y)

olacak sekilde bir k € [0,1) sabit sayisi varsa T doniisiimiine daralma (contraction)
doniisiim denir [55].

Ornek 2.2.4.

(X, d) alisilmis bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda X = R

olmak tlizere T(x) = B?x olarak tanimlanan doniisiim bir daralma dontistimudiir.

3x 3y

i ) < %d(x, y) oldugu agikg¢a goriiliir.

Ciinkii d(T(x), T(y)) = d (

Lipschitz kosulunu saglayan her doniisiim diizgiin siirekli oldugundan daralma
dontigtimleri de diizglin siireklidir. Dolayisiyla T siirekli degilse, bir daralma
dontisiimii de olamaz. Buna karsin T daralma doniisiimii olmasa bile, herhangi bir N

icin TV daralma doniisiimii olabilir. Bu durum igin asagidaki 6rnek verilebilir.
Ornek 2.2.5.
T:[0,3] = [0,3] doniigimii

_ (0, x €[0,1]
T(x) = {1, x € (1,3]

seklinde tanimlanmig olsun. T doniislimii x = 1 noktasinda siireksizdir dolayisiyla
daralma doniisiimii degildir. Ancak T2:[0,1] — {0}, T?(x) = 0 olup bir daralma

doniisiimiidiir. Ayrica x = 0 noktas1 T2 doniisiimiiniin tek sabit noktasidur.
Teorem 2.2.6. (Schauder Sabit Nokta Teoremi)

C, X Banach uzaymin bostan farkli, kompakt ve konveks bir alt kiimesi olsun.

T:C — C siirekli operator ise T doniisiimiiniin en az bir sabit noktas1 vardir [2].
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Teorem 2.2.7. (Banach Sabit Nokta Teoremi)

(X,d) tam metrik uzay ve T:X — X bir daralma doniisiimii olsun. Bu durumda T

dontisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir [6].

Ornek 2.2.4’te tanimlanan T doniisiimii ve Ornek 2.2.5 de tanimlanan T2 doniisiimii
Banach sabit nokta teoremi geregince tam metrik uzay lizerinde bir tek sabit noktaya

sahiptir.
Tanim 2.2.8. ((I) Sart1)

C, (X,d) metrik uzaymin bostan farkli, konveks bir alt kiimesi, T:C — C herhangi
bir doniisiim ve Fix(T) # @ olsun. Eger f(0) =0 ve Vr € (0,) i¢in f(r) >0
olacak sekilde azalmayan bir f: [0, ) — [0, 00) fonksiyonu mevcut ve V x € C i¢in

d(x, T(x)) = f(d(x, Fix(T)))

ise T doniistimii (I) sartin1 sagliyor denir. Burada d(x, Fix(T)) = inf{d(x,x*): x* €
Fix(T)} dir [57].

Bir doniisiimiin sabit noktas1 veya noktalarini bulurken c¢esitli iterasyon yontemleri
kullanilir. x; € C keyfi bir baslangi¢ noktas1 ve {a,,}, { pn} Ve {n,} [0,1] araliginda

reel say1 dizileri olmak iizere bu iterasyonlardan bazilar1 agagidaki gibidir.
Tamim 2.2.9. (Picard iterasyonu)

(X, d) bir metrik uzay, C < X kapal1 bir alt kiime ve T:C — C bir doniisiim olsun.

Bu durumda Picard iterasyonu
Xns1 = T(0) =T (xy), n=1
seklinde tanimlanir [7].

Bu iterasyon yontemi Banach sabit nokta teoreminde tek sabit noktay: elde etmek

i¢cin kullanilmistir.
Tamim 2.2.10. (T-Picard Iterasyonu)
(X, d) bir metrik uzay ve T,S: X — X birer doniisiim olsun.
T(xnt1) = T(S(xn)) = T(S™(x1)), n>1 (2.1)

seklinde tanimlanan {T(x,)} c X dizisi S doniisiimiine gére T —Picard iterasyonu
olarak adlandirilir [58].
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(2.1) ile verilen iterasyonda T = I birim doniisiim olarak alinirsa, Picard iterasyonu

elde edilir.
Tamm 2.2.11. (Mann Iterasyonu)

(X, I 1) bir normlu uzay, C < X bostan farkli konveks bir alt kiime ve T:C — C bir

doniisiim olmak iizere Mann iterasyonu
Xn+1 = 1- nn)xn + 1. T(xp), n=1
seklinde tanimlanir [8].

Mann iterasyonunda her n > 1 i¢in 1, = 1 olarak alimirsa bu iterasyon, Picard

iterasyonuna indirgenir.
Tamm 2.2.12. (Ishikawa iterasyonu)

(X, |- 1) bir normlu uzay, C € X bostan farkli konveks bir alt kiime ve T:C — C

bir donilisiim olmak iizere Ishikawa iterasyonu
{:Vn = (1= pr)xn + puT (xp),

Xnp1 = (L =1)xn + 17 TOR), n=1
seklinde tanimlanir [9].

Bu iterasyonda her n > 1 i¢in p,, = 0 alinirsa, bu iterasyon Mann iterasyonuna
indirgenir. Buna ragmen Mann ve Ishikawa iterasyonlar: i¢in yakinsama sonuglari

arasinda genel bir bag yoktur.
Tamim 2.2.13. (Noor Iterasyonu)

(X, |- 1) bir normlu uzay, C € X bostan farkli konveks bir alt kiime ve T:C — C

bir doniisiim olmak {izere Noor iterasyonu

Zn = (1 - Jn)xn + O-nT(xn)'
Yn = (1- pn)xn + pnT(Zn):
Xn+1 = (1- nn)xn + nnT(yn ), n=1

seklinde tanimlanir [10].

Noor iterasyonunda her n > 1 i¢in o, = 0 olarak alinirsa bu iterasyon Ishikawa
iterasyonuna ve her n>1 i¢in p, = g, =0 almirsa bu iterasyon Mann

iterasyonuna indirgenir.
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Tamim 2.2.14. (Agarwal ve ark. Iterasyonu)

(X, |- 1) bir normlu uzay, C € X bostan farkli konveks bir alt kiime ve T:C — C

bir doniisiim olmak {izere S —iterasyonu

{yn = (1 - pn)xn + pnT(xn)'
Xn+1 = (1 - nn)T(xn) + nnT(yn); nx1

seklinde tanimlanir [11].

Bu iterasyon literatiirde S —iterasyonu olarak da adlandirilir ve S —iterasyon

yontemi Mann ve Ishikawa iterasyon yontemlerinden bagimsizdir.
Tamim 2.2.15. (Abbas ve Nazir Iterasyonu)

(X, |- 1) bir normlu uzay, C € X bostan farkli konveks bir alt kiime ve T:C — C

bir doniistim olmak tizere Abbas ve Nazir iterasyonu

Zn = (1 — 0p)xy + 0,T(xy),
Yn = (1 - pn)T(xn) + pnT(Zn)’
Xnt1 = (1 =0 )TO) + 12T (z,), n=1

seklinde tanimlanir [12].
Tamim 2.2.16. (Thakur ve ark. Iterasyonu)

(X, |I.1D) bir normlu uzay, C € X bostan farkli konveks bir alt kiime ve T:C — C

bir doniisiim olmak tizere Thakur ve ark. iterasyonu

Zn = (1 - pn)xn + pnT(xn)'
Yn = T((l - rln)xn + T]nzn)f
Xn1 = T (Yn), n=1

seklinde tanimlanir [13].
Tamm 2.2.17. (M — Iterasyonu)

(X, |- 1) bir normlu uzay, C € X bostan farkli konveks bir alt kiime ve T:C — C
bir doniistim olmak tizere M — iterasyonu

Zn = (1- nn)xn + nnT(xn),

Yn =T(2y),

Xn+1 = T(yn)’ n=1

seklinde tanimlanir [14].

18



Tamm 2.2.18. (F — iterasyonu)

(X, |- 1) bir normlu uzay, C < X bostan farkli konveks bir alt kiime ve T: C = C bir

doniistim olmak tizere F — iterasyonu

Zn = T((l - nn)xn + nnT(xn))'
Yn = T(Zn)'
Xn+1 = T(Vn), n=1

seklinde tanimlanir [15].

2022 yilinda Abbas ve ark. [16] AA —iterasyonu olarak adlandirilan, dort adiml
yeni bir iterasyon yontemi tanimladilar ve Banach uzayinda zenginlestirilmis
genislemeyen (enriched nonexpansive) doniisiimler icin bu iterasyon ydnteminin
kuvvetli ve zayif yakinsama sonuglarini ispatladilar. Ayrica, AA —iterasyonun bazi

doniisiim siniflari icin 6nceki iterasyonlardan daha hizli yakinsadigini gosterdiler.
Tamm 2.2.19. (AA — iterasyonu)

(X, |I-1) bir normlu uzay, € € X bostan farkli kapali konveks bir alt kiime ve

T:C — C bir doniisiim olmak iizere AA — iterasyonu

(wy, = (1 —o,)x, +0,T(x,),

Jzn = T((l — p)Wy + pnT(Wn)),

| Yn = T((l - nn)T(Wn) + nnT(Zn));
Xn+1 = T(yn); n=1

(2.2)

seklinde tanimlanir [16].
2.3. Baz1 Doniisiim Siniflarn

Bu kisimda, tezde kullanilan T —ortalama genislemeyen ve genellestirilmis
(a, B) —genislemeyen doniisim tanimlart ile yaygin olarak kullanilan bazi

dontisiimler hakkinda bilgiler verilecektir.

Tamim 2.3.1. (Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X i¢in
d(T(x), T(y)) < d(x,y)

ise T ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir [55].
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Tamm 2.3.2. (Quasi Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay, C < X bostan farkli bir alt kiime ve T: C — C bir doniistim
olsun. Eger x* € Fix(T) # @ ve her x € C i¢in

d(T(x),x*) <d(x,x")
ise T ye quasi genislemeyen (quasi nonexpansive) doniisiim denir [55].
Tamim 2.3.3. (Ortalama Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay, C < X bostan farkli bir alt kiime ve T: C — C bir doniistim

olsun. Eger her x, y € C igin

d(T(x), T(y)) < ad(x,y) + Bd(x,Ty)

olacak sekilde a + 8 < 1 sartin1 saglayan «, 8 € [0,1) sayilar1 varsa T ye ortalama

genislemeyen (mean nonexpansive) doniisiim denir [59].

2022 yilinda Mebawondu ve ark. [27] T —ortalama genislemeyen doniisiim sinifini
tanittilar. Ayrica ortalama genislemeyen doniisiimiin sabit noktasinin varligini ve

tekligini gosteren sonucu genellestirdiler.
Tamm 2.3.4. (T —Ortalama Genislemeyen Doniisiim)

(X,d) bir metrik uzay ve T,S: X — X iki doniisim olsun. o, =0 ile a+p <1

olmak iizere
d(T(Sx),T(Sy)) < ad(T(x),T(y)) + Bd(T(x),T(Sy)) Vx,yeX (2.3)

sartin1 saglayan S doniisiimiine T —ortalama genislemeyen (T —mean nonexpansive)

doniigiim denir [27].
Tamim 2.3.5. (Genellestirilmis Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay, C < X bostan farkli bir alt kiime ve T: C — C bir doniisiim

olsun. Eger her x,y € C igin

%d(T(x);x) <d(x,y) = d(T ), T(y)) < d(x,y)

ise T doniisiimiine genellestirilmis genislemeyen veya (C) sartin1 saglayan doniisiim

denir [23].
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Her genislemeyen doniisiimiin (C) sartini saglayan bir doniistim oldugu agiktir ancak
bunun tersi her zaman dogru degildir. Bu durum asagida verilen O&rnekle

agiklanabilir.
Ornek 2.3.6. [24, Ornek 1]

C = [0,3] kiimesi verilsin ve T: C — C doniisimii

_ (0, x+3
T(x)_{l, x=3

olarak tanimlansin. Burada T doniisiimii (C) sartin1 saglayan bir doniisiimdiir fakat

genislemeyen doniisiim degildir.
Tamim 2.3.7. (a—Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay, C < X bostan farkli bir alt kiime ve T: C — C bir doniistim

olsun. Eger her x, y € C igin
d?(T(x), T() < ad*(T(x),y) + ad*(x,T(y)) + (1 — 2a)d*(x, y)

olacak sekilde @ <1 sayist varsa T ye a — genislemeyen (@ —nonexpansive)

doniistim denir [60].
Tamim 2.3.8. (Genellestirilmis a—Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay, C < X bostan farkli bir alt kiime ve T:C — C bir doniigiim
olsun. Eger her x,y € C

~d(T(x),x) < d(x,y) =

d(T(x), T(y)) < ad(T(x),y) + ad(x,T(y) + (1 = 2a)d(x,y)

olacak sekilde a € [0,1) sayist varsa T ye genellestirilmis a —genislemeyen

(generalized a —nonexpansive) doniistim denir [24].
Tamim 2.3.9. (Genellestirilmis B —Reich Suzuki Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay, C < X bostan farkli bir alt kiime ve T:C — C bir doniisiim

olsun. Eger her x,y € C
~d(T(x),x) < d(x,y) =

d(T(x), T(y)) < Bd(T(x),x) + Bd(T(y),y) + (1 = 2p)d(x,y)
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olacak sekilde a € [0,1) sayis1 varsa T ye genellestirilmis £ —Reich Suzuki
genislemeyen (generalized 8 —Reich Suzuki nonexpansive) dontisiim denir [25].

Her (C) sartim saglayan doniisiim genellestirilmis 0 —genislemeyen dontisimdiir
fakat tersi dogru degildir. Ayn1 zamanda her (C) sartin1 saglayan doniisiim 0 —Reich

Suzuki genislemeyen dontisiimdir fakat tersi yine dogru degildir. Asagida bu

durumlar agiklayan bir 6rnek sunulmustur.
Ornek 2.3.10.
d(x,y) = |x — y| alistlmis metrik ile donatilmis bir X = R uzay verilsin.

(i) € =[0,) c R olmak iizere T:C — C doniistimii

0, 0<<x<?2

T(x)={§’ x> 2
2

seklinde verilsin. Bu durumda T doniistimii % —genislemeyen dontisiimdiir fakat (C)
sartin1 saglayan bir doniisiim degildir [61, Ornek 4.6].

(if) € = [-2,2] € R olmak tizere T:C — C doniisiimii

& x € [-2,0)\{-1/8}
T(x)=4 0O, x=-1/8
-3, x € [0,2]

seklinde wverilsin. Bu durumda T donistimii % —Reich-Suzuki genislemeyen
doniisiimdiir fakat (C) sartin1 saglayan bir doniisiim degildir [25, Ornek 3.4].

2020 yilinda, Ullah ve ark. [26] bu doniisiimlerden daha genel bir sinif olan yeni bir

genislemeyen doniistim sinifi tanitmig ve bu sinifin 6zelliklerini gostermiglerdir.
Tamim 2.3.11. (Genellestirilmis (a, 8)-Genislemeyen Doniisiim)

(X,d) bir metrik uzay ve C, X’in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. T:C = C
doniisiimii @ + B < 1 olacak sekilde her x,y € C ve @, € R* i¢in

~d(T(x),x) < d(x,y) =

d(T(x), T()) < ad(x, T()) + ad(T(x),y) + Bd(x, T(x)) + Bd(y, T(y))

+(1 - 2a - 2p)d(x,y) (2.4)
sartini sagliyorsa  genellestirilmis (a, B) —genislemeyen (generalized

(a, B) —nonexpansive) doniisiim olarak adlandirilir [26].
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Aciklama 2.3.12.

Genellestirilmis (a, B) —genislemeyen doniisiim tanmimindan asagidaki ifadelerin

dogru oldugunu gérmek kolaydir.

(i) T dontisimiinde @ = B = 0 alinirsa (C) sartin1 saglayan doniisiim elde edilir.

(if) T doniisimiinde B = 0 alinirsa genellestirilmis a —genislemeyen doniisiim
elde edilir.

(ili) T donisimiinde a =0 almirsa genellestirilmis S —Reich  Suzuki

genislemeyen dontisiim elde edilir.
Onerme 2.3.13.
T doniisimii  genellestirilmis (a, f) —genislemeyen doniisim olsun. O zaman
asagidaki durumlar gecerlidir [26].
(i) Fix(T) # @ ise T doniistimii quasi-genislemeyen doniistimdiir.
(ii) Fix(T) kiimesi kapal1 bir kiimedir.
(iii) Her x,y € C i¢in

3+a+p
—ap d(x,T(x)) +d(x,y)

d(x, T()) <
esitsizligi saglanir.
2.4. Integral Denklemler

Integral denklemler teorisi matematigin kapsamli bir konusudur ve fizik, mekanik,
miihendislik, biomiihendislik, kontrol teorisi gibi alanlarda cesitli uygulamalara
sahiptir. Bu denklemler pek ¢ok problemin integral denklemler ile tekrar formiile

edilebilir olmas1 bakimindan da 6nemli bir rol oynamaktadir.

Genel olarak integral isareti altinda bilinmeyen fonksiyonun bulundugu denklemlere
integral denklem denir. x(t) bilinmeyen fonksiyon, K (t, s) ¢ekirdek fonksiyon, 1 #
0 reel veya kompleks bir parametre ve a < t,s < b olmak iizere

x(8) = h(t) + A [} K(t,5)x(s)ds

seklinde verilen bir denklem i¢in h(t) ve K(t,s) fonksiyonlar1 bilinirken, x(t)

bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda olusturdugu denklemlerdir.
Integral denklemler farkli 6zelliklerine gére asagidaki gibi siniflandirilabilir [28].

I.  Lineer ve Lineer Olmayan Integral Denklemler
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II.  Tekil ve Tekil Olmayan Integral Denklemler
l1l.  LTip ve IL Tip Integral Denklemler
IV. Homojen ve Homojen Olmayan Integral Denklemler

V. Volterra ve Fredholm Integral Denklemleri
l. Lineer ve Lineer Olmayan integral Denklemler

En temelde integral denklemler, lineer integral denklem ve lineer olmayan integral

denklem olarak siniflandirilir.

x(t) =2 f: K(t,s)x(s)ds (2.5)
x(8) = h(t) + A [} K(t,5)x(s)ds (2.6)
x(8) = h(®) + 2 [} K(t,5)[x(s)]"ds 2.7)

x(t) fonksiyonu bilinmeyen fonksiyon olmak tizere, x(t) fonksiyonu fiizerinde
sadece lineer islemler yapiliyor olmasi halinde integral denklemi lineer integral
denklemidir. (2.5) ve (2.6) denklemleri lineer integral denklemine 6rnek olurken

(2.7) denklemi lineer integral denklem degildir.
. Tekil ve Tekil Olmayan Integral Denklemler

Tekil olan ve tekil olmayan integral denklemlerin durumu ¢ekirdek K(t,s)
fonksiyonun t ve s degiskenlerinin tanimli oldugu araliklardaki, K(t,s) ¢ekirdek

fonksiyonun siirekliligine baglidir.

K(t,s) cekirdek fonksiyonu, a < t < bvea < s < b araliklarinda siirekli ise,

integral denklem bu aralikta tekil olmayan integral denklemidir.
x(t) = h(t) + A fon cos(ts)x(s)ds
integral denklemi tekil olmayan integral denklemine bir 6rnektir.

K(t,s) gekirdek fonksiyonu verilen aralikta siirekli olmamasi durumunda ve
sinirlardan birinin veya ikisinin sonsuz oldugu durumda integral denklemi tekil

(singtiler) integral denklemidir.
x(t) = h(t) + A [ In(t — s)x(s)ds

ve

24



oo sint

x(®) =h()+1] ——x(s)ds

0
integral denklemleri tekil integral denklemlerdir.
1. I. Tip ve IL. Tip Integral Denklemler

Bu tip denklemler bilinmeyen fonksiyonun bulundugu yere gore siniflandirilir. x(t)

bilinmeyen fonksiyon ve K (t,s) ¢ekirdek fonksiyonu olmak tizere

o(t) =1 [, K(t,5)x(s)ds (2.8)

seklindeki denkleme 1. tip integral denklem denir. Bu tip integral denklemlerde
bilinmeyen sadece integral altinda mevcuttur. Burada ¢(t) verilmis bir

fonksiyondur. Benzer sekilde
o(t) =h(D) + [, K(t,5)x(s)ds

seklindeki integral denklem de 1. tip integral denklemdir. Burada ¢(t) ve
h(t) verilmis fonksiyonlardir. Bu denklem ¢ (t) — h(t) = y (t) olmak iizere

Y () =[] Kt s)x(s)ds

seklinde ifade edilerek (2.8) denklemi yapisinda yazilabilir. Ornegin
log(t+5) = (2t2 +3) + fol tsx(s)ds

denklemi bu tip integral denklemdir.

Eger bilinmeyen x(t) fonksiyonu integralin hem i¢inde hem de disinda bulunuyorsa

bu tip integral denklemlere 2. tip integral denklem denir. Bu tip denklemler
x(8) = h(®) + [, K(t,5)x(s)ds

seklindedir. Ornegin

x(t)=2—-t+ fooo sin(ts)x(s)ds

denklemi 2. tip integral denklemdir.

IV) Homojen ve Homojen Olmayan integral Denklemler

Integral denklemler x(t) bilinmeyen, K(¢t,s) ve h(t) bilinen fonksiyonlar olmak

tizere h(t) fonksiyonunun olup olmamasina gore de siniflandirilabilir.
b
x(t) =A[, K(t s)x(s)ds
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formundaki integral denklemlere homojen integral denklem;
x(8) = h(®) + [, K(t,5)x(s)ds
formundaki integral denklemlere homojen olmayan integral denklem denir.

V) Volterra ve Fredholm Integral Denklemler

Integral denklemlerin farkli bir smiflandirmasi da integralin simirlarmin degisken
veya sabit olmasina gore yapilmaktadir. Bu tiir denklemlerde denklemin lineer veya

homojenliklerine bakilmaksizin, integralin sinirlarinin durumu belirleyici olmaktadir.

Integralin smirlarindan biri degisken ise bu denklemlere Volterra Iintegral

Denklemleri denir. Ornegin ¢(t), h(t) ve K(t, s) bilinen fonksiyonlar olmak iizere
o(t) =h(®) +A[ K (t,5)x(s)ds

x(t) = h(t) + 1 [, K(t,5)x(s)ds

ve

x(Opt) = h(t) + 1 [, K(t,s)x(s)ds

formundaki denklemler Volterra integral denklemleridir. Yani Volterra denklemleri,

integralin st sinir1 ¢t degiskeni iken alt sinirt a sabiti olan denklemlerdir.

Eger alt ve st smrlarin ikisi de sabit ise bu denklemlere de Fredholm integral

denklemleri denir.

Fredholm integral denkleminin 6zel bir tiirii ise
b
x(t) =h(®) + A] K(t,5)f(s,x(s))ds a<ts<b (2.9)
a

seklinde verilen Fredholm-Hammerstein integral denklemidir. Burada x(t)
bilinmeyen fonksiyon, h(t) ve K(t,s) bilinen fonksiyonlar olmak {izere, A # 0 sabit
bir reel sayr ve f bilinen fonksiyon siirekli ve x e gore lineer olmayan bir
fonksiyondur. Vt € [a, b] igin (2.9) denkleminde h(t) = 0 ise denklem homojen

olarak adlandirilir.
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2.5. Zaman Olcegi Kavram
Tamm 2.5.1. (Zaman Olgegi)

Zaman Olcegi (time scale) R reel sayilar kiimesinin keyfi, bostan farkli ve kapali bir
alt kiimesidir ve bu kiime genellikle T sembolii ile gosterilmektedir. T’ nin en

popiiler érnekleri T = R ve T = Z dir. Bunun yaninda 6rnek olarak T = {n%:n €
N}, T=[01]UNve T ={=: n e N}u {0} verilebilir ancak C,Q, R — @ ve (0,1)
kiimeleri zaman 6lgegi 6rnegi degillerdir [31].

Asagida bir zaman 0Olcegi lizerinde ileri sigrama operatorii, geri sigrama operatorii ve

Graininess fonksiyonu tanimlari verilmistir.

Tamm 2.5.2. (ileri/Geri Sicrama Operatorleri)

T bir zaman 6lgegiolsun. t € T icino: T — T ileri sigrama operatorii
o(t)=inf{s € T, s>t}

ve p: T — T geri sigrama operatorii

p(t)=sup {se T, s <t}

ile tamimlanmaktadir. Bu tanimlarda @ bos kiime olmak iizere inf@® = sup T ve

infT = sup @ olarak kabul edilir [31].
Tanim 2.5.3. (Noktalarin Siniflandirilmasi)

T bir zaman 6l¢eginde o(t) > t ise t noktasi saga yigilmis nokta; p(t) <t ise t
noktas: sola yigilmis nokta olarak adlandirilir. Hem saga hem de sola yigilmis
noktalara ise izole noktalar adi1 verilir. Ayrica t < sup T ve a(t) =t ise t noktasi
saga yogun; t > infT ve p(t) =t ise t noktasi sola yogun nokta denir. Eger bir

nokta ayni zamanda hem saga yogun hem de sola yogun ise bu noktaya yogun nokta
denir [32].

Tamm 2.5.4. (Graininess Fonksiyonu)

te T i¢in u(t) =0(t)—t ile tanimlanan u: T - [0,+o)  fonksiyonuna

Graininess fonksiyonu denir [31].
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Ornek 2.5.5.

T zaman 6l¢eginin T = R ve T = Z olmasi durumunda ileri sigrama operatorii ve
Graininess fonksiyonu sirasiyla o(t) =t ve u(t) =0ile o(t) =t +1ve u(t) =1
dir [31].

Tamm 2.5.6. (Regressive Fonksiyon)

f:T - R fonksiyonu her t € T i¢in 1+ u(t)f(t) # 0 sartin1 saglarsa regressive
fonksiyon olarak adlandirilir [31].

Tanimm 2.5.7. (Komsuluk)

teT olsun. U (t) ={s€ T:|s—t| <& &>0} kiimesine t noktasinin & —
komsulugu denir [31].
Tanim 2.5.8. (Siireklilik)

to € T olsun. Her e > 0 ve her t € Us(ty) igin |f(t) — f(ty)| < € olacak sekilde

6 > 0 sayist mevceut ise f: T — R fonksiyonu t = t, noktasinda siireklidir denir.

f:T — R fonksiyonu, T ’nin her saga yogun noktasinda siirekli ve T ’deki her sola
yogun noktada soldan limiti mevcut ise rd-siirekli olarak adlandirilir. f: T — R rd-
stirekli fonksiyonlarin kiimesi C,4(T,R) seklinde gosterilir. Vt €T i¢in 1+
u(®)f(t) >0 sartim saglayan tiim rd-siirekli f fonksiyonlarinin kiimesi R* ile

gosterilmektedir.

Benzer sekilde bir f: T — R fonksiyonu T ’nin her sola yogun noktasinda siirekli ve
T ’deki her saga yogun noktada sagdan limiti mevcutsa bu fonksiyon ld-siirekli

olarak adlandirilir.

T tizerindeki her siirekli fonksiyonun hem rd-siirekli hem de ld-siirekli oldugu

aciktir [31].

Asagidaki tanimda delta tiirev taniminda ihtiyag duyulacak olan T kiimesi

verilmistir.
Tamm 2.5.9.
T bir zaman 6l¢egi olmak iizere T* kiimesi

% — {’JI‘ —{m}, supT =m vem solaygilmis ise
- T, diger hallerde
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seklinde tanimlanir [31].
Tanmim 2.5.10. (Delta Tiirev)

f: T - R fonksiyonu verilsin ve t € T* olsun. Eger Ve > 0ve Vs € U igin

I ((6(®) = £()) = A (0(®) = 5)| < elo®) = 5]

olacak sekilde t’ nin bir U=({t—-6,t+5)N T komsulugu varsa, f
fonksiyonunun t noktasinda f2(t) delta tiirevi (Hilger tiirevi) vardir denir. Ayrica,
vt € Tk igin f2(¢t) var ise f, T* iizerinde delta diferansiyellenebilirdir veya kisaca
diferansiyellenebilirdir denir. f2:T* - R fonksiyonuna f nin T¥ iizerinde delta

tiirevi ad1 verilir [31, Tanim 1.10].
Teorem 2.5.11.

f:T - R fonksiyonu verilsin ve t € T * olsun. O zaman asagida verilen ifadeler
dogrudur [31].

(i) f fonksiyonu t noktasinda diferansiyellenebilir ise t noktasinda siireklidir.
(if) f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t noktasi saga yigilmis ise, t’ de

diferansiyellenebilirdir ve

Aoy _ Fa@®)=F ()
fo(t) e

dir.

(iii) t saga yogun ise, o zaman f nin t noktasinda diferansiyellenebilir olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

lim FO-1(s)
s—t t—s

limitinin mevcut ve sonlu bir say1 olmasidir. Bu durumda
AL — i JO=F(s)

RO =lim—=——=

olur.

(iv) f, t noktasinda diferansiyellenebilir ise 0 zaman

fle@®) = f©) +u@®. A0
dir.
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Asagida, T zaman 6lgeginin 6zel olarak R ve Z kiimeleri segildigi durumlarda
A —tiirevin hangi 6zel hallere indirgendigi incelenmistir.

e T = R olsun. Her t € R noktas1 yogun bir nokta oldugundan Teorem 2.5.11
(iii) den f: R = R fonksiyonunun A —tiirevi
(t) (s)
A0 = lim =22 = ()
olarak elde edilir. Buradaki f'(t) ile klasik tiirev temsil edilmektedir.
e T = 7Z olsun. Her t € Z noktasi izole nokta (ve dolayisiyla saga yigilmis bir

nokta) oldugundan Teorem 2.5.11 (ii) den f:Z —7Z  fonksiyonunun

A —tlrevi

NG) t+1-t
olarak bulunur. Burada Af(t) fark denklemlerinde kullanilan ileri fark

operatoriinii temsil eder.

Ornek 2.5.12.
T= {E n€Ny=NU {O}} olsun. Bu durumda vt € T i¢in o(t) =t +§ ve

u(t) =§ bulunur. Bodylece bu zaman Olgeginin tiim noktalar1 saga yigilmis

2 3 2
noktalardir. Vt € T igin f(t) = % - 2 ve g(t) = % - % - é fonksiyonlart verilsin.

Teorem 2.5.11°den

FA(E) = fle@)-f@y _ 1(t43)-r@® _,
- 1
u(®) 3
ve
A 9(s(®)-9(®) g( )=
9°(t) = u(® T =1
3

elde edilir.
Tamim 2.5.13. (Cauchy integral)

Bir f fonksiyonu rd-siirekli ise o zaman F2(t) = f(t) olacak sekilde bir F
fonksiyonu (yani f’ nin antitiirevi) vardir. Bu durumda Cauchy integral (delta

integral) su sekilde tanimlanir:
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[ fOA® =F(B)-F@ (Vab € T).

Eger T = R ise 0 zaman f: f(t)At integrali f: f(t)dt Riemann integraline karsilik
gelirken, T = Z ise 0 zaman f(f F(OAt = Y021 £(¢) esitligi saglanir [62].

Asagida Cauchy integral ile ilgili baz1 6zellikler verilmistir.

Lemma 2.5.14. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi)

f,g: T = R siirekli iki fonksiyon olsun. a < b sartini saglayan V a,b € T igin

b b b
f F(5). g(®)IAt < f FO2 At f 19(®)1? At

esitsizligi saglanir [63].
Teorem 2.5.15.

T bir zaman 0&lgegi ve a,b € T olsun. f ve g fonksiyonlarinin [a, b) lizerinde

A —integrallenebilir olmak tizere asagidaki ifadeler dogrudur [62].
(i) Vt e Tigin f(t) = c olacak sekilde sabit bir fonksiyon ise
f:cAt =c.(b—a)
dir.
(i) f + g fonksiyonu da [a, b) tizerinde A —integrallenebilirdir ve

L@+ g®] At = [} £(£) At + [ g(t) At
dir.

(iii) Vt € [a,b) igin £(t) < g(©)ise [, f(©) At < [ g(¢) At dir.
W) |1 £(©.9(0) At| < [I1F (0. g0 At < (supeeran| FOI). [ 1g(0)] At dir.
Tanim 2.5.16.

f:T — R bir regressive ve rd-siirekli fonksiyon olmak {izere eg(.,a): T — R iistel

fonksiyonu
x2(t) = px(t), x(a)=1, a€T

baslangi¢-deger probleminin tek ¢6ziimii olarak tanimlanir. Daha agik bir sekilde

tistel fonksiyon ez (., a)
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Z h:OP

$n(2) = {%10;;(1 +hy), k>0

olmak iizere
t
eg(t,a) = exp (fa Eus)(B(s)) As) te T
seklinde tanimlamir. Buradan eg(t, s) = exp ( fst & (B(D) Ar) dir [63].

Ornek 2.5.17.

Ornek 2.1.16°da verilen Cg(Iy, R™) uzay: ||x||z = Supteqr% Bielecki tipi norm

ile bir Banach uzaydir [51].

Teorem 2.5.18. (Bernoulli Esitsizligi)

B € R* olmak iizere B € Rolsun. O zaman V t,s € T igin

ep(t,s) =1+ p(t—s)

dir [63].

Adomian [64], 1988'de bir ayrigtirma yontemi kurmustur. Son zamanlarda bu yéntem
uygulamali matematik ve sonsuz seri ¢oziimlerinde cok ilgi gérmiistiir. Bahsi gecen
yontem birgcok diferansiyel ve integral denklemi ¢6zmek icin etkili bir yontemdir.

Adomian ayristirma yontemi, x(t) ¢oziimiinii seri halinde su sekilde tanimlar:

oo

x(t) = Z %, (1) (2.10)

n=0
veya denk olarak
x(8) = x0(t) + x1(8) + x2(t) + x3(6) + -

dir. Burada n € N, olmak flizere x,(t) bilesenleri tekrarlanarak belirlenecektir.
Tekrarlanan iliskinin kurulabilmesi i¢in, (2.10) ile verilen seri formu asagida verilen,
zaman Olcegi lizerinde ikinci tiirden lineer Fredholm integral denkleminde yerine

yazilmistir.

b
x(t) = h(t) + A] K(t,s)x(s) As (2.11)
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(2.11) denkleminde K(t,s) gekirdek fonksiyon, h(t) bilinen fonksiyon ve x(t)
belirlenecek olan bilinmeyen fonksiyondur. Burada A sifirdan farkli reel bir
parametredir. Bu durumda

Xo(8) + %1 () + %5 (6) + - = h(t) + A [ K(t,9)[x0(6) + %1 () + x,(&) + -] As
esitligine ulasilir. Teorem 2.5.15 (ii)’den

xo(t) = h(t),

x,(t) = Af: K (t,s)xy(s) As,

x,(t) = 2 f;K(t, s)x,(s) As

elde edilir ve bu sekilde diger bilesenler de yazilmaya devam edilirse, bu ifadeye
denk olarak

xo(t) = h(t),
b
x,(t) = Af K(t,s)x,_1(s)As, mneN (2.12)

yazilabilir. Bu durumda (2.12) verildiginde tiim bilesenler belirlenebilir. (2.11) in
seri formundaki ¢6ziimii olan x(t), (2.10) yardimiyla ¢6ziilebilir. Baska bir deyisle,
Adomian ayristirma yontemi Fredholm integral denklemi hesaplanabilir bilesenlerin
belirlenmesine doniistiiriir. Elde edilen seri, (2.11) denkleminin bir ¢oziimii varsa bu

¢ozlime yakinsar.
2.6. Kararhhik Kavramlarn
Tamm 2.6.1. (Ulam-Hyers Kararhhk)

(X, d) bir metrik uzay, C(X,X) X iizerinde tanimli siirekli fonksiyonlarin kiimesi ve
T:C— C bir operatér olsun. Ve>0 ve VteX icin d(y(t), Ty)(t) <¢
esitsizliginin her bir y* ¢6ziimii igin

d(y*(t),x*(t)) <c.e (2.13)
olacak sekilde x(t) = T(x)(t) sabit nokta denkleminin bir x* ¢6ziimi ve ¢ > 0

sabiti varsa, bu sabit nokta denklemi Ulam-Hyers kararliliga sahiptir denir [34].

Burada c sabitine Ulam-Hyers kararlilik sabiti ad1 verilir.
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Tamim 2.6.2. (Ulam-Hyers -Rassias Kararhhk)

(X, d) bir metrik uzay, C(X,X) X tizerinde taniml siirekli fonksiyonlarin kiimesi ve

T:C — C bir operator olsun. ¢: X — [0, o) siirekli bir fonksiyon olmak tizere
diy(©,T®) <e(t) VteX

esitsizliginin herbir y*¢dziimii i¢in

diy*(t),x*(t)) <c.o(t) VteX

olacak sekilde x(t) = T(x)(t) sabit nokta denkleminin bir x* ¢6ziimii ve ¢ > 0
sabiti varsa, bu sabit nokta denklemi Ulam-Hyers-Rassias kararliligina sahiptir denir
[35].

Harder ve Hicks [65], T —kararlilik kavramini asagidaki sekilde tanimlamuistir.
Tanim 2.6.3. ( T —kararhlik)
(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. T doniisiimii yardimiyla elde

edilen {x,} c X dizisi

{xl €X (2.14)

Xn41 = f(T, %), ¥Yn=0

olarak tanimlansin. Burada x; keyfi baslangi¢c noktas1 ve f bir fonksiyondur. {x,}

dizisinin x* € Fix(T) e kuvvetli yakinsadig1 varsayilsin. Keyfi bir {y,} € X i¢in
lim d(ynya, f(T,yn)) = 0= lim y, =x"

olursa {x,} dizisi, T ye gore kararlidir ya da T —kararhdir denir.

Tamim 2.6.4. (Denk Diziler)

(X,d) bir metrik uzay olsun. {x,} ve {y,} dizileri X de iki dizi olsun. Eger

lim d(x,,y,) = 0 ise bu dizilere denk diziler ad1 verilir [66].
n—-oo

Timis [67], Tanim 2.6.3’teki rastgele diziler yerine denk dizileri ele alarak asagidaki

zayif w? —kararlilik kavramini tanitmigtir.
Tamm 2.6.5. (Zayif w? —Kararhlik)

(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X olsun. {x,,} iterasyon dizisi ise (2.14) ile verilsin.
{x,} dizisinin x* € Fix(T) e kuvvetli yakinsadig1 varsayilsin. Eger {x,,} dizisinin

herhangi bir denk dizisi {y,,} € X i¢in
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Tli_r)lgod(yn+1jf(Tryn)) =0= rlll_r}c}o Yo =%X"

saglanirsa {x,} iterasyon dizisi T ye gore zayif w? —kararlidir (weak w? —stable)
denir [67].

Aciklama 2.6.6.

Herhangi bir kararli iterasyon ayni1 zamanda zayif kararli olacaktir, ancak bunun tersi

genellikle dogru degildir [67].

2023 yilinda Calderon ve ark. [68] metrik uzayda (T,S) —kararlilik kavramini

incelemislerdir.
Tanmim 2.6.7. ((T, S) —Kararhhk)

(X, d) bir metrik uzay olsun. T siirekli bir fonksiyon ve x* € Fix(S) olmak iizere
T,S:X — X fonksiyonlar1 verilsin. x; € X baslangi¢ noktas1 ve f bir fonksiyon
olmak tizere {T(x,)} dizisi

T(xp41) = f(T,S, xp), n=12,.. (2.15)

iterasyon metodu ile olusturulsun. {T'(x,)} dizisinin T (x*) e yakinsadig1 varsayilsin.
{T(y)} < X keyfi bir dizi ve ¢, = d(T(yn+1),f(T, S, yn)), n > 1 olarak verilirse
(2.15) ile verilen iterasyon metodu (T, S) —kararlidir ancak ve ancak

lim 2, = 0 & lim T(y) =T(x")

dir.

Sonug 2.6.8.

(T,S) kararhilik taniminda T = I birim doniisim alinirsa Tanim 2.6.3’de verilen

kararlilik kavramina indirgenir.

Simdi (T, S) —kararlilik kavraminin ispatinda kullanilacak bir lemma sunulacaktir.
Lemma 2.6.9.

vn €N igin pyiq < 0p, +q, Kosulunu saglayan negatif olmayan {p,}, {q,}

dizileri ve 0 < 6 < 1 sabiti verilsin. Eger lim g,, = 0 ise 0 zaman lim p,, = 0 olur
n—->oo

n—-oo

[55].
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2.7. Baz1 Genellestirilmis Metrik Uzaylar

Bu kisimda metrik aksiyomlarmin degistirilmesi sonucu elde edilen bazi
genellestirilmis metrik uzay tanmimlarina, Orneklerine ve bazi teoremlere yer

verilmistir.

Metrik  fonksiyonunun en popiiler genellestirmelerinden biri b —metrik
fonksiyonudur. Ilk olarak b —metrik uzay yapis1 Bakhtin’in [69] ¢alismasinda 1989
yilinda gortilmistiir. Fakat Czerwik’in [70] 1993 yilindaki ¢alismalarindan sonra pek
¢ok yazarin dikkatini ¢ekmistir. Czerwik b —metrik uzay yapisinmi asagidaki gibi

ifade etmistir.
Tamm 2.7.1. (b —Metrik Uzaylar)

X # @ kiimesi lizerinde tanimlanan bir dj,: X X X — [0, +0) fonksiyonu V x,y,z €
X ve s>1 sabiti olacak sekilde asagidaki {li¢ sarti saglarsa b —metrik olarak

adlandirilir.

(dp1) dp(x,y) =0 = x =y;

(dp2) dp(x,y) = dp(y, x);

(dp3) dp(x,y) < sldp(x,2) + dp(2,y)]

(X, dp) ¢ifti b —metrik uzayi olarak adlandirilir [70].

Eger s = 1 olarak segilir ise b —metrik fonksiyonu ile metrik fonksiyonu ¢akisir.
Ornek 2.7.2.

[,(0 <p < 1)uzay, [, = {(x,) € R| X7|x,|P < oo} olmak iizere d: [, X [, > R
d(x,y) = (ilan = yalP)VP

seklinde tanimlanan fonksiyon ile bir b —metrik uzayidir [71]. Temel bir

hesaplamayla d(x,z) < 2Y/?P[d(x,y) + d(y,z)] dir. Boylece s =2P >1 elde

edilir.

Uyan 2.7.3.
Metrik fonksiyonu daima siireklidir. Ancak b —metrik fonksiyonu her zaman siirekli

olmak zorunda degildir [72].

1994°te Matthews [73] klasik metrik uzay kavramindan farkli olarak kismi metrik

uzay kavramini ortaya atmistir. Bu yaklasim, herhangi bir noktanin kendisiyle olan
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mesafesinin sifir olmak zorunda olmadig1 bir yapt sunmaktadir. Matthews, bu yeni
kavram dogrultusunda, Banach daralma ilkesinin kismi metrik uzaylar iizerinde de

gecerli oldugunu gostermistir.

Tamim 2.7.4. (Kismi Metrik Uzaylar)

X # @ kiimesi lizerinde tanimlanan bir p: X X X — [0, +o0) fonksiyonu V x,y,z € X
igin

(D) plxy) =pxx) =ply.y) =0 x=y;

(r2) plxx) <plxy);

(»3) px,y) = p(y,x)

@3) p(x2) <ply)+pW,2) - p(y,y)

sartlarin1 saglarsa kismi metrik olarak tanimlanir. (X, p) cifti ise kismi metrik uzay1
(partial metric space) olarak adlandirilir [73].

Uyan 2.7.5.

Her metrik uzay bir kismi metrik uzaydir. Ancak bu ifadenin tersi her zaman dogru

olmayabilir [73].
Tamm 2.7.6. (Metrik Benzeri Uzaylar)

X # @ kiimesi tizerinde tanimlanan bir p: X X X — [0, +0) fonksiyonu V x,y,z € X
olacak sekilde asagidaki ii¢ sarti saglarsa X {izerinde metrik benzeri olarak

adlandirilir.

(kD) plr,y) =0=x=y;

(02) px,y) = p(y,x);

(P3) px,y) < plx,2) +p(z,y).

(X, p) cifti metrik benzeri uzay1 (metric like space) olarak adlandirilir [74].

Klasik metrik doniisiimii ile karsilastirildiginda metrik benzeri doniisiimde (p1)
aksiyomunun tek yonlii olarak saglandigi goriilmektedir. Bu nedenle metrik benzeri

uzaylar, metrik uzaylardan daha genel bir uzaydir.

Ayrica metrik benzeri uzaylar, kismi metrik uzaylarm bir genellemesi olarak

incelenmistir ve liggen esitsizligi su sekildedir.
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p(x,z) < p(x,y) +p(y,2) — p(y, ).
Her kismi metrik uzay, metrik benzeri bir uzaydir fakat tersi dogru degildir. Asagida

bu yargiy1 agiklayan bir 6rnek sunulmustur.

Ornek 2.7.7.

X = {0,1} kiimesi verilsin ve

_(2 x=y=0
plx,y) = {1, diger hallerde

seklinde tanimlansin. O halde (X,p) metrik benzeri bir uzaydir fakat p(0,0) %
p(0,1) oldugundan (X, p) kismi metrik uzay degildir [74].

Tamm 2.7.8. (b —Metrik Benzeri Uzaylar)

X # @ kiimesi {izerinde tanimlanan bir D: X X X — [0, +0) fonksiyonu V x,y,z € X
ve k > 1 sabiti olacak sekilde asagidaki {i¢ sart1 saglarsa b-metrik benzeri olarak

adlandirilir.

(D1) D(x,y) =0=>x=y;

(D2) D(x,y) =D(y,x);

(D3) D(x,y) <k[D(x,z) + D(z,y)].

(X, D) gifti b —metrik benzeri uzay1 (b —metric like space) olarak adlandirilir [18].

Istisnai olarak k = 1 sabiti ile her b — metrik benzeri uzay, metrik benzeri bir uzay
olusturur. Ote yandan ayni parametre ile her b —metrik uzay, b — metrik benzeri
uzaydir. Dolayisiyla b — metrik benzeri uzayi, b —metrik, metrik benzeri ve kismi
metrik uzaylardan daha genel bir uzaydir. Fakat bu durumun tersi genelde dogru
degildir.

Ornek 2.7.9.

X =[0,00) olsun. D:X XX —[0,00) fonksiyonu D(x,y) = (x+7y)? ile
tanimlansin. O zaman (X, D) ¢ifti k = 2 sabiti ile bir b —metrik benzeri uzaydir.
Gergekten, V x,y,z € X igin

Dx,y)=(x+y)?<(x+z+z+y)?=x+2?+Z+y)?+2(x+2)(z+7y)

<2[(x+2)*+ (z+v)?*] =2[D(x,2) + D(z,y)]
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elde edilir. Boylece (D3) saglanir. Diger iki sartin saglandigi asikardir. Agikga,
(X, D) b —metrik veya metrik benzeri uzay degildir [18].

Simdi b —metrik benzeri uzay tizerindeki topoloji verilecektir. (X,D) b —metrik

benzeri bir uzay olsun. Bu durumda x € X merkezli e > 0 yarigapl agik yuvari
Bp(x,e) ={y € X||ID(x,y) — D(x,x)| < €}
seklinde tanimlanir. X {izerindeki tiim agik yuvarlarin ailesi 7, b —metrik benzeri

i¢in bir topoloji olusturur.

Aciklama 2.7.10.
b —metrik benzeri fonksiyonu her zaman siirekli olmak zorunda degildir. Bu ¢aligma

boyunca b —metrik benzeri fonksiyonunun siirekli oldugu kabul edilmistir.
Asagida b —metrik benzeri uzaylar ilgili bazi tanimlar sunulmustur.
Tanim 2.7.11.
(X,D) b —metrik benzeri uzay, {x,}, X de bir dizi ve x € X olsun.
(i) Tlll_r)lgo D(xp,x) = Tlll—l;lgo D(x,x) ise {x,} yakinsak dizidir ve
ml}lrgoo D ( x, x,,) mevcut ve sonlu ise {x,} bir Cauchy dizisidir.
(i)  X’deki her {x,} Cauchy dizisi igin ml}lrilooD(xm,xn) = Tlll—>n030 D(x,x) =

lim D(x,, x) olacak sekilde x € X varsa (X, D) tam uzaydir denir.
n—-oo

Aciklama 2.7.12.

Bir b —metrik benzeri uzayda yakinsak dizinin limiti genelde tek degildir. Ancak
(X,D) tam b —metrik benzeri uzayda {x,} dizisi ml}lrgooD(xm,xn) = 0 olacak
sekilde bir Cauchy dizisi ise o zaman limit tektir. Nitekim bdyle bir durumda x,, —

x (D(xy,x) = D(x,x)), n-—ooiseD(x,x)=0olur.

2009 yilinda Beiranvand ve ark. [75] metrik uzaylarda dizisel yakinsak dontigiim
kavramini tanimladi. Bunu takiben bir¢ok arastirmaci bu kavram {izerinde
calismistir. Bu ¢aligmalardan hareketle b —metrik benzeri uzayda dizisel yakinsaklik

kavrami asagidaki gibi tanimlanmaistir.
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Tamm 2.7.13. (Dizisel Yakinsakhk)

(X, D) b —metrik benzeri uzay ve T: X — X bir doniistim olsun. Her {x,,} dizisi i¢in
{T(x,)} yakinsak oldugunda {x,} dizisi de yakinsak ise bu durumda T doniisiimiine

dizisel yakinsaktir denir.
Lemma 2.7.14.

(X,D) b —metrik benzeri uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. T doniisiimii x € X
de siirekli ise, o zaman x, — x sartin1 saglayan X deki her {x,} dizisi i¢in T (x,) —

T (x) dir. Yani,

lim D(T(x,), T(x) = lim D(TG), T()

dir [76, Lemma 1.10].

Metrik uzaylarda verilen (T,S) —kararlilik tanimi b —metrik benzeri uzaylar igin
asagidaki gibi tanimlanmugtir.

Tamm 2.7.15.

X bir b —metrik benzeri uzay, T,S:X — X iki doniisiim ve x* € Fix(S) olsun. x; €
X basglangi¢ noktasi ve f bir fonksiyon olmak tizere {T (x,)} dizisi

T(xns1) = f(T,S,x,), n=12,.. (2.16)

iterasyon metodu ile olusturulsun. {T'(x,,)} dizisinin T (x*) e yakinsadig1 varsayilsin.
{T(y)} < X keyfi bir dizi ve &, = D(T (Yns1), f(T,S,¥2)), n =1 olarak verilirse

(2.16) ile verilen iterasyon metodu (T, S) —kararlidir ancak ve ancak
lime, =0 lim T(y,) =T(x")
n—-oo

n—->oo

dir.
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3. ZAMAN OLCEGiI UZERINDEKi VOLTERRA INTEGRAL
DENKLEMLERININ KARARLILIK SONUCLARI

Bu boliimde elde edilen sonuglar (bak. [77]), Maltepe Journal of Mathematics

dergisinde makale olarak yayimlanmistir.

3.1. Ulam-Hyers ve Ulam-Hyers-Rassias Kararhilik Teoremleri

Bu boliimde ilk olarak zaman 6lgegi tizerinde verilen
x(t) = f(t) + fatK(t, s, x(a(s)))As, ts€lp=[ao)NT

Volterra integral denklemi

t
x(t) =f()+ f K(t, s,x(s),x(a(s)))As t,s€lr=[a,0)NT 3.1)

a

olarak genellestirildi ve (3.1) denkleminin Ulam-Hyers ile Ulam-Hyers-Rassias
kararlhiliklarina sahip oldugu ispatlandi. Burada x: I — R™ bilinmeyen fonksiyon,

fily > R*ve K: I X It X R® X R™ - R" lineer olmayan fonksiyonlardir.
Teorem 3.1.1.

f fonksiyonu siirekli ve K fonksiyonu 2. degiskene goére rd-siirekli diger
degiskenlerine gore siirekli olsun. Ly, L,: Iy = R rd-siirekli  fonksiyonlar,
supserplL2(u(s)l =r <1, 1<y <r~tve B(s) = W olsun. Ustelik K
fonksiyonu s<t ve p,qbq€R" igin |K(ts,pq)—K(ts,pq)l <
Li(S)lp =Pl + Ly()lq = Gl ve m = supyeiy o |£(0) + [ K(t,5,0,0)As] < o
esitsizliklerini saglasin. O halde (3.1) integral denklemi Ulam-Hyers-Rassias

kararliliga sahiptir, yani 1 € Cg(I, [0, o0)) olmak iizere

|x(t) —f(t)—f; K(t,s,x(s),x(a(s)))As|
eg(t,a)

SUPtery = |lx = Fxllg < ¢(0) (3.2)

esitsizligini saglayan her x € Cg(Iy, R™) igin F(xo) = xo Ve ||x — xollg < c.9(t)

olacak sekilde bir x, € Cg (I, R™) elemam vardr.



Ispat.
[78]’deki Teorem 1°den (3.1) denkleminin
[Fx](t) = f(t) + fatK(t, s,x(s),x(a(s)))As

olmak iizere F(x,) = x, olacak sekilde tek bir x, € Cg (I, R") ¢dziimii vardir. Yine

bu teoremden
1
IFx = Fyllg <= llx = ylig
dir. O halde
llx — xollg < llx — Fxllg + [IFx — xollg
1
<P +3 I = xoll

olur. Buradan
(1=2)llx = xollg < $(©)

14 B =

1 -1

bulunur. Boylece ¢ = (1 - ;) olmak iizere
lIx — xollp < c.9p(2)
esitsizligi elde edilir.
Sonug¢ 3.1.2.

Teorem 3.1.1 in sartlar1 altinda 1 fonksiyonu sabit fonksiyon olarak alinirsa, o halde

(3.1) denklemi Ulam-Hyers kararliliga sahiptir.

Ikinci olarak zaman dlgegi iizerinde
x(®) = f(O) + [ Kt )x(s)ds  ts€lp=[ab]NT

olarak verilen homojen olmayan Volterra integral denklemi genellestirilerek Ulam-
Hyers ve Ulam-Hyers-Rassias kararliliklarina sahip oldugu ispatlandi. Bu kisimda

ele alinan Volterra integral denklemi

x(t) =f()+ /'lj K(t,s)x(s)As tely=[ab]NT (3.3)
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seklindedir. Burada A € R\{0}, f € C.q(I,R), K € Crq(I X IT,R) ve x:Ip —

R bilinmeyen fonksiyondur.
Teorem 3.1.3.

(3.3) ile verilen integral denklem Ulam-Hyers-Rassias kararliliga sahiptir, yani ¢ €

Crq(r,R) fonksiyonu bazi w € C,4(IT, [0, )) i¢in
W) = F©) = 2 [, K@t )p()hs| < w(®),  Vtelk

sartin1 saglasin. Burada V t, s € Iy icin fatw(s)As < Pw(t) ve |K(t,s)| < M olacak
sekilde |AMP| < 1 ile P, M sabitleri vardir. Oyleyse (3.3) denkleminin bazi ¢ > 0
i¢in

[W(@) — ()] < c.w(0)

sartin1 saglayan bir ¢ € C,q (I, R) ¢6ziimii vardir.

Ispat.

t € Iy igin Yo (t) = Y(t) olmak lizere asagidaki iterasyon semasi goz oniine alinsin.

U (E) = () + A f K(t, )1 (s)As, n=123,.. (3.4)

Burada {y,(t)},ey dizisinin (3.3) integral denkleminin tek bir ¢oziimiine diizgiin

yakinsadigi ispatlanacaktir. ¥, (t) dizisi teleskopik toplam olarak

Yn () = Yo(t) + Xiz1[¥i(6) — i1 (D]

yazilabilir. Boylece

lim (6 = o(0) + D () =1 (O], Vel (3:5)

elde edilir. Matematiksel tiimevarimla herbir n € N ve Vt € It i¢in asagidaki
esitsizligin saglandigini gérmek kolaydir.
[¥n(8) = Y1 (O] < AMP)" (1) (3.6)

n=1i¢in |P;(t) —Y(t)| < w(t) olur. Boylece n =1 igin (3.6) esitsizliginin
dogru oldugu sodylenir. Bu esitsizligin n = k > 1 i¢in dogrulugu kabul edilsin. O
halde
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Vi1 (O = PO < ALK )] Wi (s) — Premr (5)|As
< AM [[(AMP)*~* w(s)As
< (AMP)*w(t)

elde edilir. Boylece (3.6) nin n = k + 1 igin de dogru oldugu goriiliir. Bu durum ise

vn =1 i¢in (3.6) esitsizliginin dogru oldugunu gosterir. Bu sonugtan yola ¢ikarak

1Y) =i (O] < AMP) () ve X2 (AMP)lw(t) =

Weierstrass M-testi uygulanarak Y72 ,[y;(t) —¥;_1(t)] sonsuz serisinin t € I} ye

w(t)
1-AMP

yazilabilir.

diizgiin yakinsadigi goriiliir. Nitekim, (3.5)” ten {i,(t)}nen dizisinin Iy iizerinde
bazi @(t) € C,.q(I1, R) elemanina diizgiin yakinsadigi soylenir. Simdi dizinin limiti

@(t) nin (3.3) iin bir ¢oziimii oldugu gosterilsin. Her t € I ve herbir n = 1 i¢in

| Kt ) ()As = [L Kt $)p(s)As| < M [{1(s) = @(s)]As

elde edilir. n - oo iken limit alinirsa yukaridaki esitsizligin sag tarafi sifira yakinsar

ve boylece
lim fatK(t, )P, (s)As = f;K(t, s)@(s)As, Vt € Iy
n—oo

olur. (3.4) iin her iki tarafindan limit alinirsa ¢(t) nin (3.3) iin bir ¢6ziimii oldugu
goriiliir. Bu durumda |y (t) — @(t)| < w(t) olacak sekilde bir N € Z* vardir.
Boylece

1Y) — O] < [Y (@) —Yn (O] + [Pn(8) — (D)
< Y@ = Y1 (O] + [1(0) = (O] + - + [Yy-1(O) — Yn (O]
+Yn () — @)l
< T (® = i) + Y () — 9 (0
< T AMP) () + [Pn (8) — @)

< YN . (AMP)1w(t) + w(t)

1
1-AMP

< w(t)
1-AMP

+ () = (1 + )w(t) = c.o(t)

elde edilir. Bu ise (3.3) denkleminin Ulam-Hyers-Rassias kararliliga sahip oldugunu

gosterir.
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Sonug¢ 3.1.4.

Teorem 3.1.3 iin sartlar1 altinda, w fonksiyonu sabit fonksiyon olarak alinirsa, o

halde (3.3) denklemi Ulam-Hyers kararliliga sahiptir.

Uciincii olarak

x)=f®)+e (f;K(t, s,x(s))ds ), t € [a,b]

ile verilen integral denklem zaman 6lgegine genellestirilerck Ulam-Hyers-Rassias ve
Ulam-Hyers kararliliklarina sahip oldugu gosterildi. G6z Oniine alinan Volterra

integral denklem

t

x(t)=ft)+¢ fK(t, s,x(s))As |, tely=[a,bln T (3.7)

a

seklinde olup bu denklemde f:Iy - R" K:Ip X Iy X R®* - R" bilinen
fonksiyonlar, x: Iy — R™ bilinmeyen fonksiyon ve ¢ ise Iy iizerinde bir sinirli

lineer operatdrdiir.
Teorem 3.1.5.

f fonksiyonu siirekli ve K fonksiyonu 2. degiskene gore rd-siirekli diger
degiskenlerine gore siirekli olsun. Ayrica L: Iy = R rd-siirekli fonksiyon, y > 1 ve

y > ||@|| olmak tlizere S(s) = L(s) y olsun. Eger s < t ve p,q € R" igin

|K(t!S!p) - K(t,S,CI)l < L(S)lp - CI|

ve

m= suptewﬁ f)+o (fatK(t, s, O)As)| < o

ise 0 zaman (3.7) integral denklemi tek bir x € Cg (I, R™) ¢dziimiine sahiptir.
Ispat.
Cp (Ir, R™) Banach uzayinda

t

[Fx](t) =f(t) + ¢ f[((t, s,x(s))As (3.8)

a
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ile verilen bir F: Cg(I7, R™) - Cp (I, R™) operatdrii tanimlansin. F nin sabit noktasi
(3.7) nin ¢oziimii olacaktir. Dolayisiyla F(x) = x olacak sekilde tek bir x

¢ozlimiiniin var oldugu ispat edilecektir. Keyfi u, v € Cg(Iy, R") i¢in

[[Ful(®)—[Fv](®)|

IFu — Fvllg = supies, ep(t,a)

(% (fat[K(t, s,u(s)) — K(t,s,v(s))]As )|

1
= SUPtery —eﬁ(t’a)

1 t
< SuPeety i 1011 LES)uls) = v(s)1as

[u(s)—v(s)| As

eg(s,a)

1 t
= |lollsupier, mfa L(s)eg (s, a)

1t
< llellllu — vl gsuptes, mfa L(s)eg(s,a)As

||<P||
lu = vllgsupeer, 7= (ta)f B(s)eg(s,a)As
”(p” lu—v|lgsu —f eb(s,a) As
||<P|| llu — vl psup 1— 1
B telT e[;(t,a)
||<P||

lu—vllg

olur. Simdi F: Cg(I1,R™) —» Cz(Iy, R"™) oldugu gosterilecektir. x € Cg(ly, R™)

elemani verilsin. (3.8) ifadesinde norm alinirsa

IFxllg = IFx — FO + FO|| 3 < ||[Fx — FOl| g + [|FO| 5

I
<2V lgll +m < oo

||<p||

elde edilir. < 1 oldugu igin F: Cg(Iy, R"™) > Cz(It, R™) operatdriiniin daralma

operatorii oldugu goriiliir ve Banach sabit nokta teoremi uygulanirsa F tek bir x sabit

noktasina sahip olur.
Teorem 3.1.6.

Teorem 3.1.5’in tim kosullar1 gegerli olsun. (3.8) ile tanimlanan F € C,4(I3, R™)
operatdriinde F(x) = x denklemi Ulam-Hyers-Rassias kararliliga sahiptir, yani i €

Crq(IT,[0,0)) fonksiyonu ve ||x — Fx|lz <(t) sartim saglayan her x €
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Cra(p, R™) icin  F(xp) = xo Ve ||x — x0llg < c.¥(t) olacak sekilde tek bir x, €
Cyq (I, R™) vardir.

Ispat.

Teorem 3.1.5’ten F(x,) = x, olacak sekilde bir tek x5 € Cpq(I3, R™) vardir. Bu

durumda

llx = xollp < llx = Fxllg + [|Fx — xoll
< Y(0) + IFx = xollg

x—xo”ﬁ

< yp@®+ | lloll

-1
yazilir. Boylece C = [1 — ”;:;”] olmak iizere ||x — xo||z < c.1(¢) elde edilir.

Sonug 3.1.7.

(i) y fonksiyonu sabit fonksiyon olarak alinirsa, (3.7) denkleminin Ulam-Hyers
kararliliga sahip oldugu sonucuna ulasilir.
(ii) ¥ sabit bir fonksiyon olarak alinirsa ve (C([a, b], R), ||. ||) tam metrik uzay1

g0z Oniine alinirsa [43] deki Teorem 4.1 elde edilir.

Ornek 3.1.8.

x(t)=tt+ ¢ (fat(s + 0(s)) [x(s)* + 1]%As), at€l, a=0

Volterra integral denklemi g6z 6niine alinsin. Bu integral denklem keyfi bir T zaman

o6lgegi icin tek bir sabit noktaya sahiptir ve Ulam-Hyers-Rassias kararliliga sahiptir.

Coziim.

1
Teorem 3.1.5 kullanilirsa ve K(t,s,p) = (s + o(s))[p? + 1]z nin her yerde p’ye

gore sinirl bir kismi tlirevi oldugu gergeginden yararlanilirsa

IK(t,5,p) = K(t,5,9)] = | (s + 0()[p? + 112 = (s + 0(s))[g? + 112

T
1

[r2+1]2

< (s + a(s))sup,er lp —ql

<(s+0a(s)lp—ql
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elde edilir. Burada ortalama deger teoremi kullanilmistir. Boylece L(s) = s + a(s)
olur. y=2 ve ||l =§ secimleri i¢in B(s) = 2(s + o(s)) oldugu gériiliir.
Bernoulli Esitsizligi kullanilarak eg(t,a) = 1 + t? — a? elde edilir. Buradan m < oo
kosulu saglanir. Dolayisiyla Teorem 3.1.5’ten verilen integral denklemin tek bir
¢oziime sahip oldugu goriiliir.

Y(t) negatif olmayan fonksiyon olmak {iizere ||x — Fx|lz < (t) esitsizligini
saglayan bir x € Cg(Iy, R") mevcutsa, Teorem 3.1.6’dan F(x,) = xo Ve |[x —

Xollg < glp(t) olacak sekilde bir tek x, vardir. Boylece verilen integral denklem

Ulam-Hyers-Rassias kararliliga sahiptir.

Bu boliimde son olarak zaman 6l¢egi tizerinde

x(t) = f (6,2(8), x(0(©)), [} K(t, 5, x(s), x(0(s)) As ) t€[0,0)NT (3.9)

ile verilen Volterra integral denkleminin Ulam-Hyers-Rassias kararliliga sahip

oldugu gosterilmistir.
Teorem 3.1.9.

f fonksiyonu siirekli ve K fonksiyonu 2. degiskene gore rd-siirekli diger
degiskenlerine gore sitirekli olsun. L, L,: Iy = R rd-siirekli  fonksiyonlar,

Supsery L1 (SHu(s)] = g < 0, supsery L2 (Hu(s) =7 <1, 1<y <r~*ve f(s) =

[L1(s)+L2(s)]y
1-ry

olsun. Ustelik M (1 + i_z)): + )1/) < 1 olmak iizere ve s < t igin

lf(t,x,x",x") = f(t,%,x",x")| < M(|x — x| + [x" = %"| + |x" —x"])

|K(t,s,x,x) — K(t,s,x",x")| < L;(s)|x —x'| + Ly(s)|x — x'| ve

m = Suprery s |f (£,0,0, [ K(t,5,0,0)a5)| < o0

sartlar1 saglansin. O halde (3.9) integral denklemi Ulam-Hyers-Rassias kararliliga
sahiptir, yani ¥ € Cg(I, [0, )) olmak iizere

|x(@)—F (£x(0)x(a (D), f, K (t5,%(5),x(a(5))As )|
eg(t,a)

SUDtery = |lx = Fx|lg < ¢(t)

sartin1 saglayan her x € Cg(IT, R") igin F(xp) = xq Ve [[x — xo|lz < c.(t) olacak
sekilde tek bir xo € Cg (I, R™) vardir.
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Ispat.

[79]’daki Teorem 3.1°den (3.9) denkleminin

[Fx](t) = f (t,x(t),x(a(t)), fatK(t, s,x(s),x(a(s)) As)

olmak iizere F(x,) = x, olacak sekilde tek bir xo € Cp(Iy, R™) ¢6ziimii vardir. Yine

bu teoremden

1+ 1
IFz = Fyllp < M (1 4+ 72+ 2) llx = xoll

dir. Bu sebeple

llx = xollp < llx = Fxllg + [[Fx = Fxollg

1+ 1
< YO+ M(1+EL+2) llx - xoll

-1
yazilabilir. Bdylece ¢ = (1 -M (1 + i:: + i)) olmak flizere |[[x — xollp <

c. Y (t) esitsizligi saglanir.
Aciklama 3.1.10.

Teorem 3.1.9 da ¥ (t) = € segilirse [79] daki Teorem 3.3 elde edilir.
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4. ZAMAN OLCEGi UZERINDEKi INTEGRAL DENKLEMLERE
UYGULAMALARI ILE b -METRIK BENZERiI UZAYLARDA
T —PICARD ITERASYONU ICIN SABIT NOKTA VE KARARLILIK
SONUCLARI

Bu bolimde elde edilen sonuglar (bak. [80]), AIMS Mathematics dergisinde

yayimlanmistir.

4.1. Sabit Nokta Sonuglari

Ik olarak T —ortalama genislemeyen doniisiim olan ancak ortalama genislemeyen

doniigiim olmayan bir 6rnek sunulmustur.

Ornek 4.1.1.

X =1[0,1]ve Vx,y € X igin D(x,y) = (max {x,y})? olsun. O zaman (X, D) ikilisi
k = 2 sabiti ile bir b —metrik benzeri uzaydir. T,S: X — X doniistimleri asagidaki

gibi tanimlansin:

3x
T(X) — {?; X € [0’1)
0, x=1

S(x) = {(1) ,f

a =0vef =1alnsin. Budurumda V x,y € X icin

D (T(5G0)), T(S®))) =0 < aD(T(x), T(»)) + D (T, T(S)))

elde edilir. O halde S doniisiimii T —ortalama genislemeyen doniisiimdiir. Ancak S
doniistimii ortalama genislemeyen doniisiim degildir. Bunu gostermek i¢in x = 0 ve

y = 1 alinirsa
D(S(x),S(»)) =1>0=0.1+1.0=aD(x,y) + 8D(x,S(¥))

elde edilir. Boylece S doniisiimiiniin ortalama genislemeyen doniisiim olmadigi

goriiliir.



Genislemeyen doniigiimlerde sabit noktanin tek olmasi gerekmez. Fakat asagida
b —metrik benzeri uzaylarda T —ortalama genislemeyen dontisiimiin sabit noktasinin

tek oldugu gosterilmistir.
Teorem 4.1.2.

(X,D) bir tam b-metrik benzeri uzay ve T:X — X siirekli, birebir ve dizisel
yakinsak bir doniistim olsun. S: X — X donistimi k(a + 28k) < 1 ile T —ortalama
genislemeyen donilisim ise o zaman S tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica x* €
Fix(S) olmak tizere (2.1) ile tamimlanan { T (x,,)} dizisi T(x*) noktasmna kuvvetli

yakinsar.

Ispat.

(2.1), (2.3) ve (D3) kullanilarak

D(T (1), T () = D(T(S(xn)), T(SGn-1)) )

< a D(T (), T(nor)) + BD(T (), T(SGtn—r)) )

a D(T(xp), T(xtn-1)) + BD(T (), T(xn))

< aD(T(x,), T(xn-1)) + Bk[D(T(x), T (xn-1)) + D(T (1), T (x))]

= (a + 2Bk) D(T (xn), T (xp-1)) (4.1)
elde edilir. Ayrica

D(T (%), T(xn-1)) = D(T(S(xn-1)), T(S(xn-2)) )

< aD(T(xp-1), T(xXn_2)) + BD(T (1), T(S(xp_2)) )

= aD(T(n-1), T(tn-2)) + BD(T(xp-1), T(¥p-1))

< aD(T(xp_1), T(xn_2)) + Bk[D(T (xp_1), T(xn_2)) + D(T(xn_2), T(xn_1))]

= (a +2pk) D(T(xp-1), T (xp-5)) (4.2)
elde edilir. (4.2) deki ifade (4.1) deki esitsizlikte yerine konulursa,

D(T (ns1), T(x)) < (@ + 28k)% D(T(xp-1), T (Xn—2))

oldugu goriiliir ve tlimevarimsal olarak

D(T(xp41), T(x)) < (a+ 2BK)"" D(T(x;), T(x1)) (4.3)
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yazilabilir. Ustelik, n > m i¢in
D(T (), T(xn)) < k[D(T (), T (1)) + D(T (man), T ()|

< k D(T (), T(xme1)) + K2 [D(T(tme1), T (msa)) + D(T (ins2), T(xn))]

< kD(T (xp), T(my1)) + k2 D(T ey 1), T (tmyz)) + -+
+k™ D (T (xp—2), T(Xn-1)) + kK"™D(T (x—1), T (x1)) (4.4)
esitsizligine ulasilir. Ayrica (4.3) ve (4.4) esitsizlikleri yardimi ile
D(T Gem), T(xn))
< [k(a +2Bk)™ 1 + k?(a + 2Bk)™ + k3(a + 28k)™* ! + -

+k"(a + 28k)" 21D (T (x,), T(x1))

k(a + 2Bk)™ 1 + k(a + 28k) + (k(a + 28K))" + -

n-m-1

+(k(a + 28k)) 1D(T (x3), T (x1))

k(a+2pK)™ 1
= 1-k(a+2Bk)

D(T(x;),T(x1))

sonucuna ulagilir. Bu ise nlr}lriloo D(T (%), T(x,)) = 0 olmasi gerektigi anlamina
gelir yani {T (x,,)} Cauchy dizisidir. (X, D) tam b — metrik benzeri uzay oldugundan
lim D(T(xn),$0) = D($0,$0) =0 (4.5)

olacak sekilde &, € X vardir. T doniisimii dizisel yakmsak ve {T(x,)} dizisi

yakinsak oldugu i¢in {x,,} dizisi de yakinsaktir. Boylece

lim D(x,,x*) = D(x*, x*) (4.6)
n—->oo

olacak sekilde bir x* € X vardir. T doniisiimii siirekli bir doniisiim oldugundan,

Lemma 2.7.11 ve (4.6) yardimiyla

lim D(T(x,), T(x*)) = D(T(x*), T(x")) (4.7)

yazilabilir. Bu durumda (4.5) ve (4.7) kullanilarak T(x*) = &, elde edilir. Boylece

D (T(S(x*)),T(x*))
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< k|D(T(5(x"), T(5Cen))) + D (T(SGe), TGY)]

<k [ a D(T(x"), T(xy)) + BD (T(x*),T(S(xn)))] +k [D (T(S(xn)), T(x*))]

= kaD(T(x"), T(xn)) + k(B + DD(T(x"), T(Xn4+1))

-0 (n » o iken)

olur. Bu sebeple D (T(S(x*)),T(x*)) =0 olur ki bu ifade T(S(x")) =T(x")
esitligini gerektirir. T doniisiimii bire-bir doniisiim oldugundan S(x*) = x* yazilir.
Boylece x*, S doniisiimiiniin bir sabit noktasi olur. Bu sabit noktanin tek oldugunu

gostermek icin x* # &*olacak sekilde bir baska sabit noktanin var oldugu varsayilsin.

Yani S(x*) = x* ve S(¢*) = &* dir. Bu nedenle
D(T(), T(EM) =D (T(S(x"), T(5¢"))

< aD(T(x),TEM) + B0 (TG, T(SEM))
= (a+pAD(T(x), TEM)

olup buradan

(1= (a+PR)D(T(x"),T(E)) <0
esitsizligi yazilir. k(a + 2fk) < 1 ve k = 1 oldugundan a + 8 < 1 bulunur. Sonug
olarak D(T(x*),T(E*)) =0 elde edilir. Buradan T(x*) = T(¢*) olur. T

donligiimiinlin  bire-bir olma o6zelliginden x* = &* sonucuna ulasilir. Bu ise S

doniislimiiniin sabit noktasinin tek oldugunu gosterir.

Agiklama 4.1.3.
Teorem 4.1.2, [27]’deki Teorem 2.3’iin metrik uzaydan b — metrik benzeri uzaya bir

genislemesidir.
Teorem 4.1.2°de T = I birim doniisiim olarak secilirse literatlirde yeni olan asagidaki

sonuca ulagilir.

Sonug 4.1.4.
(X, D) bir tam b-metrik benzeri uzay ve S: X — X donisimii k(a + 2Bk) < 1 ile

ortalama genislemeyen doniisiim ise o zaman S tek bir sabit noktaya sahiptir.
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Teorem 4.1.2 ve Sonug 4.1.4°te k = 1 olarak alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.1.5.
(X, p) bir tam metrik benzeri uzay olsun.

(i) T:X - X siirekli, birebir ve dizisel yakinsak bir doniisim ve S: X = X a +
2 < 1 ile T —ortalama genislemeyen doniisiim ise o zaman S tek bir sabit
noktaya sahiptir.

(if) S: X = X donisimii « + 28 < 1 ile ortalama genislemeyen doniisim ise o

zaman S tek bir sabit noktaya sahiptir.

4.2. (T,S) —Kararhhk Sonucu

Bu bolimde Tanmim 2.7.15 ile verilen b —metrik benzeri uzaylardaki

(T, S) —kararlhilik tanimi1 kullanilarak asagidaki sonug verilmistir.
Teorem 4.2.1.

Teorem 4.1.2°nin tiim sartlar1 saglansin. Bu durumda (2.1) ile tanimlanan {T(x,, )}

dizisi (T, S) —kararhdir.
ispat.
{T(£,)} dizisi X"de keyfi bir dizi ve p, = D (T(§41), T(S(€,))) olsun. lim p, = 0
oldugu varsayilsmn. (2.3) ve (D3)’ten
D(T(Enen) TG) < ke [DTGnia), T(SER) + D (T(SE), T(x))|

= k [D(T (), T(S(En)) + D (T(S(E)), T(SGx))]

< kpn + k(a + F)D(T(E), T(x")
yazilabilir. lim p,, = 0 oldugundan Lemma 2.6.9 yardimiyla lim T(&,) = T(x*)
n—-oo n—-oo

elde edilir.

Diger taraftan, lim D(T(En+1),T(x*)) =0 olsun. O zaman tekrar ayn1 lemma
n—-oo

kullanilarak n — oo iken

pn =D (T(€n+1): T(S(fn)))

< kDTG, T6D) +0 (TG, T(56))
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= k[D(T(&nsa) T() + D (T(SED). T(Sx))|
<k D(T(§nan), T(x)) + k(e + BID(T (), T(x7))

-0

bulunur. Boylece (2.1) ile tanimlanan {T (x, )} dizisi (T,S) —kararlidir sonucuna

ulagilir.

4.3. Zaman Olcegi Uzerindeki Integral Denklemlere Uygulamalar

Bu boliimde ilk olarak zaman 6lgegi tizerinde

b
x(t) = AJ K(t,s) f(s,x(s))As, t € [a,bly = [a,b]NT (4.8)

seklinde verilen ikinci tiir homojen Fredholm-Hammerstein integral denklemler
kullanilarak bir uygulama yapilmistir. Burada f:[a, bl X R - R ve K:[a, b]t X
[a, b]T = R bilinen fonksiyonlar, x: [a, b]y = R bilinmeyen fonksiyon ve 1 € R —
{0} bir parametredir. Ayrica f fonksiyonu siirekli ve x’e gore lineer olmayan bir

fonksiyondur.
Asagidaki teorem V x,y € C([a, b]t) olmak tizere
D(x,y) = subeefapl; (1X(O)] + [y(©))?

ile donatilan C([a,b]y, R) tam b —metrik benzeri bir uzayda (4.8) integral

denkleminin ¢6ziimiiniin varhigini ve tekligini géstermektedir.

Teorem 4.3.1

K ve f fonksiyonlari [a, b] lizerinde A-integrallenebilen fonksiyonlar olmak tizere

(4.8) denklemi verilsin. L € (0 ) bir sabit olmak iizere

1
' 222(b—a)

b
SUDtelably sz(t,s)As <L (4.9)

a
ve Vx,y € C([a, b)) igin

(Jut, x@O)] + lut,y®)D* < (x®O] + ly®OD? (4.10)
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sartlar1 saglansin. O halde (4.8) lineer olmayan Fredholm-Hammerstein integral

denklemi C([a, b]t, R) de tek bir ¢6ziime sahiptir.

ispat.

T ile S fonksiyonlari t € [a, b]t olmak tizere
2

T(x(®)) = Zx(t)

ve

S(x@®) = Af: K(ts) f(s,x(s))As,

seklinde tanimlansin. K ve f fonksiyonlart A —integrallenebilen fonksiyonlar
oldugundan o halde S fonksiyonu ag¢ik¢a C([a,b]y,R) de kendi iizerine olan
fonksiyondur, yani S: C([a, b]t,R) — C([a, b]lt, R) dir. Lemma 2.5.14’teki Cauchy-
Schwarz esitsizligi, Teorem 2.5.15 ve (4.10) yardimiyla Vx,y € C([a, b]t, R) i¢in

(IT(SG@))| + [T(SEN)])”

= (|2 12 Kt (s x()5] + [ 17 K 6,5) £ (5,2652)as])

42

< —
9

f:ll((t, I |f (s, x(s))|As + f;lK(t, s)]. |f(s,y(s))|As)2

2 (KL (F(s,x)] + [F(s,v()))as)’
< %(f; K?(t,s) AS) (f;(|f(s,x(s))| + |f(s,y(s))|)2As)
= %(f: K2(t,s) AS) (f:(lx(s)l + |y(s)|)2As)

2

<22 sup cefapy ([ K2(6,5) As) (b — @)supeefap), (1X(O)] + [y(O))?

yazilabilir ki bu durumda

T (s))|+ | (s6®)])

< 2= sup cefaply (J, K2(6,5) As) (b — @)supeea,y, (1x(O)] + ly(©)])?

supefa iy (|7

elde edilir. (4.9) den yararlanarak
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7 (s(x®))| + |7 (sG®))|) < ZLeb - D)

SUPe[a,blr (

esitsizligine ulasilir. Bu esitsizlikte A2L(b — a) = a olarak yazilirsa
D (T(5G)),T(S®)) < ab(T(), T(»)) < aD(T @), T(»)) + BD(T(x), T(S()))

bulunur. L < 2/12;_‘1) oldugundan a < % dir. Oyleyse a < % ve B =0 yani 2(a +

(b
4B8) <1 iken C([a,b]lt, R) tizerinde S donisimi T —ortalama genislemeyen
doniistimdiir. Diger yandan T doniisiimiiniin siirekli, bire-bir ve dizisel yakinsak

oldugu aciktir. Bu nedenle Teorem 4.1.2°nin tiim sartlar1 saglanmaktadir ve boylece

1

S bir tek sabit noktaya sahiptir, yani |1| < T

igin (4.8) integral denklemi bir
tek ¢coziime sahiptir.

Bu kisimda Teorem 4.3.1°1 agiklayan bir 6rnek sunulmustur.

Ornek 4.3.2.
T = Z olarak verilsin.

x(t) = )l](s + a(s))%As, vt € [0,4]7 (4.11)
0

ile verilen integral denkleminde K(t,s) =s+ d(s), Vx € C([0,4]p, R) igin

f(t,x(t)) = 1:}52))2 ve Vt € Zigin o(s) = t + 1 dir. Cauchy integral tanimindan

4

JKz(t, s)As = J(Zs + 1)%As
0

0
= [, (4s% + 4s + 1)As
=Y3_o(4s?2+4s+1)
= 84

elde edilir. O halde L = 84 olmak lizere (4.9) sart1 saglanir. Diger yandan

Uf@&xO)+1F YO = (| Fha] + ) < (@1 + Iy©D?

| y@®)
1+(y()?

yazilir. Bu ise (4.10) sartinin saglandigini gosterir. Teorem 4.3.1 den, L < $ icin

(4.11) ile verilen integral denklemin tek bir ¢dziime sahip oldugu sdylenir. Bu
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durumda |1] < ﬁﬁ bulunur. Sonug olarak verilen integral denklemin x(t) = 0 olan

asikar ¢6ziime sahip oldugu goriiliir.
Gergekten dogrudan hesaplama yontemi ile |A]| < ﬁﬁ icin x(t) = 0 ¢6ziimiine sahip

oldugu gosterilebilir. Bunun igin

x(s)
c= f(s + o) ———— o (x(s))z (4.12)

olarak alinsin. Boylece
x(t) =cA (4.13)

seklinde yazilir. (4.13) ile verilen x(t), (4.12) denkleminde yerine yazilirsa,

c—f(s+s+1)1+(/1)2
1+( /sz(25+1)As
r cA
T 14(ea)?

bulunur. Buradan c3A%? + c¢(1 — 161) = 0 olur. 1 < i — igin x(t) = 0 olacak sekilde

bir tek ¢oziim vardir. Boylece (4.11) denklemi A <z 1ken tek bir ¢ozlime sahiptir.

Teorem 4.3.1 deki f (s,x(s)) yerine x(s) alinirsa, literatiirde yeni olan asagidaki

sonug benzer sekilde elde edilir. Bu nedenle ispatsiz verilmistir.

Teorem 4.3.3.

K ve u fonksiyonlari [a, b] izerinde A —integrallenebilen fonksiyonlar olmak tizere

x(t) = A] K(t,s) x(s)As, t € [a,b]y (4.14)
denklemi verilsin. L € (0, 2/12(:;—a)) sabiti olmak lizere
e
SUDtelably f K?(t,s)As | <L (4.15)

d
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sartlar1 saglansin. O halde (4.14) lineer Fredholm integral denklemi C([a, b]y, R) de

tek bir ¢dziime sahiptir.
Asagida sunulan niimerik 6rnek ise Teorem 4.3.3° destekler.

Ornek 4.3.4.

T = 2No = {1,2,4, ...} zaman &lgegi verilsin. Bu durumda Vvt € 2N icin w(t) = 2t

olur.
4
x(t) = Af%As, vVt € [1,4]r
1

integral denklemi incelendiginde K(t,s) = s~2 oldugu goriiliir. Bdylece Teorem
2.5.11 (ii)’den

4

4
sz(t, s)As = I(S_Z)ZAS

1

= ffs“’As

bulunur. Bu durumda L=§ olmak iizere (4.15) sarti saglanir. Teorem 4.3.3

araciligiyla, L < # yani |A] < 3% icin verilen Fredholm integral denklemi tek bir

¢ozlime sahiptir. Sonug olarak bu integral denklemin x(t) = 0 olan asikar ¢6ziime

sahip oldugu gortiliir.

Gergekten dogrudan hesaplama yontemi ile |A| < 3% icin x(t) = 0 ¢bziimiine sahip

oldugu gosterilebilir. Bunun i¢in

verilsin. Bu durumda x(t) = cA ve boylece
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elde edilir. Bu denklem ¢ (1 —2 ) = 0 seklinde yeniden yazlabilir, yani A # 2 igin
¢ = 0 olacak sekilde tek bir ¢6ziim vardir. O halde A # 2 olmasi durumunda verilen
integral denklem tek bir ¢6ziime sahiptir.

Aciklama 4.3.5.

Ornek 4.3.2 ve Ornek 4.3.4’te ilgili teoremler, A igin kiiciik bir aralik saglar. Ancak

bu aralikta ¢6ziimiin varligi ve tekligi hesaplama olmaksizin garanti edilebilir.
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5. ZAMAN OLCEGi UZERINDEKi INTEGRAL DENKLEMLERE
UYGULAMALARI iLE HIPERBOLIK METRIK UZAYLARDA
AA —ITERASYONU ICIN KARARLILIK VE YAKINSAKLIK
SONUCLARI

Bu boliimde elde edilen sonuglar (bak. [81]), AIMS Mathematics adli dergide

yayimlanmstir.

5.1. Zayif w? —Kararhhk Sonucu

Bu Dbolimde Banach uzaylarda Abbas ve ark. [16] tarafindan tanimlanan
AA —iterasyonu hiperbolik metrik uzaylara aktarilmis ve elde edilen modifiye

iterasyon i¢in zayif w?—kararhilik sonucu gosterilmistir.

AA —iterasyonunun hiperbolik metrik uzaylardaki formu asagidaki bigimdedir:
X1 € C,
I wn = W(xp, T(x,), 07),
Zp = T(W(Wn:T(Wn): pn)); (5.1)
I yn = T(W(T(Wn);T(Zn); nn)):
Xn+1 = T(yn)i vn = 1.
Ilk olarak zayif w?—kararlilik teoreminde etkili bir rol oynayan kuvvetli yakinsaklik

teoremi verilecektir.

Teorem 5.1.1.

X bir hiperbolik metrik uzay, C de X in bostan farkli, kapali ve konveks bir alt
kiimesi, T: C = C doniisimi k € [0,1) sabiti ile Fix(T) # @ olacak sekilde bir
daralma doniistimii olsun. {x,} iterasyon dizisi (5.1)’ de tanimlanan sekilde verilsin.
Bu durumda {x,,} dizisi T nin sabit noktasina kuvvetli yakinsar yani x* € Fix(T)

olmak iizere lim x,, = x™* dir.
n—-0oo

Ispat.

T daralma doniisiimii bir sabit noktaya sahip oldugunda bu sabit nokta tektir. Bu tek

sabit nokta x* olsun. (5.1) iterasyon yonteminden

d(Wn, x*) = d(W(xn, T(Xy), 00),X")



< (1 - an)d(anx*) + O-nd(T(xn)fx*)
<1 -o0)d(x,,x*)+k.o,d(x,,x*)
= (1= 0,(1—k)).d(xp,x") (5.2)

elde edilir. k € [0,1) ve 0 < 0, < 1 oldugundan 1 — 0,,(1 — k) < 1 oldugu goriiliir.

Boylece (5.2) ile verilen esitsizlikten

d(w,, x*) < d(x,,x") (5.3)
sonucuna ulasilir. Ayrica

d(z,x*)=d (T (W(Wn, T(Wn),pn)) ,x*)

< k.d(W(wy, T(wy),p, ), x*)

< k.[(1-p,)dwy, a) + p,d(T(w,),x)]

<k.(1-p,)dWwy,a")+k*.p d(w,,x*)

=k.(1-p(1 = k)).d(wy, x*) (5.4)

bulunur. Tekrar k € [0,1) ve 0 < p, <1 oldugundan 1 — p,(1 —k) <1 oldugu
goriiliir. Boylece (5.3) yardimiyla (5.4) esitsizliginden

d(z,x*) < d(w,, x)
< d(xp, x") (5.5)

sonucuna ulagilir. (5.1) iterasyonu ve (5.5) esitsizligi ile
d(y,,x*) = d(TW(T (W), T(z),n,)),x*)
< k.d(W(T(W,),T(z,),1,),x")
< k. [(1—n,)d(T(wp), x) +1,d(T(z,),x7)]
< k2. (1—n )dwy,x") + kz.nnd(zn,x*)
<k’.(1-n )dw,x") + k0 dwy, x*)
= k*.d(w,, x) (5.6)
olur. k € [0,1) oldugundan (5.3) ve (5.6) yardimiyla

d(y,,x*) < d(x,x%) (5.7)
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elde edilir. Son olarak (5.7) esitsizligi ile k € [0,1) gergegi kullanilarak
d(xns1,%") = d(T(Yn), x7) < k.d(yp, x7) < d(yn, x") < d(xn, x7) (5.8)
sonucuna ulasilir. d(x,, x*) = A, olarak alinirsa o zaman (5.8) esitsizligi

Apt1 <A, VneN

formuna doniisiir. Boylece {A,,} reel sayilarin monoton azalan bir dizisidir. Ustelik

bu dizi alttan sinirlidir ve bu yiizden

lim A, = infcy {4,} =0
n—-o0o

elde edilir. Yani lim x,, = x* olur.

n—oo

Uyar 5.1.2.
Daralma doniisiimii kullanilarak (2.2) ile verilen AA —iterasyon algoritmasinin

kuvvetli yakinsama teoremi, Teorem 5.1.1’in bir sonucu olarak verilebilir.
Simdi de (5.1) ile tanimlanan modifiye edilmis iterasyon yonteminin T doniisiimiine

gore zayif w 2 —kararlilik teoremi ispatlanacaktir.

Teorem 5.1.3.
Teorem 5.1.1°in tiim kosullar1 saglandiginda, (5.1) ile verilen modifiye edilmis
AA —iterasyonu T déniisiimiine gore zayif w 2 —kararldir.

Ispat.

{x,}, (5.1) ile verilen iterasyon dizisi ve {p,} < C, {x,}’in bir denk dizisi olsun.

{e,} c R* dizisi

™h = W( Pn T(pn)' Un):
S = T(W (0, T(1), pn)), (5.9)

[ 9n = TW(T (1), T(sn), ),
ksn = T(pn+1'T(qn))' vn=1
olarak verilsin. Burada {o,},{p,} ve {n,} dizileri [0,1] araliginda tanimli reel

dizilerdir. lim &, = 0 kabul edilsin ve x* € Fix(T) olsun. Bu durumda k € [0,1)

n—>oo
ve 0 < gy, Py M < 1 oldugu hatirlanirsa 1 —0,(1 —k) < 1,1 —p,(1 —k) <1 ve
1 —1n,(1 — k) <1 oldugu séylenebilir. Boylece
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d(wy, ) = d (W T, 000, W(p,, T(p,),02) )
< (1 - 0)d(xnp,) + 04d (TG, T(p,))
< (1= 0,)d(xpp,) + O k.d(x D)
=(1-0,(1-K)d(x,p,)
<d(x,p,) (5.10)
olur. (5.10) esitsizligi ile
d(zn, 5) = A (T(W W, T, o)), T(W (030, T(), ) )

< k. d(W (W, T(Wn), pn), W (13, T (1), o))

< k. [(1 = pp)d (W, 7o) + Py d(T (W), T ()]

< k.(1 = pp)d(Wn, 1) + k2. pr. d(Wy, 1)

< k.[1 = pp(1 = K)]. d(Wy, 7))

< k.d(w,, 1)

< k.d(xp, Py) (5.11)
elde edilir. (5.10) ve (5.11) esitsizliklerinden yararlanarak

A Gn) = d(TW (T (W), T (20), 1)), TW (T (1), T (5), 1))

< k. d(W (T (W), T(20), 1), W (T (1), T (51, 1))

< ke [(1 = 1) d(T (W), T (1)) + 11 d(T (20), T (50))]

<k?(1-n,).dw,1,) + k?.1,.d(z,,s,)

< K2 (1= np)-d(wWn, 1) + k2. d (W, 1)

= k2 (1 =1 (1 = ). d (W, 73,)

< k2.d(wy,, 1)

< k2.d(xp, pp) (5.12)
sonucuna ulastlir. (5.1), (5.9) ve (5.12) ile verilenlerden

A(Pn+1,x") < dPns1, Xn41) + d(Xpy1, X7)
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= d(Pn+1; T(Qn)) + d(T(qn), Xn+1) + d(Xp41,x7)

= d(Pn+1,T(@n)) + d(T(q), T(¥n)) + d (X1, x7)
< ent+ ko d(n qn) + d(xpe1,x7)

< e, + k3.d(xy, pp) + d(xXpp1, x%) (5.13)
elde edilir. Teorem 5.1.1°de belirtildigi gibi 7111_1:{)10 d(x,,x*) =0 dir. Buradan
111_1)120 d( xp4+1,Xx") = 0 oldugu sonucuna ulasilir. {x,} ile {p,} denk diziler oldugundan
%i_r)lgod(xn,pn) = 0 olur. Bu durumda (5.13) esitsizliginin her iki tarafinin limiti
alimirsa ve lim g, = 0 varsayimi kullanilirsa Tlli_r){)lod(pnﬂ,x*) =0 elde edilir.

n—-oo

Dolayisiyla {x,,} iterasyon dizisi T doniisiimiine gore zayif w ? —kararlhdur.

5.2. Yakinsaklik Sonuclar:

Ilk olarak (5.1) ile verilen modifiye edilmis iterasyonun A —yakinsama sonucu

verilmistir.
Teorem 5.2.1.

C, X uzaymin bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. Ayrica T:C - C,
Fix(T) # @ ile bir genellestirilmis (a, 8) —genislemeyen doniisim ve { x,} (5.1) ile
verilen iterasyon dizisi olsun. O zaman {x,} dizisi T’nin bir sabit noktasina

A —yakinsar.
Ispat.
Ispat ii¢ adimda elde edilmistir.
1.Adim: Ik olarak keyfi bir x* € Fix(T) igin
nll)r?o d(xp, x") (5.14)
limitinin var oldugu gosterilmistir. x* € Fix(T) oldugundan Onerme 2.3.13 (i)’den

T dontsimii quasi genislemeyen bir doniisiimdiir, yani V x € C ve her birx* €
Fix(T) ve i¢in d(T(x),x™) < d(x,x™) olur. (5.1) kullanilarak

d(WnJ X*) = d(W( Xn» T(xn)f O-n)' x*)
< (1 -o0,)d(x,,x*) + 0,d(T(x,),x*)

< (A —-0,)d(x,, x*) + 0,d(x,, x*) = d(x,,x%) (5.15)
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elde edilir. (5.15) esitsizliginden

d(zn, x") = d(T(W Wy, T(Wn), o)), )

< d(WWn, T(Wy), pn), x7)

< (1= p)d(Wn, x7) + prd(T(Wy), x7)

< (1= pp)d(Wn, x7) + prd(Wy, x7) = d(wy, x7)

< d(x,,x") (5.16)
bulunur. (5.15) ve (5.16) esitsizlikleri birlestirilerek

d(yn, x*) = d(TW (T W), T(21),1n)), x*)

< dW (T W), T(2n), 1), x7)

< (1 =n)d(T(wn), x*) + 1, d(T(23), x7)

< (1= nn)d(wWp, X7) + 1,d (2, X7)

< (1 =1)d 0, x7) + 1 d (X, x7)

=d(x,,x") (5.17)
yazilir. Son olarak (5.1) ile (5.17) teki esitsizlik kullanilarak

d(xps1,x7) = d(T (V) x7) < d(Yn, x7) < d(xp, x7) (5.18)

elde edilir. Boylece {d(x,,x*)} dizisi artmayan ve alttan siirhdir. Bu yiizden

(5.14)te istenilen sonuca ulagilir.
2. Adim: Bu kisimda
lim d(x,, T(xp)) =0 (5.19)

oldugu ispatlanmistir. (5.14)’ten herbir x € Fix(T) ig¢in nllglo d(xp,x*) limiti
mevcut oldugundan

T}Lrglo d(xp,x") =3 (5.20)
yazilabilir. (5.15) ve (5.20) den
limsup, o d(Wy, x*) < limsupy,_od(xp, x*) =3 (5.21)
elde edilir. T quasi genislemeyen bir doniisiim oldugundan
limsup, o d(T(x,),x") < limsup,od (X, x*) = 3 (5.22)
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bulunur. Diger yandan (5.1) kullanilarak

d(xp41,x7) < d(Yp, x7)

< (1 =n)d(T(wn), x*) + 1, d(T(25), x7)
< (1 =np)d(Wy, x7) + 1 d(zp, x7)

< (1 =np)d(wy, x7) + npd(wp, x7)

= d(wp, x")

esitsizligi elde edilir. Bu ise d(x,,1,x*) < d(wy,, x*) olmasi anlamma gelir. Bu

nedenle
I < liminf,_d(wy,, x*) (5.23)

yazilabilir. (5.21) ve (5.23) esitsizlikleri ile

limd(wy,,x*) =13 (5.24)
n—-oo
bulunur. (5.24)’ten
I = limd(w,x*) = limd(W(x,, T(x,),0,),x*) (5.25)
n—-oo n—»oo

elde edilir. Son olarak (5.20), (5.22) ve (5.25) esitsizliklerini kullanarak ve Lemma
2.1.23’ii uygulayarak (5.19) ile verilen sonug elde edilir.

3.Adim: Bu bolimde ise {x,} dizisinin A —yakimsaklik sonucu verilmistir. Lemma
2.1.23’ten {x,} dizisinin siirli oldugu bilindiginden bu dizinin A(C, {x,}) = {x*}
olacak sekilde tek bir asimptotik merkezi vardir. {x,} dizisinin A(C,{k,}) = {k}
olmak tizere herhangi bir {k,, } alt dizisi verilsin. O halde (5.19)’dan

lim d(kn, T(ky)) =0

bulunur. kK elemaninin, T doniisiimiiniin  sabit noktasit oldugu gosterilmek

istenmektedir. Onerme 2.3.14 (iii)’den,

T(T(k),{kn}) = limsupn—»ood(knf’r(k))

< i+a+ﬁ Lmsupyeod(kn, T (ky) ) + limsupy oo d (ky, k)

—a—

= limsup,,_,ed(ky,, k)

= r(k, {kn})
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oldugu goriilir. Bu ifade T(k) € A(C,{k,,}) olmasin1 gerektirir. Asimptotik
merkezin tekligi T(k) = k oldugunu gosterir, yani k € Fix(T) dir. Ayrica {x,}
dizisinin alt dizisi olan {k,} dizisi i¢in k noktasinin tek bir sabit nokta oldugu ileri
striilmektedir. Aksine x* # k seklinde farkli bir diger sabit nokta verilsin.

(5.14)’ten 1111—r>§o d(x,, k) limitinin varligi bilinmektedir. Bu durumda asimptotik
merkezin tekligini goz ard1 etmeden
limsupyed(ky, k) < limsup,_d(ky, x*)
< limsupy e d (%, x*)
< limsupy, e d (X, k)
= limsup,,_,od(ky, k)

elde edilir. Bu ise bir geliskidir. Boylece {x,} dizisinin herhangi bir {k,} alt dizisi
i¢in x* € Fix(T) tek asimptotik merkezdir. Bu durum {x,}dizisinin T

doniigiimiiniin bir sabit noktasina A-yakinsadigini ispat eder.

Simdi (5.1) ile verilen iterasyonun kuvvetli yakinsakligi i¢in gerekli ve yeterli olan
sartlar verilecektir.

Teorem 5.2.2.

C,T ve {x,} Toerem 5.1.1’deki ozelliklere sahip olsun. O zaman {x,} dizisinin T

doniistimiiniin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart
liminf,_d(xy,, Fix(T)) =0

veya

limsupy,od(x,, Fix(T)) =0

olmasidir.

Ispat. Eger {x,} dizisi bir x* € Fix(T) noktasina yakinsaksa, o zaman
lim,_d(x,, x*) = 0dir. Ayrica 0 < d(x,, Fix(T)) < d(x,,x*) oldugundan

lim d(x,, Fix(T)) =0 (5.26)
n—-oo
elde edilir.
Tersine lim d(x,, Fix(T)) = 0 olsun. Onerme 2.3.14 (ii)’den Fix(T) kiimesi C'de
n—->oo
kapalidir. Ispatin geri kalanina [82] deki Teorem 3’e benzer sekilde devam edilebilir.
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Simdi ise (I) sart1 kullanilarak yakinsaklik teoremi ispatlanacaktir.

Teorem 5.2.3.

Teorem 5.2.1°deki varsayimlar goéz Oniine alindiginda, eger T doniisiimii (I) sartini

saglarsa o zaman {x,,}, T doniisiimiiniin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat. (5.7) esitliginden lim d(xn, T(xn)) = 0 dir. (I) sartindan ise
n—->0oo
0 < lim f(d(xp, Fix(T))) < lim d(x,, T(x,)) =0
n—->oo n—->oo

yani, lim f(d(xy, Fix(T)))=0  bulunur. f  fonksiyonun  Ozelliklerinden
n—->oo

lim d(x,, Fix(T)) = 0 elde edilir. Bu durumda Teorem 5.2.2’nin tiim sartlar1 saglanir.

n—oo

Boylece {x,,} dizisi T doniisiimiiniin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Asagidaki sonug ise kiimenin kompaktligina dayanmaktadir.

Teorem 5.2.4.

C, X uzaymin bostan farkli, kompakt ve konveks bir alt kiimesi olsun. Ayrica T: C — C,
Fix(T) # @ ile bir genellestirilmis (a, ) —genislemeyen doniisim ve { x,,} (5.1) ile
olusturulmus iterasyon dizisi olsun. O zaman {x,} dizisi T doniisiimiiniin bir sabit

noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat. x* € C verilsin. C kiimesinin kompakthig1 géz 6niine alindiginda {x,,} dizisinin
lim d(k,,x*) =0 olacak sekilde bir {k,} alt dizisi vardir. (5.19)’dan
n—oo
lim d(kn,T(kn)) = 0 elde edilir. Onerme 2.3.14 (iii) den
n—oo
3ta+p
: Y <
Al_r){)lo d(kn,T(x )) S ;

bulunur. Boylece T(x*) =x* dir, yani, x* € Fix(T) olur. Ayrica (5.14)’ten

lim d(kp, T(ky)) + lim d(k,,x*) =0
n—oo n—oo

lim d(x,, x*) mevcuttur. Boylece x*, { x,,} dizisinin kuvvetli limitidir.
n—->oo

Aciklama 5.2.5.

Teorem 5.2.1-5.2.4 [83] deki bulgulari hem uzay yoniinden hem de doniisiim yoniinden

genellestirmektedir.

Agiklama 2.3.13 (ii) ve (iii) yardimiyla literatiirde yeni olan asagidaki sonug elde
edilir.
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Sonug 5.2.6.

C ve {x,,} dizisi Teorem 5.2.1’de verilen sartlar1 saglasin. T doniisiimii Fix(T) # @ ile
genellestirilmis  a —genislemeyen (veya f — Reich-Suzuki genislemeyen) bir

doniisiim ise, o zaman asagidaki sonuglar gegerlidir:
(i) {x,,} dizisi T’nin bir sabit noktasina A —yakinsar.

(i) {x,} dizisi T doniisiimiiniin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar ancak ve ancak

liminf,,_d(x,, Fix(T)) = 0 veya limsup,_,.d(x,, Fix(T)) = 0 dir.

(iii) T doniisiimii (1) sartim saglarsa veya C kiimesi kompaktsa 0 zaman {x,,} dizisi T
doniistimiiniin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Aciklama 5.2.7.

Sonug 5.2.6 ile [83] deki Teorem 2-5 deki sonuglar diizgiin konveks Banach uzaydan

tam diizgiin konveks hiperbolik metrik uzaya genellestirilir.

5.3. Niitmerik Ornek

Bu kisimda genellestirilmis (a, 8) —genislemeyen doniisim olan ancak (C) sartini
saglamayan ve genellestirilmis a —genislemeyen doniisim ile S — Reich-Suzuki

genislemeyen doniisiim olma sartlarina uymayan bir 6rnek sunulmustur.

Ornek 5.3.1.

X = R uzayt d(x,y) = |x —y| normu ile donatilsin ve Vx,y € X ve a € [0,1] i¢in
W(x,y,a) = (1 —a)x + ay seklinde verilsin. Agik¢a gorilir ki (X,d,W) bir
hiperbolik metrik uzaydir. C = [0, ) olmak iizere T:C — C doniisimii

1

0, X € [O'E]
T(x) =4 10x 1
20’ X>3

olarak verilsin. T doniistimiiniin sabit noktasinin x = 0 oldugu asikardir.

Simdi a=p =i secilerek T nin genellestirilmis (a, ) —genislemeyen doniistim

oldugu gosterilecektir.
Durum1: x,y € [0, %] icinT(x) = T(y) = 0 elde edilir. Boylece

~d(x, T)) +5d@,T(0)) +7d(x, T(x)) +-d(, 7)) +0.d(x,y)
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1 1 1 1

=2 lx =TI+ ly =TI+ . lx =T+ .1y =T»)I
1 1 1 1

= Z'lxl +Z-|3’| +Z-|X| +Z-|Y|

>0=IT(x)—TW)| =d(Tx),TY))

bulunur.

Durum2: x,y > - olsun O halde T(x) = —ve T(y) = =Y olur. Bu durumda
2d(, TO) +7d, T(0)) +7d(x, T(x)) +5d, 7)) +0.d(x,y)

= =T +5. 1y =TI +5.Ix =T + 5. Iy = T®)

19x

e t- 2] ed e 21

1
|+
40

| 19x|
4.

19y|

1
=-.|x—
4 40

1 |59x 59y| 1 |21x 21y
47140 40 47|40 40

> x|
2 3l =yl = 1T@) =T = d(T(), T(7)

elde edilir.

19y

Durum 3: x € [O,%] ve y > % olsun. O zaman T(x) =0 ve T(y) = Ty olur.

Boylece
d(x, T()) +7d, T(®)) +7d(x, T(x)) +7d, T()) +0.d(x,y)

= =T +5. 1y =TI +7.Ix =T + 5.y = T®)

19y
40

= -T2l 1 |y -

|80y

>yl = T =T = d(TC, ()
bulunur.

Sonug olarak T donilisimi a = f =i ile bir genellestirilmis (a, ) —genislemeyen

doniistimdiir.
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_1 =23 1 =1 1_ i
Ancak x = 2 vey = — olarak alimrsa - d(x,T(x)) = <= d(x,y) iken
. 437 1
(i) d(T(x),T»)) = w00 = Axy)

437 1723

(i) d(T(x),T(y)) =—>

4800 19200

=2d(x, TO)) +5d(,T@) + (1-2.2)d(xy)

(i) d(T (), T(y)) = IT(x) = T(»)|
_ 437 1723
4800 19200

= id(x,T(x)) + id(y, T(y)) + (1 — 2.%) d(x,y)

bulunur. Bu nedenle T doéniistimii (C) sartin1 ve genellestirilmis a —genislemeyen ile

B — Reich-Suzuki genislemeyen doniisiim olma sartlarini saglamaz.

Asagidaki tablo ve grafik Vn € N i¢in g, = %, Pn = g ven, = % 0zel degerleri

ve x; = 20 baslangi¢ noktasi ile genellestirilmis («, 8) —genislemeyen doniisiimii igin

AA —iterasyonunun diger iterasyonlardan daha hizli yakinsadigini gosterir.

Tablo 5.1. x; = 20 baslangi¢ noktas1 i¢in farkli iterasyon yontemlerinin yakinsama
hizlarinin karsilastirilmasi

Iterasyon Abbas

Ad1ﬁ1 Mann Ishikawa Noor AgarV\liaI ve Thakllir M F AA

Sayisi Ve ark. Nazir veark.
1 20 20 20 20 20 20 20 20 20
2 11,92308 8,43531 7,05474 6,01224 473775 3,38188 253828 1,20568 0,42654
3 7,10799 355773 248847 1,80735 1,12231 0,57186 0,32214 0,07268 0
4 423745 1,50053 0,87778 0,54331 0,26586 0,09670 0 0 0
5 2,52617 0,63287 0,30962 0,16333 0,05464 0 0 0 0
6 1,50599  0,26692 0,07145 0,01790 0 0 0 0 0
7 0,89780 0,11258 0,01649 0 0 0 0 0 0
8 0,53523  0,02598 0,00381 0 0 0 0 0 0
9 0,31908 0,00600 0,00088 0 0 0 0 0 0
10 0,19022  0,00138 0,00020 0 0 0 0 0 0
11 0,11340  0,00032 0,00005 0 0 0 0 0 0
12 0,02617  0,00007 0,00001 0 0 0 0 0 0
13 0,00604  0,00002 0 0 0 0 0 0 0
14 0,00139 0 0 0 0 0 0 0 0
15 0,00032 0 0 0 0 0 0 0 0
16 0,00007 0 0 0 0 0 0 0 0
17 0,00002 0 0 0 0 0 0 0 0
18 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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20.0 4 e Mann
shikawa
= Noor
175 — Agarwal ve ark,
— Abbas ve Nazir
15.0 —— Thakur ve ark
— M
— F
125
e A
-
g
B 0.0
c
_‘:
75
5.0 1
A \K‘
-~ \7 —
ao = = = -

Iterasyaniann adim sayisi

Sekil 5.1. Tablo 5.1’¢ gore AA —iterasyonu ve diger iterasyonlar arasinda grafiksel
karsilagtirma

Asagidaki tabloda, Yn € N i¢in o, = g Pn = g ve n, = % parametreleri

kullanarak gesitli iterasyonlarda baslangi¢ noktasinin etkisi incelenmistir.

Tablo 5.2. Farkli baslangi¢ noktalari ile 0 sabit noktasini elde etmek i¢in gereken
iterasyon adim sayisi

BNaillilgiiq Mann  Ishikawa  Noor A\\/%aarl\rﬁil At,)\lbfisi rv € wz’gﬁﬂr M F AA

2 14 12 11 5 4 4 3 3 2

20 18 14 13 7 6 5 4 4 3
300 24 17 16 9 8 7 6 5 4
5000 29 21 19 11 9 8 7 6 4
20000 32 22 20 12 10 9 8 6 5
10° 35 24 21 14 12 10 8 7 5
108 39 27 24 16 13 11 10 7 6
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Ayrica asagidaki tabloda x; = 20 baslangic noktasiyla ¢esitli iterasyon

algoritmalar: i¢in parametrelerin etkisi elde edilmistir.

Tablo 5.3. Farkli parametrelerle 0 sabit noktasini elde etmek igin gereken iterasyon
adim sayis1

o, = 0.90 on =2n/(3n+1) o, =n/(2n+5)
; pn = 0.65 pn=2n/(3n+1) B Vn
Iterasyon ad1 n = 0.90 . =2n/Gn + 1) Pn = N
1
A
Mann 14 24 a1
Ishikawa 10 20 18
Noor 10 20 37
Agarwal ve ark. 6 8 9
Abbas ve Nazir 6 6 5
Thakur ve ark. 5 6 6
M 5 5 5
F 4 4 4
AA 3 3 3

Sonug¢ 5.3.6.

Tablo 5.2. ve 5.3.te kalin olarak yazilan 6geler AA —iterasyonunun genellestirilmis
(a, B) —genislemeyen doniisiimler i¢in diger iterasyon yontemlerinden daha iyi bir

yakinsama hizina sahip oldugunu gostermektedir.

5.4. Zaman Olcegi Uzerindeki Integral Denklemlere Uygulamalar

Bu boliimde, dncelikle zaman 6lgeginde

b
x(t) = h(t) + /’lf K(t,s)f (s, x(s))As, t,s € [a,b]y (5.27)

seklinde wverilen ikinci tiir homojen olmayan Fredholm-Hammerstein integral
denklemler kullanilarak bir uygulama verilmistir. Burada h:[a,b]t — R bir
fonksiyon, A € R sifirdan farkli bir reel say1 ve ¢ekirdek fonksiyonu K:[a, b]t X
[a,b]ly = R ile lineer olmayan f:[a, bl X R—>R fonksiyonu
A —integrallenebilirdir.
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X = C([a,b]t, R) uzayr ||x — y|l = supte(a,pi[x (&) — y(t)| normu ile donatilmis

tiim siirekli fonksiyonlarin uzayi olsun. (X, ||. ||) nin bir Banach uzay1 oldugu ag¢iktir

[18].

Simdi, iterasyon algoritmasmin (5.27) integral denkleminin ¢oziimiine kuvvetli bir

sekilde yakinsadigi ispatlanacaktir.
Teorem 5.4.1.

C, X uzaymin bostan farkli, kompakt ve konveks bir alt kiimesi olsun ve T:C — C

doniistimii

b
T(x(t)) = h(t) + 2 f K(t,s)f(s,x(s)) As, t,s € [a, bly (5.28)

seklinde tanimlansin. Asagidaki sartlar saglansin:

(i) h,K ve f siirekli fonksiyonlardir.
(ii) Vvt € [a, b]T icin
f(tx@®) = f(ty®)] < klx(®) = y(©) (5.29)

olacak sekilde bir k = 0 vardir.

(iii) f:lK (t,s)|As < 1 sartin1 saglayan bir i > 0 sabiti vardr.
(iv) |A] < (. k)7t dur.

O zaman (5.27) lineer olmayan Fredholm-Hammerstein integral denklemi C’de bir
¢oziime sahiptir ve (5.1) ile tamimlanan iterasyon dizisi bu ¢oziime kuvvetli

yakinsar.

ispat. (ii) ve (iii) sartlar ile Teorem 2.5.14’ten

7(x(®) - T(y(®)|

= |n(®) + 2 f] K(t,5)f (s, x(s)) As — h(t) = 1 [ K(t, 5)f (5, y(5)) As
<. | K@) [f(5,%()) = f(s,y(s))]As|

< (AL [DIK (@& 9. [f(s,x()) = £ (s, (s))|as

< A1 LKt 5)1.k. 1x(s) — y(5)lAs
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b
< |41 k. supseja by 12 () = ¥ ()1 [, IK (L, 5)1As

< Ak llx =yl

elde edilir. Boylece

suPtefa )| T (1)) = T(®)] < 1Al k.. llx =yl

olur. |Al.¥.k <1 oldugundan ||T(x) — T(y)|l < ||lx — y|| bulunur. Bu durum T
doniigiimiiniin genislemeyen doniisim ve boylece siirekli bir doniisiim oldugunu
gosterir. Klasik Schauder sabit nokta teoremi yardimiyla (5.28) ile tanimlanan T
doniistimiiniin C’de bir sabit noktaya sahip oldugu, yani (5.27) de verilen Fredholm-
Hammerstein integral denklemin bir ¢oztiimiidiir. T genislemeyen doniisiim oldugundan
bu doniisim genellestirilmis (0,0) —genislemeyen doniisiimdiir. Sonug¢ olarak
Teorem 5.2.4 iin tiim sartlar1 saglanir ve (5.1) den tretilen {x,} dizisi (5.27) de

verilen Fredholm-Hammerstein integral denklemin bir ¢ziimiine kuvvetli yakinsar.
Asagidaki 6rnek Teorem 5.4.1 deki sonucu agiklar.
Ornek 5.4.2.

Zaman Olgegi olarak T = R ve asagidaki lineer olmayan Fredholm-Hammerstein

integral denklemi ele alinsin:
x(t) =Vt —— + — [x(s)]? + 4 As, t,s €[0,12]. (5.30)

Bu denklemde ¢oziim x(t) = v/t olacak sekilde h(t) =Vt — 2 secilmistir. Ayrica

burada K(t,s) =1, f(t x(t)) VIx(@®)]?+4 ve /1—1—12 olarak verilmistir.

Ortalama deger teoremini kullanarak

(£ x(®) = £(£y®)| = |[VOP +4 - VIyOF + 4

< SUPrer

] I~y

< |x(®) =y (@l

elde edilir. Boylece (5.29) ile verilen esitsizlik k = 1 sabiti ile saglanmis olur.

Ayrica T = R oldugundan
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12 12

fIK(t,s)IAs=f 1l.ds =12

0 0
olarak bulunur, yani ¥ = 12 > 0 dir. Diger yandan, A = 11—2 = ﬁ elde edilir. Sonug

olarak Teorem 5.4.1 nin tiim sartlar1 kargilanmis olur. O halde, (5.1) ile tiretilen {x;,}

dizisi
T(x()) =Vt - ? + % [x(s)]? + 4As

ile verilen doniisiimiin sabit noktasina yani (5.30) ile verilen lineer olmayan

Fredholm-Hammerstein integral denkleminin ¢6ziimiine kuvvetli yakinsar.

Teorem 5.4.1 de verilen £(t,x(t)) fonksiyonu yerine x(t) alinirsa, literatiirde yeni

olan asagidaki sonug¢ benzer sekilde elde edilebilir. Bu nedenle ispat atlanmistir.

Teorem 5.4.2.

C, X uzaymin bostan farkli, kompakt ve konveks bir alt kiimesi olsun ve T:C — C

doniistimii
b
T(x(t)) = h(t) + 2 f K(t,s)x(s) As, t,s € [a, bly (5.31)

seklinde tanimlansin. Asagidaki sartlar saglansin.

(1) h,K ve f siirekli fonksiyonlardir.

(i) f:lK (t,s)|As < 1 sartin1 saglayan bir Y > 0 sabiti vardir.

(i) |A] < ()~ dir,
O zaman (2.6) ile verilen lineer Fredholm integral denklemi C’de bir ¢dziime
sahiptir ve (5.1) ile tanimlanan iterasyon dizisi bu ¢6ziime kuvvetli yakinsar.
Asagidaki 6rnek Teorem 5.4.2 ile verilen sonucu agiklar.

Ornek 5.4.3.

Ornek 2.5.12 ile verilen zaman dlgegi ve

1

x(t)=t+1+ f t.s.x(s)As t,s €[0,1]p (5.32)
0
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lineer Fredholm integral denklemi ele alinsin. Burada h(t) =t + 1, K(t,s) = t.s,
ve A = 1dir. Ayrica t € [0,1]y i¢in Ornek 2.5.12 kullanilarak

1 1
Jy 1K, )|As = [ |t.s|As

1 1752 s\A
=tf,s.As=t]; (7—5) As
=t.(i_§)5=1

2 6/l
=ltr<?

3 3

bulunur, yani burada ¢ = § > 0 elde edilir. Son olarak 1 =1< 3 =% dir. Sonug
olarak Teorem 5.4.2'nin tiim varsayimlari karsilanir. O halde (5.1) den tiretilen {x,,}
dizisi

1
T(x(@®)=t+1+ Jy t-s.x(s) As

ile verilen doniistimiin sabit noktasina yani (5.32) ile verilen lineer Fredholm integral

denkleminin ¢6ziimiine kuvvetli yakinsar.

Bu denklemin ¢6ziimii Adomian ayristirma metodu [65] kullanilarak ¢dziilebilir.

Bahsedilen metot uygulanirsa
xo(t) =t+1,

x,(t) = fol t.s(s + 1)As

= t. fol(s2 + 5)As

_la
27"
1
14
x,(t) = ft.s.(ﬁ.s>As
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14 5
x3(t) —f 3737 s) As
0

1
e[ s

27"
0

_14 (5)2 .
T 27°\27)

bulunur ve boylece seri formundaki ¢oziim

~J$

2O =t+1+2t+ 2 b1+ =+
27 27

seklinde verilir. Geometrik serilerin yakinsakligindan

MQ_H4+—t+ﬁit.ﬂ
27 27 1——
27
=t+l+_t+_.—t
27 22
=t+1+—=.t
11
=8 t+1
11

elde edilir. Dolayisiyla (5.32) ile verilen Fredholm integral denkleminin ¢6ziimii t €

[0,1]1 olmak lizere x(t) = g. t + 1 dir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasi kapsaminda dncelikle zaman 6lgegi {lizerinde verilen farkl tiirdeki
iki Volterra integral denklemin Ulam-Hyers ve Ulam-Hyers-Rassias kararliliklar
incelenmistir. Daha sonra lineer olmayan bir Volterra integral denklemi zaman 6lgegi
tizerinde tanimlanarak bu denklemin Ulam-Hyers ve Ulam-Hyers-Rassias kararlilik
sonuglar1 ispatlanmistir ve bu sonuglar1 destekleyecek bir niimerik ornek
sunulmustur. Ayrica zaman 6l¢eginde verilen genel bir Volterra integral denklemin
Ulam-Hyers-Rassias kararlilik sonucu verilmistir. Gelecekteki ¢aligmalarda bu tip

denklemler i¢in farkli kararlilik sonuglari arastirilabilir.

Daha sonra metrik uzaylarin bir genellemesi olan b —metrik benzeri uzaylarda T —
ortalama genislemeyen doniisiim i¢in sabit noktanin varligi ve tekligi gosterilmis
ve T —Picard iterasyon yonteminin (T, S) —kararlilik sonucu elde edilmistir. Buna ek
olarak zaman olgeginde Fredholm integral denklemlere uygulamalar ve bu
uygulamalar1 destekleyen iki niimerik 6rnek sunulmustur. Bu sonuglardan ilham
alinarak [27]’de tanimlanan T — ortalama genislemeyen doniisiimlerin integral tipi
b —metrik benzeri uzaylarda incelenebilir. Ayrica yine T — ortalama genislemeyen
dontisiim tiirleri Kohlenbach [20] tarafindan tanitilan hiperbolik metrik uzaylar gibi

farkli uzaylarda calisilabilir.

Son olarak, (2.2) ile verilen AA —iterasyonu hiperbolik metrik uzaylara modifiye
edilerek daralma doniisiimleri i¢in zayif w? —kararlilik sonucu ve genellestirilmis
(a, B) —genislemeyen doniigiimler i¢in kuvvetli yakinsama ve A —yakinsama
sonuglart elde edilmistir. Genellestirilmis (a, f) —genislemeyen doniisiimler igin
lineer bir hiperbolik metrik uzay olan Banach uzayda niimerik bir 6rnek sunulmustur.
Python programi kullanilarak bu 0Ornegin tablo ve grafikleri elde edilmistir.
Sonuglarin uygulanabilirligini géstermek igin, elde edilen bulgular zaman 6lgeginde
verilen Fredholm integral denklemlerine uygulanmistir. Gelecek ¢alismalarda
Banach uzay 0zelligi tasimayan hiperbolik metrik uzaylarda genellestirilmis
(@, B) —genislemeyen donistimler i¢in sayisal 6rnekler verilebilir. Diger yandan

[84]’deki makale incelenerek hiperbolik metrik uzaylarda genellestirilmis



(a, B) —genislemeyen doniisiimlerin zenginlestirilmis (enriched) versiyonlari igin

yakinsama sonuglarinin arastirilmasi da 6ngdriilmektedir.
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