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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

ZAMAN SKALASI UZERINDE BAZI INTEGRAL ESITSIZLIKLER VE
UYGULAMALARI

Kiyasettin TASDEMIR

Tez Damisman: Prof. Dr Ahmet Ocak AKDEMIR

Zaman skalast son zamanlarda, matematigin diger bilim dallarinda yaygin olarak
kullanilan bir konusudur. Bu ¢aligma sahasi genis bir uygulama alanina sahiptir. Bu
tezde Kuramsal Temeller adli1 bolimde zaman skalas1 kavrami, temel 6zellikleri ve
zaman skalalar1 tizerinde delta tiirev, nabla tiirev, diamond-a tiirev, delta integral
kavramlarinin analizi ile ilgili bilgiler verilmistir. Materyal ve Yontem kisminda da
konveks fonksiyonun tanimi ile Hoélder, Minkowski, Cauchy-Schwarz, Jensen ve
Ostrowski esitsizliklerinin zaman skalasi versiyonlar1 ve uygulamalarina yer
verilmistir. Arastirma bulgular kisminda ise Ostrowski ve Jensen tipli esitsizlikler

ispatlariyla birlikte verilmis olup uygulamalarina deginilmistir.

Anahtar sézciikler: Zaman skalasi, Delta Tiirev, Nabla Tiirev,Delta Integral,
Diamond-a tiirev, Holder, Minkowski, Cauchy-Schwarz, Jensen ve Ostrowski

esitsizlikleri.



ABSTRACT

Master

SOME INTEGRAL INEQUALITIES ON THE TIME SCALE
ANDAPPLICATIONS

Kiyasettin TASDEMIR

Supervisor: Prof. Dr Ahmet Ocak AKDEMIR

Time scale is a topic that has been widely used in other branches of mathematics
recently. This field of study has a wide range of applications. In this thesis, in the
chapter called Theoretical Fundamentals, the concept of time scale, its basic
properties and the analysis of delta derivative, nabla derivative, diamond-a
derivative, delta integral concepts on time scales are given. In the Materials and
Methods section, the definition of the convex function and the time scale versions
and applications of Holder, Minkowski, Cauchy-Schwarz, Jensen and Ostrowski
inequalitiesare given. In the Findings part, Ostrowski and Jensen type inequalities are

given with their proofs and their applications.

Keywords: Time scale, Delta Derivative, Nabla Derivative, Delta Integral,
Diamond-o derivative, Holder, Minkowski, Cauchy-Schwarz, Jensen and
Ostrowski inequalities.
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BIRINCI BOLUM

1. GIRIS

Son zamanlarin dikkat ¢ceken yeni ¢aligmalarindan birisi de zaman skalas1 teorisidir.
Zaman skalas1 1988 yilinda Stefan Hilger tarafindan ortaya atilmistir. Stefan Hilger
diskret analiz ile siirekli analizi bir ¢at1 altinda birlestirmek amaciyla bu teoriyi
ortaya atmistir. Bunun i¢in de her ikisini kapsayan bir kiime almigtir ve bu kiimeye
zaman skalas1 demistir. Daha sonra da orneklerde goriilecektir ki zaman skalasi reel
sayilar olarak alinirsa siirekli analiz ile, tam sayilar alinirsa ise diskret analiz ile
cakigsmaktadir. Reel sayilarin bostan farkli kapali alt kiimesine zaman skalas1 denir
ve T ile gosterilir. R,Z, N, N, Cantor kiimesi gibi Rnin kapali alt kiimeleri birer
zaman skalasidir. Fakat, Q, R\@,C, (0,1) birer zaman skalas1 degildir. Hemen
akillara neden kapali alt kiimeler diye bir soru gelebilir. Bunun sebebi reel sayilarin

acik alt kiimelerinin yi1gilma noktalarinin hepsini icermemesidir.

Stirekli analizdeki ve ayrik analizdeki hemen hemen her sey zaman skalasinda tekrar
tamimlanmustir. Ornegin siireklilik, tiirev, integral, smir deger problemi ve tiimevarim
gibi kavramlar. Buradan da anlagilacagi gibi zaman skalas: bildiklerimizi daha da

genele tasimistir. Yani zaman skalasindaT = R ve T = Z birer 6zel haldir.

Zaman skalasi diferansiyel ve fark denklemlerini birlikte ifade etmeyi saglar. R de
tanimli diferansiyel denklemler veya Z de tanimli fark denklemleri i¢in bir sonug
vermek yerine, reel sayilar kiimesinin kapali bir alt kiimesi olan T zaman skalasinda
tanimlanan genel bir dinamik denklem g6z Oniine alinabilir. Bu nedenle zaman
skalas1 sadece R ve Z i¢in degil ayn1 zamanda miimkiin diger uzaylar i¢in de sonug

verme imkani saglar.

Giliniimiizde zaman skalasi literatiiriiniin gelisimine katkida bulunan; M. Bohner, A.
Peterson, G. Anastassiou, B. Karpuz, R. Agarwal vb. bir¢ok aragtirmaci
bulunmaktadir. Bu tez ¢alismasinda zaman skalasi i¢in temel olarak; Advances in
Dynamic Equations on Time Scales (Bohner and Peterson 2003), Dynamic Equations

on Time Scales (Bohner and Peterson 2001) adli kaynaklar kullanilmistir. Ayrica



zaman skalasindaki bazi esitsizlikler i¢in “Frontiers In Time Scales and Inequalities”

(Anastassiou 2015) adli kaynaktan yararlanilmistir.

Umut Mutlu Ozkan da zaman skalasinda integral esitsizlikleri alaninda ¢alisma
yapmis isimlerdendir. (Ozkan 2007). Giiniimiizde zaman skalasinda daha c¢ok
dinamik denklemler konusu c¢alisilmistir. Bu tezde bazi integral esitsizlikler,

konvekslikle birlikte baglantili bir sekilde verilmistir.

Konveksligin tanim1 esitsizlikle ifade edildiginden ve geometrik olarak bir
karsilastirma icerdiginden, konveks Fonksiyonlar Teorisinde esitsizliklerin onemli
bir yeri vardir. Hardy, Littlewood, Poélya, Beckenbach, Bellman, Mitrinovic,
Pachpatte, Pecari¢ ve Fink gibi matematik¢iler Konveks Fonksiyonlar ile Esitsizlik
Teorisi’ni bir arada inceleyerek c¢esitli kitaplar ve c¢ok sayida makaleler
yaymlamiglardir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk temel calisma 1934’te Hardy,
Littlewood ve Polya tarafindan yazilan “Inequalities” adli kitaptir. (Hardyet al.
1952). Ikinci ¢alisma ise E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961°de yazilan
1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin sonuglarini igceren ve yine
“Inequalities” adi verilen kitaptir. (Beckenbach and Bellman 1961). Daha sonra
Mitrinovi¢’in - 1970 yilinda yayinladigt ve farkli konulara da degindigi
“Analyticlnequalities” adli kitabi ikinci kitap olarak yerini almistir. (Mitrinovi¢

1970).

Esitsizligin konveks fonksiyonlar merkezli ¢alisilmasi1 C.F. Gauss, A.L. Cauchy ve
P.L. Cebysev ile gelismeye baslamustir. 19.-20. yy’da bulunan esitsizliklerin bir
kismi konveks fonksiyonlarla iliskilendirilerek temel esitsizlikler haline gelmistir.
Bunlarin en o6nemlileri 1881 yilinda Hermite tarafindan elde edilen Hermite-
Hadamard esitsizligi ve 1938 yilinda Ostrowski tarafindan elde edilen Ostrowski
esitsizligidir. Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili ¢aligmalarin biiylik bir kismi
S.S. Dragomir ve C.E.M. Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmis olan “Selected
Topics on Hermite-Hadamard Inequalitiesand Applications” isimli kaynakta bir
araya getirilmistir (Dragomir and Pearce 2000). Esitsizlik ve konveks fonksiyonlari

iliskilendirip bu alanda yogun caligmalar yapan bir¢gok matematik¢i vardir. Bu



isimler su sekildedir: J. Pecaric, P. Cerone, G. Anastassiou, G.V. Milovanovic, A.M.
Fink, A.W. Roberts, D.E.Varberg, R. Agarwal, N.S. Barnett, N. Ujevi¢, S.
Varosanec, P.S. Bullen, G. Toader, M. Alomari, F. Qi, C.E.M. Pearce, M. Darus,
M.K. Bakula, M.E. Ozdemir, A.O. Akdemir, E. Set, U.S. Kirmaci, A. Ekinci, H.
Yildirirm, M Aver Ardig, M.Z. Sarikaya, H. Kavurmaci Onalan, M. Giirbiiz, C.
Yildiz.

Yukarida yapilan c¢alismalar g6z oniinde bulundurularak bu ¢alismada zaman skalasi
ele alinmig olup zaman skalasi ile ilgili temel bilgiler, zaman skalasinda tiirev,
tirevin uygulamalari, integral, integral 6zellikleri, integral uygulamalari, Holder,
Minkowski, Cauchy-Schwarz, Jensen ve Ostrowski gibi esitsizliklerinin zaman
skalas1 versiyonlar1 ve uygulamalarina yer verilmistir. Ayrica konvekslik tanimai ile
birlikte Arastirma Bulgular kisminda Lemma 4.1.1. ve Lemma 4.2.1. kullanilarak
Ostrowski ve Jensen tipli esitsizlikler ispatlartyla verilmis ve uygulamalarina

deginilmistir.



IKiNCi BOLUM
2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ilerideki ¢alismalarda temel teskil edecek olan zaman skalasinin tanimi,
delta tiirevi, delta integrali ve temel ozellikleri ile nabla tiirevi, nabla integrali ve
temel Ozellikleri hakkinda bilgi verilecektir. Zaman skalas1 analizi ile baglantili daha
fazla bilgi i¢in (Agarwal et al., 2001; Agarwal et al., 2002; Bohner and Peterson,
2001; Bohner and Peterson, 2003; Hilger1988). calismalar1 okuyuculara destek
saglayabilir.

2.1. Zaman Skalasinda Temel Kavramlar

Tanmm 2.1.1. Zaman skalasi, gergel sayilar kiimesinin keyfi bos olmayan kapali bir
alt kiimesidir. R, Z, N [0,1]JU N kapali araliklar1 zaman skalasina birer Ornektir.
Ama@Q, R\Q, C, (0,1) acik araligi ise birer zaman skalasi degildir. Bu teori
boyunca zaman skalast T ile gosterilecektir. T iizerinde tanimli  bir
Kk, fonksiyonunun delta tiirevi x,2 ile gosterilecektir. Farkli zaman skalalar

tizerinde tanimli fonksiyonlarin delta tiirevini anlayabilmek i¢in asagidaki iki 6zel

duruma bakilabilir.

i. Eger T = R ise bu taktirde x,% = k;" alisiimus tiirev

ii. Eger T = Z ise bu taktirde ;% = Ak, ileri fark operatorii
Genel teoride daha degisik zaman skalalar1 alinabilir.

Tanmm 2.1.2. T Dbir zaman skalasi olsun. ¢ €T i¢ino : T — T ileri si¢grama

operatoru

o) =inf{(eT:{>¢&}

ve p: T — T geri sigcrama operatorii

p(&) =sup{¢ €T:{ < ¢}



bi¢imde tanimlanir. Bu tanimda inf® = supT (eger T bir max & ye sahip ise
(&) = &) ve sup® = intT (eger T bir min & ye sahip ise p(¢) = &) olur (Bohner
and Peterson 2001).

Tamim 2.1.3. Graininess fonksiyonlart u, v : T — [0, c0)olmak lizere

u@ =0 —-¢

ve

v(§) =§—p)
seklinde tanimlanirlar.

Tammm 2.1.4. Eger o(&) > ¢ ise ¢ sagdan sagilimli, p(§) < & ise & soldan
sacilimlidir. Hem sagdan sagilimli hem soldan sagilimli noktalara izole nokta denir.
Ayrica & < supT ve a(é) =¢& ise & sagda yogun, & > infT ve p(§) = & ise
& solda yogun denir. Hem solda hem de sagda yogun olan noktalara yogundur denir.

Sekil 2.1. de noktalarin gosterimi ve Cizelge 2.1. de noktalarin smiflandirilmasi

gosterilmistir.
. &, soldan yogun ve sagdan yogun
$1
- * ¢ &, soldan yogun ve sagdan sagiliml
$2
¢ ¢ &; sagdan yogun ve soldan sagilimli
$3
* * * &, soldan sagilimli ve sagdan sagiliml
$a

Sekil 2.1. Noktalarin Gosterimi



¢ sagdan sagilmli §<a(®

¢ sagdan yogun §=0($)

& soldan sagihml pE) < ¢

& soldan yogun p) = ¢

& izole p) <& <a(d)

§  yoZun p)=¢=0()

Cizelge 2.1. Noktalarin Siniflandirilmasi

(&) ve p(é) igin Tamim 2.1.2. diistiniildiigiinde, o(§) ve p(é) T zaman skalasinin
eleman1 olur. Ciinkii T zaman skalasi, R nin kapali bir alt kiimesidir.T zaman
skalasindan tiiretilmis bir T* kiimesi; eger soldan sacilimli bir m maksimumuna
sahip ise, T* =T —m diger durumlarda T* =T seklinde olur (Bohner and
Peterson 2001).

k;: T —> R bir fonksiyon olsun. k,;°:T — R fonksiyonu V¢ € T igin

K17 () = k1 (a(£))
sekline tanimlanir (Bohner and Peterson 2001).
Ornek 2.1.1. Zaman skalasinin R ve Z oldugu durumlari inceleyelim.
I. Eger T = Rise V¢ € R i¢in
0(§) =inf{{eR:{ > &} =inf(§,0) = ¢
p(§) = sup{{eR:{ < &} = sup(=0,§) = ¢
@) =o0@)-¢=¢-¢=0

v =§—p)=¢-¢=0




ve

VéER icin
(&) =¢=p(&)

oldugundan R tiim noktalarinda yogundur ve daima u(&) = v(€) = 0 dur.
ii. T=2Zolsun.v¢€Z
o) =inf{(e€Z:{>&=inf{é+1,E+2,E+3,..}=&E+1
p(§) =sup{{ €Z:{ <&} =sup{§ -1,§{-2¢{-3,..}=¢—1
u@ =0 -¢=E+H-¢=1
v =¢-p@)=¢-(E-D=1
ve V& E€Z icin
p(§) << a(d)

oldugundan Z tim noktalarinda sa¢ilimhdir ve daima wu(é) =v(&€) =1 dir.
Yukaridaki iki durumda da u(¢), v(&) fonksiyonlar sabittir. Her iki fonksiyon da
zaman skalasinda tiirevlerde kullanilir. Sabit ya da degisken olmasi farkli sonuglar

olusturacagi igin bu iki fonksiyonun zaman skalasinda ayr1 bir 6nemi vardir.

Ornek 2.1.2. T = [0,1] U {2,3} zaman skalas:1 ele alinsin.

i o(1) = inf{{ > 1:¢ €[0,1]U{2,3}} = inf{{2,3}} =2

olup a(1) =2 > 1 yani g(¢) > ¢ oldugundan é=1 noktasinda sagdan sag¢ilimli

ozelligi saglanmais olur.

. 1 . 1 . 1 1

i o (5) = inf {( >2:¢e[01]u {2,3}} - mf{(;, 1]u {2,3}} =2
oldugundan ¢ = % noktasinda sagdan yogun olma 6zelligi saglanir.

i, p(2) =sup{ {<2: 7€[0,1]U{2,3}}= sup{[0,1]} = 1



olup p(2) = 1 < 2 oldugundan é=2 soldan sa¢ilimli nokta oldugu goriiliir.
: 1 1 1
iv.  p(3)=sup{¢<2:¢e[01]u{23}) =sup{[0)} =3
oldugundan ¢ = % noktasi soldan yogun olma 6zeligi saglanir.

Ornek 2.1.3. T = [0,1] U {2,3} zaman skalasi i¢in
p(3) = sup{¢ < 3:¢ €[0,1] U {2,3}}
= sup{[0,1] U {2}} = 2
oldugundan ¢ = 3 noktasi soldan sagilimli olup
T* =[0,1] U {2,3} — {3}
=[01]u{2} =2
ifadesi yazilabilir.

Ornek 2.1.4. Asagida tamimlanan her bir T zaman skalasi i¢in o,p, U,V

operatorlerini bulmaya ¢alisalim.

I. § €T ={2™:n €Z}U {0} olsun.§ = 2™i¢in

o(§) =inf{{ €Z:{ > &} =inf{2n*1 2n+2 } =2n+1 = 22" =2¢

N |

1
p(&) = sup{{eZ:{ < &} = sup{...,2""2,2""1} = 2n~1 = E.Z” =
p) =0()—-§=28-¢=¢

WO = p@)=f =+

. 1 1. . 1
ii. T = {;:neZ} U {0} ve V& €T olsun. { = L feinn=g< olur.

o(§) =inf{{€Z: {>E}=inf{ﬁ,n—i2,,,,}=_=: 1%(

oo



1 1

p(&) = sup{{eZ:{ <&} =sup{..,— }:L:

n+2 'n+1 n+1

1 —

i
1
= 1
§+1 +&

2
M(f)=0(f)—f=li_f—f=1§_§

2
VO =§- PO = E - =

2.2. Zaman Skalasinda Delta Tiirev

Tamm 2.2.1. k;: T - R bir fonksiyon ve & € TX olsun. Ve > 0 olacak sekilde
36 > 0 i¢in & nin bir U komsulugu (yani U = (£ — 6,& + §) N T) i¢in

|1 (0(9)) — K1) = 1,2 (D)[0(§) = ]| < elo(§) = ¢l VS €U

esitsizligi saglamirsa r;2(t) ifadesine k; fonksiyonunun delta tiirevi denir (Bohner
and Peterson 2001).

Ornek 2.2.1.
. Eger k;: T = R fonksiyonu V&€ € T i¢in k1 (§) =
ise xc,2(t) = 0 olur. Burada « € R sabittir ve Ve > 0 igin
lk1(0(§)) —k1({) = 0[a(§) —Cll = |la —a| =0 < ¢]a(§) — | , V(€T
olmasi sebebi ile dogrudur.

ii. Eger k:T > R fonksiyonu V& € T igin x,(&) =& ise k,2(t) =1

olur

ve Ve > 0igin

K1 (0($)) = 11 (9) = 1[a(§) = ]I = |o(§) = ¢ = [0(§) = s]

=0<elo@~¢l, V€T



Teorem 2.2.1. Eger k;: T — R fonksiyon ve & € TX olsun. Bu durumda

I. Eger k; fonksiyonu &noktasinda tiirevlenebilir ise #x; fonksiyonu
& noktasinda stireklidir.
ii. Eger k; fonksiyonu ¢ noktasinda stirekli ve & noktasi sagdan sagilimli ise

k; fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebilirdir ve

(£))—k1(§)
4 (§) = —Kl("a@g_gl :

iii. Eger & noktast sagdan yogun ise  k; fonksiyonu ¢ noktasinda

tirevlenebilirdir ve

i K1(§) — K1 ()
KlA(‘f)_?_I,?T

iv. Eger k,; fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebilir ise

(K1U(f)) =K1(§) + H(f)’ﬁA(f)

dir (Bohner and Peterson 2001).
Ornek 2.2.2. T =R ve T = Z durumlarimni inceleyim.

I. T =R olsun. Teorem 2.2.1. (iii) den, k;: R = R tanimli bir fonksiyonun

delta tiirev ¢ € Rigin

kf®=g§£%3%9=m@)

dir.

ii. T = 7Z olsun. Teorem 2.2.1. (ii) den x;:Z — R taniml bir fonksiyonun delta

tirevi ¢ € Z igin

@) = OO e (¢4 1) - 10 () = By ()

10



bicimindedir. A zaman skalasinda fark operatoriidiir ve

A1 (§) =K1 (E+ 1) — k1 (E)

seklinde tanimlanir (Bohner and Peterson 2001).

Ornek 2.2.3. k; : T—> R fonksiyonu igin asagidaki tanimlar kullanarak #;*()

tiirevini bulalim.
i k(@ =0@ T={neNju{0}, ¢eT
. K, (&) = 2T = N(%,:{\/ﬁ;nel\lo}, §€T
L k@= 0@, T={;neNju{0}¢eT\(0)

i¢in her nokta yogun oldugundan sag yayilmistir.

1 L8 _ -
U(f)—%_l—1—_5:’#(5)—0(5)—5—1_5
o) = 17
_a(a(®))-a®) ¢
TO=Te iz
bulunur. Ozel olarak &€ = 0 igin
0 <

olur.

1
. k(1) =62 T:=N2={Vn:neNy}, £€T kiimesine ait her nokta

yogun olup
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0=V +1=>p@)=0@)-5=y5?+1-¢

Kl(a(f))—’ﬁ(f)_Kl(\/fz+1)"€1($€)_ >
716 B - D R

K1A(€) =

bulunur.

Teorem 2.2.2. kKk;,k;:T—> R tannmh ve & € TX noktasinda tiirevlenebilir

fonksiyonlar olsun. Bu taktirde

i. K; + k,: T = R toplam fonksiyonu da ¢ noktasinda tiirevlenebilirdirve

(1 + K2)® = 1,2 (8) + 1, 2(8).

ii. Her sabit « igin ax,: T — R fonksiyonu da tiirevlenebilir ve
(ak)? = ax2(8).
ii. Kik,: T — R fonksiyonu da tiirevlenebilir ve
(a2 )2 () = 11 ()12 (§) + 1,2 (§)icz (0())
= 11" ()2 (§) + 11 (0(8) )12 (9.

v. Eger x;(&)k(0(§)) # 0 ise Kl fonksiyonu da tiirevlenebilir ve
1

1\ _ 12 (§)
() ©=-c@mem
V. Eger k, (§)k, (0(§)) # 0 ise :—21 fonksiyonu da tiirevlenebilir ve

A A A
K ARG )
(Kz ) (f) o 12 (D)2 (a(8))

seklindedir (Bohne rand Peterson 2001).
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Ornek 2.2.4. x,y,z fonksiyonlar1 £ noktasinda A tiirevlenebilsin. Bu durunda
¢ noktasinda
(xy2)® = x%yz + xy2z + x°y°z2
oldugunu ve bu durumunn tane fonksiyon igin genellestirilmis versiyonuna
ulasilmaya caligilmistir.
(xyz)® = (xy)*z + (xy)?2% = (x"y + x7y")z + x7y72*
= x%yz + x%y2z + xy° 2%
Simdi bu formiiln tane fonksiyonun ¢arpimi i¢in genellestirilerek:

(X1 XpX5 o Xp) = XD Xpe 0 Xy + X5 oy + o+ x0T o x9_ X5

elde edilir. Bunu daha kisa olarak

n A n k-1 n
([T=) =2 ([T )2( 11 )
X | = x; | xp X;
k=1 k=1 \i=1 i=k+1
seklinde gostermek miimkiindiir.

Teorem 2.2.3. m € N ve a bir sabit olsun.

. k()= —a)™

seklinde tanimli bir fonksiyon i¢in,

() = Z (c(®) —a)’ (§ —a)™ 17V
v=0
il K (E) = ﬁ

seklinde tanimli bir fonksiyon igin,

~ m—1 1
AGES Z B~ 0O~ OE @) # 0

esitlikleri dogrudur (Bohner and Peterson 2001).
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1

Ornek 2.25. k,(§) =&2,T = Ng icin k; fonksiyonun A tiirevini ifade ediniz.
Coziim:
a(§) =v§*+1
olup k,(¢) = (£ — 0)? formunda yazilirsa m = 2, a = 0 olur.
Bu durumda istenenler yerine yazilirsa

@) = () = Zw@—mwforv

i: -0

N

Tanim 221 k:T-R tammli  bir fonksiyon olsun. Eger k;*
fonksiyou TK? = (T¥)K  iizerinde tiirevlenebilir ise, x; fonksiyonun ikinci
tirevi k.2 = (1i,")%: TK? > R dir. Benzer sekilde n yinci mertebeden

tirevi ;2" :T¥" > R bicimindedir.

Bu durumda

a?(&) = o(0(%))
ve

p*(&) = p(p(9)).
Ayrica

a%(&) =p°&) =¢
=7
TK =T

ile gosterilir (Bohner and Peterson 2001).
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Ornek 2.2.6. Keyfi bir zaman skalas1 i¢in asagidaki fonksiyonlarin sirastyla ikinci

mertebeden tlirevleri asagidaki sekilde verilir.

i k@ =1 4O =0, k¥ =0 )" =0
i 6@ = k@) = £+ 0.0 @ = (6@)
=[€+a(®]* =1+0%®)
Ornek 2.2.7. k,(¢) = &2, T:= Ny = {%n € NO}, FET
fonksiyonun ikinci tiirevi su sekilde verilir.

Coziim: K,(§) =¢&%2, T:=N,, Kk,2(&)=2¢ +% ,a0(é§)=¢ +%

A2 A . A 1°
G ©) = (14©) = E+o@1 =[¢+5] =2+0=2
Ornek 2.2.8. Genel olarak x;ve k, iki kez tiirevlenebilir olsa bile r;x, iki kez
tiirevlenemez. Ciinkii,
(K1kz) = K1 Pk + K%
oldugundan k; ve k, iki kez tiirevlenebilir ve Kk, tlirevlenebilir ise bu durumda,
(a2 = (s 2ry + K170, 2)2 = 1, + 160271, 2 4 17000 2+ 1, 71y B
= 185, + (2% + 16,7010, & + 1,0 ke, B
olur (Bohner and Peterson 2001).
Ornek 2.29. h>0 ve T =hZ = {hk:k € Z} olsun.Budurumda & € T igin
o) =inf{(eT:{>¢& =inf{é +nh:neN}=&+h
olur. Benzer sekilde
p()=¢—h
bicimindedir. V¢ € T noktasi izole noktadir ve V¢ € T igin
u@ =0@)-¢§=¢&+h—¢=nh di.

Boylece bu 6rnekte u sabittir.
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K;: T - R fonksiyonuigin V¢ €T igin

K1(0(f)) —K1($) _ k1 (E+h) — K (E)

A p—
COETG h
K A —K A
yazilabilir. Buradan kA8 (g) = M2(Z@)767©
n()
_ K2 +h) —15°(8)
B h
k1(§+2h)-k1(§+h)  k1(§+R)—K1(§)
— h h
h
K (§+2h) =k (§+ h) — ki (§+ R) + K1(§)
- =
_ K1 (§ + 2h) — 2K, (§ + h) + K1 (§)
= -

elde edilir. #,2"(¢) tiirevi benzer olarak yazlabilir. Diger bir yaklasim
olarak V¢ € Ny i¢in6™(§) = & + nhve p™(§) = & —nh dir.

Bazi zaman skalalar1 i¢in hesaplanan u graininess fonksiyonunun, o ileri sigrama
operatoriliniin ve p geri sicrama operatoriiniin farklt durumlarn asagida Cizelge 2.2.

de verilmistir (Bohner and Peterson 2001).

T u($) a($) p()
R 0 3 $
Z 1 E+1 £—1
q" (q—1¢ q¢ ¢

q
NG 2% +1 WE+D)? E-D?

Cizelge 2.2. Graininess Fonksiyonu ve Sigrama Operatdrlerinin Ozel Halleri
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Teorem 2.2.4. (Leibniz Formiilii). S,E") ile k tane o, n—k tane A igeren

tiim kombinasyonlarin kiimesini gostersin.

Eger her A€ S,En) icin k;" mevcutise Yn € N igin

An _ n Ak
(k1. K2) —§ § K17 | Ky
k=0 /\es,((n)

saglanir (Bohner and Peterson 2001).

2.3. Zaman Skalasinda Integral

Tammm 2.3.1. k;:T—> R  tanimh bir fonksiyon olsun. Eger x; fonksiyonun T
tizerinden sagdan yogun olan biitiin noktalarda sagdan limitleri ve soldan yogun olan

biitin noktalarda soldan limitleri var ise, k; fonksiyonunu diizenli (regulated)

fonksiyon denir.

Tanmm 2.3.2. k;:T—- R  tamimh bir fonksiyon olsun. Eger k; fonksiyonun T
lizerinden sagdan yogun noktalarda siirekli ve T {izerinden soldan yogun olan
noktalarda soldan limiti var ise, k, fonksiyona rd —siirekli fonksiyon denir.
K1 : T = R tanimli rd —siirekli fonksiyonlarin kiimesi

Cra = Crd(']l") = Crd(']l",]R)
biciminde gosterilir.

Ki: T — R tanimli tiirevlenebilir ve tlirevleri rd —siirekli olan fonksiyonlarin
kiimesi

Cra = Crq(T) = Cr4(T,R)
seklinde gosterilir (Bohner and Peterson 2001).
Teorem 2.3.1. k:T = R tanimli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde
I. Eger K, fonksiyonu siirekli ise, k; fonksiyonu rd —siireklidir.

ii. Eger k; fonksiyonu rd —siirekli ise, k; fonksiyonu diizenlidir.
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iii. o ileri sigrama operatorii rd  siireklidir.

iv. Eger k; fonksiyonu diizenli veya rd —siirekli ise, k;° fonksiyonu da
diizenli veya rd —siireklidir.

V. Kk, strekli bir fonksiyon olsun. Eger k,: T — R taniml diizenli veya
rd —siirekli bir fonksiyon ise, kj;0k,  fonksiyonu da diizenli veya

rd —siireklidir (Bohner and Peterson 2001).

Tammm 2.3.3. k;: T > R tanimh siirekli bir fonksyon olsun. D ¢ TX ve TK\
D bolgesi sayilabilir ve T nin sagdan sacilimli elemanlarin1 icermeyen ve her bir
¢ € D noktasinda k; fonksiyonu tiirevlenebilir ise, x; fonksiyonu Dtiirevlenebilir
bolgesinde On tiirevlenebilir (pre-diferensiyellenebilir) denir (Bohner and Peterson
2001).

Teorem 2.3.2. Kompakt bir aralikta her diizenli fonksiyon siirhidir (Bohner and
Peterson 2001).

Ispat: x;:[a,b] > R fonksiyonu smirli olmasin.vn € N igin |x;(&,)| >n
olacak sekilde &, € [a, b] vardir. {£,:n € N} c [a, b] oldugundan {Enk}kEN
seklinde yakinsak bir alt dizisi vardir. Yani 3¢, € [a,b] i¢in
lim &,, =&
olur. T kapali ve {fnk: k e N} c T olmasindan &, € T dir,
111_1)1(;10 fnk = 50
oldugu i¢in £,  yogun nokta olamaz ve dolayisiyla bu &, alttan veya iistten

yakinsayan birer dizi vardir. Bu durumda & — &, i¢in k(&) nin regulated

olmasindan sonludur. Bu da bir ¢eliskidir.

Teorem 2.3.3. (Ortalama Deger Teoremi). k; ve k, fonksiyonlar1 T {izerinde
tanimlanan reel degerli ve D tiirevlenebilir bolgesinde on tiirevlenebilir iki fonksiyon

olmak tzere

véeD igin
12| < 1% ()

sart1 saglanirsa, bu durumda r <s olmak iizere vr, s €T i¢in

|11 (s) = 11 (M| < K2 () — 12 (7)
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esitsizligi elde edilir (Bohner and Peterson 2001).
Sonu¢ 2.3.1. k; ve k,, D bolgesinde pre-tiirevlenebilir olsunlar.
Bu durumda

I. Eger U ugnoktalart r,s € T olan kompakt bir aralik ise

A
) - a@l < { TP Ol

esitsizligi saglanir.
ii. v& €D igin x;2(t) = Oise k; fonksiyonu sabit fonksiyondur.
iii. V&€ Digink,(t) = k,2(t)ise 0 zaman V& € T igin

K2(§) =K1 (§)+ C
dir. Burada C sabittir.

Teorem 2.3.4. (On anti tiirevin varhgl) k; diizenli bir fonksiyon olsun. Bu

durumda V¢ € D igin D tiirenlenebilir bolgesinde 6n tiirevlenebilir bir
K1A(f) = K1($)
olacak bigimde bir K; fonksiyonu vardir (Bohner and Peterson 2001).

Tamm 2.3.4. k;: T - R diizenli bir fonksiyon ve k; fonksiyonun 6n anti tiirevi

K, olsun. Bu durumda x, fonksiyonun belirsiz integrali

fm@Mf=&@)+c

seklinde tanimlanir. Burada C keyfi bir sabittir. Cauchy integrali Vr,s € T igin

N

fm@&=&@—mm

r

dir. Eger V&€ € TX igin

K1A(E) = K1($)
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sart1 saglaniyor ise, K;: T — R fonksiyonuna k,: T - R fonksiyonunun anti tiirevi
denir (Bohner and Peterson 2001).

Ornek 2.3.1. T=17 «,(§) =a’ve a # 1 sabit olmak iizere

JafAE

K (0(8) — k1 (D)
a(§) ¢
a®®_g¢

= e@-—¢’

integralini hesaplayalim.

K46 =

a(§)=¢+1

aftl — g¢

Ct+1-—t

aftl _ ¢
1

=af(a—1)

< 1 af af+ _ gé
=A = =a€,
a—1 a—1 a—1

oldugundan C sabit olmak iizere

SA af C
ja f—a_1+

elde edilir.
Teorem 2.3.5. (Anti tiirevin varh@r) Her rd —siirekli fonksiyonun bir anti tiirevi

vardir. §; €T ise k; fonksiyonun anti tiirevi K; fonksiyonu i¢in V& € T i¢in

§

m@=fm®m
o

seklinde tanimlanir (Bohner and Peterson 2001).
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Teorem 2.3.6. k; € C,q ve £ € TK

a($)

f K (AT = u(E)ky ()
'3

dir (Bohner and Peterson 2001).
Ispat: Teorem 2.3.5.ten dolay1 K, nin bir K; anti tiirevi vardir ve

a(§)

j (AT = Ky (0(8)) — K1 (©)
'3

= UK, (@) = u®ry (®

Teorem 2.3.7. Eger k;2(§) = 0 ise, k; fonksiyonu azalan degildir (Bohner and
Peterson 2001).

ispat: [a,b]de x,2(§) >0 ve (£ €Ticin a <{<¢&<b olsun. Budurumda

¢
K2 (6) = K () + f kB (AT 2 1, (0)
4

olarak sonug elde edilir.

Teorem 2.3.8. Egerab,ce T, @« € R ve kq,k, € Cpq ISE,

] [l (®) + 12 (D1AE = [ 1 (DAE + [ 15 (E)AE
i, [P(ac)(©AE =a [ 1 (E)A¢E
i, [ (A = = [k (9)AE
iv. [Tk (OAE = [ (AE + [ ki (DAL
Voo [P (0(9)KatA8 = (i) (B) — (i) (@) — [ ey A ()i ()A€
Vi [P (©r (O = (i) (b) — (i) (@) = [ 1) (a(€)AE
vii. [T (§)AE =0
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viii.  Eger [a,b) iizerinde |ky(§)] < 5(2) ise |[] ky(©)AE] < [ k2(9)AE,

ix.  Egerbiitina < § <b icin;(§) = 0 ise [} k1(§) A >0,
dir (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.3.9. a,b€ T ve k; € C,4 olsun. Bu durumda

. . . b b
i EgerT=R ise, [ k(A =[x (E)df
olup esitligin sag tarafindaki integral Riemann anlamindaki integraldir.

ii. Eger [a,b] sadece izole noktalar1 igeriyor ise,

(

b b;%uﬁkﬂa , a<b
[a@ng=10 , o
a - > u©a® a>b

\ &
iii. Eger T = hZ = {hk:k € Z}, h >0 ise
=
Z K (hOh a<bh
b P
Jkl(f)Af=<0 , a=>hb
a %_1
—Zicl(hk)h , a>h
k=7
Iv. Eger T = Z ise
(b1
Z K. (&) , a<b
b &=
ficl(f)A€=<0 , a=>h
a—1
—Z K1() , a>b
\ &=p

seklindedir (Bohner and Peterson 2001).
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Ornek 2.3.2. a € T alalim. Burada T keyfi bir zaman skalas1 olmak iizere

'3
flM:f—aQE—@A=é—nA=1—m

a

seklindedir. Ayricaé € T olmak tizere T = R ise

3 3 £
[ ac= [ ==
0 0
seklindedir. Eger T =7 ise
oS €-1.¢
f{A{:Z{=0+1+2+---+(§—2)+(¢‘—1)=T
0 ¢=0
seklindedir. Eger T = hZ ise
3 £ i 1
j(A(=ZK1(Ch)h=Z{h2 =hZZ(=h2 [o+1+2+--~+(%—1)]
0 ¢=0 ¢=0 ¢=0
_ § § 1
= (1) 33
=5 —-h.¢

seklindedir.

2.4. Zaman Skalasinda Nabla Tiirev

T zaman skalasindan tiiretilmis bir T, kiimesi, eger T sagdan sa¢ilimli bir m

minimumuna sahip ise, T; = T — {m} seklinde tanimlanir.

kKi: T — R bir fonksiyon olmak tizere V&€ € T i¢in k,”: T — R fonksiyonu
kP () = Kl(P(f))

seklinde tanimlanir (Bohner and Peterson2001).

Tammm 2.4.1. k: T - R bir fonksiyon ve ¢ € Tx olsun. Ve > 0 olacak sekilde
36 > 0 i¢in & nin bir V komsulugu (yani V = (§ = 6,§ + 6) NT) V{ € U igin
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k1 (p(§)) = 11 (D) — 11" (D)[p(§) = 1l < elp(§) = |

esitsizligi saglanirsa k" (&) ifadesine x, fonksiyonunun nabla tiirevi denir (Bohner
and Peterson 2001).

Teorem 2.4.1. k;:T — R bir fonksiyon ve ¢ € T, olsun. Boylece

I. Eger x, fonksiyonu ¢ noktasinda nabla tiirevlenebilir ise, x; fonksiyonu
¢ noktasinda stireklidir.
ii. Eger x,; fonksiyonu & noktasinda siirekli ve & noktasi soldan sa¢iliml

ise, bu taktirde k,; fonksiyonu ¢ noktasinda nabla tiirevlenebilirdir ve

k1(§) — k1 (p($))

Klv(f) = v ()

bi¢imindedir.

iii. Eger & noktasi soldan yogun ise x; fonksiyonu ¢ noktasinda nabla

tirevlenebilirdir ve

s K1(§) — K1 ()
Klv(f)_?_r)r%T

seklindedir.

2 Eger k; fonksiyonu ¢ noktasinda nabla tiirevlenebilir ise, bu durumda
K1 (p(§)) = 11() = v(O)1" (§)
dir (Bohner and Peterson 2001).
Ornek 24.1. Eger T=R ise k;"(§) =x,'(§) alsmis tirev ve T =7

ise, 1,V (&) = Vi, (&) = k(&) =k, (§—1) geri fark operatorii olarak yazilir
(Bohner and Peterson2001).
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Ornek 2.4.2. Kk;:T —» R fonksiyonu i¢in asagidaki tanimlar1 kullanarak ;" (&)
tiirevi su sekildedir.

i. k(&) = &2, ']I‘:={g:nEN0}, EET

i. k() =8, T:=N,={n:neNy}, (€T

Coziim :

I. kK (§) =82, T:= {g tn € No}, ¢ € T her nokta da yogun olup

261 2601 1

p(§) = > sv(@)=&E—p)=¢&— =

_ 52_(25__1)2 1

() = 11(8) v(r?)(p(f)) _ SV
2

i () =&, T:= N% = {% inE NO}, & € T her noktada yogun olup
PO =3B —1sv@=¢—p@=¢-3B-1

_ 3 _(3/£3 _ 1)3 5 1
") =98 v(};)(p ®)_: ; -(va;q G RIGEIVA ST L

olarak bulunur.

Teorem 2.4.2. k;,k,: T —> R tanimli ve & € Tx noktasinda nabla tiirevlienebilir
fonksiyonlar olsun. Bu taktirde

I. K; +k,: T — R toplam  fonksiyonu da ¢ noktasinda nabla

tirevlenebilirdir ve
(1 +12)Y =117 (&) + 1,7 ()

olur.

Her sabit «a i¢in ak;: T — R fonksiyonu da nabla tiirevlenebilirdir ve
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(ary)¥ = ax,"(§)
bi¢imindedir.
iii. Ki1k,: T — R fonksiyonu da nabla tiirevlenebilirdir ve
(re11e2) 7 (§) = 11 (12" () + 16,V (E)iex (0(6))

N GLAGEIACIIING

elde edilir.

Iv. Eger k(&K1 (p(§)) # 0 ise Kil fonksiyonu da nabla tiirevlenebilirdir ve

1y r K1 (§)
() ® = —aEneE
olur.
V. Eger k,(&)k,P (8)) # 0 ise z—: fonksiyonu da nabla tiirevlenebilirdir ve

\% \Y
K1 _ K1 (8 —K1 (E)Kr2P (§)
(Kz) €)= K2 (§)K2P (§))

seklindedir (Bohner and Peterson 2001).
2.5. Zaman Skalasinda Nabla Anti Tiirevin Varhg

Tamm 251 VEE Ty icin K,"(§) = k;(¢) sarti saglansa Kp: T — R
fonksiyonuna x;: T = R fonksiyonunun nabla anti tirevi denir ve K,

fonksiyonunun integrali V& € T i¢in

'3
fm@W=&®—&@

a

bi¢cimindedir (Bohner and Peterson 2001).
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Tammm 2.5.2. k;: T - R bir fonksiyon olsun. Eger T iizerinde soldan yogun
noktalarda siirekli ve T Tizerinde sagdan yogun noktalarda sagdan limitleri olan

fonksiyonuna Id-stirekli fonksiyonu denir (Bohner and Peterson,2001).

Teorem 2.5.1. Her Id —siirekli fonksiyonun, bir nabla anti tiirevi vardir (Bohner and
Peterson2001).

Teorem 2.5.2. Eger k;: T —» R Id —siirekli ve V& € Ty ise, boylece

§

fmmW=wam@
p(&)

dir (Bohner and Peterson2001).
Teorem 2.5.3. Eger ab,ce T, a € Rveky,k,: T - R Id-siirekli ise, bu taktirde
i L) + kp(OVE = [ ki (OVE + [ 1(§) V&
i [Nk (©VE =a [ K (E)VE
iii. [ (OVE =~ [ ki (E)VE
V. L OVE = [Cra(OVE+ [k (EVE
V. f; K1(U(f))’€2vvf = (rc1k2)(b) — (k1K) (a) — f; K1V(5)K2(f)vf

vi. ff K1 ()i ()VE = (reyic) (b) — (xq163) (@) — f: K" () (a()VE
vii. [T (VE=0

ifadeleri elde edilir (Bohnerand Peterson 2001).

Teorem2.5.4. abeT ve k;: T — R, ld-siirekli olsun. Bu durumda
i. Eger T = R olsun. Bu durumda f: K (§)VE = f; K (§)d &

olmak iizere sagdaki integral Riemann anlamindaki integraldir.

ii. Eger [a,b] sadece izole noktalari igeriyor ise,
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(D v©OrE© . a<b
H | &
[a@ve=10 . a=
a EIRIGNG . a>b
\ &5

dir.

iii. Eger T = hZ = {hk:k € Z}, h >0 ise

(&
Z e, (Rk)h . a<b
b =t
[ mve =40  a=b
a 7
2 Z e, (Rk)h , a>h
=2t
iv. Eger T =7 ise
( b
K1 (&) ) a<b
b
E=a+1
[r@ve=40 C a=b
a
a
— z K.() , a>b
\ £=b+1

seklindedir (Bohner and Peterson 2001).

Ornek 2.5.1. T herhangi bir zaman skalas1 ve a,b € T olsun. Bu durumda

Jb 1 Af—b_a
JE@®™ " ab

dir.
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bulunur. O halde

b
fr=p=-G-d ="

Ornek 2.5.2. T herhangi bir zaman skalasi ve a,b € T, a < b olsun.

1=(5)"
oldugundan

b

jAf= fb=b—aqa

a
bulunur.

Ornek 2.5.3. T=7Za,b €Z ,a < b olsun. Bu durumda

b

1
ijf=§(b—a)(b+a—1)

a

dir.

Ispat: T = Z halinde

oldugundan

2 2 2
jmeﬁ Spbi-b_a a=%(b—a)(b+a—1)

bulunur.
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Sonu¢ 2.5.1. ¢ € TX ve k;: T > R olsun. Bu durumda «; fonksiyonunu ¢ de
delta tiirevinin var olmasi nabla tiirevinin de var oldugu anlamina gelmez. Tersten

distintildiigiinde de gegerlidir (RogersJr. and Sheng2007).
Ispat: T =[-2,—1] U [0,1] zaman skalas1 igin

K2 (§) = 5m@> o §70
0 . £=0

fonksiyonu olmak iizere bu k; fonksiyonu 0 noktasinda siireklidir ve 0 € T

noktasinda sagda yogun, soldan sagilimlidir.

Teorem 2.2.1. (ii)’den dolay1 k;, 0 noktasinda nabla tiirevlenebilirdir. Fakat O

noktasinda

lim K1 (&) — Kk1(4)
¢ §—q

sonlu bir limiti yoktur. Boylece k;, 0 noktasinda delta tiirevlenebilir degildir.

Ayni k; fonksiyonunun, 0 noktasinda delta tiirevinin varlifinda, nabla tiirevininin
de var oldugu anlamina gelmeyecegini gostermek i¢in T = [—1,0] U [1,2] zaman

skalasi1 alinabilir.

Tamm 253. a€T, SupT =0 ve k;; [0,00) da rd —siirekli ise bu

durumda, genellestirilmis integral,

o)

fm@Mf=ggfm@Mf

a

olarak tanimlanir. Sag taraftaki limit mevcut ise genellestirilmis integral

"yakmsaktir', aksi taktirde"1raksaktir’’ denir (Bohner and Peterson 2001).
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2.6. Zincir Kurah ve Uygulamalari

ki:R—->R ve k, : R—=> R fonksiyonlar verilsin. Eger Ky, ¢& de

diferensiyellenebilir ve k; de k,(&) de diferensiyellenebilir ise
(k10K) = Kll(Kz(E))Kzl(f)
bigimindedir.

Simdi verilecek ornek, zincir kuralinin aligilmis anlamda tiim zaman skalalari

lizerinde saglanmayacagini gosterir.

Ornek 2.6.1. k,k,:Z —» Z olmak iizere k(&) = &2 ve k,(&) = 2& olsunlar.

Burada zaman skalas1 T = Z dir. Simdi tim ¢ € Z i¢in, bileske fonksiyonun tiirevi:
(k10K2)%(§) = (482)"
=4A(¢2) (T = Z, k,® = Axy)

=4[ +1? - &7

=4(Q&+1)
=8f+4
dir. Ayrica,
11 (12 (9))12(8) = [(§D)* 0 (29)] (29)* (T=12 ;" = Axy)

={{[E+1*-¢&*]o(25)}2(6+1-9)
= (4§ +1).2
=85 +2

oldugundan (r;0k,)2(8) # k1% (k,(8))K22(§) olur.  Bunun nedeni  zaman

skalasinin tam sayilar kiimesi olarak secilmesidir.
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Teorem  2.6.1.(Zincir Kural)) k;:R - R siirekli ve k, : T > R, TX da
diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Ayrica k;: R — R siirekli diferensiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. Bu durumda [¢,0(§)] reel araliginda bir ¢ noktasi vardir oyle
Ki

(k10K2)4(8) = Kll(Kz(C))KzA(f)
esitligi saglanir (Bohner and Peterson2001).

Ornek 2.6.2. T=17, k;(§) =&?, ky(§) =2& olmak iizere Teorem 2.5.2.
yardimryla

(k10k2)4(3) = Ky (k2(0) )12 (3)

esitliginde ¢ sayisii bulalim.
Céziim: (ky0K)2(8) = (42)°

= 4A(?)

=4[ + 1)* - &7

=88 +4

(k,0K,)2(3) =83 + 4
=28

dir. x; siirekliliginden ve k(&) = &2, K,/ (&) = 2§, 1,2(8) = (264 =2

oluslarindan,

iy (162 (0))r2(€) = [(28) 0 (2¢)].2 = 8¢

yazilir. Teorem 2.6.1. den

28 =8 ==
— =c =
Cc Cc 5
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bulunur. Burada é =3, ¢ =

N

€ [3,0(3)] = [3,4]
dir.

Teorem 2.6.2. T zaman skalasi, ve v: T — R kesin olarak artan bir fonksiyon
ve T = v(T) bir zaman skalasi olsun. & ile f iizerindeki sigrama fonksiyonunu ve

A ileiizerindeki £ tiirevi gosterelim. Bu durumda
Vog=0ov
olur (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.6.3. Farzedelim ki v: T - R kesin olarak artan bir fonksiyon,

ve T=v(&) bir zaman skalast ve @: T -» R alahm. Eger v2(¢) ve w?(é),

& € T igin varsa
(w o )2 = (wh o v)vh
olur (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.6.4. (Ters Fonksiyonun Tiirevi) Kabul edelim ki v: T — R kesin olarak

artan bir fonksiyon ve T = v(T) bir zaman skalas1 olsun. Bu durumda

dir. Burada v # 0 dir (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.6.5. (Degisken Degistirme). Farzedelim ki v: T — R kesin olarak artan
bir fonksiyon, ve T = v(T) bir zaman skalas1 olsun. Eger x;: T — R rd- siirekli

bir fonksiyon ve v de rd- siirekli diferansiyelllenebilir ise a, b € Tigin

b v(b)
f Ky (E)VA(E) AE = j (e 0 v ) (OES
a v(a)

dir (Bohner and Peterson 2001).
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2.7. Diamond-a Dinamik Tiirevi

Tammm 2.7.1. T zaman skalasi, k;: T — R bir fonksiyon ve & € Ty olsun.
Ve > 0 verildiginde 36 > 0 igin & nin bir U komsulugu (yani U = (§ —6,¢ +
6)NT),8 >0icin) V{ € U igin

|17 (€) — k1 (D]ver + (1 — )16, (&) — 16 (D] — 11 @ () per vee |
< e|ugve|

esitsizligi saglamirsa, pzr = 0(§) — ¢ ve vy, = p(§) —¢ olmak iizere 1,02 (&)
ifadesine TX tizerinde x; fonksiyonunun diamond-a tiirevi olarak tanimlanir
(RogersJr. and Sheng,2007).

Hatirlatma 2.7.1. Diamond-« dinamik tiirevin taniminda o¢ =1 alinirsa, Klo“’( £)

. N  JY A } v ;
diamond—¢  dinamik tirevi, K1 () tireve ve =0 almrsa, k; (§) tiireve

indirgenir. Diamond—« dinamik tiirev birgok avantajlara sahiptir

Tammm 2.7.2. (Diamond-a dinamik tiirev) T bir zaman skalasi, ve k;($),
T {izerinde A ve V tiirevlenebilir olsun. £ € T igin k(&) fonksiyonun i, % (&)

tirevi 0 < a < lolmak tizere

K% (&) = ark2(E) + (1 — @)K,V ()

olarak tanimlanir. Boylece x; diamond-a tiirevlenebilir olmasi igin gerekli yeterli

kosul x; fonsiyonunun A ve Vtiirevlenebilirolmasidir (Davis et al.,2006).

Teorem 2.7.1. 0 <a <1 olmak iizere k; fonksiyonu & € Tde hem A hem de

V tiirevlenebilirse; bu durumda k, fonksiyonu & de ¢, tiirevlenebilirdir ve

K10 (€) = ar* () + (1 — )i, ¥ (§)
bigimindedir (RogersJr. and Sheng2007).

Sonug¢ 2.7.1. ¢ € T noktasi yogun olmak iizere eger k,'(§) varsa
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%9 = 148 = 1,7 () = 1, (©)
seklindedir (RogersJr. and Sheng2007).

Ispat: & noktasi yogun ve

k1 (€ +h) — Ky (8)
h

k' () = llgr(l)

sonlu bir degeri olarak limiti mevcut olsun. ¢ nin yeterli kiigilk bir U

komsulugundaki, V {,& € U igin h = { — & alinirsa

ki (§+h)—1(§) lim Kk1(§) — Kk1({)
h S8 E-¢

k' (§) = }li_r)r(l)
olur. O zaman Teorem 2.2.1.(iii) den dolayr k;*(§) = k;'(§) dir. Teorem 2.4.1.
(iii) den dolayr V(&) = ;' (&)
bulunur. Boylece Teorem 2.7.1. gbz Oniine alinirsa
1% (§) = ar* () + (1 — )i, " (§)
=aky' (§) + (1 — a)K,"(§)
=K1'(§)
elde edilir
2.8. Diamond-a integrali

Tanmm 2.8.1. aq,§ €T ve h:T — R bir fonksiyon olsun. h nin ¢, integrali

EET ve 0<a<1igin

§ $ ¢
f h(t) 0yt =« f h(t)At+ (1 - a) f h(t)Vt

a a

seklinde tamimlanir. ¢, integral A ve V integrallerinin lineer kombinasyonudur
(Davis et al.,2006).
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2.9. Zaman Skalasinda Polinomlar

0 1n bir anti tiirevi 1, 1 in bir anti tiirevi &, fakat keyfi bir zaman skalasi i¢in é'nin

2
anti tlirevini bulmak neredeyse imkansizdir. ¢ nin anti tiirevinin % oldugu kesin

2
degildir. £ nin tirevi

£\ f+o@® L u©
(3) =Tz ftm

dir. Burada wu(¢), (&) ye bagh o(§) de zaman skalasinintanimina bagli olarak
degisir. "Z—Z fonksiyonu
3

J o(t) At

0

seklinde mi ya da

3
fO'AT
0

seklinde mi olacak. Simdi asagidaki tanimlar dikkate alinirsa:

g> Ve h, fonksiyonlar sirasiyla

&
w®o=fwm—om

0

3
m&o=fu—om
0

seklinde tanimlansin. Bu durumda g, ve h, fonksiyonlar arasinda
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'3
w@0=fwﬁ%%Mr
0

3
=deﬂ+ﬂ—r—dM
0

3 ¢ ¢
= Of((a(r) +r))Ar—jrAT— ! (At

0

£ £
_ f(TZA)AT + j At — (=)
Z z

¢

4
=frmwf2—e—z@—z)=j@—er=hxaa
3 3

seklinde bir iliski bulunur.

Genellestirilmis polinomlar, Taylor formiiliinden dolay1r ortaya c¢ikmistir. Bu

fonksiyonlar k € N, olmak iizere
Ik, h’k: TZ - R
seklidedir. g, ve hy her&,( €T igin

go(&, ) =he(§, ) =1

olup, k € Ny i¢in gj ve hy verilsin. Budurumda gy, Ve hy,q fonksiyonlari
her (,§ € T igin

k

%H@a=f%wmxﬁr
4

ve
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'3
hhaaa=jﬁun0m
4

esitlikleriyle tanimlanir.
{ yi sabit diisiiniip hy (&, ) nin & ye gore tiirevi h2(¢,{) vek € N, & € T* igin
e (§,9) = hi-a (6,0
dir. Benzer sekilde k € N, & € T icin
9.0 = gi-1(a (1), )
dir (Bohner and Peterson 2001).
Ornek 2.9.1. Yukaridaki tanmimlara gore asikar olarak heré,¢ € T igin

91(515) ~ hl(flz) = f _{

esitligi saglanir. Ancak k > 1 oldugu durumlarda g, ve h; fonksiyonlari i¢in boyle
bir ifade bulmak kolay degildir (Bohner and Peterson 2001).
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UCUNCU BOLUM

3. MATERYAL VE YONTEM

Tammm 3.1. (Konveks Fonksiyon) S =T bostan farkli bir kiime ve k;: T - R
fonksiyonu Iy kiimesi iizerinde tanimli bir fonksiyon olsun.Vx,y € T ve « € [0,1]

icin
Ky (ax + (1 - a)y) < axy(x) + (1 — ks ()
sart1 saglaniyorsa k;'ye konveks fonksiyon denir (Dinu 2008).
3.1. Holder Esitsizligi
Teorem 3.1.1. a,b € T olsun.rd — siirekli k4, k,: [a, b] > R fonksiyonlar1 i¢in

p>1 ve q= ﬁ oldugunda

1 1

b b » (b
j e, ()1 (6)|AE < j I (E)IPAE b f I, (E)19A €

esitsizligi elde edilir (Agarwal et al. 2001).

Ispat Negatif olmayan @ ve S reel sayilar icin

S
QR

av. i<+ (3.1)

IS RN
Q™

esitsizligi gecerlidir. Genelligi bozmadan

b b
f|x1<f>|pAf . fhcz(f)rme £0

oldugunu varsayalim.

a(f) — lr1(§)IP VEB(E) — |12 (§)14

[2lK1 (D)IP AT 12 la (@198
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ifadelerine esitsizlik (3.1) i uygulayip ve ¢ikan esitsizligin a dan b ye integralini
alirsak asagidaki sonug kolayca elde edilir.[Bu miimkiindiir ¢iinkii karsimiza ¢ikan

fonksiyonlarin hepsi rd —stirekli (sag yogun siirekli) dir.]

MG) f @,

@ (i @Parf @ {fJle; @leac)?

b
= f a' /v Blant

b b
a($) ﬁ(@) 1 | (O 1 iy (©)|

A —. —. A

!< : J{p f:|K1(T)|pAT+q f;lkz (r)ICIAr} ]

b b
1 16, ()P 1 Ik @1
- A += | | —2—IA
P!{IMNﬂPAJ €+QJ{$mzume :

_th(fﬂpAE ijz(ENQAf

1
P [l (DA q Iy (D)]aa

1+1< ) D ] )
=—+4+—| q yerineq = ——— yazilirsa
p q p—1

=1

Bu da direkt olarak Holder esitsizliginin gerc¢ekledigini verir. Burada p = q = 2

alinirsa Cauchy-Schwarz esitsizligi elde edilir.
3.2. Cauchy-Schwarz Esitsizligi

Teorem 3.2.1. a,b € T olsun.rd —siirekli k;,k,:[a,b] » R tanimli rd — siirekli

fonksiyonlar olsun. Boylece
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b b b
f iy ()i (O)AE < j{ f ey (E)IZAE} { f I (S)IZAS}

esitsizligi elde edilir (Agarwal et al. 2001).
3.3. Minkowski Esitsizligi

Teorem 331 ab€eT ve p>1 alalim. rd—sirekli ki, k;:[a,b] > R

fonksiyonlart igin;

b :, b :, b
{ j |(K1+Kz)(f)|pAf} < { f Ircl(f)lpAf} +{ f IKz(f)I”Af}

elde edilir (Agarwal et al. 2001).

1
P

Ispat: Asagidaki sonuca ulasmak igin q = P/(p —1) alarak Holder esitsizligini

uygulayalim.
b b
j |Gt + 1) (©)IP A¢ = j |Gy + 1) ()P (ke + k) ()] AE

b b
< j e (O)11Ciey + 1) (©)[P~1A¢ + f 1 ()1 Giy + 1) (E)P~1A¢

1

b q
<{ f m@ms} { f |G + 1) ()] ”"Af}
b
4 { f Ikz(f)IpAf}
[ b 5 D q
l{ f |K1<f>|pAf} { f IKz(E)I”AE} H f |Gy + 165) (©)PA f‘
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b
= f |Get + 1) (D)1 A

[ 14 14
=| fm(f)mf + flxz(f)IPAE |fI(K1+K2)(§)I”A€
i a Jte

1
esitsizligin her iki tarafini [ f;l(}cl + Kz)(f)lpAf]q ya bolersek

b b b
f Gy + 1) (©)1PAE < f e @©Pagl + f NG

Minkowski esitsizligine ulasiriz.
3.4. Jensen Esitsizligi

Zaman skalas1 lizerinde Jensen esitsizliginin ispatt hemen hemen klasik Jensen

esitsizligi gibidir. Eger T = R ise ispat klasik Jensen esitsizligi gibidir.

Eger T=7Z  1ise Jensen esitsizligi ¢ok iyi bilinen aritmetik ortalama geometrik

ortalama esitsizligine doniisiir.

Teorem 3.4.1. (Jensen Esitsizligi) a,b € T ve c,d € R olsun. h:[a, b] - (¢,d)
fonksiyonu rd- siirekli ve F:(c,d) » R fonksyonu konveks (disbiikey) olsun.

Bu durumda

b b
r (fa h(f)M) < J, F(h(§)A¢
b—a b—a
esitsizligi vardir (Agarwal et al. 2001).

Ispat: x, € (c,d) alalim. O zaman [11,sayfa 109 ] dan 6yle bir § € R vardir ki
biitiin x € (¢, d) i¢in

F(x) — F(xo) = B(x — xo) (3.2)
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saglanir.

g fonksiyonu rd- siirekli oldugundan

f;’ h(t)AT
Yo = b-a

iyi tammlidir. Foh fonksiyonu da rd —siireklidir bundan dolayi

x = h($)

ile esitsizlik (3.2) e uygulanabilir ve istenen sonucu elde etmek i¢in a’dan b’ ye

esitsizligin her iki tarafinin integrali alinir.

b

[(F(©) - Fao))

a

b b
> p j [1(E) — xo)AE = B j RE)AE — xo(b — a)

At
(b-—a)|=0
—a

b b
h
- | [ neeyng - 2O

Bu da dogrudan jensen esitsizligini verir.

Lemma 3.4.1. a,b,{,§ €T, a<b ve k;:[a,b] > R diferansiyellenebilen bir

fonksiyon ise

b 1
1 1
0 =5 [ @8 + — [ K€D A O
a 0

esitligi elde edilir ve

E—a

¢, OS(Sb_

k(O = g UT°
(-1, ;—={<1

dir (Ekinci 2018).
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Lemma 3.4.2. (Montgomery Ozdesligi). a,b,{,E €T, a<bve k;:[a,b] > R

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise

b b
1 1
6 = 5 [ 1@ + 7 [ PO KO8

esitligi elde edilir ve

a,

pE =2}

IAIA
IN A
STRVA'S

v Q

dir (Bohner and Matthews 2008).
3.5. Ostrowski Esitsizligi

Teorem 3.5.1. (Ostrowski Esitsizligi) a,b,{,§ €T, a<b ve k;:[a,b] > R

tanimli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde
b
(0 — 5 [ 178 < T (ha(6 @) + ha(E.)
a

esitsizligi vardir. M = sup,<g<p |1, (€)| dir (Bohner and Matthews 2008).

Sonug 3.5.1. (Siirekli Durum) Teorem 3.5.1. de T = R alinirsa

(-2 s

Kl(f)——ff(c)dc <M -SG5+

esitsizligi bulunur. M = supgy<g<p |y (t)[dir. Bu da klasik Ostrowski esitsizligidir.
Sonu¢ 3.5.2. (Ayrik durum) Teorem 3.5.1.de T=Z%Z, a=0, b=n, {=j,
& =i ve k(&) = x, olsun. M = max,<;<,—1|Ax;| olmak iizere

n

e

j=1

n+1)°
2

SIF—‘

4

n2+ll
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esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ayrik Ostrowski esitsizligidir.

Teorem 3.5.2. k;:1 € [0,0) > R, I'(I'minigi) iizerinde diferansiyellenebilen
bir fonksiyon, k;' € L[a, b] ve abel icina <b olsun. Eger

[a, b] araliginda |k;'| konveks fonksiyon ise asagidaki esitsizlik saglanir

b

1
Ki(x) — m[ K, (uw)du

a

<[+ 362 Trven+ [t +3(=2) |

burada x € [a, b] dir (Alomari et al. 2010).

Teorem 3.5.3. (Holder Esitsizligi) h, x; ,k, € Cr4([a, b], [0, )) ve
J h(x)k,1(x)Ax > 0

olsun. Eger p>1 ve %+%=1

ise
b b % b %
f h(x)k; (x)K, (x)Ax < f h(x)r,P(x)Ax f h(x)k,1(x)Ax

a a a
esitsizligi gecerlidir (Wong et al.2006).
3.6. Bazi1 Uygulamalar

Ornek 3.6.1. T = R alalm. Asikar olarak (0,00) arahiginda F(x) = —log(x) dis
biikey ve siireklidir. Oyleyse h: [0,1] = (0, %) siirekli oldugunda

1 1

log [ h(6)dg > [ 1ogh(s)dg

0 0
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elde etmek i¢in Teorem 3.4.1. den

b b
r (fa h(E)As‘) < J, F(h(f))Af
b—a b—a

Jensen esitsizliginde a = 0 ve b = lalirsak

1 1
_log <f0 h(f)Af) B Jy —log(h(§))d¢
1-0 1-0

1 1
= log f I HE f log(h(£))d €
0 0

1 1
= [ h()ds = exp l 108 h(f)dfl
0 0

elde edilir (Agarwal et al. 2001).

Ornek 3.6.2. T=7 veN € N alalim.

2|

L N N
IR B 16
=1 £=1
esitsizligini elde etmek i¢in g:{1,2,3...,N + 1} - (0, )

icin Teorem 3.4.1. de a=1ve b=N+1 alarak Jensen esitsizligi uygulanirsa

N+1

1og{ Zh(f)} log f RS

1 N+
> f logh(§)A
1
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elde edilir ki bu da;

|~

SWOEILS

olmasi demektir. Bu da bilinen aritmetik ortalama, geometrik ortalama esitsizligidir
(Agarwal et al. 2001).

Ornek 3.6.3. T = 2No ve N=N alalim.

1

Zkh 2k L 1 m
0

ifadesini bulmak icin Teorem 3.4.1. den a=1,b = 2" ve h:{{2¥:0<k <N} >

(0, ) alinirsa

-3 R(2%) 17 n@)ag
OB v o1 [T T o

N
AR LIGN
- 2N -1

_ Yk=o 2Flogh(2")
N 2N —1

_ 223 log(h(24)*
2N —1
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N-1
1 k
= 108 {ﬂ(h@"))z }
k=0

N-1 @N-1)
= log{ (h(zk))zk}

elde edilir ki buda;

Zkh Zk N-1 k (ZN 1)
[ ]|

k=0

olmas1 demektir (Agarwal et al. 2001).
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DORDUNCU BOLUM
4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Ostrowski tipli esitsilikler

Lemma 411 T,T =zaman skalalan ve k;:Iy > R, IX  iizerinde

A —diferansiyellenebilir  fonksiyon olsun. T = v(T) ile vzg oldugunu

varsayalim. Eger |K1A| , I lizerinde konveks; ;* € C,y(I,R) ve a,b,§ €Iy, a < b

olursa asagidaki esitlik saglanir.

b 1

1 -
0 - [ 7@ = b - @) [ KE DR Eh+ (1 - Da) &S
0

a

Burada
¢ , 0sz<z_a
k(§,0) = .
¢-1 ’ b—aS(<1
dir.

Ispat: Oncelikle Lemma 3.4.2. deki Montgomery esitligi hatirlatilir.
1 b 4 1 b A
k() = == [P 12 (A + = [P p(,0) kA (A (4.1)
burada
({—a , as{<¢

)

dir. Eger (4.1) de Teorem 2.6.5. kullanilir ise asagidaki esitlik elde edilir.

b b
1
[ 0208 = [ 60 K@V
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1

- f p(v71(8), v (D)) (v=1(0))E 7

0
1
— - @) [ KE D2 + (1 - Do)k
0

boylece ispat tamamlanir (Ekinci 2018).

Teorem 4.1.1. T, T birer zaman skalas;, T = v(T) ile v = i:—zzc olmak iizere

Kky: Iy > R fonksiyonu I iizerinde A —diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Eger a,b,& € Iy ve a < b igin |K1A| fonksiyonu Iy tizerinde konveks ise

k.2 € Crq(I,R)vec € T igin.

c 1
M=f€5€u1=](1—5)5(
0 c
(4.2)
Cc 1
- jczﬁzuz - f(l—z)zﬁc
0 c

olmak tizere asagidaki esitsizlik yazilir:

b

1
K1(§) — mf K1 (w)Au

a

<(®b- a){(>\2+ M1 — #2)|K1A(b)| + (12 +>\1_>\2)|K1A(a)|}

(Ekinci 2018).

Ispat: Lemma4.1.1ve{ € T igin modiiliin 6zelligi kullanilirsa
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b
1
Kk1($) —mf K1 (§)AE

< G- [[5616b + @ - Oallag
0
1
+[16 = Drt15h + (@ - Dalldg
ve |r,2| fonksiyonu konveks fonksiyon oldugundan

c 1
f 1,2 gb + (1 — Ol + f 1 — Di:d[gh + (A = QallAg
0 c

[of

< f (el B)] + A = Ol (@[] B

0

4 j 1 — 11 [t )] + (1 = O] (@]

( f (2K + f (1- on) ()|
0 c

+ j {1 - A + f (- <)2M> (@)
0

Cc

f (2R + f [(1-0)—1-0)7] ’A?) ()|

0
' < [ig-¢me+ [a- 5)25<> k(@)
0 c

ispat tamamlanur.
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Sonu¢ 4.1.1. Teorem 4.1.1 ve M = supa<§<b|K1A(E)| varsayimi altinda Teorem

3.5.1 elde edilir.
Sonug 4.1.2. (Siirekli Durum) T = R alinirsa Teorem 3.5.2. elde edilir.

Sonu¢ 4.1.3. (Ayrik Durum) T=7Z, a=0, b=n, {=j, E =i vek (k) = x

olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik elde edilir.

n

1
——> x| £ (6O + h(n =i + Dlltn =l
j=1

SI'—‘

+ [ko(n—i+ 1) + h(@)]lx; — %0}

burada
kK,(uw) =u(u—1)QRu—-1)
h(w) =u(u—1)B3n—2u—1)
dir.
Ispat : [ 2(B)| = 1241 — %4l

|K1A(a)| = [x1 — %ol

yukaridaki esitlikler ve (4.2) deki dort integral hesaplanirsa istenen sonug ¢ikarilir
(Ekinci 2018).

Ornek 4.1.1. Sonug 4.1.1 de T=7Z ve k;(x) = x> olmak iizere a =0 b =12

degerleri i¢in esitsizligin saglanip saglanmadigina bakalim.

Coziim:

1 (12) (13)(25)
2

i2— = |i? — 162,5] = 162,5 — i?

n
=y (=
i

j=1

ve
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1
oy W2 (D + h(n = Dllatnss — x| + e (n = ) + R(DO]]x, — xol}

1
1
= 75 (39336 — 5281 — 844i% 4+ 96i°)

buradanLHS < RHS oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 4.1.2. T, T zaman skalalar1 ve Kyl = R, 11’1-( uzerinde
A —diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. T = v(T) ile v = f;_TZ = ¢ oldugunu

varsayalim. Eger |K1A|q , Iy tizerinde konveks; ;2 € C,q(I,R) ve a,b,& € I,

a<b,q>1, —;+ g = 1 olursa asagidaki esitsizlik saglanir.

b
1
K1(§) — m[ K1 (W)Au

1

S -a)(>+ #1)%{0\2"‘ My — M2)|K1A(b)|q + (12 +>\1—>\2)|K1A(a)|q}a

burada

>\1:f€5(#1:f(1_5)5(
0 c

xz=f6255uz =.f(1_€)25(
0 c

dir (Ekinci 2018).

Ispat: Lemma4.1.1.ve { € T icin modiiliin 6zelligi kullamilirsa

K2(§) — = 1 (A < (0 - @) [Ik(E Dl b + (1 - DallA¢ (43)
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Teorem 3.5.3.deki Holder esitsizligini kullanarak asagidaki esitsizlik elde edilir.

1
f k(€ 1|1 2[8b + (1 = Dal|Ag
0

1 /1
< f Ik, OIAS f 1k(&, Ol |[2b + (1 — O)al| "¢
0 0
burada
1 c 1
f|k(€,z)|ﬂc=fzﬂc+f<1—<)ﬁc=x1+u1
0 0 c

ve |K1A|q konveksligini kullanarak asagidaki esitsizlik elde edilir.

1

f (&, |12 [¢b + (1 = Oal|'A¢

0

1
< f k(& DI[¢|k2 D) + (1 — Oy (b)|*] B¢
0

Onceki teoremin ispatinda kullanilan ydntem ile asagidaki esitlik elde edilir.

j (& OIS B[ + (1 — )] (1)|"] &¢
0

q q
= (Nt — H2)|K1A(b)| + (U +>\1_>\2)|K1A(a)|
Bu sonuglar1 (4.3) de yazarak istenen sonuglara ulagilir.

Sonug¢ 4.1.4. (Siirekli Durum) Teorem 4.1.2. de T = R alinirsa;

b

1
6 - = [ e wau

a
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1
2

1
1-2 ((x=a)?+b-2)2p ([1 . 1 /x—a)\3 , 1 1/b-x\3 , q
< 0-a) P (T X{[ﬁ;(m) ]'Kl (b)] + [z+5(m) ]'Kl (a)|}
esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 4.1.5. (Ayrik Durum) Teorem4.1.2.de T=7%Z, a=0, b=n, =1 ve

k,(k) = x;, alinirsa;

1 n
xl- _— X
n; 1
<20 (D7 (licy (D) + hln = i + Dt = ol + [z(n = i + D) + hD]lx, -

x0|q}%x[r(i) +r(n—i+ 1)]%

esitsizligi elde edilir. Burada
kK,(w)=u(u—-—1)R2u-1)
h(w) =u(u—-1)Bn—-2u+1)
rlu)=u(u—-1)

dir (Ekinci 2018).

Sonug 4.1.6. Teorem 4.1.2.de M = sup,<zp|ie;(&)|" olarak kabul edilirse

b
o (50) -5 [ e ©ag| < -0t mim

a

sonucu ortaya ¢ikar (EKinci 2018).
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4.2. Jensen tipli esitsizlikler

Lemma 4.2.1. k; € C((c,d),R) konveks ve Vx,¢ € (c,d) igin a; € R olsun.
Oyle ki

K1 (x) — K1 (§) = as(x —¢)

dir. Eger f kesin konveks ise yukaridaki esitsizlikteki " > " esitsizlik isareti yerine

">" isareti getirilir (Wong et al. 2006).

Teorem 4.2.1. (Zaman Skalasinda Jensen Esitsizligi) k, € Crd([a, b], (c, d)) ve
h' € C‘I’d([ai b]) R) 1(;11'1

b

j IA(O)IAC > 0

a

olsun. Burada a,b € T ve ¢,d € R dir. Eger k; € C((c,d), R) konveks ise asagidaki

esitsizlik yazilir.

) <ff |h(z)|xz(c)Az> 3 L2 IR ey (12 (8))A
LI@lag )= fIr©1ag

Eger x; kesin konveks ise yukaridaki esitsizlikteki " <" esitsizlik isareti yerine

" <" igareti getirilir (Wong et al. 2006).

Ispat: x; konveks ve Vx,& € (c,d) icin Lemma 4.2.1.yikullanarak a; €ER

oldugundan
K1 (x) — K1 (§) = as(x —¢)

esitsizligi ortaya ¢ikar.

_ [ Ih@lrz (A
IS

olsun. Boylece
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b b b
1Rk, (DAL

h 1 2 A - h A 1 a
af| (Dlres (k2 (D)AS <]| 9] c>x ( PIOIng )

b b
= f|h(()|;c1 (e, (D)AC — (flh(é)N) K1 (§)

b b
- j RO {kr (12 () — Ky (O)}AT = e f IA(O) Iz () — E)AC
b b
—a { f ROl (AL — € j |h(<)|Ac}

b b
= a { f IR(D)lies Q)AL — € j 1ROk (()Az} =0

ispat tamamlanur.

Teorem 4.2.1. de T = Rve T = Z alinirsa asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 4.21.(T=R) k,,h:[a,b] > R integrallenebilir ve fflh(x)ldx >0
olsun. Eger k; € C((c,d),R) fonksiyonu konveks ise asagidaki esitsizlik elde

edilir.

) (ff Ak (x)dx) _ L IhGOlis Gy (0))dx
Plh@ldx ) [MhGoldx

burada k, ([a, b]) € (¢, d) dir (Wong et al. 2006).

Sonu¢ 4.2.2. (T =7Z) K, konveks bir fonksiyon olsun. Herhangi bir x4, x,, ..., x,

Ve C1,Cy .., Cn EZ ile Y}_;cr >0 igin

<Z7cl=1 Ckxk> Dk=1Crky (Xk)
Kq <

esitsizligi yazilir (Wong et al. 2006).
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Sonu¢ 4.2.3. Eger k; konveks kosulu k; konkav olarak degistirilirse yukaridaki
teorem ve sonuglardaki esitsizlik isaretleri “>" ile degistirmelidir (Wong et al.

2006).

Sonu¢ 4.2.4. Teorem 4.2.1. de [a,b] araliginda k,(¢) =0 ve [0,0)
araliginda k; (§) = &% olsun. k;, a<0 veya a>1 i¢in [0, ©) aralifinda

konveks ve k;,a € (0,1) igin [0,00) araliginda konkav oldugu aciktir. Oyleyse

b a b
h A h A y.
<fa| (Dlr2 () <> < Jo 1h(Dlrz *(§HAL eger a < 0 ada a>1;

FPn@)1ag Pinlag

b a b
h A h(Qlkz *(§)A
<fa| Dlrez () (> > Jo IRz “0) Z, eger a €(0,1)

Pine)1ag Pine)1ag
dir(Wong et al. 2006).

Sonug 4.2.5. Teorem 4.2.1. de [a,b] arahiginda k, (§) > 0 ve (0,0) araliginda
Kk, (§) = In(&) olsun. k;, (0,00) aralifinda konkav oldugu agiktir. Oyleyse

- <ff (DK, (z)Az> _ L Ih@)linGe; (€) &g
[I@lac )~ @)1

dir (Wong et al. 2006).)
4.3. Baz1 Uygulamalar

Jensen esitsizligi uygulanarak asagidaki ti¢ teorem elde edilir.

Teorem 43.L. p,h € Cq([a,b],[0,00)) ile [ p(DR($)AL > 0 ve ff%u >0

olsun. O zaman

[ ma AL P )R In(h(9)AC

<
[, m8ag J; P(OREIAS

esitsizligi yazilir (Wong et al. 2006).
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Ispat: x;(x) = —In(x) kesin konveks oldugundan ve Jensen esitsizliginden

(Teorem 4.2.1.) asagidaki sonug elde edilir.

(f (Z)%AZ> I, p(é)xl(h@) a¢

[ p@) 8¢ g IcoYYs
dir. Yani,
bp({)
L [Rgat - lr@in () A
@) A @) A
buradan
L@\ [2p@In(h(@)AS
" RECIY ATYY.
a h({) a
dir. Boylece

@) A s (ff p({) ln(h(C))A(>

bp() b
Ja X J, P(DAS

dir. Benzer sekilde

[p@OR@) A [T p(Oh() A <ff p(Dh() In(h(D)) Az)

= <ex
[ip@a  [JEEON I, PR A

dir. Bundan ve Jensen esitsizligi ile exp kesin konveks 6zelliginden su sonug ¢ikar.

a () a h(d) a h()

bpQ) bpQ) ~ T Q@
Jowey ™ Ja vy Jo vy

( bp(Ol (h({))A{) fbp(oexp(ln(h(()))A( fbp(c')h(()A(
exp <

h($)
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Pp@ag . <f,f p(Q) ln(h(c))M)

~ bp() b
fa@M J, ()AL

_ L p@exp(n(h@©))A¢ _ [ p@RQ)AS
J; p()as I, p()as

(ﬁmomamM@nm>
< exp 5
12 p(OR©) AL

ispat tamamlanur.
Teorem 4.3.2. (Holder esitsizligi) Daha 6nce Teorem 3.5.3. de verilmisti.

Teorem 4.3.3. h, k4, k, € Cr4([a, b],[0,0)) olsun. O zaman

() o)

1
T

(@)

b
1
< J h(k," + k,")r Ax, egerr > 1;
a

(b)

(f) (o)

dir. (Wong et al. 2006).

b
1
> J h(k," + k,7)" Ax, eger0<r<1
a

. 1 .
Ispat: (a) Acikga ¢@(x) = (14 x")r fonksiyonu (0,00) araliginda konveks ve

Teorem 4.2.1. ‘0 kullanilarak

b T
1+ (f h(x)Kl(x)Ax> ]

1
T

b
< f h(x)(1 + Klr(x))%Ax
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esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte h ve k; fonksiyonlarini sirasiyla
hK]_

f: hkqAx

ve % ile degistirilerek istenen sonug elde edilir.
1

(b) Benzer sekilde ispatlanir.

61



BESINCI BOLUM
5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada zaman skalas1 ile ilgili temel bilgilere yer verilmistir. Daha sonra
Holder, Minkowski, Cauchy-Schwarz, Jensen ve Ostrowski esitsizlikleri gibi temel
esitsizliklerin zaman skalas1 kullanilarak elde edilmis yeni versiyonlarina yer
verilmistir.Arastirma Bulgular kisminda ise Ostrowski ve Jensen tipli esitsizlikler

ispatlariyla verilmis ve uygulamalarina deginilmistir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar Lemma 4.1.1. ve Lemma 4.2.1.nin yeni ve

genel versiyonlarini olusturarak yeni sinirlar ve yaklasimlar elde edebilirler.
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