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ÖZET

Klasik manada Sturm-Liouville denklemi matematiksel …zi¼gin en önemli denklemlerinden

birisidir. Başlang¬çta, ¬s¬ iletimi problemlerinde yo¼gun olarak uygulanan Sturm-Liouville

teorisi, günümüzde farkl¬ …ziksel problemlere de uygulanmaktad¬r. Matematiksel …zi¼gin ihtiy-

ac¬ gere¼gi klasik Sturm-Liouville probleminde farkl¬ genellȩstirmeler yap¬lm¬̧s ve buna ba¼gl¬

olarak lineer diferensiyel operatörler teorisi oluşturulmuştur. Bu çal¬̧smada ise bu denklem bir

zaman skalas¬nda ele al¬narak, diamond alfa tipinde Sturm-Liouville problemi tan¬mlanm¬şt¬r.

Bu probleme ait özde¼gerlerin basitli¼gi, reelli¼gi, farkl¬ özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyon-

lar¬n ortogonalli¼gi, alfa tipinde Lagrange eşitli¼gi ve Green formülü verilmi̧stir. Ayr¬ca ele

al¬nan problemin öz fonksiyonlar¬ için bir eşitlik bulunmuştur. Diamond alfa tipinde türev ve

integral zaman skalas¬n¬n i̧slem yapma aç¬s¬ndan en s¬k¬nt¬l¬ operatörleridir. Bunun nedeni

diamond alfa tipinde türev ve integralin delta ve nabla türev ve integralinin kombinasyonu

olmas¬d¬r. Bu aç¬dan elde edilen öz fonksiyon oldukça önemlidir.

Anahtar Kelimeler: Zaman skalas¬, Diamond¡alfa tipinde türev ve integral.
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SUMMARY

Some problems which includes diamond type derivative on time scale

In classical terms, the Sturm-Liouville equation is one of the most important equations

of mathematical physics. Initially, the Sturm-Liouville theory, applied extensively in heat

conduction problems, is now applied in di¤erent physical problems. Di¤erent generalizations

have been made in the classical Sturm-Liouville problem due to the need of mathematical

physics and accordingly linear di¤erential operators theory has been formed. In this study,

this equation is considered on a time scale and the diamond alpha type Sturm-Liouville

problem is de…ned. The simplicity of the eigenvalues of this problem, the real property, the

orthogonality of the eigenvalues corresponding to the di¤erent eigenvalues, and the Lagrange

equality and Green formula in the alpha type are given. In addition, an equality was found

for the eigenfunctions of the problem. Diamond alpha-type derivative and integral on time

scales are the most trouble operators in terms of processing. This is because the derivative

and integral of diamond alpha type is a combination of delta and nabla derivative and integral.

In this respect, obtained eigenfunction is very important.

Key Words: Time scales, Diamond¡alpha type derivative and integral.
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1 G·IR·IŞ

Fark denklemleri matematikte ortaya at¬lan ilk teorilerden biri olup yaklaş¬k sekiz as¬rd¬r

çal¬ş¬lmaktad¬r. Bu teori, ayr¬k zamanlarda meydana gelen olaylar¬n matematiksel olarak

ifade edilmesinde kullan¬lm¬şt¬r. Fark denklemleriyle ilgili tarihteki ilk çal¬̧smalar M.Ö. 2000

y¬llar¬na dayanmaktad¬r. Bu çal¬̧smalara, ilk defa bir denklemin kökünü bulma şeklinde Ba-

billerde rastlanm¬̧st¬r [1]. Daha sonra Arşimet, Öklid, Pisagor gibi pek çok matematikçi de

fark denklemleri ile ilgili çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. Bunlar¬n d¬̧s¬nda Laplace, sabit katsay¬l¬ ho-

mojen do¼grusal fark denklemlerini, Guichard ayn¬ denklemin homojen olmayan özel hallerini

ve Gelgrum bu denklemlerin çözümlerinin asimptotik davran¬̧s¬n¬ incelemi̧stir [2].

·Ilk olarak 17. yüzy¬l¬n ikinci yar¬s¬nda, Leibnitz ve Newton taraf¬ndan başlat¬l¬p, Claurit,

Frobenious, Euler ve di¼ger birçok matematikçi taraf¬ndan ele al¬nan diferensiyel denklemler,

…ziksel olaylar¬n matematiksel modeli, sürekli de¼gi̧sim oranlar¬ aras¬ndaki denklemler olarak

ifade edilmi̧stir. Yani diferensiyel denklemler teorisinin temelinde, "do¼gada kopuklar yoktur"

mant¬¼g¬ vard¬r. Bu yüzden diferensiyel denklemler teorisi, Fizik, Kimya, Biyoloji, Astronomi

gibi temel bilimlerin yan¬s¬ra Ekonomi, ·I̧sletme gibi baz¬ sosyal bilimlerde de matematiksel

ifade yöntemi olarak kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r.

Diferensiyel denklemler teorisi ile fark denklemleri teorisi aras¬nda benzerlikler vard¬r.

Süreklilik halleriyle verilen diferensiyel denklem, ayr¬k benzeri olan fark denklemi ile ifade

edilebilir. Ayr¬ca fark denklemleri, diferensiyel denklemlerin nümerik yaklaşt¬rmalar¬ndan da

ortaya ç¬kabilir. Benzerliklerinin yan¬s¬ra diferensiyel denklemler teorisi ile fark denklemleri

teorisi aras¬nda önemli farkl¬l¬klar da bulunmaktad¬r. Bu farkl¬l¬klar matematiksel modelle-

menin seçiminde zorluklar meydana getirmektedir. Do¼gada olaylar¬n kendi içinde sürekli ve

kesikli olmas¬ durumlar¬n¬n ayn¬ anda olabilece¼gi gerçe¼gi yads¬namaz. Yani her do¼ga olay¬

süreklilik terimleri ile ifade edilemez. Bundan dolay¬ matematiksel olaylar¬n tümünü diferen-

siyel denklemler veya fark denklemleri ile ifade etmek mümkün olmaz. Dolay¬s¬yla hem sürekli

hem de ayr¬k de¼gi̧skenlerden oluşan matematiksel modeller üzerinde çal¬̧s¬lmas¬n¬ sa¼glayan

yeni bir teoriye ihtiyaç duyulmuştur. ·I̧ste bu teori zaman skalas¬ teorisidir. Zaman skalas¬

teorisi, 1987n88 y¬llar¬nda Alman matematikçi Stephan Hilger [3] taraf¬ndan ortaya konul-

muştur. Hilger [4] bu konuyu dan¬̧sman¬ Aulbach’tan [5], [6], [7] alm¬̧s ve bu konuda önemli

sonuçlar elde etmiştir. Hilger ’in amac¬ sürekli ve ayr¬k analizi ayn¬ çat¬ alt¬nda toplayan

bir teori oluşturmakt¬. Zaman skalas¬ teorisi sayesinde, sürekli veya kesikli do¼ga olaylar¬n¬n

formülize edilebilmesi sa¼glanmaktad¬r.

Zaman skalas¬ üzerinde tan¬mlanan denklemlere dinamik denklemler denir. Zaman skalas¬n¬n



özel durumlar¬nda dinamik denklemler, fark denklemi ya da diferensiyel denklem haline

dönüşür. Böylece fark denklemleri ve diferensiyel denklemler için farkl¬ sonuçlar vermek

yerine, ikisini de birleştiren bir denklem yaz¬labilir. Bununla birlikte, daha sonraki y¬llarda

yap¬lan çal¬şmalarda dinamik denklemler teorisinin sadece diferensiyel ve fark denklemleri için

de¼gil, zaman skalas¬n¬n seçimine ba¼gl¬ olarak, örne¼gin -fark denklemleri gibi pek çok özel du-

rum için de eşde¼ger sonuçlar verdi¼gi görülmüştür. Zaman skalas¬nda dinamik denklemler ile

ilgili kapsaml¬ bilgiler Bohner ve Peterson’un 2001 [8] ve 2003 [9] y¬llar¬nda yazd¬klar¬ ki-

taplarda yer almaktad¬r. 2016 y¬l¬nda Bohner ve Svetlin [10] zaman skalas¬ üzerinde çok

de¼gi̧skenli fonksiyonlar¬ aç¬klayan bir kitap yazm¬̧slard¬r. Ayr¬ca belirtilmelidir ki, zaman

skalas¬nda dinamik denklemlerin kuantum mekani¼gi, elektrik mühendisli¼gi, sinir a¼glar¬, kom-

binatörler, ¬s¬ transferi, ekonomi ve popülasyon dinami¼gine kadar birçok uygulamas¬ vard¬r

([11], [12]).

Bu yeni teorinin geli̧smesiyle birlikte, hem pür hem de uygulamal¬ matematikte farkl¬

türden dinamik denklemlerin çözümlerinin farkl¬ özellikleri incelenerek geni̧s bir literatür

oluşturulmuştur. Pür matematik dinamik denklemlerin çözümlerinin varl¬k teklik teoremleri

üzerinde çal¬ş¬rken, uygulamal¬ matematik ise çözümlerin kalitatif davran¬̧slar¬, yani çözüm-

lerin sal¬n¬m¬, asimptotik davran¬̧slar¬, kararl¬l¬¼g¬, periyodik yörüngeleri gibi özelliklerini in-

celemi̧stir.

Operatörlerin spektral teorisi, matematik, …zik ve mekani¼gin pek çok alanlar¬nda geni̧s

bir şekilde kullan¬lmaktad¬r. Lineer operatörlerin spektral teorisinin esas kaynaklar¬ titreşim

teorisinin problemleridir. Özellikle soyut Hilbert uzay¬ tan¬mland¬ktan sonra Hilbert uzay¬nda

lineer öz eşlenik operatörler teorisi h¬zla geli̧smeye başlam¬̧st¬r. Bu teori, 19. ve 20. yüzy¬l-

larda bu konularda çal¬̧san matematikçiler taraf¬ndan geli̧stirilerek üst seviyelere ç¬kar¬lm¬şt¬r.

Bu çal¬̧smalarda özde¼gerler, öz fonksiyonlar, spektral fonksiyon, normlaşt¬r¬c¬ say¬lar gibi

spektral veriler tan¬mlanm¬̧s ve farkl¬ yöntemlerle veriler için asimptotik formüller bulunmuş-

tur. Literatürde regüler ve singüler olmak üzere iki tür diferansiyel operatör tan¬mlanm¬̧s ve

spektral teorileri yap¬land¬r¬lm¬̧st¬r. Tan¬m bölgesi sonlu ve katsay¬lar¬ sürekli fonksiyonlar

olan diferansiyel operatöre regüler, tan¬m bölgesi sonsuz veya katsay¬lar¬ sonlu say¬da süreksiz

nokta olan diferansiyel operatörlere singüler diferansiyel operatör denir. ·Ikinci mertebeden

regüler operatörler için spektral teori günümüzde Sturm-Liouville teorisi olarak bilinir. ·Ilk

defa 19. yüzy¬lda Sturm ve Liouville [13] taraf¬ndan ortaya konulmuştur. Sturm-Liouville

teorisi bu iki matematikçinin 1829 ve 1836 y¬llar¬nda yapt¬¼g¬ çal¬şmalardan meydana gelmiştir.

1837 y¬l¬nda Sturm ve Liouville k¬sa fakat oldukça önemli çal¬̧smalar¬n¬ "Journal de Mathe-
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matica" adl¬ dergide yay¬mlad¬lar. Bu çal¬̧smada

¡00 + () =  0 ·  · 1

diferensiyel denklemi için s¬n¬r de¼ger problemini ele ald¬lar. Burada  kompleks bir parametre,

 ise [0 1] aral¬¼g¬nda karesel integrallenebilen reel de¼gerli bir fonksiyondur. Bu denklem

literatürde Sturm-Liouville denklemi olarak bilinir. Sturm ve Liouville yukar¬daki denklemin

(0) cos+ 0(0) sin = 0

(1) cos  + 0(1) sin = 0

s¬n¬r koşullar¬n¬ sa¼glayan aşikar olmayan çözümlerini incelediler. Burada  ve  [0 1] ar-

al¬¼g¬nda reel say¬lard¬r. Bu koşullarla birlikte Sturm-Liouville denklemine, Sturm-Liouville

s¬n¬r de¼ger veya özde¼ger problemi denir. Bu problemlerdeki spektral analize, baz¬ …zik prob-

lemlerinin bir sonucu olarak bak¬labilir. Bir borudaki ses dalgalar¬, bir sicimin titreşimi ve

baz¬ mekanik sistemler örnek olarak gösterilebilir [14].

¡00 + () =  denklemine kuantum mekani¼ginde, bir boyutlu zamandan ba¼g¬ms¬z

Schrödinger dalga denklemi de denir. Bu denklem zamana ba¼gl¬ Schrödinger denkleminin

Sturm-Liouville denklemine bir indirgemesidir. Kuantum mekani¼ginde bir parçac¬¼g¬n hareke-

tini tan¬mlayan (   ) dalga fonksiyonu

}

= ¡}

2

2
r2 +  (  )

şeklindeki Schrödinger denkleminin çözümüdür. Burada } Planc sabiti,  parçac¬¼g¬n indirgen-

mi̧s kütlesi,  ise zamana ba¼gl¬ olmayan potansiyel enerji fonksiyonudur. Bu denklemin bir

boyutlu hali  = ( ) olmak üzere

}



= ¡ }

2

2

2

2
+  ()

şeklindedir. Bir çok uygulamada bu denklem ( ) = () başlang¬ç şart¬ ile verilir. Bu

denklem de¼gi̧skenlerine ay¬rma metodu ile çözülürse

¡}
2

2
00() +  ()() = ()

olur. Burada  ay¬rma sabitidir.

() =
2

}2
 () ve  =

2

}2


al¬n¬rsa

¡00() + ()() = ()

3



elde edilir. Burada  potansiyel alan¬,  ise  noktas¬ndaki dalga genli¼gini temsil eder. 

sistemin enerji seviyelerine kaŗs¬l¬k gelir. Bütün enerji seviyelerinin mümkün olmad¬¼g¬n¬ ve

ayr¬k bir küme oluşturdu¼gunu gösterir. Bu özde¼gerlerin ya da enerji seviyelerinin ayr¬k bir

küme oluşturmas¬n¬n kuantum mekani¼ginde çok önemli sonuçlar¬ vard¬r.

Özde¼gerler (veya karakteristik de¼gerler) …ziksel bir sistemin sahip olabilece¼gi özel de¼ger-

lerde nas¬l davrand¬klar¬n¬ belirlemek için önemlidir. Bu de¼gerler sisteme ait özel bir enerji,

özel bir frekans de¼geri, dalgalar¬n giri̧simi veya kuvvet dengesinin sa¼gland¬¼g¬ bir duruma

ait olabilir. Öz fonksiyonlar ise, …ziksel sistemin sahip oldu¼gu özde¼gerlerdeki (örne¼gin bir

dalga) fonksiyonlar¬ olabilir. Titreşim yapan bir sistemin do¼gal frekans¬ ile d¬̧sar¬dan uygu-

lanan sürücü kuvvetin frekans¬ birbirine ȩsit veya yak¬n olmas¬ sistemin kararl¬l¬¼g¬ aç¬s¬n-

dan veya malzemelerin elastik özelliklerinin incelendi¼gi durumlarda, şekil bozukluklar¬n¬n

başlad¬¼g¬ noktalar¬n belirlenmesinde özfonksiyonlar¬n alaca¼g¬ özde¼gerler önemli olmaktad¬r.

Bu tip problemler genel olarak spektral problemler olarakta bilinir. Spektral problemler

düz ve ters olmak üzere ikiye ayr¬l¬r. Fiziksel büyüklükler verildi¼ginde, sistemin enerji se-

viyelerinin bulunmas¬ problemine düz problem denir. Frekanslar¬n, enerji seviyelerinin ya da

matematiksel dil ile özde¼gerlerin bilgisinden, …ziksel parametreleri yap¬land¬rmaya ters prob-

lem denir. Sturm-Liouville ve Dirac operatörleri için spektral problemler Levitan ve Sargsjan

[15] taraf¬ndan çal¬ş¬lm¬̧st¬r.

Fiziksel olarak oldukça önemli olan Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger problemi ile ilgili zaman

skalas¬nda bir çok çal¬̧sma vard¬r. 1993 y¬l¬nda Erbe ve Hilger [16] zaman skalas¬nda Stur-

mian teoriyi çal¬̧sm¬̧slard¬r. 1996 y¬l¬nda Bohner [17] Sturm-Liouville fark denklemlerini

incelemi̧stir. Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger problemi için düz problem 1999 y¬l¬nda Agarwal,

Bohner ve Wong [18], [19] taraf¬ndan key… zaman skalas¬ üzerinde incelendi. 2001 y¬l¬nda

Agarwal, Bohner ve Peterson, [20] zaman skalas¬nda ȩsitsizlikleri çal¬̧st¬. 2002 y¬l¬nda Gu-

seinov ve Kaymakçalan, [21] zaman skalas¬nda delta ve nabla integrali inceledi. Atici ve Gu-

seinov [22] bu y¬l içerisinde zaman skalas¬ üzerinde s¬n¬r de¼ger problemlerinin green fonksiy-

onlar¬n¬ çal¬şt¬. 2003 y¬l¬nda Guseinov [23] integrallenebilmenin temellerini zaman skalas¬nda

inceledi ve önemli sonuçlar elde etti. 2007 y¬l¬nda Guseinov [24] zaman skalas¬ üzerinde Sturm-

Liouville denklemi için aç¬l¬m teoremlerini çal¬̧st¬. Ayn¬ y¬l içerisinde Davidson, Rynne, [25]

self-adjoint s¬n¬r de¼ger problemlerini zaman skalas¬nda çal¬̧st¬. Buna ilaveten Rynne, [26]

zaman skalas¬nda 2 uzay¬n¬ tan¬mlad¬. 2008 y¬l¬nda Kong [27] ayr¬k s¬n¬r şartl¬ Stum-

Liouville s¬n¬r de¼ger problemini zaman skalas¬nda çal¬şt¬. Amster, De Napoli ve Pinasco

[28] 2009 y¬l¬nda zaman skalas¬ üzerinde özde¼gerlerin da¼g¬l¬m¬n¬ inceledi. 2011 y¬l¬nda Zhang

[29] zaman skalas¬ üzerinde genellȩstirilmi̧s Sturm-Liouville dinamik sistemi için çok katl¬l¬k
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sonuçlar¬ elde etti. Bairamov, Aygar ve Koprubasi, [30] 2011 y¬l¬nda parametreye ba¼gl¬ ayr¬k

Sturm-Liouville denkleminin spektrumunu inceledi. 2012 y¬l¬nda Eckhardt ve Teschl [31]

zaman skalas¬ üzerinde Sturm-Liouville operatörlerini inceledi. 2017 y¬l¬nda Ozkan [32] para-

metreye ba¼gl¬ s¬n¬r koşullar¬na sahip Sturm-Liouville problemini zaman skalas¬nda inceledi.

Ayn¬ y¬l Allahverdiev, Eryilmaz ve Tuna, [33] s¬n¬r koşullar¬nda parametre bulunduran dissi-

pative Sturm-Liouville problemini zaman skalas¬nda inceledi. Bu y¬l içerisinde yine Zemánek,

[34] zaman skalas¬ üzerinde Sturm-Liouville probleminin Weyl çözümlerini inceledi. Spek-

tral teorinin zaman skalas¬nda incelenmesine yönelik bunlar¬n d¬̧s¬nda önemli say¬da çal¬̧sma

vard¬r ([35-53]).

Sturm-Liouville probleminin zaman skalas¬nda ele al¬nmas¬ hem sürekli hem de kesikli

durumda bu problem için önemli sonuçlar verdi. Tüm bu genelleştirmeler bu problemin

sonuçlar¬n¬ da genelleştirmi̧stir. Bu çal¬şmada birçok aç¬dan önemli olan bu problemin diamond-

alfa türev durumunda tan¬mlamas¬ yap¬lacak ve spektral özellikleri yap¬lacakt¬r. Böylece

…ziksel aç¬dan çok önemli bir yere sahip olan Strum-Liouville problemi hem ¢¡ hem de r¡

türevin kombinasyonu olan §¡türevi içerecek şekilde ele al¬narak genelleştirilmi̧stir.
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2 ZAMAN SKALASINDA TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Zaman skalas¬ ve özellikleri

Tan¬m 2.1.1. (Zaman skalas¬) [8, 9] Reel say¬lar¬n boş olmayan, kapal¬, key… bir alt kümesine

zaman skalas¬ denir ve T ile gösterilir. R, Z, N, N0 = N [ f0g ile gösterilen reel say¬lar, tam

say¬lar, do¼gal say¬lar ve negatif olmayan tam say¬lar kümesi zaman skalas¬na örnek olarak

verilebilirler. Farkl¬ olarak [0 1], [2 3], N[ [0 1] ve Cantor kümesi gibi kapal¬ alt kümeler de

birer zaman skalas¬d¬r. Q, RnQ, C, (0 1) kümeleri ise zaman skalas¬ de¼gildir.

Tan¬m 2.1.2. (·Ileri ve geri s¬çrama operatörleri) [8, 9] T bir zaman skalas¬ olmak üzere,

 2 T için,  : T! T ileri s¬çrama operatörü

() := inff 2 T :   g

 : T! T geri s¬çrama operatörü

() := supf 2 T :   g

ile tan¬mlan¬r. Burada 8 2 T için () ¸  ve () ·  ve inf ; = supT, sup ; = inf T

şeklindedir.

 noktas¬, T zaman skalas¬n¬n maksimum noktas¬ ise () = , minimum noktas¬ ise () = 

olarak tan¬mlan¬r. ()   ise  noktas¬na sa¼g saç¬lm¬ş nokta, ()   ise  noktas¬na sol

saç¬lm¬ş nokta denir.  noktas¬ hem sa¼g saç¬lm¬̧s hem de sol saç¬lm¬ş ise ayr¬k nokta ad¬n¬ al¬r.

  supT ve () =  ise  noktas¬na sa¼g yo¼gun nokta,   inf T ve () =  ise  noktas¬na sol

yo¼gun nokta denir. Hem sa¼g yo¼gun hem de sol yo¼gun olan noktalara yo¼gun nokta ad¬ verilir

[54].

Şekil 1. Zaman skalas¬nda noktalar¬n s¬n¬‡and¬r¬lmas¬

() ileri s¬çrama operatörü ile ileri graininess fonksiyonu () ve () geri s¬çrama oper-

atörü ile geri graininess fonksiyonu () aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r [8, 9]:

 : T! [01) () := ()¡ 



 : T! [01) () := ¡ ()

Burada T ve T kümeleri aşa¼g¬da tan¬m¬ verilen türevlenebilme bölgeleridir. T üzerinde

¢ ve r türevlerinin tan¬mlanabilmesi için ilk olarak T den türetilen T ve T kümeleri

tan¬mlanmal¬d¬r.

Tan¬m 2.1.3. (T zaman skalas¬ndan türetilmi̧s kümeler ) [8, 9] T kümesi, T sol saç¬l¬ml¬

bir supremum de¼gerine sahip ise T = T¡; di¼ger durumlarda T = T şeklinde tan¬mlan¬r.

T kümesi, T sa¼g saç¬l¬ml¬ bir  in…mum de¼gerine sahip ise T = T ¡ ; di¼ger durumlarda

T = T şeklinde tan¬mlan¬r. Başka bir ifade ile,

T =

8
<
:
Tnfg; supT = ve  sol saç¬l¬ml¬ ise

T; di¼ger hallerde

9
=
; 

T =

8
<
:
Tnfg; inf T = ve  sa¼g saç¬l¬ml¬ ise

T; di¼ger hallerde

9
=
; 

şeklindedir. Burada T kümesine¢ türevlenebilirlik bölgesi, T kümesine der türevlenebilir-

lik bölgesi denir. Ayr¬ca T = T \ T § türevlenebilirlik bölgesi olup diamond-alfa (¦)

türev bu küme üzerinde tan¬mlanacakt¬r [55]. Burada  : T! R bir fonksiyon olmak üzere

8 2 T için  : T! R fonksiyonu () = (())  : T! R fonksiyonu ise () = (())

olarak tan¬mlan¬r.

Örnek 2.1.4. [10] T =
©
1
 :  2 N

ª
[ f0g olsun. supT = 1 ve (1) = 1

2 oldu¼gundan

T = T
µ
1

2
 1

¸
=

½
1


:  2 Nf1g

¾
[ f0g 

olur. Benzer şekilde inf T =0 ve (0) = 0 oldu¼gundan

T = T

şeklindedir. O halde T = T \ T = T
¡
1
2  1
¤
şeklinde gösterilebilir.

2.2 Delta ve nabla türevleri

Bu k¬s¬mda farkl¬ iki operatör kullan¬larak iki farkl¬ türev tan¬m¬ yap¬lacakt¬r. Bunlardan

birincisi  ileri s¬çrama operatörü ile tan¬mlanan ¢ türev, di¼geri  geri s¬çrama operatörü ile

tan¬mlanan r türevdir. Zaman skalas¬nda ¢ ve r türev ile süreklilik kavramlar¬n¬ tan¬mla-

mak için, öncelikle komşuluk kavram¬na ihtiyaç vard¬r.
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Tan¬m 2.2.1. [56]  ½ T olsun. 8  0 için () = f 2 T : j¡ j  g kümesine 

noktas¬n¬n  komşulu¼gu denir.

Tan¬m 2.2.2. [56] 0 2 T olsun. Her   0 ve  2 (0) için, j()¡ (0)j   olacak

şekilde bir (0) komşulu¼gu bulunabiliyorsa  : T! R fonksiyonuna  = 0 noktas¬nda

süreklidir denir.

Örnek 2.2.3. [56]  : T! R, () =

8
<
:
jj

+ 1

   0

  ¸ 0
fonksiyonu verilsin.

T = R ise  fonksiyonu  = 0 noktas¬nda sürekli de¼gildir.

T = Z ise  fonksiyonu, 8 2 Z noktas¬nda süreklidir.

Tan¬m 2.2.4. (Hilger Delta Türev) [8, 9]  : T! R bir fonksiyon ve  2 T olsun. Bu

durumda 8   0 ve  noktas¬n¬n bir  = (¡  + )\T (  0) komşulu¼gundaki her  için

¯̄
[ (())¡ ()]¡ ¢()[()¡ ]

¯̄
·  j()¡ j 

olacak şekilde bir ¢() say¬s¬ mevcut ise, bu say¬ya  fonksiyonunun  noktas¬ndaki Hilger

¢ (delta) türevi denir. 8 2 T için ¢() türevi mevcut ise,  fonksiyonu T üzerinde ¢

türevlenebilirdir denir ve ¢ : T ! R fonksiyonu  fonksiyonunun T üzerindeki ¢ türevi

olarak adland¬r¬l¬r. Yukar¬daki tan¬m aşa¼g¬daki limit mevcut olmak üzere,

¢() = lim
!

(())¡ ()

()¡ 


şeklinde de verilebilir. Şimdi ¢ türevin süreklilik ile ili̧skisi başta olmak üzere baz¬ önemli

özellikleri aşa¼g¬daki teoremde verilecektir.

Teorem 2.2.5. [8, 9]  : T! R bir fonksiyon ve  2 T olsun.

i.  ,  noktas¬nda ¢ türevlenebilir ise,  noktas¬nda süreklidir.

ii.  ,  noktas¬nda sürekli ve  sa¼g saç¬lm¬̧s nokta ise  noktas¬nda ¢ türevlenebilirdir ve

¢() =
(())¡ ()

()


şeklindedir.

iii.  noktas¬ sa¼g yo¼gun ise  fonksiyonunun  noktas¬nda ¢ türevlenebilir olmas¬ ancak

ve ancak

lim
!

()¡ ()

¡ 


limitinin mevcut olmas¬ ile mümkündür. Bu durumda ¢¡ türev

¢() = lim
!

()¡ ()

¡ 

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şeklindedir.

iv.  ,  noktas¬nda ¢ türevlenebilir ise

(()) = () + ()¢()

eşitli¼gi mevcuttur.

Tan¬m 2.2.6. (Nabla Türev) [?]  : T! R bir fonksiyon ve  2 T olsun. 8  0 ve 

noktas¬n¬n bir  = (¡  + ) \ T (  0) komşulu¼gundaki her  için

¯̄
[()¡ (())]¡ r()[¡ ()]

¯̄
·  j¡ ()j 

olacak şekilde bir r() say¬s¬ mevcut ise, bu say¬ya  fonksiyonunun  noktas¬ndakir (nabla)

türevi denir. 8 2 T için r() türevi mevcut ise  fonksiyonu T üzerinder türevlenebilirdir

denir ve r : T ! R fonksiyonu  fonksiyonunun T üzerindeki r türevi olarak adland¬r¬l¬r.

Nabla türevin yukar¬daki tan¬m¬ aşa¼g¬daki limit mevcut olmak üzere

r() = lim
!

()¡  (())

¡ ()


şeklinde de verilebilir. Şimdi r türevinin süreklilik ile ili̧skisi ve baz¬ önemli özellikleri aşa¼g¬-

daki teoremde verilecektir.

Teorem 2.2.7. [8, 9]  : T! R bir fonksiyon ve  2 T olsun.

i.  ,  noktas¬nda r türevlenebilir ise,  noktas¬nda süreklidir.

ii.  ,  noktas¬nda sürekli ve  sol saç¬lm¬̧s nokta ise,  noktas¬nda r türevlenebilirdir ve

r() =
 ()¡ (())

()


şeklindedir.

iii.  noktas¬ sol yo¼gun ise,  fonksiyonunun  noktas¬nda r türevlenebilir olmas¬ ancak

ve ancak

lim
!

()¡ ()

¡ 


limitinin mevcut olmas¬ ile mümkündür. Bu durumda

r() = lim
!

()¡ ()

¡ 


şeklindedir.

iv.  ,  noktas¬nda r türevlenebilir ise

(()) = ()¡ ()r()
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eşitli¼gi mevcuttur.

Örnek 2.2.8. [57] 8 2 N için

0 = 0 =
X

=1

1


,

ifadesi Harmonik Say¬lar olarak adland¬r¬l¬r. T = f :  2 N0g olmak üzere 8 2 N0 için

() = +1 () = ¡1 (0) = 0

ve

() = ()¡

=

µ
1 +
1

2
+
1

3
+ +

1


+

1

+ 1

¶
¡
µ
1 +
1

2
+
1

3
+ +

1



¶
=

1

+ 1


şeklinde olur. Burada bir  : T! R fonksiyonunun ¢¡türevi

¢() =
(())¡ ()

()
) ¢() =

(())¡ ()

()
=

(+1)¡ ()
1

+1

= (+ 1)( (+1)¡ ())

olacakt¬r. Şimdi de  : T! R fonksiyonunun r¡türevini elde edelim.

() =  ¡ ()

=

µ
1 +
1

2
+
1

3
+ +

1

¡ 1 +
1



¶
¡
µ
1 +
1

2
+
1

3
+ +

1

¡ 1

¶
=
1



olur. O halde

r() =
()¡  (())

()
) r() =

()¡ (())

()
=

()¡ (¡1)
1


=  (()¡ (¡1))

olacakt¬r.

Teorem 2.2.9. (Delta Türev ve Nabla Türev ·Ilişkisi) [8, 9]

i.  : T! R, 8 2 T için ¢¡türevlenebilir bir fonksiyon olsun.  , (()) =  şart¬n¬

sa¼glayan her  2 T için r¡ türevlenebilirdir ve

r() = ¢(())

şeklindedir.

ii.  : T! R, 8 2 T için r¡türevlenebilir bir fonksiyon olsun.  , (()) =  şart¬n¬

sa¼glayan her  2 T için ¢¡ türevlenebilirdir ve

¢() = r(())
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şeklindedir [8, 9].

Teorem 2.2.10. (Delta Türevin Temel Kurallar¬) [8, 9]   : T! R fonksiyonlar¬  2 T

üzerinde ¢¡türevlenebilir olsunlar. Bu durumda

i.  +  : T! R fonksiyonu  noktas¬nda ¢¡türevlenebilirdir ve

( + )¢() = ¢() + ¢()

şeklindedir.

ii. 8 sabiti için  : T! R fonksiyonu  noktas¬nda ¢¡türevlenebilirdir ve

()¢() = ¢()

şeklindedir.

iii.  : T! R fonksiyonu  noktas¬nda ¢¡türevlenebilirdir ve

()¢() = ¢()() + (())¢()

= ()¢() + ¢()(())

şeklindedir.

iv.  ()(()) 6= 0 ise 1

,  noktas¬nda ¢¡türevlenebilirdir ve

µ
1



¶¢

() = ¡ ¢()

()(())


şeklindedir.

v. ()(()) 6= 0 ise 


,  noktas¬nda ¢¡türevlenebilirdir ve

µ




¶¢

() =
¢()()¡  ()¢()

()(())


şeklindedir.

Teorem 2.2.11. (Nabla Türevin Temel Kurallar¬) [8, 9]   : T! R fonksiyonlar¬  2 T
üzerinde r¡türevlenebilir olsunlar. Bu durumda

i.  +  : T! R fonksiyonu  noktas¬nda r¡türevlenebilirdir ve

( + )r() = r() + r()

şeklindedir.

ii. 8 sabiti için  : T! R fonksiyonu  noktas¬nda r-türevlenebilirdir ve

()r() = r()
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şeklindedir.

iii.  : T! R fonksiyonu  noktas¬nda r-türevlenebilirdir ve

()r() = r()() + (())r()

= ()r() + r()(())

şeklindedir.

iv.  ()(()) 6= 0 ise 1

  noktas¬nda r-türevlenebilirdir ve

µ
1



¶r
() = ¡ r()

()(())


şeklindedir.

v. ()(()) 6= 0 ise 


  noktas¬nda r-türevlenebilirdir ve

µ




¶r
() =

r()()¡  ()r()

()(())


şeklindedir.

Teorem 2.2.12. [8, 9]  key… bir sabit ve  2 N olsun. Bu durumda  2 T için

i. () = (¡ ) ise

¢() =
¡1X

=0

(()¡ )(¡ )¡¡1

r() =
¡1X

=0

(()¡ )(¡ )¡¡1

ii. () =
1

(¡ )
ise

¢() = ¡
¡1X

=0

1

(()¡ )¡(¡ )+1


r() = ¡
¡1X

=0

1

(()¡ )¡(¡ )+1


olur.

Sonuç 2.2.13.  2 T olmak üzere  : T! R fonksiyonunun  noktas¬nda ¢ türevinin

var olmas¬ r türevinin de var oldu¼gu anlam¬na gelmez. Ayn¬ şekilde  fonksiyonunun 

noktas¬nda r türevinin var olmas¬ ¢ türevinin de var oldu¼gu anlam¬na gelmez [58, 59].
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Tan¬m 2.2.14. (Yüksek mertebeden ¢ ve r¡türev) [8, 9]  : T! R her mertebeden ¢

ve r türevli bir fonksiyon olsun. ¢ n¬n T2 üzerindeki ¢ türevi; ¢¢ : T2 ! R, (¡ 1)

mertebeden ¢ türevi,  2 N için ¢

: T ! R şeklinde tan¬mlan¬r. r n¬n T2 üzerindeki

r türevi rr : T2 ! R şeklinde olup, (¡ 1) mertebeden r türevi, r

: T ! R olarak

tan¬mlan¬r. Yukar¬daki tan¬mlamalar için,

0() = 0() = 

¢
0
= r

0
= 

T0 = T0 = T

eşitlikleri vard¬r.

Sonuç 2.2.15. [57]  ve  fonksiyonlar¬ ikinci mertebeden ¢ veya r türevlenebildikleri

halde  çarp¬m fonksiyonu genelde ikinci mertebeden türevlenemeyebilir.

i.  ve  fonksiyonlar¬ ikinci mertebeden ¢ türevlenebilir ve ¢ türevlenebilir ise

³
()¢

´¢
=

¡
¢ + ¢

¢¢
= ¢¢ + ¢¢ + ¢¢

= ¢¢ +
¡
¢ + ¢

¢
¢ + ¢¢

şeklindedir.

ii.  ve  fonksiyonlar¬ ikinci mertebeden r türevlenebilir ve r türevlenebilir ise

³
()r

´r
=

¡
r + r

¢r
= rr + rr + rr

= rr +
¡
r + r

¢
r + rr

şeklindedir.

2.3 Delta ve nabla integralleri

·Ilk olarak ¢ ve r integrallenebilir fonksiyonlar¬n¬ tan¬mlamak için baz¬ kavramlar¬n ifade

edilmesi gerekmektedir.

Tan¬m 2.3.1. (Regüler fonksiyon) [8, 9]  : T! R fonksiyonunun T üzerindeki tüm sa¼g

yo¼gun noktalarda sa¼g tara‡¬ limitleri ve T üzerindeki tüm sol yo¼gun noktalarda sol tara‡¬

limitleri var ise,  fonksiyonuna regüler fonksiyon denir.

Tan¬m 2.3.2. (   ¡sürekli fonksiyonlar uzay¬) [8, 9]  : T! R fonksiyonu, T

üzerindeki sa¼g yo¼gun noktalarda sürekli ve sol yo¼gun noktalarda sonlu limite sahip ise 
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fonksiyonuna ¡sürekli fonksiyon, sol yo¼gun noktalarda sürekli ve sa¼g yo¼gun noktalarda

sonlu limite sahip ise  fonksiyonuna ¡sürekli fonksiyon, hem sa¼g hem sol yo¼gun noktalarda

sürekli ise  fonksiyonuna ¡sürekli fonksiyon denir. Bu tür fonksiyonlar¬n uzaylar¬ s¬ras¬

ile

 = (T) = (TR)

 = (T) = (TR)

 = (T) = (TR) = (TR)\ (TR)

ile gösterilirler. Türevleri ¡, ¡ ve ¡sürekli olan fonksiyonlar¬n uzaylar¬ s¬ras¬ ile 1
,

1
, 

1
 şeklinde gösterilir.

Teorem 2.3.3. [8, 9]  : T! R bir fonksiyon olsun.

i.  sürekli ise,  (veya veya )¡süreklidir.

ii.   (veya veya )¡sürekli ise, regülerdir.

iii.  operatörü -sürekli,  operatörü ¡süreklidir.

iv.  sürekli bir fonksiyon olmak üzere  : T! R fonksiyonu regüler veya sürekli ise  ±

fonksiyonu da ayn¬ özelli¼ge sahiptir.

Tan¬m 2.3.4. (¢¡anti türev) [56]  : T! R fonksiyonu verilsin. E¼ger  : T! R

fonksiyonu T üzerinde ¢¡türevlenebilir ve 8 2 T için ¢() = () ise,  fonksiyonuna 

nin ¢¡anti türevi veya ilkeli denir.

Tan¬m 2.3.5. (Bir fonksiyonun delta integrali) [8, 9]  : T! R fonksiyonu regüler

olsun. Bu durumda  fonksiyonu  nin ön-anti ¢¡türevi ve  key… bir sabit olmak üzere,

 fonksiyonunun ¢ integrali Z
()¢ =  () +

şeklinde tan¬mlan¬r.  fonksiyonunun Cauchy ¢ integrali ise 8  2 T için

Z



 ()¢ =  ()¡  ()

şeklindedir.

Teorem 2.3.6. (Delta integralin varl¬¼g¬) [8, 9] Her ¡sürekli fonksiyon anti ¢¡türeve

sahiptir. Özel olarak 0 2 T ise,  2 T için  fonksiyonunun anti ¢¡türevi olan  fonksiyonu

 () :=

Z

0

()¢
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şeklindedir. Benzer şekilde, her -sürekli fonksiyon anti r¡türeve sahiptir

Teorem 2.3.7. [8, 9]  2  ve  2 T ise

()Z



()¢ = ()()

şeklindedir.

·Ispat: Bir önceki teoremden  fonksiyonunun  gibi bir anti ¢¡türevi vard¬r ve

()Z



()¢ =  (())¡  () = ()¢() = ()()

şeklindedir.

Tan¬m 2.3.8. [10] (Zaman skalas¬nda birinci tipten genelleştirilmi̧s integral)  [1) aral¬¼g¬nda

tan¬ml¬ reel de¼gerli bir fonksiyon olmak üzere  ¸  olacak şekilde  noktas¬ndan zaman

skalas¬n¬n bir  2 T noktas¬na integrallenebilir olsun.

lim
!1

8
<
:

Z



()¢

9
=
; 

limiti mevcut ise bu limite  fonksiyonunun [1) aral¬¼g¬ndaki birinci tip genelleştirilmi̧s

integrali denir ve
1Z



()¢ = lim
!1

8
<
:

Z



()¢

9
=
;  (2.3)

şeklinde gösterilir. Böyle bir durumda

1Z



()¢ (2.4)

integrali vard¬r ve yak¬nsakt¬r denir. E¼ger (2.3) limiti mevcut de¼gilse (2.4) integrali ¬raksakt¬r

denir. Burada ¢() = () olmak üzere  fonksiyonu  in Cauchy integralidir.

Örnek 2.3.9. [10] T = Z olsun.

1Z

1

32 + 3+ 1

3(+ 1)3
¢
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birinci çeşit genelleştirilmi̧s integrali verilsin. Burada () = +1 dir.  () =
1

3
olmak üzere

¢() = ¡(())
2 + () + 2

3(())3

= ¡(+ 1)
2 + (+ 1) + 2

3(+ 1)3

= ¡
2 + 2+ 1 + 2 + + 2

3(+ 1)3

= ¡3
2 + 3+ 1

3(+ 1)3

dir. Bu nedenle

1Z

1

32 + 3+ 1

3(+ 1)3
¢ = lim

!1

Z

1

32 + 3+ 1

3(+ 1)3
¢

= ¡ lim
!1

Z

1

¢()¢

= ¡ lim
!1

( ()¡  (1))

= ¡ lim
!1

µ
1

3
¡ 1
¶

= 1

olur. Dolay¬s¬ ile verilen integral yak¬nsakt¬r.

Örnek 2.3.10. [10] T =2N0 olsun.

1Z

1

1

3
¢

birinci çȩsit genelleştirilmi̧s integrali verilsin. () = 2 ve  () =
1

2
olmak üzere

¢() = ¡ () + 

2(())2

= ¡2+ 

44

= ¡ 3
43
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oldu¼gundan

1Z

1

1

3
¢ = lim

!1

Z

1

1

3
¢

= ¡4
3
lim
!1

Z

1

¢()¢

= ¡4
3
lim
!1

( ()¡  (1))

= ¡4
3
lim
!1

µ
1

2
¡ 1
¶

=
4

3


olur. Yani verilen integral yak¬nsakt¬r.

Tan¬m 2.3.11. [10] (Zaman Skalas¬nda ikinci tipten genellȩstirilmi̧s integral) T bir

zaman skalas¬,   2 T    ve  noktas¬ sol yo¼gun nokta olmak üzere  fonksiyonu [ )

aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ olsun. Farzedelim ki  fonksiyonu    olmak üzere her [ ] aral¬¼g¬nda

integrallenebilir ve [ ) üzerinde s¬n¬rs¬z olsun. O halde

Z



()¢ (2.5)

ifadesine ikinci tipten genelleştirilmi̧s integral denir. (2.5) integrali  =  noktas¬nda singülerdir.

E¼ger

lim
!¡

Z



()¢ (2.6)

sol tara‡¬ limiti mevcut ise (2.5) integrali mevcuttur ve yak¬nsakt¬r. Bu durumda (2.5)

integralinin de¼geri
Z



()¢ = lim
!¡

Z



 ()¢

şeklinde gösterilir. E¼ger (2.6) limiti mevcut de¼gilse (2.5) integrali mevcut de¼gildir ya da

¬raksakt¬r denir.

Örnek 2.3.12. [10] T = [0 1] [ 2N olmak üzere

() =

8
<
:

p
1¡ 2,

4

 2 [0 1] ise

 2 2N ise
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fonksiyonu verilsin.

8Z

0

1

()
¢ ikinci çeşit genelleştirilmi̧s integralini ele alal¬m.

8Z

0

1

()
¢ =

1Z

0

1

()
¢+

8Z

2

1

()
¢

=

1Z

0

1p
1¡ 2

¢+

8Z

2

1

4
¢

= lim
!1¡

Z

0

1p
1¡ 2

+
1

4
() j=2 +

1

4
() j=4

= lim
!1¡

arcsin  j==0 +
2

16
+
4

256

=


2
+
9

64


elde edilir. O halde verilen integral yak¬nsakt¬r.

Örnek 2.3.13. [10] T = f¡1 0g [ [1 2] olsun.  =
2Z

¡1

3p
4¡ 2

¢ ikinci çȩsit genelleştir-

ilmi̧s integralini ele alal¬m.

 =

0Z

¡1

3p
4¡ 2

¢+

1Z

0

3p
4¡ 2

¢+

2Z

1

3p
4¡ 2

¢

=
3()p
4¡ 2

j=¡1 +
3()p
4¡ 2

j=0 ¡ lim
!2¡

Z

1

2
p
4¡ 2

= ¡ 1p
3
+
p
3¡ lim

!2¡
2
p
4¡ 3 j==1 +2 lim

!2¡

Z

1

2
p
4¡ 2

= ¡ 1p
3
+
p
3¡ lim

!2¡

Z

1

p
4¡ 2(4¡ 2)

=
2
p
3

3
¡ lim

!2¡

(4¡ 2)
3
2

3
2

j==1

=
2
p
3

3
+ 2
p
3 =

8
p
3

3


olur. O halde verilen integral yak¬nsakt¬r.

Tan¬m 2.3.14. (r¡anti türev) [56]  : T! R fonksiyonu verilsin. E¼ger  : T! R

fonksiyonu T üzerinde r¡türevlenebilir ve 8 2 T için r() = () ise,  fonksiyonuna 

nin r¡anti türevi veya ilkeli denir.
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Teorem 2.3.15. (Bir fonksiyonun nabla integrali) [21]  : T! R fonksiyonu ¡sürekli

olsun. Bu durumda r() = () olacak şekilde bir  fonksiyonu vard¬r.  key… bir sabit

olmak üzere,  fonksiyonunun r integrali

Z
()r =  () +

şeklinde tan¬mlan¬r.  fonksiyonunun belirli r integrali ise 8  2 T için

Z



()r =  ()¡  ()

şeklindedir.

Teorem 2.3.16. [8, 9]  2  ve  2 T ise

Z

()

()r = ()()

şeklindedir.

·Ispat: Bir önceki teoremden  fonksiyonunun  gibi bir anti r¡türevi vard¬r ve

Z

()

()r =  ()¡  (()) = ()r() = ()()

şeklindedir.

Teorem 2.3.17. (Delta ve nabla integral özellikleri) [8, 9]    2 T,  2 R ve   2 

olsun. Bu durumda

i.
Z



[() + ()]¢ =

Z



()¢+

Z



()¢

Z



[() + ()]r =
Z



()r+
Z



()r

ii.
Z



()¢ = 

Z



()¢

Z



()r = 

Z



()r

iii.
Z



()¢ = ¡
Z



()¢

Z



()r = ¡
Z



()r
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iv.
Z



()¢ =

Z



 ()¢+

Z



()¢

Z



()r =
Z



()r+
Z



()r

v.
Z



(())¢()¢ = ()()¡ ()()¡
Z



¢()()¢

Z



(())r()r = ()()¡ ()()¡
Z



r()()r

vi.
Z



()¢()¢ = ()()¡ ()()¡
Z



¢()(())¢

Z



()r()r = ()()¡ ()()¡
Z



r()(())r

vii.
Z



()¢ = 0

Z



()r = 0

şeklindedir. Burada v ve vi özellikleri ¢ ve r için k¬smi integrasyon formülleri olarak bilinir.

Teorem 2.3.18. [8, 9] T bir zaman skalas¬,    2 T ve   2  olsun. 8 2 [ ] için

j()j · ())

¯̄
¯̄
¯̄

Z



()¢

¯̄
¯̄
¯̄ ·

Z



()¢

() ¸ 0)
Z



()¢ ¸ 0

şeklindedir. Bu özellikler r integral için de korunur.

Teorem 2.3.19. (Baz¬ zaman skalalar¬ için delta integral alma kurallar¬) [8, 9]   2 T

ve  2  olsun.

i. T = R ise
Z



()¢ =

Z



()

dir. Burada sa¼g taraftaki integral bilinen Riemann integralidir.
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ii. [ ] yaln¬zca ayr¬k noktalar içeriyorsa

Z



()¢ =

8
>>>>>><
>>>>>>:

X

2[)
()()    ise

0  =  ise

¡
X

2[)
()()    ise



şeklinde hesaplan¬r.

iii.   0 için T =Z = f :  2 Zg ise

Z



 ()¢ =

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:


¡1X

=



()    ise

0  =  ise

¡


¡1X

=



()    ise



olur.

iv. T = Z ise

Z



()¢ =

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

¡1X

=

()    ise

0  =  ise

¡
¡1X

=

()    ise



şeklindedir.

Teorem 2.3.20. (Baz¬ zaman skalalar¬ için nabla integral alma kurallar¬) [8, 9]   2 T

ve  2  olsun. Bu durumda

i. T = R ise
Z



()r =
Z



()

dir. Burada sa¼g taraftaki integral bilinen Riemann integralidir.

ii. [ ] yaln¬zca ayr¬k noktalar içeriyorsa

Z



()r =

8
>>>>>><
>>>>>>:

X

2(]
()()    ise

0  =  ise

¡
X

2(]
()()    ise


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iii.   0 için T =Z = f :  2 Zg ise

Z



()r =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:


X

=
+


()    ise

0  =  ise

¡


X

=
+


()    ise



olur.

iv. T = Z ise

Z



()r =

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

X

=+1

()    ise

0  =  ise

¡
X

=+1

()    ise



şeklindedir.

Örnek 2.3.21. [57]  2 T ve  () =  olsun.

Z

0

()¢ ve

Z

0

()r integrallerinin farkl¬

zaman skalalar¬ndaki sonuçlar¬

T = R ise

Z

0

¢ =

Z

0

 = 2

2

T = Z ise

Z

0

¢ =
¡1X

=0

 = 0+ 1 + 2 + + (¡ 2) + (¡ 1) = (¡1)
2

T =Z ise

Z

0

¢ =



¡1X

=0

() =



¡1X

=0

2 = 2



¡1X

=0

= 2
¡
0 + 1 + 2 + +

¡

 ¡ 1

¢¢
= 2

¡

 ¡ 1

¢


1
2 =

1
2 (¡ ) 

ve

T = R ise

Z

0

r =
Z

0

 = 2

2

T = Z ise

Z

0

r =
X

1

 = 1+ 2 + + (¡ 1) +  = (+1)
2

T =Z ise

Z

0

r =


X

=1

() =


X

=1

2 = 2


X

=1



= 2
¡
1 + 2+ +

¡



¢¢
= 2

¡



¢ ¡

 + 1

¢
1
2 =

1
2 (+ ) 
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şeklinde elde edilir.

Teorem 2.3.22. [8, 9]  : T! R ¢ : T! R r : T! R fonksiyonlar¬ sürekli olsunlar.

Bu durumda aşa¼g¬daki eşitlikler mevcuttur.
2
4

Z



( )¢

3
5
¢

= (() ) +

Z



¢( )¢

2
4

Z



( )¢

3
5
r

= (() ()) +

Z



r( )¢

2
4

Z



( )r

3
5
¢

= (() ()) +

Z



¢( )r

2
4

Z



( )r

3
5
r

= (() ) +

Z



r( )r

2.4 Delta ve Nabla Üstel Fonksiyonlar

Bu k¬s¬mda zaman skalas¬ üzerinde tan¬mlanan genelleştirilmi̧s ¢ ve r üstel fonksiyonlar¬ ve

özellikleri ifade edilecektir. ·Ilk olarak T zaman skalas¬ üzerinde regresif, ¡regresif fonksiy-

onlar uzay¬ ve genellȩstirilmi̧s ¢¡ ve r¡ üstel fonksiyonlar¬n tan¬mlar¬ verilecektir.

Tan¬m 2.4.1. [64](Silindirik ve ¡ silindirik dönüşüm)   0 için C Hilger kompleks

say¬lar kümesi C := f 2 C :  6= ¡ 1
g ve Z Hilger tam say¬lar kümesi Z := f 2 C : ¡

 

Im()  
g ile gösterilir.   0 olmak üzere silindirik () ve ¡silindirik (b) dönüşümleri

i.  : C ! Z için () :=
1
(1 + )

ii. b : C ! Z için b() := ¡ 1
(1¡ )

ile tan¬mlan¬rlar.  = 0 ve 8 2 C için 0() =  dir.

Tan¬m 2.4.2. (Regresif ve ¡regresif fonksiyon) [8, 9], [57]

i.  : T! R fonksiyonuna, 8 2 T için

1 + ()() 6= 0

koşulu sa¼glan¬yorsa regresif fonksiyon denir. Tüm ¡sürekli ve regresif fonksiyonlar¬n ailesi

R ile gösterilir.  2 R ise   2 T için genelleştirilmiş ¢ üstel fonksiyonu aşa¼g¬daki şekilde

tan¬mlan¬r:

( ) = exp

0
@

Z



( ) (())¢

1
A 
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ii.  : T! R fonksiyonuna, 8 2 T için

1¡ ()() 6= 0

koşulu sa¼glan¬yorsa ¡regresif fonksiyon denir. Tüm ¡ sürekli ve ¡regresif fonksiyon-

lar¬n¬n ailesi R ile gösterilir.  2 R ise   2 T için genelleştirilmi̧s r üstel fonksiyonu

aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r:

b( 0) = exp

0
@

Z



b() (())r

1
A 

Tan¬m 2.4.3. (Regresif ve ¡regresif dinamik denklemler) [8, 9], [57]

i.  2 R için birinci mertebeden lineer ¢() = ()() dinamik denklemine regresif

dinamik denklem denir.

ii.  2 R için birinci mertebeden lineer r() = ()() dinamik denklemine ¡regresif

dinamik denklem denir.

Teorem 2.4.4. (Dinamik denklemlerde çözümün tekli¼gi) [8, 9], [57]

i. 0 2 T ve ¢() = ()() dinamik denklemi regresif olsun. Bu durumda ( 0) ¢

üstel fonksiyonu

¢() = ()() (0) = 1

başlang¬ç de¼ger probleminin tek çözümüdür.

ii. 0 2 T ve r() = ()() dinamik denklemi ¡regresif olsun. Bu durumda b( 0)
r üstel fonksiyonu

r() = ()() (0) = 1

başlang¬ç de¼ger probleminin tek çözümüdür.

Aşa¼g¬daki teoremde ¢ dinamik denkleminin çözüm fonksiyonu olan ( 0) ¢ üstel

fonksiyonu ile, r dinamik denklemin çözüm fonksiyonu olan b( 0) r üstel fonksiyonu

aras¬ndaki ili̧ski verilecektir.

Teorem 2.4.5. [8, 9], [57]

i.  fonksiyonu sürekli ve regresif olacak şekilde

( 0) = b 

1+
( 0)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.
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ii.  fonksiyonu sürekli ve ¡regresif olmak üzere

b( 0) =  

1+
( 0)

şeklindedir.
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3 ZAMAN SKALASINDA DIAMOND-ALFA T·IP·INDE D·I-

NAM·IK DENKLEMLER

Bu bölümde ¢ ve r türevlerinin lineer kombinasyonu olan diamond¡ türevin tan¬m¬ veril-

erek, temel özellikleri incelenecektir.

3.1 Diamond¡ Türev

Tan¬m 3.1.1 (Diamond¡ türev) [60]  : T! R bir fonksiyon ve 2 T olsun. Bu durumda

 2 [0 1] olmak üzere 8  0 verildi¼ginde 9  0 için  noktas¬n¬n bir  komşulu¼gundaki her

 için  = ()¡  ve  =  ¡() olmak üzere
¯̄
¯ [()¡ ()]  + (1¡ ) [ ()¡ ()] ¡ §()

¯̄
¯   jj 

eşitsizli¼gi sa¼glan¬rsa §() ifadesine  fonksiyonunun  2 T noktas¬ndaki diamond¡ türevi

denir.

Teorem 3.1.2. [60]  2 [0 1] olmak üzere  fonksiyonu  2 T noktas¬nda ¢ ve r

türevlenebilir olsun. Bu durumda  fonksiyonu  noktas¬nda § türevlenebilirdir ve

§() = ¢() + (1¡ )r()

şeklindedir.

·Ispat: ¢ ve rolmak üzere 8  0 ve  noktas¬n¬n 1 ve 2 komşuluklar¬ndaki 8 2 1

ve 8 2 2 için
¯̄
[()¡  ()]¡ ¢()

¯̄
  jj 

¯̄
[()¡ ()]¡ r()

¯̄
  jj 

olur. Buradan
¯̄
 [()¡ ()]  ¡ ¢()

¯̄
  jj 

¯̄
(1¡ ) [()¡ ()] ¡ (1¡ )r()

¯̄
 (1¡ ) jj 

elde edilir. Böylece 8 2  = 1 \ 2 için

¯̄
 [()¡ ()]  + (1¡ ) [()¡ ()] ¡

£
¢() + (1¡ )r()

¤


¯̄

·
¯̄
 [()¡ ()]  ¡ ¢()

¯̄

+
¯̄
(1¡ ) [()¡ ()] ¡ (1¡ )r()

¯̄

  jj+ (1¡ ) jj   jj



olur. Böylece § türevi mevcuttur ve §() = ¢() + (1¡ )r() şeklindedir.

Tan¬m 3.1.3. [61]  ,  2 T noktas¬nda ¢ ve r türevlenebilir olsun. Bu durumda

 2 [0 1] olmak üzere  2 T için  fonksiyonunun §() türevi

§() = ¢() + (1¡ )r()

olarak tan¬mlan¬r. Böylece  fonksiyonunun § türevlenebilir olmas¬ için gerek ve yeter şart

¢ ve r türevlenebilir olmas¬d¬r. Bu tan¬mda  = 1 al¬n¬rsa, §() = ¢() ve  = 0 al¬n¬rsa,

§() = r() bulunur.

Sonuç 3.1.4. [60]  2 T noktas¬ yo¼gun olsun. Bu durumda  0() mevcut olacak şekilde

§() = ¢() = r() =  0()

şeklindedir.

Teorem 3.1.5. [60]   : T! R fonksiyonlar¬  2 T noktas¬nda §¡türevlenebilir

olsunlar. Bu durumda

i.  +  : T! R fonksiyonu  2 T noktas¬nda §¡türevlenebilirdir ve

( + )
§
() = §() + §()

şeklindedir.

ii.  herhangi bir sabit say¬ olmak üzere,  : T! R fonksiyonu  2 T noktas¬nda

§¡türevlenebilirdir ve

()§() = §()

şeklindedir.

iii.  : T! R fonksiyonu  2 T noktas¬nda §¡türevlenebilirdir ve

()
§
() = §()() + ()¢() + (1¡ )()r()

şeklindedir.

iv. ()()() 6= 0 olmak üzere 1

: T! R fonksiyonu  2 T noktas¬nda §¡türevlenebilirdir

ve µ
1



¶§
() = ¡(

() + ()) § ¡ ()¢()¡ (1¡ )()r()

()()()


şeklindedir.
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v. ()()() 6= 0 olmak üzere 

: T! R fonksiyonu  2 T noktas¬nda §¡türevlenebilirdir

ve µ




¶§
() = ¡

§()()()¡ ()()¢()¡ (1¡ )()()r()

()()()


şeklindedir.

Teorem 3.1.6. [62]  : T! R fonksiyonu  2 T noktas¬nda §¡türevlenebilir olsun.

Bu durumda aşa¼g¬daki ifadeler do¼grudur:

i. §¢() = ¢¢() + (1¡ )r¢()

ii. §r() = ¢r() + (1¡ )rr()

iii. ¢§() = ¢¢() + (1¡ )¢r() ve ¢§() 6= §¢()

iv. r§() = r¢() + (1¡ )rr() ve r§() 6= §r()

v. §§() = 2¢¢() + (1 ¡ )
¡
r¢() + ¢r()

¢
+ (1 ¡ )2rr() oldu¼gundan

§§() 6= 2¢¢() + (1¡ )2rr() dir.

3.2 Diamond¡ integral

Tan¬m 3.2.1.(Diamond¡ integral) [60]   2 T ve  : T! R bir fonksiyon olsun. Bu

durumda § integrali,  2 [0 1] için
Z



()§ = 

Z



()¢ + (1¡ )

Z



( )r

şeklinde tan¬mlan¬r. § integral ¢ ve r integrallerinin lineer kombinasyonudur. Genelde

 2 T için 0
@

Z



()§

1
A
§

= ()

eşitli¼gi sa¼glanmaz. Örne¼gin; T = f0 1 2g  = 0 ve () = 2  2 T olsun. Buradan
0
@

Z



()§

1
A
§

=1

= (1) + 2(1¡ )

olur. Bu eşitlik ancak § = ¢ ya da § = r olmas¬ halinde sa¼glan¬r [62].

Örnek 3.2.2.   2 T = f0 1 2 3g  2 [0 1] olmak üzere  : T! R  () =  fonksiyonu

için

Z



()§ = 

Z



()¢ + (1¡ )

Z



 ()r

= [0 + 1+ 2] + (1¡ )[0 + 1+ 2 + 3]

= 6¡ 3
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şeklindedir.

Teorem 3.2.3. (Diamond¡ integralin özellikleri) [60]   2 T  2 R ve   : T! R

olsun. Bu durumda

i.
Z



[() + ()]§ =
Z



()§ +
Z



()§ 

ii.
Z



()§ = 

Z



 ()§

iii.
Z



 ()§ = ¡
Z



 ()§

iv.
Z



()§ =
Z



 ()§ +
Z



()§

v.
Z



()§ = 0

eşitlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat: § integralin tan¬m¬ndan yukar¬daki eşitlikler aşa¼g¬daki şekilde ispatlanabilir.

i.

Z



[() + ()]§ = 

Z



[ () + ()]¢ + (1¡ )

Z



[() + ()]r

= 

Z



()¢ + 

Z



()¢ + (1¡ )

Z



()r + (1¡ )

Z



()r

= 

Z



()¢ + (1¡ )

Z



 ()r + 

Z



()¢ + (1¡ )

Z



()r

=

Z



()§ +
Z



( )§
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ii.
Z



()§ = 

Z



()¢ + (1¡ )

Z



()r = 

0
@

Z



()¢ + (1¡ )

Z



()r

1
A

= 

Z



 ()§

iii.
Z



()§ = 

Z



()¢ + (1¡ )

Z



()r

= ¡
Z



()¢ + (1¡ )

Z



()r = ¡
Z



()§

iv.
Z



()§ = 

Z



()¢ + (1¡ )

Z



()r

= 

Z



()¢ + 

Z



()¢ + (1¡ )

Z



 ()r + (1¡ )

Z



()r

= 

Z



()¢ + (1¡ )

Z



()r + 

Z



 ()¢ + (1¡ )

Z



()r

=

Z



()§ +
Z



()§

v.
Z



 ()§ = 

Z



()¢ + (1¡ )

Z



()r = 0 + (1¡ )0 = 0

Teorem 3.2.4. [63]  ve , [ ] üzerinde tan¬ml¬ sürekli fonksiyonlar olsunlar. Bu

durumda 8 2 [ ] için

i.

() ¸ 0 )
Z



()§ ¸ 0

() · () )
Z



()§ ·
Z



()§

şeklindedir.

ii. () ¸ 0 olmak üzere, () = 0 olmas¬ için gerek ve yeter koşul

Z



()§ = 0

olmas¬d¬r.
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Sonuç 3.2.5. [61]   2 T olsun. Bu durumda

i.    olmak üzere her sabit  : T! R, () = ,  2 R fonksiyonu [ ] aral¬¼g¬nda

§¡integrallenebilirdir ve
Z



()§ = (¡ )

şeklindedir.

ii. [ ] üzerinde her monoton  : T! R fonksiyonu [ ] aral¬¼g¬nda §¡integrallenebilirdir.

iii. [ ] üzerinde her sürekli  : T! R fonksiyonu [ ] aral¬¼g¬nda §¡integrallenebilirdir.

iv. [ ] üzerinde sadece sonlu say¬da süreksizlik noktas¬na sahip her s¬n¬rl¬  : T! R

fonksiyonu [ ] aral¬¼g¬nda §¡integrallenebilirdir.

v. [ ] üzerinde her düzenli  : T! R fonksiyonu [ ] aral¬¼g¬nda §¡integrallenebilirdir.

vi. [ ] üzerinde her s¬n¬rl¬  : T! R fonksiyonu, [ ] aral¬¼g¬nda §¡integrallenebilir
olsun. Bu durumda  , [ ] nin her [ ] alt aral¬¼g¬nda §¡integrallenebilirdir.

vii.  , [ ] aral¬¼g¬nda §¡integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda j j fonksiy-

onu da §¡integrallenebilirdir ve
¯̄
¯̄
¯̄

Z



()§

¯̄
¯̄
¯̄ ·

Z



j()j§

şeklindedir.

3.3 Diamond¡ üstel fonksiyon

Tan¬m 3.3.1. (Diamond¡ üstel fonksiyon) [57] § dinamik denklemler, ¢ ve r dinamik

denklemlerin bir lineer kombinasyonudur. Burada § dinamik denklemlerde üstel fonksiyonu

tan¬mlayabilmek için ilk olarak ¢ ve r üstel fonksiyonlar¬n kombinasyonlar¬ tan¬mlanacakt¬r.

Bu kombine üstel fonksiyon   2 R \R,  0 2 T ve  2 [0 1] olmak üzere

( 0) = ( 0) + (1¡ )b( 0)

şeklinde tan¬mlan¬r. Örne¼gin; T = Z ve () =
1

2
olmak üzere 0 = 0 al¬n¬rsa

( 0) = exp

0
@

Z

0

( ) (())¢

1
A

= exp

0
@

Z

0


3

2
¢

1
A
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= exp

0
@

3

2

Z

0

¢

1
A

= exp

µ


3

2

¶

=

µ
3

2

¶

olur. ( 0) =

µ
3

2

¶

çözümü, ¢() =
1

2
() (0) = 1 başlang¬ç de¼ger probleminin tek

çözümü olur. Ayr¬ca

b( 0) = exp

0
@

Z

0

b( ) (())r

1
A

= exp

0
@

Z

0

2r

1
A

= exp

2
42

0
@

Z

0

r

1
A
3
5

= exp (2)

= exp
¡
2

¢

= 2

olmak üzere b( 0) = 2 r() =
1

2
() (0) = 1 başlang¬ç de¼ger probleminin tek çözümü

olur. Bu durumda lineer kombine üstel fonksiyon  2 Z olmak üzere

( 0) = 

µ
3

2

¶

+ (1¡ )2

şeklindedir.

Bu k¬s¬mda düzgün zaman skalalar¬ üzerinde diamond¡ dinamik denklemler ifade edile-

cektir. Bu amaçla öncelikle düzgün zaman sakalas¬ ve atomik düzgün zaman skalas¬ tan¬mlar¬

verilecektir. Temel amaç atomik düzgün zaman skalalar¬ üzerinde başlang¬ç de¼ger problem-

lerinin çak¬ş¬k olduklar¬n¬ ve her ikisinin tek çözüme sahip oldu¼gunu göstermektir.

3.4 Düzgün Zaman Skalas¬

Tan¬m 3.4.1. (Düzgün zaman skalas¬) [64] T bir zaman skalas¬ olsun. Bu durumda 8 2 T

için

i.  (()) = 

ii.  (()) = 
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eşitlikleri sa¼glan¬yorsa T ye düzgün zaman skalas¬ denir.

Teorem 3.4.2. [64] T düzgün bir zaman skalas¬ olmak üzere  ve  operatörleri T

üzerinde birbirlerinin ters operatörleridir (¡1 =  ve ¡1 = ).

Teorem 3.4.3. [64] T nin düzgün bir zaman skalas¬ olmas¬ için gerek ve yeter şart

i. inf T noktas¬ sa¼g yo¼gun nokta ve supT noktas¬ sol yo¼gun nokta,

ii. T¡ f inf T supTg kümesindeki tüm noktalar¬n ya iki tara‡¬ yo¼gun ya da iki tara‡¬

ayr¬k olmas¬d¬r.

R Z (  0) Z Q ve [¡ 0][ Z (  0) kümeleri düzgün zaman skalas¬na örnektirler

[57]. Burada Z zaman skalas¬na kuantum zaman skalas¬ denir ve

Z = Z [ f0g = f :  2 Zg [ f0g

= f 1
3

1

2

1


 0 1  2 3 g

olup, bu kümenin her noktas¬ ayr¬kt¬r. Dolay¬s¬yla  =  olmak üzere () =  ve () =




olur.  (()) =  ve  (()) =  olup Z bir düzgün zaman skalas¬d¬r. Bununla birlikte Q

kümesi

Q = f¡ 0 ;  2 Zg

= f¡ 1
3
¡ 1

2
¡1


 0 1  2 3 g

olup bu kümenin her noktas¬ ayr¬kt¬r. Dolay¬s¬yla ¡ =  olmak üzere () =  ile () =



ve (0) = 0 oldu¼gundan Q kümesi de bir düzgün zaman skalas¬d¬r. Fakat T = [ ] [ [ ]

düzgün zaman skalas¬ de¼gildir. Gerçekten bu kümeden inf T =  ve supT =  noktalar¬

ç¬kar¬ld¬¼g¬nda, kalan tüm noktalar tek tara‡¬ ayr¬k ya da tek tara‡¬ yo¼gun de¼gildir.

Teorem 3.4.4. [64] T düzgün bir zaman skalas¬ olsun. Bu durumda

T = T = T = T ve (T) = (T) = T

olur.

Düzgün zaman skalas¬ üzerinde tan¬ml¬ diamond¡ üstel fonksiyonlar¬n § türevi aşa¼g¬da

verilmi̧stir:

Teorem 3.4.5. [64] T düzgün bir zaman skalas¬,  0 2 T ve  2 R\R olsun. Bu

durumda

§ ( 0) =

·
() +

(1¡ )()

1 + ()()

¸
( 0)
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b§ ( 0) =
·
(1¡ )() +

()

1¡ ()()

¸
b( 0)

olur. ( 0) kombine üstel fonksiyonu §() = ()() (0) = 1 başlang¬ç de¼ger prob-

leminin tek çözümüdür. Burada

() = () +
(1¡ )()

1 + ()()


biçimindedir.

Örnek 3.4.6. [57] T = N [ f0g ve  = 05 olsun.

§() = ¢() + (1¡ )r()

§() =
1

2
¢() +

1

2
r()

ve

2§() = ¢() + r()

= (+ 1)¡ () + ()¡ (¡ 1)

= (+ 1)¡ (¡ 1)

olmak üzere § dinamik denklemi §() =
1

2
() olarak al¬ns¬n. Böylece

2§() = ()

(+ 1)¡ (¡ 1) = ()

(+ 1) = () + (¡ 1)

olur. Bu denklemi çözebilmek için (¡ 1) =  al¬n¬rsa () = +1 ve (+ 1) = +2 olur.

Bu ifadeler yukar¬daki denklemde yerine konulursa

+2 ¡ +1 ¡  = 0

2¡ 1 ¡  = 0

(2 ¡ 1 ¡ 1) = 0

1 =
1 +
p
5

2
 2 =

1¡
p
5

2


olup,

1() =

Ã
1 +
p
5

2

!+1

 2() =

Ã
1¡
p
5

2

!+1



çözümleri elde edilir. Buradan genel çözüm

() = 11() + 22()
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() = 1

Ã
1 +
p
5

2

!+1

+ 2

Ã
1¡
p
5

2

!+1



olarak bulunur. Tek çözüme ulaşabilmek için iki s¬n¬r ya da iki başlang¬ç koşulu kullan¬la-

cakt¬r. Koşullar (0) = 1 ve (1) = 1 olarak al¬ns¬n. Böylece

(0) = 1

Ã
1 +
p
5

2

!
+ 2

Ã
1¡
p
5

2

!
= 1

(1) = 1

Ã
1 +
p
5

2

!2

+ 2

Ã
1¡
p
5

2

!2

= 1

şeklindeki iki bilinmeyenli denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi için

¡1

Ã
1 +
p
5

2

!Ã
1 +
p
5

2

!
¡ 2

Ã
1¡
p
5

2

!Ã
1 +
p
5

2

!
= ¡

Ã
1 +
p
5

2

!

1

Ã
1 +
p
5

2

!2

+ 2

Ã
1¡
p
5

2

!2

= 1

eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa

2

0
@1 +

Ã
1¡
p
5

2

!2
1
A = 1¡

Ã
1 +
p
5

2

!

2

Ã
1 +
1

4
¡
p
5

2
+
5

4

!
=

1¡
p
5

2

2

Ã
5¡
p
5

2

!
=

1¡
p
5

2

) 2 = ¡
1p
5

bulunur. 1 sabiti ise

1

Ã
1 +
p
5

2

!
¡ 1p

5

Ã
1¡
p
5

2

!
= 1) 1 =

1p
5

şeklindedir. O halde başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan tek çözüm

() =
1p
5

Ã
1 +
p
5

2

!+1

¡ 1p
5

Ã
1¡
p
5

2

!+1



olur.

Düzgün zaman skalas¬nda çözüm bulmay¬ geli̧stirebilmek ad¬na verilen kapal¬ aral¬¼g¬ iste-

nilen şekilde bölmeye çal¬̧sal¬m. Bu durum yeni bir tan¬m ile ifade edilecektir.

Tan¬m 3.4.7. (Zaman skalas¬n¬n parçalan¬ş¬) [64] T düzgün zaman skalas¬,  boş olmayan

s¬n¬rl¬ bir indis kümesi olsun. T zaman skalas¬n¬n

T =
[

2
T
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olacak şekilde bir D = fT :  2 g parçalan¬ş¬ ele al¬ns¬n. Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬yorsa D

ye T zaman skalas¬n¬n s¬ral¬, sonlu parçalan¬̧s¬ denir.

i. 8 2 nfmax g için T¤ \ T¤+1 = ; ve minT1 = minT, maxTmax  = maxT iken

maxT = minT+1,

ii. 8T  2  için düzgün zaman skalas¬,

iii. 8 2 T¤ ,  2  için  noktas¬ ya ayr¬k nokta ya da yo¼gun nokta,

iv. 8  0 için boş olmayan ( ¡  ) \ T¤ ya da (  + )\ T¤+1 kümelerinden en az

biri sadece ayr¬k noktalardan ibaret olmak üzere

 = f :  = T¤ \ T¤+1  = 1 2  ¡ 1g

kümesi vard¬r. Herhangi bir  2  için T 2 D ye atomik zaman skalas¬ denir.  = f :

 = T¤ \ T¤+1  = 1 2   ¡ 1g kümesine D bölgesinde de¼gişim noktalar¬ kümesi denir.

T düzgün zaman skalas¬n¬n bir D parçalan¬̧s¬ sonlu ya da sonsuz olabilir. Burada T¤ =

TfminTmaxTg şeklindedir.

Uyar¬ 3.4.8. [64] T zaman skalas¬n¬n parçalan¬ş¬ndan seçilen herhangi T atomik zaman

skalas¬n¬n aşikar olmayan parçalan¬̧s¬ yoktur. Yani atomik T zaman skalalar¬n¬n parçalan¬şlar¬

sadece D = fTg şeklindedir.

Uyar¬ 3.4.9. [64] Bir düzgün zaman skalas¬n¬n atomik zaman skalalar¬ cinsinden tek bir

parçalan¬̧s¬ vard¬r.

Örnek 3.4.10. [64] Atomik zaman skalas¬ için aşa¼g¬daki durumlar¬ inceleyelim:

i. T = R_ [ Z olmak üzere, T = T1 [ T2 için T1 := R_ [ f0g ve T2 := Z birer sonlu

atomik zaman skalas¬ olacak şekilde T nin birer parçalan¬̧s¬d¬r.

ii.  2 Z   1 olsun. Bu durumda T = Q = f¡ 0  :  2 Zg olmak üzere

T = T1 [ T2 için T1 := f0¡ :  2 Zg ve T2 := f0  :  2 Zg birer sonlu atomik zaman

skalas¬ olacak şekilde T nin birer parçalan¬̧s¬d¬r.

iii. T = Z olsun. T = T1 = Z oldu¼gundan T1 bir atomik zaman skalas¬d¬r.

Herhangi bir düzgün zaman skalas¬ sonlu ya da sonsuz şekilde ayr¬̧st¬r¬labilir. Sonsuz

ayr¬̧st¬r¬lan düzgün zaman skalas¬ için aşa¼g¬daki örnek verilebilir.

Örnek 3.4.11. [64] T2 = [2 2+1] ve T2+1 = f2+1+05 2+2¡05  2 Z¡[f0gg

için

T =
[

2N
(T2 [ T2+1) 

olmak üzere T düzgün zaman skalas¬ sonsuz ayr¬̧st¬r¬labilirdir.
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3.5 Diamond¡ Dinamik Denklemler

Bu k¬s¬mda § ile üretilmi̧s lineer dinamik denklemlerden bahsedilecektir. Burada § dinamik

denklemi ¢ ve r dinamik denklem şeklinde yaz¬larak birinci mertebeden lineer § dinamik

denklem oluşturulur.

Tan¬m 3.5.1. (Birinci mertebeden diamond- dinamik denklem) [64] T bir zaman skalas¬

ve  µ T olsun. Bu durumda  :  £ R2 ! R bir fonksiyon olmak üzere  üzerinde birinci

mertebeden § dinamik denklemin kapal¬ formu


³
 () §()

´
= 0

şeklindedir.  fonksiyonu () ve §() fonksiyonuna göre lineer bir fonksiyon ise § dinamik

denklemine lineerdir denir.

 ve  düzgün zaman skalas¬ üzerinde birer fonksiyon olmak üzere lineer § dinamik

denklemi §() = ()() + () şeklindedir. § türev tan¬m¬ndan

§() = ¢() + (1¡ )r()

oldu¼gu bilinmektedir. Düzgün zaman skalas¬nda ¢() = r(()) ve r() = ¢(())

oldu¼gu için § türev

§() = ¢() + (1¡ )r()

= ¢() + (1¡ )¢()

= r() + (1¡ )r()

şeklinde yaz¬labilir. Bu durumda

¢() + (1¡ )¢() = ()() + ()

r() + (1¡ )r() = ()() + ()

yaz¬larak birinci mertebeden § dinamik denklemi sadece ¢ dinamik denklemi ya da sadece

r dinamik denklemi biçiminde yaz¬labilir.

Tan¬m 3.5.2. (§ operatörü) [64] 8 2 T § : (TR) ! (TR) olmak üzere

§ operatörü

§ () = §()¡ ()()

şeklindedir. 8 2 T için § () = () ifadesini sa¼glayan  2 (TR) fonksiyonuna

§  =  denkleminin çözümü denir.
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Sonuç 3.5.3. [64] § operatörü (TR) üzerinde lineerdir: 8  2 R ve 1 2 2

(TR) için

§ (1 + 2) = § 1 + § 2

ifadesi sa¼glan¬r.

·Ispat: 8  2 R ve 1 2 2 (TR) için

§ (1 + 2)() = (1() + 2())
§ ¡ ()(1() + 2())

= §1 () + §2 ()¡ ()1()¡ ()2()

= §1 ()¡ ()1() + §2 ()¡ ()2()

= § 1() + § 2()

olur.

Sonuç 3.5.4. [64] 1 ve 2, §  = 0 dinamik denkleminin çözümleri olsunlar. Bu

durumda 1 ve 2 nin herhangi bir lineer kombinasyonu da §  = 0 dinamik denkleminin

çözümüdür. Yani 8  2 R için § 1 = 0 ve § 2 = 0 ise § (1 + 2) = 0 olur.

Tan¬m 3.5.5. (Homojen ve homojen olmayan § dinamik denklemler) [64] §  = 

dinamik denklemi, () = 0 ise homojen § dinamik denklem, () 6= 0 ise homojen olmayan

§ dinamik denklem olarak adland¬r¬l¬r.

Sonuç 3.5.6. [64] Homojen bir § dinamik denklemin çözümü ile homojen olmayan

bir § dinamik denklemin çözümünün toplam¬ homojen olmayan bir § dinamik denklemin

çözümüdür.

·Ispat: 8  2 (TR) için §  = 0 ve §  =  olsun. Bu durumda

§ ( + ) = §  +§  = 0 +  = 

olur. Bu da  fonksiyonunun homojen olmayan bir § dinamik denklemin çözümü oldu¼gunu

gösterir.

Teorem 3.5.7. [64] T bir atomik zaman skalas¬, 0 2 T¤ 0 bir sabit,  2 R \R olsun.

Bu durumda  2 T¤  = [0 1] için

§  = 0 (3.1)

(0) = 0 (1¡ )((0)) = (1¡ )0
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ve  2 T¤ için

()¢¢() + (1¡ ()()) ¢()¡ ()() = 0 (3.2)

((0)) = 0 (1¡ )(0) = (1¡ )0

şeklindeki s¬n¬r de¼ger problemleri çak¬ş¬r.

·Ispat: Burada  = 0  = 1 ve  2 (0 1) için üç ad¬mda ispat yap¬lacakt¬r.

i.  = 0 olsun. Bu durumda (3.1) başlang¬ç de¼ger problemi

r() = ()() (0) = 0 (3.3)

problemine, (3.2) problemi

(1¡ ()()) ¢()¡ ()() = 0 ((0)) = 0 (3.4)

problemine dönüşür. () =  al¬n¬rsa  = () olup

(1¡ ()(())) ¢(())¡ ()(()) = 0

yaz¬l¬r. Düzgün zaman skalas¬nda r() = ¢(()) ve (()) = () ve ()r() =

()¡ (()) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

(1¡ ()()) r()¡ ()(()) = 0

r()¡ ()()r()¡ ()(()) = 0

r()¡ () [()¡ (())]¡ ()(()) = 0

r()¡ ()() + ()(())¡ ()(()) = 0

r()¡ ()() = 0

olmak üzere r() = ()(), (0) = 0 formu elde edilir.

ii.  = 1 için (3.1) problemi

¢() = ()() (0) = 0 (3.5)

problemine dönüşür. (3.2) problemi () = 0 ve () 6= 0 durumlar¬na göre incelenecektir.

() = 0 al¬n¬rsa () =  olaca¼g¬ için (3.2) dinamik denklemi

¢() = ()() (3.6)

şeklinde bulunur. () 6= 0 için

()¢¢() + ¢()¡ ()()¢()¡ ()() = 0

()¢¢() + ¢()¡ () [(())¡ ()]¡ ()() = 0

()¢¢() + ¢()¡ ()(()) + ()()¡ ()() = 0
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()¢¢() = ()(()¡ ¢()

olur ve bu (3.6) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

¢(())¡ (())
¡
()¢()¡ ()

¢
= 0

elde edilir. Burada  = () olmak üzere ¢() = ()() elde edilir. Başlang¬ç koşulu

(0) = ((0)) = 0 olur.

iii.  2 (0 1) ve  = () olsun.  = () olmak üzere T düzgün zaman skalas¬ oldu¼gundan

§ dinamik denklemi

§() = ¢() + (1¡ )¢() = r() + (1¡ )r() (3.7)

şeklinde yaz¬labilir. () = 0 için () = 0 olur ve (3.1) dinamik denklemi ¢() = ()()

şekline dönüşür. Bu durumda 8 2 (0 1) için ¢() = r() = §() biçimindedir.

Son olarak () 6= 0 için () 6= 0 olmak üzere 8 2 T noktalar¬n¬ ayr¬k nokta olarak

seçelim. Böylece (3.2) başlang¬ç de¼ger probleminin dinamik denklemi

()¢¢() = ¢(())¡ ¢() = ¢()¡ ¢(()) = ¢()¡ r() (3.8)

olur ve yukar¬daki denklemler sadeleştirilirse

¢() + (1¡ )r()¡ ()
¡
()r()¡ (())

¢
= 0 (3.9)

elde edilir. Buradan §() = ()() bulunur.

Teorem 3.5.8. [64] T bir atomik zaman skalas¬, 0 2 T¤ 0 bir sabit,  2 R\R olsun.

Bu durumda (3.1) ve (3.2) s¬n¬r de¼ger problemleri  2 [0 1] için tek çözüme sahiptirler ve bu

çözüm ayn¬d¬r.

·Ispat:  = 0 için (3.1) ve (3.2) problemleri

r() = ()() (0) = 0

şeklindeki r başlang¬ç de¼ger problemine dönüşür ve bu denklemin çözümü tektir.  = 1 için

benzer şekilde (3.1) ve (3.2) problemleri

¢() = ()() (0) = 0

şeklindeki ¢ başlang¬ç de¼ger problemine dönüşür ve bu denklemin çözümü tektir.  2 (0 1)

alal¬m. Bu durumda () = 0 ve () 6= 0 şeklinde iki farkl¬ yoldan gidilir.
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E¼ger () = 0 ise atomik zaman skalas¬nda () = 0 ve () =  = () olup dinamik

denklem ¢() = r() = ()() (0) = 0 olur. Bu ise  = 0 veya  = 1 durumlar¬

demektir. () 6= 0 olsun. Bu durumda () 6= 0 olur. (3.2) problemi


£
¢()¡ ¢()

¤
+ ¢()¡ ()() = 0

¢() + (1¡ )¢(())¡ ()() = 0

¢() + (1¡ )r()¡ ()() = 0

§()¡ ()() = 0

§  = 0

olup, (3.1) dinamik denklemi elde edilir. Bu durumda (3.2) dinamik denklemi regresif formda

¢¢() +
1¡ ()()

()
¢()¡ ()

()
() = 0 (3.10)

şeklinde yaz¬labilir. O halde çözüm tektir. Burada e() = 1¡ ()()

()
ve e() = ¡ ()

()
al¬n¬rsa 8 2 (0 1) için

1¡ ()e() + 2()e() = 1¡ 1

6= 0

çözümü elde edilir.
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4 DIAMOND¡ STURM-LIOUVILLE PROBLEM·I

Bu k¬s¬mda diamond¡ Sturm-Liouville problemi ele al¬nacak ve bu problemin özde¼gerlerinin

reelli¼gi, basitli¼gi; farkl¬ özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar¬n ortogonalli¼gi; Wronskian

tan¬m¬ kullan¬larak Green formülü ve Lagrange eşitli¼gi verilecektir. Ayr¬ca T bir düzgün

zaman skalas¬ olmak üzere özel durumda bu probleme ait öz fonksiyonlar¬n ifadesi elde edile-

cektir.

 = ¡§§ + () =   2 T¤ (4.1)

§(0) = 0 (4.2)

(1¡ )§((0)) = (1¡ )0 (4.3)

şeklindeki probleme diamond¡ Sturm-Liouville problemi denir. Bu problemin aşikar ol-

mayan çözümleri varsa  de¼gerlerine bu probleme ait özde¼gerler denir. Bu  de¼gerlerine

karş¬l¬k gelen  2 (T¤) çözümlerine de öz fonksiyon denir. Burada  2 [0 1]  2

R \R 0 2 R şeklindedir. ·Ilk olarak bu problemle ilgili verilecek önemli teoremlerin is-

pat¬nda kullan¬lacak baz¬ kavramlar¬ ifade edelim.

Tan¬m 4.1. 1 ve 2 §¡ türevlenebilir iki fonksiyon olmak üzere bu fonksiyonlar¬n

§¡Wronskian¬

§ =§(1() 2()) = det

0
@ 1() 2()

§1 () §2 ()

1
A 

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada 8 2 T için § 6= 0 olmak üzere  = 0 şart¬n¬ sa¼glayan 1 ve

2 fonksiyonlar¬na lineer ba¼g¬ms¬zd¬r denir. Aksi taktirde bu fonksiyonlara lineer ba¼g¬ml¬d¬r

denir.

Tan¬m 4.2. [8]  2  ve 2 2 R olmak üzere cos ve sin trigonometrik fonksiyonlar¬

cos =
 + ¡
2



sin =
 ¡ ¡
2



şeklinde tan¬mlan¬r. Burada  ve ¡ fonksiyonlar¬n¬n regresif olmas¬ halinde 2 fonksiyonu

da regresif olur.

Tan¬m 4.3.   2 T ve  2 [0 1] olmak üzere

§2 [ ] =

8
<
: :

Z



2()§ 1

9
=
; 



uzay¬na [ ] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ karesel §¡ integrallenebilen fonksiyonlar¬n uzay¬ denir. Bu

uzayda iç çarp¬m 1 2 2 §2 [ ] olmak üzere

 1 2 =

Z



1()2()§

şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 4.4. T bir zaman skalas¬,   2 T,  : T! R fonksiyonu 8 2 T ve  2 [0 1]

için §¡integrallenebilir olsun. Bu durumda

Z



§()§ = (22 ¡ 2+ 1)() j +(1¡ ) ((() + (()) j

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Diamond¡ integral tan¬m¬ kullan¬l¬rsa istenilen eşitlik

Z



§()§ =

Z



¡
¢() + (1¡ )r()

¢
§

= 

Z



¡
¢() + (1¡ )r()

¢
¢+ (1¡ )

Z



¡
¢() + (1¡ )r()

¢
r

= 2
Z



¢()¢+ (1¡ )

Z



r()¢+ (1¡ )

Z



¢()r

+(1¡ )2
Z



r()r

= 2
Z



¢()¢+ (1¡ )

Z



¢(())¢+ (1¡ )

Z



r(())r

+(1¡ )2
Z



r()r

= 2() j +(1¡ )(()) j +(1¡ )(()) j +(22 ¡ 2+ 1)() j

=)
Z



§()§ = (22 ¡ 2+ 1)() j +(1¡ ) ((() + (()) j

şeklinde elde edilir.

Teorem 4.5. T bir zaman skalas¬,   : T! R fonksiyonlar¬ 8 2 T için § integral-
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lenebilir olsunlar. Bu durumda T zaman skalas¬nda §¡k¬smi integrasyon formülü

Z



§()()§ = (1¡ 2+ 22)()() j +(1¡ ) [()() + ()()] j

+(1¡ )

Z



r() [()¡ ()]§¡
Z



()§§

şeklindedir.

·Ispat.

()§() = §()() + ()¢() + (1¡ )()r()

ifadesinin her iki taraf¬n¬n [ ] aral¬¼g¬nda § integrali al¬n¬rsa

Z



()§()§ =
Z



§()()§+ 

Z



()¢()§+ (1¡ )

Z



()r()§

olur. Burada

Z



§()()§ integrali yaln¬z b¬rak¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

Z



§()()§ = (1¡ 2+ 22)()() j +(1¡ ) [()() + ()()] j

¡
Z



()¢()§¡ (1¡ )

Z



()r()§

¡(1¡ )

Z



()r()§+ (1¡ )

Z



()r()§

= (1¡ 2+ 22)()() j +(1¡ ) [()() + ()()] j

¡
Z



()
£
¢() + (1¡ )r()

¤
§

+(1¡ )

Z



r() [()¡ ()]§

bulunur. Böylece

Z



§()()§ = (1¡ 2+ 22)()() j +(1¡ ) [()() + ()()] j

+(1¡ )

Z



r() [()¡ ()]§¡
Z



()§§
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elde edilir.

(4.1)-(4.3) § Sturm-Liouville probleminin özde¼gerlerinin kümesi () = f1 2 g ol-

sun.  2 () olmak üzere bu özde¼gerin cebirsel çok katl¬l¬¼g¬, karakteristik polinomun bir

kökü olarak tekrar etme say¬s¬d¬r. E¼ger bir özde¼gerin cebirsel çok katl¬l¬¼g¬ 1 ise bu özde¼gere

basit özde¼ger denir. Bu kavram spektral teoride oldukça önemlidir. Bu nedenle aşa¼g¬daki

teoremde (4.1)-(4.3) § Sturm-Liouville probleminin özde¼gerlerinin basit oldu¼gu ispat edile-

cektir. Basitli¼gi göstermek için yukar¬daki tan¬m kullan¬laca¼g¬ gibi ayn¬ özde¼gere kaŗs¬l¬k

gelen öz fonksiyonlar¬n lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gu gösterilerek de ispat yap¬labilir.

Teorem 4.6. (4.1)-(4.3) § Sturm-Liouville probleminin özde¼gerleri basittir.

·Ispat: Ayn¬  özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen iki farkl¬ öz fonksiyon 1 ve 2 olsun.

1 = ¡§§1 + ()1 = 1

2 = ¡§§2 + ()2 = 2

eşitlikleri s¬ras¬yla 2 ve ¡1 ile çarp¬l¬p, taraf tarafa toplan¬rsa

1
§§
2 ¡ 2

§§
1 = 0 (4.4)

elde edilir. Burada amaç ³
1

§
2 ¡ 2

§
1

´§
= 0

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬ gösterebilmektir. §(1 2) = 1
§
2 ¡ 2

§
1 olmak üzere

§(1 2) =

¯̄
¯̄
¯̄

1 2

§1 §2

¯̄
¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄
¯̄

1 2

¢1 + (1¡ )r1 ¢2 + (1¡ )r2

¯̄
¯̄
¯̄

=

¯̄
¯̄
¯̄

1 2

¢1 ¢2

¯̄
¯̄
¯̄+

¯̄
¯̄
¯̄

1 2

(1¡ )r1 (1¡ )r2

¯̄
¯̄
¯̄

= 

¯̄
¯̄
¯̄
1 2

¢1 ¢2

¯̄
¯̄
¯̄+ (1¡ )

¯̄
¯̄
¯̄
1 2

r1 r2

¯̄
¯̄
¯̄

= ¢(1 2) + (1¡ )r(1 2)

bulunur. Dolay¬s¬yla

§(1 2) = 
£
1

¢
2 ¡ ¢1 2

¤
+ (1¡ )

£
1

r
2 ¡ r1 2

¤
 (4.5)

olur. (4.5) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n §¡türevi al¬n¬rsa
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[§(1 2)]
§ = 

£

¡
1

¢
2 ¡ ¢1 2

¢
+ (1¡ )

¡
1

r
2 ¡ r1 2

¢¤¢
(4.6)

+(1¡ )
£

¡
1

¢
2 ¡ ¢1 2

¢
+ (1¡ )

¡
1

r
2 ¡ r1 2

¢¤r

= 2
¡
1

¢
2

¢¢ ¡ 2
¡
¢1 2

¢¢
+ (1¡ )

¡
1

r
2

¢¢ ¡ (1¡ )
¡
r1 2

¢¢

+(1¡ )
¡
1

¢
2

¢r ¡ (1¡ )
¡
¢1 2

¢r
+ (1¡ )2

¡
1

r
2

¢r

¡(1¡ )2
¡
r1 2

¢r

= 2
¡
¢1 

¢
2 + 1 

¢¢
2

¢
¡ 2

¡
¢1 

¢
2 + ¢¢

1 2
¢
+ (1¡ )

¡
¢1 

r
2 + 1 

r¢
2

¢

¡(1¡ )
¡
r1 

¢
2 + r¢1 2

¢
+ (1¡ )

¡
r1 

¢
2 + 1

¢r
2

¢

¡(1¡ )
¡
¢1 

¢
2 + ¢r1 2

¢
+ (1¡ )2

¡
r1 

r
2 + 1

rr
2

¢

¡(1¡ )2
¡
r1 

r
2 + rr1 2

¢

= 2
¡
1 

¢¢
2

¢
¡ 2

¡
¢¢
1 2

¢
+ (1¡ )

¡
1 

r¢
2

¢
¡ (1¡ )

¡
r¢1 2

¢

+(1¡ )
¡


1

¢r
2

¢
¡ (1¡ )

¡
¢r1 


2

¢
+ (1¡ )2

¡


1
rr
2

¢

¡(1¡ )2
¡
rr1 2

¢

= 2
¡
1 

¢¢
2 ¡ ¢¢

1 2
¢
+ (1¡ )

£
1 

r¢
2 ¡ r¢

1 2 + 1
¢r
2 ¡ ¢r1 2

¤

+(1¡ )2
£
1

rr
2 ¡ rr1 2

¤


elde edilir. (4.4) eşitli¼gi yeniden ele al¬n¬rsa

1
§§
2 ¡ 2

§§
1 = 0

1
¡
¢2 + (1¡ )r2

¢§ ¡ 2
¡
¢1 + (1¡ )r1

¢§

= 1

h

¡
¢2 + (1¡ )r2

¢¢
+ (1¡ )

¡
¢2 + (1¡ )r2

¢ri

¡2
h

¡
¢1 + (1¡ )r1

¢
+ (1¡ )

¡
¢1 + (1¡ )r1

¢ri

= 0

21
¢¢
2 + (1¡ )1

r¢
2 + (1¡ )1

¢r
2 + (1¡ )21

rr
2

¡22¢¢
1 ¡ (1¡ )2

r¢
1 ¡ (1¡ )2

¢r
1

= 2
£
1

¢¢
2 ¡ 2

¢¢
1

¤
+ (1¡ )

£
1

r¢
2 ¡ 2

r¢
1 + 1

¢r
2 ¡ 2

¢r
1

¤

+(1¡ )2
£
1

rr
2 ¡ 2

rr
1

¤

= 0 (4.7)
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olur. (4.6) ile (4.7) nin eşit olmas¬ için 1 = 1, 2 = 2, 

1 = 1, 


2 = 2 olmas¬ gerekir.

Yani  = ,  =  noktalar çift tara‡¬ yo¼gun olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla T zaman skalas¬ düzgün

zaman skalas¬ olarak seçildi¼ginde

[§(1 2)]
§ =

³
1

§
2 ¡ 2

§
1

´§
= 0

elde edilir. Bu ise ayn¬  özde¼gerine karş¬l¬k gelen 1 ve 2 öz fonksiyonlar¬n¬n lineer ba¼g¬ml¬

oldu¼gunu gösterir. Bu nedenle (4.1)-(4.3) probleminin özde¼gerleri basittir. Çünkü her 

özde¼gerine bir öz fonksiyon kaŗs¬l¬k gelir.

Teorem 4.7. (4.1)-(4.3) § Sturm-Liouville probleminin farkl¬ özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen

öz fonksiyonlar¬ ortogonaldir. Yani

Z



1()2()§ = 0

d¬r.

·Ispat: 1 ve 2 özde¼gerlerine karş¬l¬k gelen öz fonksiyonlar 1 ve 2 olsunlar.

¡§§1 + ()1 = 11

¡§§2 + ()2 = 22

eşitlikleri s¬ras¬yla 2 ve ¡1 ile çarp¬l¬p taraf tarafa toplan¬rsa

1
§§
2 ¡ 2

§§
1 = (1 ¡ 2) 1

³
1

§
2 ¡ 2

§
1

´§
= (1 ¡ 2) 12

elde edilir. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n §¡ integrali al¬n¬rsa

¡
1¡ 2+ 22

¢
(12) () j 

 + (1¡ ) [(12)
 () + (12)

 ()] j

+(1¡ )

Z



r1 () [

2 ()¡ 2()]§

¡
Z



2 ()
§
1 ()§¡

¡
1¡ 2+ 22

¢
(21) () j 



¡(1¡ ) [(21)
 () + (21)

 ()] j 
 ¡ (1¡ )

Z



r2 () [

1 ()¡ 1()]§

+

Z



1 ()
§
2 ()§ = (1 ¡ 2)

Z



1()2()§
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olur. T, düzgün zaman skalas¬ olmak üzere

Z



h
1()

§
2 ()¡ 2()

§
1 ()

i
§ = (1 ¡ 2)

Z



1()2()§

elde edilir. Burada (4.7) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa 1 6= 2 için

Z



1()2()§ = 0

olur.

Teorem 4.8. (4.1)-(4.3) § Sturm-Liouville probleminin özde¼gerleri reeldir.

·Ispat: 0 (4.1)-(4.3) probleminin reel olmayan özde¼geri ve buna karş¬l¬k gelen öz fonksiyon

( 0) olsun. Ortogonallik teoreminden

Z



( 0)( 0)§ = 0

Z



j( 0)j2 § = 0



Z



j( 0)j2¢+ (1¡ )

Z



j( 0)j2r = 0

elde edilir. 8 2 [0 1] için 0 kompleks iken ( 0) = 0 olur. Bu ise bir çelişkidir. Yani, 0

kompleks olamaz.

Teorem 4.9.   2 §2 [ ] olmak üzere

a. () ¡ () = [§( )]§ 

b. h i ¡ h i =§( ) j

eşitlikleri vard¬r. Bu ȩsitliklere s¬ras¬yla genelleştirilmi̧s Lagrange eşitli¼gi ve Green formülü

denir.

·Ispat:

a.   öz fonksiyonlar¬ için

 = ¡§§ + () = 

 = ¡§§ + () = 
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eşitlikleri s¬ras¬yla  ve ¡ ile çarp¬l¬p taraf tarafa toplan¬rsa

()¡ () = §§¡ §§

=
³
§¡ §

´§

= [§( )]
§ 

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

b. §2 [ ] uzay¬ üzerindeki iç çarp¬m kullan¬l¬rsa

h i =
Z



³
¡§§ + ()

´
§

h i =
Z



³
¡§§ + ()

´
§

h i ¡ h i =
Z



³
¡§§ + () + §§+ ()

´
§

=

Z



³
¡§§ + §§

´
§

=

Z



[§( )]
§ §

= (1¡ 2+ 22)§( ) j +(1¡ ) [(§( ))
 + (§( ))

] j

= §( ) j

olur. Bu ispat¬ tamamlar.

Teorem 4.10. [65]  0 2 T, () =  ve 1¡ 2()2() 6= 0 olsun. Bu durumda 8 2 T
için

sin§ ( 0) =


1 + 22
¡¡
1 + 22) cos( 0

¢
+ (1¡ ) sin( 0)

¢


cos§ ( 0) = ¡


1 + 22
¡¡
1 + 22) sin( 0

¢
¡ (1¡ ) cos( 0)

¢


dir.
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Teorem 4.11. (4.1)-(4.3) ile verilen § Sturm- Liouville probleminin öz fonksiyonu

( ) = ¡ 8
15

§( ) sin( ) +
1

3
( ) [3 cos( ) + sin( )]

+
5

4

Z



cos( )( )§¡
8

15

Z



()( ) sin( )§

şeklindedir.

·Ispat:

1



Z



()( ) sin( )§ =
1



Z



§§( ) sin( )§+
Z



( ) sin( )§ (4.8)

olmak üzere sa¼gdaki ilk integrale §¡k¬smi integrasyon formülü uygulan¬rsa

1



Z



§§( ) sin( )§ =
1



h
§( ) sin( )

i
j ¡

1



Z



³
§

´
( ) (sin( ))

§ §

=
1


§( ) sin( )¡

1


§( ) sin( )

¡1


Z



§( )


1 + 22
£¡
1 + 22

¢
cos( )

+(1¡ ) sin( )]§ (4.9)

= ¡ 1

§( ) sin( )¡

1

1 + 22
£
( )

¡¡¡
1 + 22

¢
cos( ) + (1¡ ) sin( )

¢¢¤
j=

+
1

1+ 22

Z



( )
£¡
1 + 22

¢
cos( ) + (1¡ ) sin( )

¤§ §

= ¡ 1

§( ) sin( )

¡ 1

1 + 22
£
( )

¡¡
1 + 22

¢
cos( ) + (1¡ ) sin( )

¢¤

+
1

1+ 22
( )

£¡
1 + 22

¢
cos( ) + (1¡ ) sin( )

¤

+
1

1 + 22

Z



( )

·¡
1 + 22

¢µ
¡ 

1 + 22
¡¡
1 + 22

¢
sin( )¡ (1¡ ) cos( )

¢¶¸
§

+
1

1 + 22

Z



( )

·
(1¡ )

µ


1 + 22
¡¡
1 + 22

¢
cos( ) + (1¡ ) sin( )

¢¶¸
§
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= ¡1

§( ) sin( )¡

¡
1 + 22

¢

1 + 22
( )

+
1

1 + 22
( )

£¡
1 + 22

¢
cos( ) + (1¡ ) sin( )

¤

¡

¡
1 + 22

¢
¡
1 + 22

¢2
Z



( )
£¡
1 + 22

¢
sin( )¡ (1¡ ) cos( )

¤
§

+
(1¡ )2
¡
1 + 22

¢2
Z



( )
£¡
1 + 22

¢
cos( ) + (1¡ ) sin( )

¤
§

= ¡1

§( ) sin( )¡

¡
1 + 22

¢

1 + 22
( )

+
1

1 + 22
( )

£¡
1 + 22

¢
cos( ) + (1¡ ) sin( )

¤

+
1

¡
1 + 22

¢2
Z



h
¡

¡
1 + 22

¢2
+ (1¡ )223

i
sin( )( )§

+
1

¡
1 + 22

¢2
Z



2
£
(1¡ )2

¡
1 + 22

¢¤
cos( )( )§

olur. E¼ger  = 2 seçilirse

¡

¡
1 + 22

¢2
+ (1¡ )223

¡
1 + 22

¢2 = ¡(1 + 4)
2 + (1¡ )24

(1 + 4)2
= ¡1

[¡1¡ 8¡ 162 + 4¡ 8+ 42] = ¡25

(¡122 ¡ 16+ 3) = ¡25

elde edilir. Burada  =
1

2
olmak üzere  =

25

8
olur. Bu de¼gerler (4.9) da yerine yaz¬l¬rsa

1



Z



§§( ) sin( )§ = ¡ 8
25

§( ) sin( )¡
3

5
( ) (4.10)

+
1

5
( ) [3 cos( ) + sin( )]

¡
Z



sin( )( )§+
3

4

Z



cos( )( )§
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elde edilir. (4.10) denklemi (4.8) de ele al¬n¬rsa

8

25

Z



()( ) sin( )§ = ¡ 8
25

§( ) sin( )¡
3

5
( )

+
1

5
( ) [3 cos( ) + sin( )]

¡
Z



sin( )( )§+
3

4

Z



cos( )( )§

+

Z



sin( )( )§

olur. Buradan ( ) yaln¬z b¬rak¬l¬rsa

( ) = ¡ 8
15

§( ) sin( ) +
1

3
( ) [3 cos( ) + sin( )]

+
5

4

Z



cos( )( )§¡
8

15

Z



()( ) sin( )§

bulunur. Bu ise verilen problemin öz fonksiyonunun ifadesidir.
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5 SONUÇLAR ve TARTIŞMA

Bu çal¬̧smada ilk olarak zaman skalas¬nda temel kavramlar en yal¬n hali ile verilmi̧s ve

diamond¡ analizi ifade edilmiştir. Daha sonra Sturm-Liouville problemi, diamond tipinde

kurularak bu problemin spektral özellikleri incelenmi̧stir. Diamond¡ tipinde fonksiyon-

lar¬n türevini ve integralini almak oldukça s¬k¬nt¬l¬ bir süreçtir. Kurulan diamond¡ tipinde

Sturm-Liouville probleminin özde¼gerlerinin reelli¼gi, basitli¼gi, farkl¬ özde¼gerlere karş¬l¬k gelen

öz fonksiyonlar¬n ortogonalli¼gi gibi özellikler bu zorlu¼ga ra¼gmen incelenmi̧s ve önemli sonuçlar

elde edilmi̧stir. Ayr¬ca baz¬ özel durumlar için bu problemin öz fonksiyonu bulunmuştur.

Ele al¬nan problemin özde¼gerleri ve nodal noktalar¬ (öz fonksiyonlar¬n s¬f¬rlar¬) için bir for-

mül bulunursa düz problem yerine ters problem incelenebilir ve önemli sonuçlar elde edilebilir.

Fakat diamond¡ tipinde bu tür problemleri çal¬̧smak ve ters problemi çözmek, problemin

içerdi¼gi türevin yap¬s¬ ve çözüm yap¬l¬rken ortaya ç¬kan integralin hesaplanmas¬ s¬ras¬nda

oluşan s¬k¬nt¬lar nedeni ile oldukça zordur.
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