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OZET

Klasik manada Sturm-Liouville denklemi matematiksel fizigin en énemli denklemlerinden
birisidir. Basglangicta, 1s1 iletimi problemlerinde yogun olarak uygulanan Sturm-Liouville
teorisi, giintimiizde farkl fiziksel problemlere de uygulanmaktadir. Matematiksel fizigin ihtiy-
ac1 geregi klasik Sturm-Liouville probleminde farkli genellegtirmeler yapilmig ve buna bagh
olarak lineer diferensiyel operatorler teorisi olugturulmustur. Bu caligmada ise bu denklem bir
zaman skalasinda ele alinarak, diamond alfa tipinde Sturm-Liouville problemi tamimlanmugtir.
Bu probleme ait dzdegerlerin basitligi, reelligi, farkli 6zdegerlere kargilik gelen 6z fonksiyon-
larin ortogonalligi, alfa tipinde Lagrange esitligi ve Green formiilii verilmigtir. Ayrica ele
alinan problemin 6z fonksiyonlar1 i¢in bir esitlik bulunmustur. Diamond alfa tipinde tiirev ve
integral zaman skalasinin iglem yapma agisindan en sikintili operatorleridir. Bunun nedeni
diamond alfa tipinde tiirev ve integralin delta ve nabla tiirev ve integralinin kombinasyonu

olmasidir. Bu agidan elde edilen 6z fonksiyon olduk¢a énemlidir.

Anahtar Kelimeler: Zaman skalasi, Diamond—alfa tipinde tiirev ve integral.
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SUMMARY

Some problems which includes diamond type derivative on time scale

In classical terms, the Sturm-Liouville equation is one of the most important equations
of mathematical physics. Initially, the Sturm-Liouville theory, applied extensively in heat
conduction problems, is now applied in different physical problems. Different generalizations
have been made in the classical Sturm-Liouville problem due to the need of mathematical
physics and accordingly linear differential operators theory has been formed. In this study,
this equation is considered on a time scale and the diamond alpha type Sturm-Liouville
problem is defined. The simplicity of the eigenvalues of this problem, the real property, the
orthogonality of the eigenvalues corresponding to the different eigenvalues, and the Lagrange
equality and Green formula in the alpha type are given. In addition, an equality was found
for the eigenfunctions of the problem. Diamond alpha-type derivative and integral on time
scales are the most trouble operators in terms of processing. This is because the derivative
and integral of diamond alpha type is a combination of delta and nabla derivative and integral.

In this respect, obtained eigenfunction is very important.

Key Words: Time scales, Diamond—alpha type derivative and integral.
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1 GIRIS

Fark denklemleri matematikte ortaya atilan ilk teorilerden biri olup yaklagik sekiz asirdir
caligilmaktadir. Bu teori, ayrik zamanlarda meydana gelen olaylarin matematiksel olarak
ifade edilmesinde kullanilmistir. Fark denklemleriyle ilgili tarihteki ilk calismalar M.O. 2000
yillarina dayanmaktadir. Bu caligmalara, ilk defa bir denklemin kokiinii bulma seklinde Ba-
billerde rastlanmigtir [1]. Daha sonra Argimet, Oklid, Pisagor gibi pek ¢ok matematikci de
fark denklemleri ile ilgili galigmalar yapmigtir. Bunlarin diginda Laplace, sabit katsayili ho-
mojen dogrusal fark denklemlerini, Guichard ayni denklemin homojen olmayan &zel hallerini
ve Gelgrum bu denklemlerin ¢oziimlerinin asimptotik davranigmi incelemistir [2].

Ik olarak 17. yiizyiln ikinci yarisinda, Leibnitz ve Newton tarafindan baglatilip, Claurit,
Frobenious, Euler ve diger birgok matematikci tarafindan ele alinan diferensiyel denklemler,
fiziksel olaylarin matematiksel modeli, siirekli degigim oranlar1 arasindaki denklemler olarak
ifade edilmistir. Yani diferensiyel denklemler teorisinin temelinde, "dogada kopuklar yoktur"
mantig1 vardir. Bu yiizden diferensiyel denklemler teorisi, Fizik, Kimya, Biyoloji, Astronomi
gibi temel bilimlerin yanisira Ekonomi, Isletme gibi bazi sosyal bilimlerde de matematiksel
ifade yontemi olarak kargimiza ¢ikmaktadir.

Diferensiyel denklemler teorisi ile fark denklemleri teorisi arasinda benzerlikler vardir.
Stireklilik halleriyle verilen diferensiyel denklem, ayrik benzeri olan fark denklemi ile ifade
edilebilir. Ayrica fark denklemleri, diferensiyel denklemlerin niimerik yaklagtirmalarindan da
ortaya cikabilir. Benzerliklerinin yanisira diferensiyel denklemler teorisi ile fark denklemleri
teorisi arasinda ¢nemli farkliliklar da bulunmaktadir. Bu farkliliklar matematiksel modelle-
menin se¢iminde zorluklar meydana getirmektedir. Dogada olaylarin kendi iginde stirekli ve
kesikli olmasi durumlarinin ayni anda olabilecegi gergegi yadsinamaz. Yani her doga olay1
stireklilik terimleri ile ifade edilemez. Bundan dolay1 matematiksel olaylarin tiimiinii diferen-
siyel denklemler veya fark denklemleri ile ifade etmek miimkiin olmaz. Dolayisiyla hem siirekli
hem de ayrik degiskenlerden olugan matematiksel modeller iizerinde galisilmasini saglayan
yeni bir teoriye ihtiyac duyulmustur. Iste bu teori zaman skalasi teorisidir. Zaman skalasi
teorisi, 1987\88 yillarinda Alman matematikci Stephan Hilger [3] tarafindan ortaya konul-
mustur. Hilger [4] bu konuyu danigmani Aulbach’tan [5], [6], [7] almig ve bu konuda 6nemli
sonuglar elde etmigtir. Hilger’in amaci siirekli ve ayrik analizi ayni ¢at1 altinda toplayan
bir teori olugturmakti. Zaman skalasi teorisi sayesinde, siirekli veya kesikli doga olaylarinin
formiilize edilebilmesi saglanmaktadir.

Zaman skalasi tizerinde tanimlanan denklemlere dinamik denklemler denir. Zaman skalasimin



0zel durumlarinda dinamik denklemler, fark denklemi ya da diferensiyel denklem haline
donitigiir. Boylece fark denklemleri ve diferensiyel denklemler igin farkli sonuglar vermek
yerine, ikisini de birlegtiren bir denklem yazilabilir. Bununla birlikte, daha sonraki yillarda
yapilan ¢caligmalarda dinamik denklemler teorisinin sadece diferensiyel ve fark denklemleri i¢in
degil, zaman skalasinin secimine bagh olarak, érnegin ¢-fark denklemleri gibi pek ¢ok 6zel du-
rum i¢in de egdeger sonuclar verdigi goriilmiistiir. Zaman skalasinda dinamik denklemler ile
ilgili kapsamh bilgiler Bohner ve Peterson’un 2001 [8] ve 2003 [9] yillarinda yazdiklar: ki-
taplarda yer almaktadir. 2016 yilinda Bohner ve Svetlin [10] zaman skalasi iizerinde ok
degiskenli fonksiyonlar1 agiklayan bir kitap yazmuglardir. Ayrica belirtilmelidir ki, zaman
skalasinda dinamik denklemlerin kuantum mekanigi, elektrik miihendisligi, sinir aglari, kom-
binatorler, 1s1 transferi, ekonomi ve popiilasyon dinamigine kadar bir¢cok uygulamast vardir
(1], [12)).

Bu yeni teorinin gelismesiyle birlikte, hem piir hem de uygulamali matematikte farkl
tirden dinamik denklemlerin ¢oziimlerinin farkli 6zellikleri incelenerek genig bir literatiir
olugturulmustur. Piir matematik dinamik denklemlerin ¢oziimlerinin varlhk teklik teoremleri
tizerinde ¢aligirken, uygulamah matematik ise ¢oziimlerin kalitatif davraniglar, yani ¢éziim-
lerin salinimi, asimptotik davraniglari, kararliligi, periyodik yoriingeleri gibi 6zelliklerini in-
celemigtir.

Operatorlerin spektral teorisi, matematik, fizik ve mekanigin pek c¢ok alanlarinda genig
bir gekilde kullanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas kaynaklar: titregim
teorisinin problemleridir. Ozellikle soyut Hilbert uzay: tanimlandiktan sonra Hilbert uzaymda
lineer 6z eglenik operatorler teorisi hizla gelismeye baglamigtir. Bu teori, 19. ve 20. yiizyil-
larda bu konularda ¢alisan matematikgiler tarafindan geligtirilerek iist seviyelere ¢ikarilmigtir.
Bu calismalarda ozdegerler, 6z fonksiyonlar, spektral fonksiyon, normlagtirici sayilar gibi
spektral veriler tanimlanmig ve farkli yontemlerle veriler igin asimptotik formiiller bulunmusg-
tur. Literatiirde regiiler ve singiiler olmak {iizere iki tiir diferansiyel operatér tanmimlanmig ve
spektral teorileri yapilandirilmigtir. Tanim bolgesi sonlu ve katsayilar: stirekli fonksiyonlar
olan diferansiyel operatore regiiler, tanim bolgesi sonsuz veya katsayilar: sonlu sayida siireksiz
nokta olan diferansiyel operatorlere singiiler diferansiyel operatér denir. Ikinci mertebeden
regiiler operatorler icin spektral teori giiniimiizde Sturm-Liouville teorisi olarak bilinir. Ilk
defa 19. yiizyilda Sturm ve Liouwville [13] tarafindan ortaya konulmugtur. Sturm-Liouville
teorisi bu iki matematik¢inin 1829 ve 1836 yillarinda yaptigi caligmalardan meydana gelmigtir.

1837 yilinda Sturm ve Liouville kisa fakat oldukga 6nemli caligmalarim "Journal de Mathe-



matica" adl dergide yayimladilar. Bu ¢alismada
—y" +aqlx)y=Ay,0<z <1,

diferensiyel denklemi i¢in sinir deger problemini ele aldilar. Burada A kompleks bir parametre,
q ise [0,1] arahginda karesel integrallenebilen reel degerli bir fonksiyondur. Bu denklem

literatiirde Sturm-Liouville denklemi olarak bilinir. Sturm ve Liouwville yukaridaki denklemin

y(0)cosa +y'(0)sina = 0,

y(1)cos B +y'(1)sin = 0,

smir kogullarimi saglayan agikar olmayan g¢oziimlerini incelediler. Burada « ve 3, [0,1] ar-
aliginda reel sayilardir. Bu kogullarla birlikte Sturm-Liouville denklemine, Sturm-Liouwville
stnar deger veya dzdeger problemi denir. Bu problemlerdeki spektral analize, baz fizik prob-
lemlerinin bir sonucu olarak bakilabilir. Bir borudaki ses dalgalari, bir sicimin titregimi ve
baz1 mekanik sistemler 6rnek olarak gosterilebilir [14].

—y" + q(x)y = Ay denklemine kuantum mekaniginde, bir boyutlu zamandan bagimsiz
Schrodinger dalga denklemi de denir. Bu denklem zamana baglh Schridinger denkleminin
Sturm-Liouville denklemine bir indirgemesidir. Kuantum mekaniginde bir parcacigin hareke-
tini tanmimlayan ¥ (z,y, z,t) dalga fonksiyonu

L O h? _,
— =-—V 14 » Yo )

i = —g- V4 V(w.y. 20

seklindeki Schrodinger denkleminin ¢oziimiidiir. Burada A Planc sabiti, u parcacigin indirgen-

mis kiitlesi, V' ise zamana bagli olmayan potansiyel enerji fonksiyonudur. Bu denklemin bir

boyutlu hali ¥ = ¢(x,t) olmak iizere

A
L T W ) + V(@)

seklindedir. Bir ¢ok uygulamada bu denklem v (z,t) = f(z) baglangig sart1 ile verilir. Bu

denklem degigkenlerine ayirma metodu ile ¢oziiliirse

2

_%yf'(x) +V(@)y(z) = By(a),

olur. Burada F ayirma sabitidir.

alinirsa



elde edilir. Burada ¢ potansiyel alani, y ise x noktasindaki dalga genligini temsil eder. A
sistemin enerji seviyelerine kargilik gelir. Biitiin enerji seviyelerinin miimkiin olmadigini ve
ayrik bir kiime olugturdugunu gosterir. Bu 6zdegerlerin ya da enerji seviyelerinin ayrik bir
kiime olugturmasinin kuantum mekaniginde ¢ok 6nemli sonuglari vardir.

Ozdegerler (veya karakteristik degerler) fiziksel bir sistemin sahip olabilecegi 6zel deger-
lerde nasil davrandiklarini belirlemek ic¢in énemlidir. Bu degerler sisteme ait ¢zel bir enerji,
ozel bir frekans degeri, dalgalarin girigsimi veya kuvvet dengesinin saglandigi bir duruma
ait olabilir. Oz fonksiyonlar ise, fiziksel sistemin sahip oldugu 6zdegerlerdeki (6rnegin bir
dalga) fonksiyonlar1 olabilir. Titresim yapan bir sistemin dogal frekansi ile digaridan uygu-
lanan siiriicii kuvvetin frekansi birbirine esit veya yakin olmasi sistemin kararliligi acisin-
dan veya malzemelerin elastik 6zelliklerinin incelendigi durumlarda, gekil bozukluklarinin
bagladigi noktalarin belirlenmesinde 6zfonksiyonlarin alacagi ézdegerler énemli olmaktadir.
Bu tip problemler genel olarak spektral problemler olarakta bilinir. Spektral problemler
diiz ve ters olmak iizere ikiye ayrilir. Fiziksel biiyiikliikler verildiginde, sistemin enerji se-
viyelerinin bulunmasi problemine diiz problem denir. Frekanslarin, enerji seviyelerinin ya da
matematiksel dil ile 6zdegerlerin bilgisinden, fiziksel parametreleri yapilandirmaya ters prob-
lem denir. Sturm-Liouville ve Dirac operatorleri i¢in spektral problemler Levitan ve Sargsjan
[15] tarafindan ¢aligilmigtir.

Fiziksel olarak oldukca oénemli olan Sturm-Liouville sinir deger problemi ile ilgili zaman
skalasinda bir gok ¢aligma vardir. 1993 yilinda Erbe ve Hilger [16] zaman skalasinda Stur-
mian teoriyi ¢aligmiglardir. 1996 yilinda Bohner [17] Sturm-Liouville fark denklemlerini
incelemigtir. Sturm-Liouville simir deger problemi i¢in diiz problem 1999 yilinda Agarwal,
Bohner ve Wong [18], [19] tarafindan keyfi zaman skalasi iizerinde incelendi. 2001 yilinda
Agarwal, Bohner ve Peterson, [20] zaman skalasinda esitsizlikleri ¢aligt. 2002 yilinda Gu-
seinov ve Kaymakgalan, [21] zaman skalasinda delta ve nabla integrali inceledi. Atici ve Gu-
seinov [22] bu yil igerisinde zaman skalas: iizerinde smir deger problemlerinin green fonksiy-
onlarini ¢aligti. 2003 yilinda Guseinov [23] integrallenebilmenin temellerini zaman skalasinda
inceledi ve 6nemli sonuglar elde etti. 2007 yilinda Guseinov [24] zaman skalasi tizerinde Sturm-
Liouville denklemi i¢in agilim teoremlerini ¢aligti. Ayni yil igerisinde Davidson, Rynne, [25]
self-adjoint smir deger problemlerini zaman skalasinda galisti. Buna ilaveten Rynne, [26]
zaman skalasinda Ly uzaymi tammladi. 2008 yilinda Kong [27] ayrik simur sarth Stum-
Liouville sinir deger problemini zaman skalasinda calisti. Amster, De Napoli ve Pinasco
[28] 2009 yilinda zaman skalas: iizerinde 6zdegerlerin dagilimini inceledi. 2011 yilinda Zhang

[29] zaman skalas: iizerinde genellestirilmis Sturm-Liouville dinamik sistemi i¢in gok katlilik



sonuglar: elde etti. Bairamov, Aygar ve Koprubasi, [30] 2011 yilinda parametreye bagh ayrik
Sturm-Liouville denkleminin spektrumunu inceledi. 2012 yilinda Eckhardt ve Teschl [31]
zaman skalasi iizerinde Sturm-Liouville operatorlerini inceledi. 2017 yilinda Ozkan [32] para-
metreye bagl simir kogullarina sahip Sturm-Liouville problemini zaman skalasinda inceledi.
Ay y1l Allahverdiev, Eryilmaz ve Tuna, [33] smir kosullarinda parametre bulunduran dissi-
pative Sturm-Liouville problemini zaman skalasinda inceledi. Bu yil igerisinde yine Zemdnek,
[34] zaman skalas1 iizerinde Sturm-Liouville probleminin Weyl ¢oziimlerini inceledi. Spek-
tral teorinin zaman skalasinda incelenmesine yonelik bunlarin diginda énemli sayida calisma
vardir ([35-53]).

Sturm-Liouville probleminin zaman skalasinda ele alinmasi hem siirekli hem de kesikli
durumda bu problem i¢in 6nemli sonuglar verdi. Tiim bu genellegtirmeler bu problemin
sonuglarini da genellestirmigtir. Bu galigmada birgok agidan énemli olan bu problemin diamond-
alfa tiirev durumunda tanimlamas1 yapilacak ve spektral ozellikleri yapilacaktir. Boylece
fiziksel agidan gok onemli bir yere sahip olan Strum-Liouville problemi hem A— hem de V—

tiirevin kombinasyonu olan {,—tiirevi igerecek sekilde ele alinarak genellegtirilmigtir.



2 ZAMAN SKALASINDA TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Zaman skalas1 ve 6zellikleri

Tanim 2.1.1. (Zaman skalast) [8, 9] Reel sayilarin bog olmayan, kapali, keyfi bir alt kiimesine
zaman skalasy denir ve T ile gosterilir. R, Z, N, Ng = N U {0} ile gosterilen reel sayilar, tam
sayilar, dogal sayilar ve negatif olmayan tam sayilar kiimesi zaman skalasina 6rnek olarak
verilebilirler. Farkli olarak [0, 1], [2, 3], NU[0, 1] ve Cantor kiimesi gibi kapal alt kiimeler de

birer zaman skalasidir. Q, R\Q, C, (0, 1) kiimeleri ise zaman skalas1 degildir.

Tanim 2.1.2. (Ileri ve geri sigrama operatérleri) [8, 9] T bir zaman skalasi olmak {izere,

t € T igin, 0 : T — T ileri sigrama operatorii

o(t) :=inf{s € T:s > t},
p: T — T geri sicrama operatorii

p(t) :=sup{s e T:s <t}

ile tammlanir. Burada V¢ € T icin o(t) > t ve p(t) < t ve inf() = supT, sup) = infT
seklindedir.

t noktasi, T zaman skalasinin maksimum noktasi ise o(t) = ¢, minimum noktasi ise p(t) =t
olarak tammlanir. o(t) > ¢ ise ¢t noktasina sag sagilmas nokta, p(t) < t ise t noktasma sol
sag¢ilmag nokta denir. t noktasi hem sag sagilmig hem de sol sagilmig ise ayrik nokta adini alir.
t <supT ve o(t) =t ise t noktasina sag yogun nokta, t > inf T ve p(t) = t ise t noktasina sol
yogun nokta denir. Hem sag yogun hem de sol yogun olan noktalara yojun nokta adi verilir

[54].

o) ¢ (1)
v <
 — - -
I .
Lir)

Sekil 1. Zaman skalasinda noktalarin simiflandirilmasi

o(t) ileri sigrama operatorii ile ileri graininess fonksiyonu p(t) ve p(t) geri sicrama oper-

atorii ile geri graininess fonksiyonu v(t) agagidaki sekilde tanimlanir [8, 9]:

w:TF—[0,00), u(t) :=o(t) —t,



v:T,—[0,00),v(t) :=1t— p(t).

Burada T* ve Ty kiimeleri agagida tanimi verilen tiirevlenebilme bolgeleridir. T tizerinde
A ve V tiirevlerinin tanimlanabilmesi igin ilk olarak T den tiiretilen T® ve T, kiimeleri

tanimlanmalidir.

Tanim 2.1.3. (T zaman skalasindan tiiretilmis kiimeler ) [8, 9] T* kiimesi, T sol sagiliml
bir m supremum degerine sahip ise T" = T —m; diger durumlarda T* = T seklinde tanimlanir.
T, kiimesi, T sag sagilimli bir n infimum degerine sahip ise T, = T — n; diger durumlarda

Ty = T seklinde tanimlanir. Bagka bir ifade ile,

T _ T\{m}; supT =m ve m sol sacihml ise
T; diger hallerde

T, — T\{n}; infT =n ve n sag sacihmh ise

T; diger hallerde
seklindedir. Burada T* kiimesine A tiirevlenebilirlik bolgesi, T, kiimesine de V tiirevlenebilir-
lik bolgesi denir. Ayrica TE = T* N Ty O tiirevlenebilirlik bolgesi olup diamond-alfa (¢q)
tiirev bu kiime iizerinde tanimlanacaktir [55]. Burada f : T — R bir fonksiyon olmak iizere

Vt € Tigin f7 : T — R fonksiyonu f?(t) = f(o(t)), f* : T — R fonksiyonu ise f*(t) = f(p(t))

olarak tanimlanir.
Ornek 2.1.4. [10] T = {1 :n e N} U{0} olsun. supT =1 ve p(1) = 3 oldugundan

™ =T/ @1] - {% :neN/{l}} U {0},

olur. Benzer sekilde inf T =0 ve ¢(0) = 0 oldugundan

seklindedir. O halde T =T*N T, =T/ (%, 1} seklinde gosterilebilir.

2.2 Delta ve nabla tiirevleri

Bu kisimda farkli iki operator kullamlarak iki farkli tiirev tamimi yapilacaktir. Bunlardan
birincisi o ileri sigcrama operatérii ile tanimlanan A tiirev, digeri p geri sigrama operatorii ile
tanimlanan V tiirevdir. Zaman skalasinda A ve V tiirev ile siireklilik kavramlarini tanimla-

mak icin, oncelikle komguluk kavramina ihtiyag vardir.



Tanim 2.2.1. [56] U C T olsun. Ve > 0 igin U.(t) = {s € T : |s —t| < e} kiimesine ¢

noktasinin € komgulugu denir.

Tamim 2.2.2. [56] tp € T olsun. Her ¢ > 0 ve t € U(tp) icin, |f(t) — f(t0)| < € olacak
sekilde bir U(tg) komsulugu bulunabiliyorsa f : T — R fonksiyonuna ¢ = ¢; noktasinda

siireklidir denir.

. t ,t <0
Ornek 2.2.3. [56] f: T — R, f(t) = g fonksiyonu verilsin.

t+1 ,t>0
T =R ise f fonksiyonu, ¢t = 0 noktasinda siirekli degildir.

T =Z ise f fonksiyonu, V¢ € Z noktasinda siireklidir.

Tamim 2.2.4. (Hilger Delta Tirev) [8, 9] f : T — R bir fonksiyon ve ¢ € T" olsun. Bu
durumda V £ > 0 ve t noktasinin bir U = (t —0,t+ ) NT (§ > 0) komgulugundaki her s igin

|[f(e() = f(s)] = F2D)o(t) = s]| < elo(t) - s,

olacak sekilde bir f2(t) sayis1 meveut ise, bu sayiya f fonksiyonunun ¢ noktasindaki Hilger
A (delta) tiirevi denir. V¢t € T* igin f2(t) tiirevi mevcut ise, f fonksiyonu T* iizerinde A
tiirevlenebilirdir denir ve f& : T* — R fonksiyonu f fonksiyonunun T* iizerindeki A tiirevi

olarak adlandirilir. Yukaridaki tanim agagidaki limit mevcut olmak {izere,

3(0) — 1 £ )~ 16

s—t (o} (t) - S ’
seklinde de verilebilir. Simdi A tiirevin siireklilik ile iligkisi bagta olmak tizere bazi énemli

ozellikleri agagidaki teoremde verilecektir.

Teorem 2.2.5. [8,9] f: T — R bir fonksiyon ve ¢t € T* olsun.
i. f, t noktasinda A tiirevlenebilir ise, t noktasinda siireklidir.

ii. f, t noktasinda siirekli ve t sag sacilmig nokta ise ¢ noktasinda A tiirevlenebilirdir ve

===y
seklindedir.
iii. ¢t noktas1 sag yogun ise f fonksiyonunun ¢ noktasinda A tiirevlenebilir olmas1 ancak
ve ancak
T~ £

s—t t—s ’

limitinin mevcut olmasi ile miimkiindiir. Bu durumda A— tiirev

£51) — i 1O = 1)

s—t t—s ’



seklindedir.

iv. f,t noktasinda A tiirevlenebilir ise

esitligi mevcuttur.

Tanmim 2.2.6. (Nabla Tiirev) [?] f: T — R bir fonksiyon ve ¢ € T, olsun. Ve > 0 ve ¢
noktasmnin bir U = (t — 6,t +6) N'T (§ > 0) komgulugundaki her s igin

|[f(s) = f(p(O)] = f¥ ()]s — p()]] < €ls = p(t)]

olacak sekilde bir fV (t) say1s1 mevcut ise, bu sayiya f fonksiyonunun ¢ noktasindaki V (nabla)
tiirevi denir. Vt € T, igin fV (¢) tiirevi mevcut ise f fonksiyonu T, tizerinde V tiirevlenebilirdir
denir ve fV : T, — R fonksiyonu f fonksiyonunun T, iizerindeki V tiirevi olarak adlandirilir.
Nabla tiirevin yukaridaki tanimi agagidaki limit mevcut olmak iizere

Vi _ o 10 = F(0(5)
£ (8) = tim T,

seklinde de verilebilir. Simdi V tiirevinin siireklilik ile iligkisi ve baz1 6nemli 6zellikleri agagi-

daki teoremde verilecektir.

Teorem 2.2.7. [8,9] f: T — R bir fonksiyon ve t € T, olsun.
i. f, t noktasinda V tiirevlenebilir ise, ¢t noktasinda siireklidir.

ii. f, t noktasinda stirekli ve ¢ sol sagilmig nokta ise, ¢ noktasinda V tiirevlenebilirdir ve

£ = HOZEA,
seklindedir.
iii. ¢ noktasi sol yogun ise, f fonksiyonunun ¢ noktasinda V tiirevlenebilir olmasi ancak
ve ancak
T~ S0

s—t t—s ’

limitinin mevcut olmasi ile miimkiindiir. Bu durumda

£98) — tim 10 =1

s—t t—s ’

seklindedir.

iv. f, t noktasinda V tiirevlenebilir ise

Flp(t)) = £(8) = v(&)f¥ (1),



esitligi mevcuttur.
Ornek 2.2.8. [57] Vn € N i¢in
"1
Ho=0,Hy =) -
k=1
ifadesi Harmonik Sayilar olarak adlandirilir. T = {H,, : n € Ny} olmak iizere Vn € Ny icin
U(Hn) = Hn-‘rlap(Hn) = Hn—lap(HO) = Hy,
ve
S I I - T4 s sttt =
B 2 3 ' n n+l 2 3 7 n) n+l

seklinde olur. Burada bir f: T — R fonksiyonunun A—tiirevi

agy o S@@)—fO) . oapgy_ flo(Hn) = f(Hn) _ f(Huy1) = f(Hn)
PO = e T T T o
= (n+1)(f(Hny1) = f(Hn)),
olacaktir. Simdi de f : T — R fonksiyonunun V—tiirevini elde edelim.
V(Hn) = Hn F p(Hn)
S YV IS S Y I I B
B 2 3 7 n-1"n 2 3 77 n-1) =n

olur. O halde
fv(t) — M = fV(Hn) _ f(Hn) - f(p(Hn)) _ f(Hn) - f(Hn—l)

olacaktir.

Teorem 2.2.9. (Delta Tiirev ve Nabla Tiirev lliskisi) [8, 9]
i. f:T—R,VteT"igin A—tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. f, o(p(t)) = t sartim

saglayan her t € Ty, i¢in V— tiirevlenebilirdir ve

seklindedir.
ii. f:T —R,Vte T, igin V—tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. f, p(o(t)) = t sartim

saglayan her t € T" icin A— tiirevlenebilirdir ve

A = Y o),

10



seklindedir [8, 9].

Teorem 2.2.10. (Delta Tirevin Temel Kurallari) [8,9] f,g : T — R fonksiyonlar1 ¢t € T*
iizerinde A—tiirevlenebilir olsunlar. Bu durumda

i. f+g¢g:T — R fonksiyonu ¢ noktasinda A—tiirevlenebilirdir ve

(f +9)2 (1) = f2(1) + 92 (),

seklindedir.

ii. Ve sabiti i¢in ¢f : T — R fonksiyonu ¢ noktasinda A—tiirevlenebilirdir ve

(ch)2(t) = cf2(1),

seklindedir.

iii. fg: T — R fonksiyonu ¢ noktasinda A—tiirevlenebilirdir ve

(f92(t) = F2)g(t)+ flo(t)g ()
= ft)g>(t) + F2(t)g(o(t),

seklindedir.
1
iv. f(t)f(o(t)) # 0 ise I t noktasinda A—tiirevlenebilirdir ve

<1>Au>:_ﬂ_zi@L_
f f@)f(a(t))’
seklindedir.

v. g(t)g(o(t)) # 0 ise g, t noktasinda A—tiirevlenebilirdir ve

D D) - Fe )
<g> 0 FOPC O
seklindedir.

Teorem 2.2.11. (Nabla Tiirevin Temel Kurallari) [8,9] f, g : T — R fonksiyonlar1 ¢ € T,
iizerinde V—tiirevlenebilir olsunlar. Bu durumda

i. f4¢g:T — R fonksiyonu t noktasinda V—tiirevlenebilirdir ve

(f + )V () = V(1) + gV (1),

seklindedir.

ii. Ve sabitiigin ¢f : T — R fonksiyonu ¢ noktasinda V-tiirevlenebilirdir ve

(¥ (&) = cfY (1),

11



seklindedir.

iii. fg:T — R fonksiyonu ¢ noktasinda V-tiirevlenebilirdir ve

(f9)V () = FYg(t)+ Fp()g" (¢)
= ft)g" )+ Y (t)g(p(1)),

seklindedir.
1
iv. f(t)f(p(t)) # 0 ise ?,t noktasmda V-tiirevlenebilirdir ve

ny Ve
<f> O =~ r0)

seklindedir.
v. g(t)g(p(t)) # 0 ise i, t noktasida V-tiirevlenebilirdir ve
g

\% v il v
(L) 2L sr

seklindedir.

Teorem 2.2.12. [8, 9] ¢ keyfi bir sabit ve m € N olsun. Bu durumda ¢ € T% igin
i. f(t)=(t—c)™ ise

7AW = j_:<a<t> (e
£o() = T:_Ol(p(t) (-
i glt) = _1C)m ise
950 =~ mo O
0= mo P ORP T et
olur.

Sonug 2.2.13. t € TZ olmak tizere f : T — R fonksiyonunun ¢ noktasinda A tiirevinin
var olmasi V tiirevinin de var oldugu anlamina gelmez. Aymni gekilde f fonksiyonunun ¢

noktasinda V tiirevinin var olmasi A tiirevinin de var oldugu anlamina gelmez [58, 59].

12



Tanim 2.2.14. (Yiksek mertebeden A ve V—tiirev) [8, 9] f: T — R her mertebeden A
ve V tiirevli bir fonksiyon olsun. f2 mn T* {izerindeki A tiirevi; f42 : T — R, (n—1).
mertebeden A tiirevi, n € N i¢in f2" : T*" — R seklinde tamimlamr. fV nm T, iizerindeki
V tiirevi fVV : T,2 — R seklinde olup, (n — 1). mertebeden V tiirevi, fV" : Txn — R olarak

tamimlanir. Yukaridaki tanimlamalar igin,

Pt = o) =t
7= =y
T = T.o=T

esitlikleri vardir.

Sonug 2.2.15. [57] f ve g fonksiyonlar: ikinci mertebeden A veya V tiirevlenebildikleri
halde fg garpim fonksiyonu genelde ikinci mertebeden tiirevlenemeyebilir.
i. f ve g fonksiyonlar ikinci mertebeden A tiirevlenebilir ve f7, A tiirevlenebilir ise

((fg)A>A _ (ng+ngA)A _ pAAL Ly AT A L oo AA

— fAAg+ (fAO' +f0'A) gA —i—fUUgAA,
seklindedir.

ii. f ve g fonksiyonlar ikinci mertebeden V tiirevlenebilir ve f#, V tiirevlenebilir ise

((fg)v>v _ (fvg+prV)V :fvvg+prgV+fpngV

= Vg4 (Y +17Y) gv + 79V,

seklindedir.

2.3 Delta ve nabla integralleri

ik olarak A ve V integrallenebilir fonksiyonlarmi tanimlamak icin bazi kavramlarin ifade

edilmesi gerekmektedir.

Tanim 2.3.1. (Regiiler fonksiyon) [8, 9] f: T — R fonksiyonunun T iizerindeki tiim sag
yogun noktalarda sag tarafli limitleri ve T {izerindeki tiim sol yogun noktalarda sol tarafli

limitleri var ise, f fonksiyonuna regiiler fonksiyon denir.

Tanim 2.3.2. (rd,ld,rl—sirekli fonksiyonlar uzay:) [8, 9] f : T — R fonksiyonu, T

tizerindeki sag yogun noktalarda siirekli ve sol yogun noktalarda sonlu limite sahip ise f
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fonksiyonuna rd—strekli fonksiyon, sol yogun noktalarda siirekli ve sag yogun noktalarda
sonlu limite sahip ise f fonksiyonuna ld— stirekli fonksiyon, hem sag hem sol yogun noktalarda
stirekli ise f fonksiyonuna rl—stirekli fonksiyon denir. Bu tiir fonksiyonlarin uzaylar: siras
ile
Crd = Crd(T) = Crd(Ta R)a
Cig = Cia(T) = Ciu(T, R),
Cn = CT‘I(T) = Crl(Ta R) = Crd(Ta R) N Cld(Ta R)a

ile gosterilirler. Tiirevleri rd—, ld— ve rl—stirekli olan fonksiyonlarin uzaylar: sirasi ile C’}d,

C’lld, C’}l seklinde gosterilir.

Teorem 2.3.3. [8,9] f: T — R bir fonksiyon olsun.

i. f stirekli ise, rd (veya ld,veya rl)—siireklidir.

ii. f rd (veya ld,veya rl)—siirekli ise, regiilerdir.

iii. o operatorii rd-siirekli, p operatorii ld—siireklidir.

iv. f siirekli bir fonksiyon olmak iizere g : T — R fonksiyonu regiiler veya siirekli ise fog

fonksiyonu da aym o6zellige sahiptir.

Tanmim 2.3.4. (A-—anti tiirev) [56] f : T — R fonksiyonu verilsin. Eger F' : T — R
fonksiyonu T* iizerinde A—tiirevlenebilir ve Vt € T* i¢in F2(t) = f(t) ise, F fonksiyonuna f

nin A—anti tiirevi veya ilkeli denir.

Tanim 2.3.5. (Bir fonksiyonun delta integrali) [8, 9] f : T — R fonksiyonu regiiler
olsun. Bu durumda F' fonksiyonu f nin 6n-anti A—tiirevi ve C' keyfi bir sabit olmak {izere,

f fonksiyonunun A integrali
/ FOAL = F(t)+C,
seklinde tanimlanir. f fonksiyonunun Cauchy A integrali ise Vr, s € T igin
/ F(B)AL = F(s) - F(r),
seklindedir.

Teorem 2.3.6. (Delta integralin varhge) [8, 9] Her rd—siirekli fonksiyon anti A—tiireve

sahiptir. Ozel olarak ¢y € T ise, t € T icin f fonksiyonunun anti A—tiirevi olan F fonksiyonu



seklindedir. Benzer gekilde, her [d-siirekli fonksiyon anti V—tiireve sahiptir

Teorem 2.3.7. [8,9] f € C,q vet € T" ise

o(t)
/ () AT = u(t) (1),

seklindedir.

Ispat: Bir onceki teoremden f fonksiyonunun F' gibi bir anti A—tiirevi vardir ve

o(t)
/ F(T)AT = F(o(t) — F(t) = p(t) F2(t) = u(t) f (1),

seklindedir.

Tanim 2.3.8. [10] (Zaman skalasinda birinci tipten genellestirilmis integral) f, [a, c0) araliginda
tanimli reel degerli bir fonksiyon olmak iizere A > a olacak sekilde a noktasindan zaman

skalasinin bir A € T noktasina integrallenebilir olsun.

A—oo

A
m/mmt,

limiti mevcut ise bu limite f fonksiyonunun [a, co) araligindaki birinci tip genellegtirilmig

integrali denir ve
A

lﬁ@m:ml/mmt, (2.3)

A—o00
a

seklinde gosterilir. Boyle bir durumda
/NMt (2.4)

integrali vardir ve yakinsaktir denir. Eger (2.3) limiti mevcut degilse (2.4) integrali wraksaktir

denir. Burada F2(t) = f(t) olmak iizere F fonksiyonu f in Cauchy integralidir.

Ornek 2.3.9. [10] T = Z olsun.

oo

32 4+3t+1
B3t +1)3 7
1
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1
birinci gesit genellestirilmis integrali verilsin. Burada o(t) = ¢+ 1 dir. F(t) = e olmak {tizere

(a(t)? +to(t) + 12
t3(o(t))?
(t+1)2+tt+1) + 2
t3(t+ 1)3

24+ 26+ 1+ 12+t + ¢
a B(t+1)3

3t2 4+ 3t + 1
O 3(t+1)3

FA(t) = —

dir. Bu nedenle

0 A
32 4+3t+1 3t24+3t+1
= = At = i = = At
/ t3(t+1)3 Afgo/ t3(t +1)3
1 1

A
= — lim [F2(t)At

A—oo
1

= — lim (F(A) - F(1))

A—oo

. 1
i 12&(%‘1)

= 1
olur. Dolayisi ile verilen integral yakinsaktir.

Ornek 2.3.10. [10] T =2"° olsun.

o0

1
[

1

1
birinci gesit genellestirilmis integrali verilsin. o(t) = 2t ve F(t) = I olmak tizere

FA@1t) =

16



oldugundan

o) A
1 . 1
/ it = Jim [al
1 1
A
= — lim [F2@t)At
A—o00

—00
= 4 lim <i — 1)
3 A0 \ A2
4
= 3

olur. Yani verilen integral yakinsaktir.

Tanmm 2.3.11. [10] (Zaman Skalasinda ikinci tipten genellestirilmis integral) T bir
zaman skalasi, a,b € T, a < b ve b noktas: sol yogun nokta olmak iizere f fonksiyonu [a,b)
araliginda tanimh olsun. Farzedelim ki f fonksiyonu ¢ < b olmak iizere her [a, c] araliginda

integrallenebilir ve [a, b) tizerinde simirsiz olsun. O halde

b
/ f®)AL, (2.5)

ifadesine ikinci tipten genellestirilmis integral denir. (2.5) integrali ¢ = b noktasinda singiilerdir.

Eger

c—b~

lim / FHAL, (2.6)

sol tarafli limiti mevcut ise (2.5) integrali mevcuttur ve yakinsaktir. Bu durumda (2.5)

integralinin degeri

/bf(t)At = lim /cf(t)At,

c—b~
seklinde gosterilir. Eger (2.6) limiti mevcut degilse (2.5) integrali mevcut degildir ya da

waksaktir denir.

Ornek 2.3.12. [10] T = [0, 1] U 2N olmak {izere

VI—2, te0,1]ise

4, t e 2V ise

ft) =

17



8
1
fonksiyonu verilsin. / —— At ikinci gesit genellegtirilmis integralini ele alalim.
0

f(#)
r 1 r 1
0 mAt = O/WNJFZ/WN
1 8
- /VllftzAt—i— %At
0 2

c
1 1 1
= i ——dt + < (?) =2 +1(t) =
T [t Ga(®) e ) s
0

. e 24
= i aresint 1=+ + 555
T 9
PR

elde edilir. O halde verilen integral yakinsaktur.

t3

V4 —t2

2
Ornek 2.3.13. [10] T = {—1,0} U[1,2] olsun. I = / At ikinci cesit genellestir-
1

ilmis integralini ele alalim.

0 t3 1 t3 2 t3
I = At + / At + / At
/1\/4—752 ) VA4 —t2 / VA4 — t2

B3 u(t u(t r
_ p(t) lie1 +A li=o — lim t2d\/4 — 2

) 4 — ¢2 c—>2_1
c
1
= —— +3— lim 24— 3 [I=¢ +2 lim /tz\/4—t2dt
\/ﬁ c—2~ c—2~
1
C
1
= ——— +V3— lim [V4—t2d(4—1t?)
3 —2—
V3 2
2/3 4—12)3
= —\/7— lim 7( 3 )? i;ﬁ
3 c—27 )
2v/3 8v3
- At

olur. O halde verilen integral yakinsaktir.

Tamim 2.3.14. (V—anti tiirev) [56] f : T — R fonksiyonu verilsin. Eger F' : T — R
fonksiyonu T} tizerinde V —tiirevlenebilir ve Vt € T, igin FV (t) = f(t) ise, F fonksiyonuna f

nin V—anti tiirevi veya ilkeli denir.
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Teorem 2.3.15. (Bir fonksiyonun nabla integrali) [21] f : T — R fonksiyonu ld—siirekli
olsun. Bu durumda FV (t) = f(t) olacak sekilde bir F fonksiyonu vardir. C keyfi bir sabit

olmak tizere, f fonksiyonunun V integrali

geklinde tamimlanir. f fonksiyonunun belirli V integrali ise Vr,s € T i¢in

/ f(E)VE = F(s) — F(r),

seklindedir.

Teorem 2.3.16. [8,9] f € Cjy ve t € Ty, ise

seklindedir.

Ispat: Bir onceki teoremden f fonksiyonunun F' gibi bir anti V—tiirevi vardir ve
/ F(OVT = F(t) = F(p(t)) = v() FY () = v() £ (1),

seklindedir.

Teorem 2.3.17. (Delta ve nabla integral ézellikleri) [8, 9] a,b,c € T, a € Rve f,g € Cyy
olsun. Bu durumda

i

b b b
/ F(8) + g(t)] At = / AL+ / g(t)AL,

g(t)Vt.

e

b
[f(t) +g(t)] VE = / F()VE +

g\@

ii.
b

/b(af) At = a/bf(t)At,/(af) Vi = a/bf(t)Vt.

a

b a b a
a/f(t)At = —b/f(t)At, a/f(t)Vt = —b/f(t)Vt.
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/bf(t)Atz /cf(t)AtJr/bf(t)At,/bf(t)Vt: /cf(t)Vt—i—/bf(t)Vt.

v b b
/ F(o(1)g® (DAL = (fg)(b) — (f9)(a) — / FA(Dg(t)AL,
b b
/ Fp(£)g (B)VE = (f9)(b) — (fa)(a) — / Y (Dg(t)Vt.
vi. , ,
/ F(Hg® (AL = (F9)(b) — (fg)(a) - / FA(Hg(o ()AL,
b
/ (09" ()Yt = (F9)(b) — (fg)(a) — / ¥ (B (p(t) V.

/ FO)AL =0, / FOVE=0.
seklindedir. Burada v ve vi 6zellikleri A ve V igin kismi integrasyon formiilleri olarak bilinir.

Teorem 2.3.18. [8, 9] T bir zaman skalasi, a < b € T ve f,g € C,q olsun. Vt € [a, b] igin

/bf(t)At < /bg(t)At,

b
f#)>0= /f(t)At > 0.

fOI<gt) =

seklindedir. Bu 6zellikler V integral i¢in de korunur.

Teorem 2.3.19. (Bazi zaman skalalar i¢in delta integral alma kurallar) [8, 9] a,b € T

ve f € C,q olsun.

i. T=Rise

/bf(t)At = /bf(t)dt,

dir. Burada sag taraftaki integral bilinen Riemann integralidir.
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ii. [a,b] yalnizca ayrik noktalar igeriyorsa

(" uf(),  a<bise
b tela,b)
/f(t)At: 0, a=>bise ,
¢ = > wv)f), a>bise
telb,a)

seklinde hesaplanir.

iii. h > 0igin T =hZ ={hk : k € Z} ise

( Q—l
h
f(kh)h, a <bise
b k=1
/f(t)At: 0, a=bise ,
a %—1
— " f(kh)h, a>bise
\ k:%
olur.
iv. T =7 ise
( b—1
Zf(t), a < bise
b t=a
/f(t)At: 0, a=bise ,
a a—1
—Zf(t), a > b ise
t=b

seklindedir.

Teorem 2.3.20. (Bazi zaman skalalar i¢in nabla integral alma kurallary) [8, 9] a,b € T

ve f € Cjg olsun. Bu durumda

i. T=Rise

/bf(t)Vt = /bf(t)dt,

dir. Burada sag taraftaki integral bilinen Riemann integralidir.

ii. [a,b] yalnizca ayrik noktalar igeriyorsa

(S ut)f),  a<bise
b te(a,b]
/f(t)Vt: 0, a=bise ,
¢ - > v f(t), a>bise
te(b,al
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iii. h>0igin T =hZ ={hk : k € Z} ise

olur.

iv. T =7 ise

seklindedir.

.

b
h
> f(kh)h, a<bise

/f(t)Vt: 0, a=bise >
a :
— Y f(kh)h, a>bise
( b
. Z f(t), a<bise
t=a+1
/f(t)Vt: 0 a=bise -
- Z f(t), a>bise
\ t=b+1

t

¢
Ornek 2.3.21. [57] t € T ve f(t) = t olsun. /f(s)As ve /f(s)Vs, integrallerinin farkl
0

0

zaman skalalarindaki sonuglari

T = R ise

T = 7Z ise

T =hZ ise

ve

T =R ise

T = 7Z ise

T =hZ ise

sAs =

O\“

t

_ 2
/sds-2
0

¢ t—1
/SAS:28=0+1+2+...+(t—2)+(t—1):—Hzlt
0 s=0

¢ -1 -1 £-1
/sAs: > fshh =Y " sh?=h*)"
0 k=0 k=0 k=0

=h20+1+2+...+(£-1))=hr2(£-1)

; t t t
h h h
/sVs:Zf(sh)h:Zshz—hZZs
5 k=1 k=1 k=1
=02 (1424 + (7)) =12 () G+ 1) 5 =3+t



seklinde elde edilir.

Teorem 2.3.22. [8,9] f: T — R, f2 : T"— R, fV : T,— R fonksiyonlar siirekli olsunlar.

Bu durumda agagidaki esitlikler mevcuttur.

¢ A ¢
/f(t,s)As — fo(t).1) +/fA(t,s)As,

-4 i

/ f(t9)As| = F(p(t). p() + / £(t,5)As,

/ (6 9)Vs| = f(o(t).o() + / At 5)Vs,

2.4 Delta ve Nabla Ustel Fonksiyonlar

Bu kisimda zaman skalasi iizerinde tanimlanan genellestirilmis A ve V iistel fonksiyonlar: ve
ozellikleri ifade edilecektir. Ilk olarak T zaman skalasi tizerinde regresif, v—regresif fonksiy-

onlar uzay1 ve genellestirilmis A— ve V— iistel fonksiyonlarin tanimlar: verilecektir.

Tamim 2.4.1. [64](Silindirik ve v— silindirik donisim) h > 0 igin C;, Hilger kompleks
sayilar kiimesi Cp, :={z € C: z # —,—11} ve Zjy, Hilger tam sayilar kiimesi Zj, := {z € C: - <
Im(z) < 7} ile gosterilir. h > 0 olmak {izere silindirik (£,) ve v—silindirik (€,) doniisiimleri

i. &, :Cp — Zy, igin &,(2) := + Log(1 + zh),

ii. &, : Cyp — Zy icin &, (2) == —+Log(1 — zh),
ile tammlanirlar. h =0 ve Vz € C igin £y(2) = z dir.

Tanim 2.4.2. (Regresif ve v—regresif fonksiyon) [8, 9], [57]

i. p: T — R fonksiyonuna, V¢ € T* i¢in

L+ pu(t)p(t) # 0,

kogulu saglaniyorsa regresif fonksiyon denir. Tiim rd—siirekli ve regresif fonksiyonlarin ailesi
R ile gosterilir. p € R ise s,t € T igin genellegtirilmis A iistel fonksiyonu agagidaki sekilde

tanimlanir:

ep(t,s) = exp /fM(T) (p(7)) AT
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ii. ¢ : T — R fonksiyonuna, V¢t € T, i¢in

kosulu saglaniyorsa v—regresif fonksiyon denir. Tim [d— siirekli ve v—regresif fonksiyon-
larinin ailesi R, ile gosterilir. q¢ € R, ise s,t € T icin genellestirilmig V iistel fonksiyonu

agagidaki gekilde tanimlanir:

t
eq(t,to) = exp /EV(T) (g(m)) VT

Tanim 2.4.3. (Regresif ve v—regresif dinamik denklemler) [8, 9], [57]

i. p € R igin birinci mertebeden lineer y(t) = p(t)y(t) dinamik denklemine regresif
dinamik denklem denir.

ii. ¢ € R, icin birinci mertebeden lineer yV (t) = ¢(t)y(t) dinamik denklemine v—regresif

dinamik denklem denir.

Teorem 2.4.4. (Dinamik denklemlerde ¢ozimiin tekligi) [8, 9], [57]
i. to € T ve y™(t) = p(t)y(t) dinamik denklemi regresif olsun. Bu durumda e,(t,t5) A

iistel fonksiyonu

baglangi¢ deger probleminin tek ¢oziimiidiir.
ii. to € T ve yV(t) = q(t)y(t) dinamik denklemi v—regresif olsun. Bu durumda €,(t, to)
V tistel fonksiyonu
y¥ (t) = a(t)y(t), y(to) =1,
baglangi¢ deger probleminin tek ¢oziimiidiir.
Asagidaki teoremde A dinamik denkleminin ¢oziim fonksiyonu olan e,(t,t9) A iistel
fonksiyonu ile, V dinamik denklemin ¢oztim fonksiyonu olan e,(t,ty) V iistel fonksiyonu

arasindaki iligki verilecektir.

Teorem 2.4.5. [8, 9], [57]
i. p fonksiyonu siirekli ve regresif olacak sekilde
ep(ta tO) = é\_& (ta tO)

1+pPv

esitligi saglanir.
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ii. ¢ fonksiyonu siirekli ve v—regresif olmak iizere
/e\q(ta tO) =€_4q° (ta tO)
1+q%p

seklindedir.
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3 ZAMAN SKALASINDA DIAMOND-ALFA TiPINDE Di-
NAMIK DENKLEMLER

Bu boliimde A ve V tiirevlerinin lineer kombinasyonu olan diamond—« tiirevin tanim veril-

erek, temel ozellikleri incelenecektir.

3.1 Diamond—a«a Tiirev

Tanim 3.1.1 (Diamond—« tirev) [60] f : T — R bir fonksiyon ve t€ T} olsun. Bu durumda
a € [0,1] olmak iizere Ve > 0 verildiginde 3§ > 0 igin ¢ noktasmin bir U komgulugundaki her
sicin p,y = o(t) — s ve vy = s —p(t) olmak iizere

a[f7(t) = f()]ves + (L= @) [f7(t) = F(8)] s = [0 (O pusvts | < € lpgovres]
esitsizligi saglamirsa fOe (¢) ifadesine f fonksiyonunun ¢ € T% noktasindaki diamond—a tiirevi

denir.

Teorem 3.1.2. [60] o € [0,1] olmak tizere f fonksiyonu ¢t € T} noktasmda A ve V
tiirevlenebilir olsun. Bu durumda f fonksiyonu ¢ noktasinda ¢, tiirevlenebilirdir ve
Foot) = af2 () + (1 —a)fY (1),

seklindedir.

Ispat: f2 ve fVolmak iizere Ve > 0 ve t noktasmmn U; ve Uy komsuluklarindaki Vs € U;
ve Vs € Uy igin
£ () = F()] = F2 (s < & lpussl
F2@) = f(9)] = Y (W] < € [vas],
olur. Buradan
| [£7 () = F(8)]ves — af 2 (O)vespues| < as [pysves
(L= ) [f7(8) = F(5)] pres — (L= ) fY (D pgvas| < (1= @)e |pysvs]
elde edilir. Boylece Vs € U = U; N U igin
| [f7(t) = F(8)] ves + (1= @) [f2(t) = f ()] s = [@f 2 () + (1= @) fY(0)] psves
< |alfo@) = f(8)lves — af® () pysvs]
(L =) [f7(1) = ()] s — (L= @) fY (D) pysvis]

< ag ‘Mtsyts‘ + (1 - Oé)g ‘Mtsyts‘ <eg ‘Mtsyts‘



olur. Boylece fO« tiirevi mevcuttur ve fOo(t) = af®(t) + (1 — a)fV(t) seklindedir.

Tanmim 3.1.3. [61] f, t € T% noktasinda A ve V tiirevlenebilir olsun. Bu durumda

a € [0,1] olmak tizere t € T icin f fonksiyonunun fO«(t) tiirevi

foo(t) = af2(t) + (1 - a)fY (),

olarak tamimlanir. Boylece f fonksiyonunun ¢, tiirevlenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart
A ve V tiirevlenebilir olmasidir. Bu tanimda o = 1 alimirsa, fO2(t) = f2(t) ve a = 0 alinirsa,

fO(t) = fY(¢) bulunur.
Sonug 3.1.4. [60] t € T% noktasi yogun olsun. Bu durumda f’(¢) mevcut olacak gekilde
ANOEFROESMOESEOL
seklindedir.

Teorem 3.1.5. [60] f,¢g : T — R fonksiyonlar1 ¢ € T% noktasinda O, —tiirevlenebilir

olsunlar. Bu durumda

i. f4+¢:T — R fonksiyonu ¢t € T% noktasinda ¢, —tiirevlenebilirdir ve

(f+9)° (t) = fO(t) + g% (1),

seklindedir.
ii. ¢ herhangi bir sabit say1 olmak {iizere, cf : T — R fonksiyonu ¢ € Tf noktasmda

O —tiirevlenebilirdir ve
(cf)%(t) = cfO (1),

seklindedir.

iii. fg:T — R fonksiyonu ¢ € T/ noktasinda ¢,—tiirevlenebilirdir ve

(£9)"" (t) = o= (D)g(t) + af ()g™ (8) + (1 — @) f(£)g" (8),

seklindedir.
1
iv. g(t)g?(t)g”(t) # 0 olmak iizere — : T — R fonksiyonu ¢ € T} noktasinda ¢, —tiirevlenebilirdir
9

ve

C>%@— (97(1) + 9°(1)) 6 — ag” (g™ (1) — (1 — a)g? (g™ (1)
9(H)g” (H)g°(t) ’
seklindedir.
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v. g(t)g?(t)g”(t) # 0 olmak iizere f : T — R fonksiyonu ¢ € T% noktasinda ¢, —tiirevlenebilirdir
g

(£)°" )= - L2 P10 —es 0 00°0) -0 ) ™
y 9(t)9° (D971 |
seklindedir.

Teorem 3.1.6. [62] f : T — R fonksiyonu ¢ € T noktasmda ¢,—tiirevlenebilir olsun.
Bu durumda agagidaki ifadeler dogrudur:

L fOeR(t) = af22(t) + (1 —a) fY2(1)

i, fOoV(t) = af V() + (1 - a)fVV(t)

i, f2% (1) = af 22 (t) + (1 — ) fAY (1) ve f202(1) # f=2 (1)

iv. fYO(t) = afVA(t) + (1 —a)fYV () ve fYO(t) # fOV(2)

v. fOe0a(t) = a2 fAA() + a(l — a) (fYA[) + fAV () + (1 — a)?fVV(t) oldugundan
foala(t) £ Q2 A% () + (1 — ) fYV(#) dir.

3.2 Diamond—a« integral

Tanmim 3.2.1.(Diamond—« integral) [60] a,t € T ve h : T — R bir fonksiyon olsun. Bu
durumda ¢, integrali, a € [0, 1] i¢in

t t

/h(T)(}Oﬂ' _ a/th(T)AT - a)/h(f)vf,

a a

seklinde tanmimlanir. ¢, integral A ve V integrallerinin lineer kombinasyonudur. Genelde

(/th(r)oar) : = h(7),

a

t €T igin

esitligi saglanmaz. Ornegin; T = {0,1,2},a = 0 ve h(7) = 72,7 € T olsun. Buradan

. O
(/h(T)(}Oﬂ') — h(1) + 2a(1 — @),

a t=1
olur. Bu esitlik ancak ¢, = A ya da , = V olmas: halinde saglanir [62].
Ornek 3.2.2. a,t € T={0,1,2,3}, a € [0,1] olmak iizere f : T — R, f(t) = t fonksiyonu

/f VAT + ( 1—a/f

= 0+1+2]+(1—a)[0+1+2+3]

icin

t

/f(T)OaT

a

= 6— 3«
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seklindedir.

Teorem 3.2.3. (Diamond—« integralin ozellikleri) [60] a,b € T, c € Rve f,g: T —R
olsun. Bu durumda

i.
b

/b [F(7) + g(7)] Oar = /b F(7)0ar + / 9(1)0aT,

| /bCf(T)OaT = C/bf(T)OaT,

b

/ F(7)0ar = — / £(7)0ar,
b

a

/bf(T)Ooﬂ' = /cf(T)Ooﬂ'-i-/bf(T)Ooﬂ',

/ F(F)0ar = 0,

a

iii.

iv.

egitlikleri saglanir.

Ispat: ¢, integralin tamimindan yukaridaki esitlikler agagidaki sekilde ispatlanabilir.
i
b b

b
/ ) +9(0)]0ar = a / F(7) +9(r)] AT + (1 - a) / () +9(r)] T

b

— /f AT—i-oc/g VAT + 1—06/bf VT"‘l_O‘/bg
— /f VAT + ( 1—a/f VT—i-oc/bg VAT + 1—06/bg
— /f(T)OOﬂ' +/g(7‘)<>oﬂ'.

a a
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ii.

cf(7)0at

Se—
Il
—
o
P
>
\‘
+
=
|
£
gw@
P
A
<
\‘
Il
o
o
—
Pl
>
\‘
+
=
|
£
—
Pl
A
<
\‘
~

iii.

/f(r)(}oﬁ _ /f VAT + ( 1—a/f
b /f Ar+a/f Ar+l—a/f Vr—i—l—a/f
- a/cf(T)AT b(1- a)/f(T)VT + a/f(T)AT +(1— a)/f(T)VT

= /Cf(T)OaT—F/bf(T)OaT.

/f(T)(}Oﬂ' _ a/af(T)AT +(1- oc)/af(r)VT — a0+ (1—0a)0=0,

a

Teorem 3.2.4. [63] f ve g, [a,b] {izerinde tanimlh siirekli fonksiyonlar olsunlar. Bu
durumda V¢ € [a, b] igin

i

seklindedir.
ii. f(t) > 0 olmak iizere, f(t) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul /f(T)OaT =0

a
olmasidir.
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Sonug 3.2.5. [61] a,b € T olsun. Bu durumda
i. a < b olmak iizere her sabit f : T — R, f(t) = ¢, ¢ € R fonksiyonu [a,b] araliginda

Qo —integrallenebilirdir ve
b

/ F)Our = c(b—a),

a

seklindedir.
ii. [a, b] iizerinde her monoton f : T — R fonksiyonu [a, b] araliginda ¢, —integrallenebilirdir.
iii. [a, b] lizerinde her siirekli f : T — R fonksiyonu [a, b] araliginda ¢, —integrallenebilirdir.
iv. [a,b] tizerinde sadece sonlu sayida siireksizlik noktasina sahip her simirh f: T — R
fonksiyonu [a, b] araliginda ¢, —integrallenebilirdir.
v. [a,b] iizerinde her diizenli f : T — R fonksiyonu [a, b] araliginda ¢, —integrallenebilirdir.
vi. [a,b] iizerinde her sinirh f : T — R fonksiyonu, [a, b] araliginda ¢, —integrallenebilir
olsun. Bu durumda f, [a, ] nin her [c, d] alt araliginda ¢, —integrallenebilirdir.
vii. f, [a,b] arahginda ¢, —integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda |f| fonksiy-
onu da {,—integrallenebilirdir ve

b

/ F(r)0ar| < /b F(7)] Oar,

a

seklindedir.

3.3 Diamond—« iistel fonksiyon

Tanim 3.3.1. (Diamond—« dstel fonksiyon) [57] Oq dinamik denklemler, A ve V dinamik
denklemlerin bir lineer kombinasyonudur. Burada (., dinamik denklemlerde iistel fonksiyonu
tanimlayabilmek i¢in ilk olarak A ve V iistel fonksiyonlarin kombinasyonlar: tanimlanacaktir.

Bu kombine dstel fonksiyon E,, p € RNR,, t,tg € T ve a € [0,1] olmak tizere
oEp(t, to) = aep(t, to) + (1 — a)ey(t, to),

- 1
seklinde tanimlanir. Ornegin; T = Z ve p(t) = 5 olmak {tizere tp = 0 alinirsa
t
(t0) = exp | [€n () AT
0
t

3
= exp /LogEAT
0
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3\ 1
olur. e,(t,0) = (= | ¢oziimii, y>(t) = —y(t), y(0) = 1 baslangic deger probleminin tek
P 2 2

¢oziimii olur. Ayrica

t

o~

&(t,0) = exp /fym (p(1)) VT

0
¢

= exp /Log?VT
0

r t
= exp |Log2 / vVt
L 0
= exp(tLog2)
= exp (Log2t)

— 9t

1
olmak {izere €,(t,0) = 2!, yV(t) = Ey(t), y(0) = 1 baglangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii

olur. Bu durumda lineer kombine iistel fonksiyon ¢ € Z olmak tizere

oEp(t,to) = a @)t + (1 — )2,

seklindedir.

Bu kisimda diizgiin zaman skalalar: iizerinde diamond—« dinamik denklemler ifade edile-
cektir. Bu amacla oncelikle diizgiin zaman sakalasi1 ve atomik diizgiin zaman skalasi tanimlar
verilecektir. Temel amag atomik diizgiin zaman skalalar: iizerinde baglangi¢ deger problem-

lerinin gakigik olduklarimi ve her ikisinin tek ¢oziime sahip oldugunu gostermektir.
3.4 Diizgiin Zaman Skalasi

Tanim 3.4.1. (Dizgiin zaman skalasi) [64] T bir zaman skalasi olsun. Bu durumda Vt € T

icin
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esitlikleri saglanmiyorsa T ye diizgtin zaman skalasy denir.

Teorem 3.4.2. [64] T diizgiin bir zaman skalasi olmak iizere o ve p operatorleri T

1

tizerinde birbirlerinin ters operatorleridir (o071 = p ve p~! = o).

Teorem 3.4.3. [64] T nin diizgiin bir zaman skalasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i. inf T noktasi sag yogun nokta ve sup T noktasi sol yogun nokta,

ii. T — {infT,sup T} kiimesindeki tiim noktalarin ya iki tarafli yogun ya da iki tarafl
ayrik olmasidir.

R, hZ (h > 0), ¢, Qq ve [—¢,0]U N (e > 0) kiimeleri diizgiin zaman skalasia érnektirler

[57]. Burada qZ zaman skalasina kuantum zaman skalas1 denir ve

¢ = ¢"u{0}={d": keZ}u{0}
1 11

= “'a__a__W'_aOa1aqaq2aq3a“'a

{ ' ¢ q J

t
olup, bu kiimenin her noktasi ayriktir. Dolayisiyla t = ¢* olmak tizere o(t) = qt ve p(t) = -
q

olur. o (p(t)) =t ve p(c(t)) =t olup ¢ bir diizgiin zaman skalasidir. Bununla birlikte Qq
kiimesi
¢2q = {__qkaoaqk;k € Z}
1 1

1
- {'“a__gga__6§a__6a0a1aqaq2aq3a"'}a

olup bu kiimenin her noktasi ayriktir. Dolayisiyla —g* = ¢ olmak tizere o(t) = tq ile p(t) =

|+

ve 0(0) = 0 oldugundan Q, kiimesi de bir diizgiin zaman skalasidir. Fakat T = [a,b] U [c, d]
diizgiin zaman skalas1 degildir. Gercekten bu kiimeden inf T = a ve supT = d noktalar

gikarildiginda, kalan tiim noktalar tek tarafli ayrik ya da tek tarafli yogun degildir.

Teorem 3.4.4. [64] T diizgiin bir zaman skalas: olsun. Bu durumda
T =T"=T, =T ve o(T) = p(T) =T,

olur.
Diizgiin zaman skalasi iizerinde tanimli diamond—c iistel fonksiyonlarin §,, tiirevi agagida

verilmigtir:

Teorem 3.4.5. [64] T diizgiin bir zaman skalasi, ¢,tg € T ve p € RNR, olsun. Bu

durumda
(1—a)p”(t)

ey (tt0) = ap(t) + 17 Sy

ep(t,to),
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g

e (tito) = | (1= a)p(t) + ——— §t> &(t.to),

pu(t)p? (t)
olur. ,FE,(t,to) kombine iistel fonksiyonu y%=(t) = q(t)y(t), y(to) = 1 baslangic deger prob-

leminin tek ¢oziimiidiir. Burada

bigimindedir.
Ornek 3.4.6. [57] T = NU {0} ve o = 0.5 olsun.
FOUt) = aft () + (1 —a)fY (1),
FO(0) = 5 £20) + 3470,

2

ve

2/%%(8) = AW+ V)
= [+ = fO)+ () - fE-1)
= [+ - fE=1),

1
olmak {izere O, dinamik denklemi y=(t) = éy(t) olarak alinsin. Boylece

olur. Bu denklemi ¢zebilmek icin y(t — 1) = a® ahmirsa y(t) = a’*! ve y(t + 1) = a2 olur.

Bu ifadeler yukaridaki denklemde yerine konulursa

A2 gt gt = 0
a’t—atal —at = 0
a'(a®>—a—1) = 0

o = L +2\/5’a2 1 —2\/5’

olup,

t+1 t+1
w@=<H;3 ,mw=C;ﬁ> ,

¢oziimleri elde edilir. Buradan genel ¢oziim

y(t) = cryi(t) + cay2(?)
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t+1 t+1
y<t>=c1<”2“5) +CQ<1‘/5> ,

olarak bulunur. Tek ¢oziime ulagabilmek icin iki sinir ya da iki basglangi¢ kogulu kullanila-

caktir. Kosullar y(0) =1 ve y(1) = 1 olarak alinsin. Boylece

- (55 s (15)

- (55 s (55

seklindeki iki bilinmeyenli denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi i¢in

1+V5\ (1+V5 1-VB\ (1+V5) = [14+45
I 2 B 2 R
1+v5\° 15\’

egitlikleri taraf tarafa toplanirsa

621+<L;5> :1_<L?£>

bulunur. c¢; sabiti ise

1++5 1 (1-+5 1
61< 5 )—%< 5 >:1:>61:—5

seklindedir. O halde baglangi¢ kogullarini saglayan tek ¢oziim
t+1 t+1
(t) = i 1+v5 _ L 1-+5
VAN VB 2

Diizgiin zaman skalasinda ¢oziim bulmay1 gelistirebilmek adina verilen kapali aralig: iste-

<

olur.

nilen gekilde bolmeye galigalim. Bu durum yeni bir tanim ile ifade edilecektir.

Tanim 3.4.7. (Zaman skalasinan par¢alanigi) [64] T diizgiin zaman skalasi, I bog olmayan

sinirlt bir indis kiimesi olsun. T zaman skalasinin

T:Um,

i€l
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olacak sekilde bir D = {T; : ¢ € I} parcalanis: ele alinsin. Asagidaki kogullar saglaniyorsa D
ye T zaman skalasinin sirali, sonlu pargalanisi denir.

i. Vi € I\{max[I} i¢gin Ty NTy,; = 0 ve minT; = minT, max Ta; = maxT iken
maxT; = minT;q,

ii. VT;, ¢ € I igin diizgiin zaman skalasi,

iii. Vt € T}, 7 € I icin ¢ noktas:1 ya ayrik nokta ya da yogun nokta,

iv. Ve > 0 i¢in bos olmayan (s; —¢,s;) N T} ya da (s;,s; +¢) N Ty, kiimelerinden en az

biri sadece ayrik noktalardan ibaret olmak {izere
S={s:5=T;NT;1,i=12,...,n—1},

kiimesi vardir. Herhangi bir 7 € I i¢in T; € D ye atomik zaman skalasy denir. S = {s; :
s; = Ty NT; i = 1,2,...,n — 1} kiimesine D bolgesinde degisim noktalar: kiimesi denir.
T diizgiin zaman skalasinin bir D pargalanigi sonlu ya da sonsuz olabilir. Burada T* =

T/{min T, max T} seklindedir.

Uyar: 3.4.8. [64] T zaman skalasinin parcalanisindan segilen herhangi T; atomik zaman
skalasinin agikar olmayan parcalanigi yoktur. Yani atomik T; zaman skalalarinin pargalaniglar

sadece D = {T;} seklindedir.

Uyar: 3.4.9. [64] Bir diizgiin zaman skalasinin atomik zaman skalalar1 cinsinden tek bir

parcalanigt vardir.

Ornek 3.4.10. [64] Atomik zaman skalasi i¢in agagidaki durumlar: inceleyelim:

i. T=R_U¢Z olmak iizere, T=T; UT, i¢in Ty := R_ U {0} ve Ty := ¢Z birer sonlu
atomik zaman skalasi olacak sekilde T nin birer parcalanisidir.

ii. ¢ € Z, ¢ > 1 olsun. Bu durumda T =Q, = {—4¢*,0,¢" : k € Z} olmak iizere
T =Ty UTs igin Ty := {0,—¢* : k € Z} ve Ty := {0,¢" : k € Z} birer sonlu atomik zaman
skalasi olacak gekilde T nin birer parcalanigidir.

ili. T =7Z olsun. T =Ty = Z oldugundan T; bir atomik zaman skalasidir.

Herhangi bir diizgiin zaman skalas1 sonlu ya da sonsuz gekilde ayristirilabilir. Sonsuz

ayrigtirilan diizgiin zaman skalasi i¢in agsagidaki dérnek verilebilir.

Ornek 3.4.11. [64] Ty, = [2n, 2n+1] ve Ta,p1 = {2n+1+0.5p, 2n+2—0.5p, p € ¢Z-U{0}}
icin

T = U (TZTL U T2n+1) 5
neN
olmak tizere T diizgiin zaman skalasi sonsuz ayrigtirilabilirdir.
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3.5 Diamond—«a Dinamik Denklemler

Bu kisimda ¢, ile iiretilmis lineer dinamik denklemlerden bahsedilecektir. Burada ¢, dinamik
denklemi A ve V dinamik denklem geklinde yazilarak birinci mertebeden lineer ¢, dinamik

denklem olugturulur.

Tanim 3.5.1. (Birinci mertebeden diamond-c dinamik denklem) [64] T bir zaman skalasi
ve I C T olsun. Bu durumda F : I x R? — R bir fonksiyon olmak iizere I iizerinde birinci

mertebeden ¢, dinamik denklemin kapali formu

F (£ y(),5% (1)) = 0.

seklindedir. F fonksiyonu y(t) ve y®« (t) fonksiyonuna gére lineer bir fonksiyon ise ¢, dinamik
denklemine lineerdir denir.
f ve p diizgiin zaman skalasi iizerinde birer fonksiyon olmak {izere lineer ¢, dinamik

denklemi y®«(t) = p(t)y(t) + f(t) seklindedir. O, tiirev tanimimdan
Fou(t) = af2(t) + (L= a)f¥ (1),
oldugu bilinmektedir. Diizgiin zaman skalasmda f2(t) = fV(o(t)) ve fYV(t) = f2(p(t))
oldugu i¢in O, tiirev
o) = aff)+1-a)fv
= af?(t)+ (1 -a)f*(t)
= afY’(t) + (1 - a)fY (),
seklinde yazilabilir. Bu durumda
aff () + 1 —a)f2(t) = pt)y(t)+ ()
afVP(t) + (1 —a)fY(t) = pt)y(t)+ f(D),

yazilarak birinci mertebeden ¢, dinamik denklemi sadece A dinamik denklemi ya da sadece

V dinamik denklemi bigiminde yazilabilir.

Tanim 3.5.2. (Lga operatort) [64] Vi € 'I[‘Q,Lga : C(T,R) — Cyy(T,R) olmak iizere
Lga operatorii
Ly y(t) =y (8) — p(t)y(D),
seklindedir. V¢t € T% igin Lgay(t) = f(t) ifadesini saglayan y € C,(T,R) fonksiyonuna

Lgay = f denkleminin ¢dziimi denir.
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Sonug 3.5.3. [64] Lga operatorii Cpi(T,R) iizerinde lineerdir: Va,b € R ve y1,y2 €
Cyi(T, R) igin
LS (ayy + byz) = aLI*yy + bLI*ys,

ifadesi saglanir.
Ispat: Va,b € R ve y1,y2 € Cpy(T,R) igin

Ly=(ayn +by)(t) = (agn () + bya(1)% — p(t)(agn (t) + bya (1))
= ay)*(t) + byg“ (t) — p(t)ay: () — p(t)bya (D)
= ay{(t) — ap(t)y: (t) + bys* (t) — bp(t)by()
= aL{*yi(t) + bLIya(2),

olur.

Sonug 3.5.4. [64] y1 ve yo, Lgay = 0 dinamik denkleminin ¢oziimleri olsunlar. Bu
durumda y; ve yo nin herhangi bir lineer kombinasyonu da LS «y = 0 dinamik denkleminin

¢oziimiidiir. Yani Va,b € R i¢in Lgayl =0 ve Lgayg =0 ise Lga (ay1 + by2) = 0 olur.

Tanim 3.5.5. (Homojen ve homojen olmayan ¢, dinamik denklemler) [64] Lgay =f
dinamik denklemi, f(¢) = 0 ise homojen ¢, dinamik denklem, f(¢) # 0 ise homojen olmayan

On dinamik denklem olarak adlandirilir.

Sonug 3.5.6. [64] Homojen bir ¢, dinamik denklemin ¢oziimii ile homojen olmayan
bir ¢, dinamik denklemin ¢6ziimiiniin toplami homojen olmayan bir ¢, dinamik denklemin

¢Ozimiidiir.
Ispat: Vw,v e Cy(T,R) igin Lgaw =0 ve Lgav = f olsun. Bu durumda
Lga(w +0v) = Lgaw —i—Lgav =0+ f =7,

olur. Bu da f fonksiyonunun homojen olmayan bir ¢, dinamik denklemin ¢oziimii oldugunu

gosterir.

Teorem 3.5.7. [64] T bir atomik zaman skalasi, to € T*, yo bir sabit, p € R N R, olsun.
Bu durumda ¢t € T*, o = [0, 1] igin

Liy = 0, (3-1)
y(to) = yo,a(l = a)y(p(to)) = a(l = a)yo,

38



ve s € T* i¢in
ap(s)y>2(s) + (1= p7(s)p(s)) ¥ (s) = p7(s)y(s) = 0 (3.2)
y(o(s0)) = yo,a(l —a)y(so) = a(l - a)yo,
seklindeki smir deger problemleri cakigir.

Ispat: Buradaa=0,a=1ve a € (0,1) igin ii¢ adimda ispat yapilacaktir.
i. a@ =0 olsun. Bu durumda (3.1) baglangi¢ deger problemi

Y (t) = p(t)y(t), y(te) = yo, (3.3)

problemine, (3.2) problemi

problemine déniigiir. o(s) =t alnirsa s = p(t) olup

(1= p(t)ulp(t)) y= (p(t)) — p(t)y(p(t)) = O,

yazilir. Diizgiin zaman skalasinda yV(t) = y>(p(t)) ve u(p(t)) = v(t) ve v(t)yV(t) =
y(t) —y(p(t)) esitlikleri kullanilirsa

(1 =p(t)r () y¥ (t) = p)y(p(t)) = 0

y¥ (t) —p)r()yY () —pt)y(p(t)) = 0O

y¥ () —p() [y(t) —y(p(t)] = p(t)y(p(t) = 0

y¥ (t) = p(y(t) + p()y(p(t) — p(t)y(pt)) = 0

yV () —pt)y(t) = 0

olmak tizere 3 (t) = p(t)y(t), y(to) = yo formu elde edilir.
ii. @ =1 icin (3.1) problemi

y2(t) = p(t)y(1), y(to) = o, (3.5)

problemine doniigiir. (3.2) problemi u(t) = 0 ve u(t) # 0 durumlarma gore incelenecektir.

wu(t) = 0 alinirsa o(s) = s olacag i¢in (3.2) dinamik denklemi

y*(s) = p(s)y(s), (3.6)
seklinde bulunur. p(t) # 0 igin
p(s)y>2(s) +y2(s) = p(s)uls)y™ (s) — p(s)y(s) = 0
1(s)y>2(s) +y2(s) = p(s) [y(o(s)) —y(s)] —p(s)y(s) = 0
u(s)y>2(s) +y2(s) — p(s)y(a(s)) +p(s)y(s) —p(s)y(s) = 0
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u(s)y>2(s) = p(s)y(a(s) —y=(s),

olur ve bu (3.6) denkleminde yerine yazilirsa

elde edilir. Burada t = o(s) olmak iizere y>(t) = p(t)y(t) elde edilir. Basglangic kosulu

y(to) = y(o(s0)) = yo olur.

iii. o€ (0,1) ve s = p(t) olsun. ¢ = o(s) olmak iizere T diizgiin zaman skalas1 oldugundan

Oq dinamik denklemi

Foot) = af2 () + (L= a)f2 () = af V() + (1= a) fY (1), (3.7)

seklinde yazlabilir. u(t) = 0 igin v(¢) = 0 olur ve (3.1) dinamik denklemi 32 (s) = p(s)y(s)
sekline doniigiir. Bu durumda Yo € (0, 1) igin y2(s) = 3V (s) = y®2(s) bigimindedir.

Son olarak p(t) # 0 igin v(t) # 0 olmak iizere Vs € T noktalarmi ayrik nokta olarak
secelim. Boylece (3.2) baglangig deger probleminin dinamik denklemi

w2 (s) = y2(a(s) =92 (s) = ¥2(t) — y>(p() =y (1) — 97 (1), (3-8)
olur ve yukaridaki denklemler sadelegtirilirse
ay® () + (1= a)y¥ (1) — p(t) (v(t)y" () — y(p(1))) =0, (3.9)
elde edilir. Buradan y%=(¢) = p(¢)y(¢) bulunur.

Teorem 3.5.8. [64] T bir atomik zaman skalasi, ty € T*, yo bir sabit, p € R MR, olsun.
Bu durumda (3.1) ve (3.2) smur deger problemleri « € [0,1] igin tek ¢oziime sahiptirler ve bu

¢oziim aynidir.
Ispat: a =0 igin (3.1) ve (3.2) problemleri

yY (t) = p(t)y(t),y(to) = vo,

seklindeki V baglangic deger problemine doéniigiir ve bu denklemin ¢oziimii tektir. o = 1 i¢in

benzer sekilde (3.1) ve (3.2) problemleri

Y2 (t) = p(t)y(t), y(to) = o,

seklindeki A baslangig deger problemine doniisiir ve bu denklemin ¢oziimii tektir. « € (0,1)
alalim. Bu durumda v(t) = 0 ve v(t) # 0 seklinde iki farkli yoldan gidilir.
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Eger v(t) = 0 ise atomik zaman skalasinda p(t) = 0 ve o(t) = t = p(t) olup dinamik
denklem y2(t) = yV(t) = p(t)y(t),y(to) = yo olur. Bu ise @ = 0 veya a = 1 durumlar
demektir. v(t) # 0 olsun. Bu durumda p(t) # 0 olur. (3.2) problemi

aly®(s) =y ()] +y2(s) = p7(s)y7(s) = O
ay®(t) + (1= @)y (p(t) = p()y(t) = 0
ay®(t) + (1 —a)y¥ (1) —p(t)y(t) = 0

Yo (8) —p()y(t) = 0

Loy = 0

olup, (3.1) dinamik denklemi elde edilir. Bu durumda (3.2) dinamik denklemi regresif formda

Y28 () + #@“(s)yﬁ(s) - gz(é))y(s) 0, (3.10)
inde yazilabilir alde ¢oziim tektir. Burada p(s) = L= p7(s)uls) ve ¢(s) = _p"(s)
seklinde yazilabilir. O halde ¢ tektir. Burada p(s) (o) q(s) w(s)

alimirsa Yo € (0, 1) i¢in

¢oziimii elde edilir.
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4 DIAMOND-—« STURM-LIOUVILLE PROBLEMI

Bu kisimda diamond—a Sturm-Liouville problemi ele alinacak ve bu problemin 6zdegerlerinin
reelligi, basitligi; farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlarin ortogonalligi; Wronskian
tanimi kullanilarak Green formiilii ve Lagrange esitligi verilecektir. Ayrica T bir diizgiin

zaman skalasi olmak {izere 6zel durumda bu probleme ait 6z fonksiyonlarin ifadesi elde edile-

cektir.
Ly = —y%% 4 p(t)y =Ny, t € T, (4.1)
y%(to) = wo, (4.2)
a(l— )y (p(ts)) = a(l—a)y, (4.3)

seklindeki probleme diamond—a Sturm-Liouville problemi denir. Bu problemin agikar ol-
mayan ¢oziimleri varsa A degerlerine bu probleme ait 6zdegerler denir. Bu A\ degerlerine
karsiik gelen y € C(T*) g¢oziimlerine de 6z fonksiyon denir. Burada o € [0,1], p €
RNRy, 90 € R seklindedir. Ilk olarak bu problemle ilgili verilecek 6nemli teoremlerin is-

patinda kullanilacak bazi kavramlar ifade edelim.

Tanim 4.1. y; ve yo O,— tiirevlenebilir iki fonksiyon olmak iizere bu fonksiyonlarin

Oo—Wronskiani

vi(t) (b
yie () yse(t)

seklinde tanimlanir. Burada V¢ € T% igin Wy, # 0 olmak iizere Ly = 0 sartini saglayan y; ve

Wy, = Wo, (y1(t), ya2(t)) = det

yo fonksiyonlarma lineer bagimsizdir denir. Aksi taktirde bu fonksiyonlara lineer bagimbidur

denir.

Tanim 4.2. [8] p € C,y ve up? € R olmak iizere cos, ve sin, trigonometrik fonksiyonlar:

€ip + e—ip
cosy = — 5
. €ip — €4
sin, = 2"
21

seklinde tanimlamr. Burada ip ve —ip fonksiyonlarinin regresif olmasi halinde pp? fonksiyonu

da regresif olur.

Tanim 4.3. a,b € T ve a € [0, 1] olmak iizere

b
LY%a,b] = f:/fz(t)oat<oo ,



uzayina [a, b] aralginda tanmimh karesel {,— integrallenebilen fonksiyonlarin uzay: denir. Bu

uzayda i¢ carpim yi, 2 € Lgo‘[a, b] olmak tizere

b
<o >= [nOnO0,
a
seklinde tanmimlanir.

Teorem 4.4. T bir zaman skalasi, a,b € T, f : T — R fonksiyonu V¢t € T% ve a € [0, 1]

igin O —integrallenebilir olsun. Bu durumda

b
/foa(t)%t = (20" =20+ 1) f (1) |o +a(l —a) (f(p(t) + f(o (1)) |2,
esitligi saglanir.

Ispat. Diamond—o integral tanimi kullamhrsa istenilen esitlik

b

b
/ Foo(6)0at = / (af2(t) + (1 = a) fY(#)) Ot

a

b b

r a/ (af (1) + (1 — a)f () At + (1 - a)/ (af () + (1 — a)fY () Vi

b b

b
_ az/fA(t)At Fa(l— a)/fv(t)At +a(l - a)/fA(t)Vt

b
- a)Q/fV(t)w
b ’ b

b
_ az/fA(t)At Fa(l— oc)/fA(p(t))At +a(l - a)/fv(o—(t))w

b
+(1- a)2/fv(t)w
= () h +a(l=a) f(p(t) | +a(l —a) f(o(t) | +(20% —2a + 1) f() |}
b
= /foa(t)%t = (20 =20+ 1) f(t) |5 +a(1 = a) (f(p(t) + fo(t)) |}

seklinde elde edilir.

Teorem 4.5. T bir zaman skalasi, f,g : T — R fonksiyonlar: V¢ € T% i¢in ¢, integral-
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lenebilir olsunlar. Bu durumda T zaman skalasinda {,—kismi integrasyon formiilii

b

/f%(t)g(t)%t = (1—2a+2%)(fg)(1) l; +a(l - ) [(f9)"() + (f9)7 ()]

b

b
+(1- ) / a W7 (1) — (1)) Oat — / (5% Oat,
seklindedir.

ispat.
(f9)% () = £ (£)g(t) + af 7 (g™ (t) + (1 — a) f(£)g" (1),
ifadesinin her iki tarafinin [a, b] araliginda ¢, integrali almirsa

b

JEOR <>at—/f<>a <>at+a/f“ ()0at + 1—a/f” Ou

a

olur. Burada / f Oa g(t)0at integrali yalmz birakilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

b

/fo"(t)g(t)%t = (1=2a+22%)(f9)(1) l; +a(l - ) [(f9)"(t) + (f9)7 ()]

—a/f" ()0t — 1—a/fp

1—a/f" <>at+1—04)/f() (£)0at
= (120 +20%)(f9)(®) [ +a(1— ) [(F9)°(t) + (fo)7 (1)] |
b
- / £7(8) [ag™ (1) + (1 — 2)g¥ (1)) Oat

b

+(1-a) / g% () 17 () — F()] Ou,

bulunur. Boylece

b

/foa(t)g(t)%t = (1—2a+2%)(fg)(1) s +a(l - ) [(f9)°() + (f9)7 ()]

a

b

b
+(1-0) / a7 (1) — ()] Oat — / 7 (5% Oat,
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elde edilir.

(4.1)-(4.3) Oq Sturm-Liouville probleminin 6zdegerlerinin kiimesi o(L) = {A1, A2, ...} ol-
sun. A € o(L) olmak iizere bu 6zdegerin cebirsel ¢ok katlihgi, karakteristik polinomun bir
kokii olarak tekrar etme sayisidir. Eger bir 6zdegerin cebirsel ¢ok katliligi 1 ise bu 6zdegere
basit 6zdeger denir. Bu kavram spektral teoride oldukca dnemlidir. Bu nedenle agagidaki
teoremde (4.1)-(4.3) ¢n Sturm-Liouville probleminin 6zdegerlerinin basit oldugu ispat edile-
cektir. Basitligi gostermek icin yukaridaki tanmim kullanilacagi gibi ayni ¢zdegere karsilik

gelen 6z fonksiyonlarin lineer bagimli oldugu gosterilerek de ispat yapilabilir.
Teorem 4.6. (4.1)-(4.3) On Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri basittir.
Ispat: Aym \ 6zdegerine karsilik gelen iki farkli 6z fonksiyon v; ve y olsun.
Ly = —y{*% +p(t)yr = My,

Lys = —y§°% + p(t)y2 = Ay,
egitlikleri sirasiyla yo ve —y; ile carpilip, taraf tarafa toplanirsa

ylySQOQ _ yzy?QOQ — 0’ (44)

elde edilir. Burada amag

Qo
(ylyga — yzy?a> =0,

esitliginin saglandigim gosterebilmektir. Wy (y1,y2) = ylyg o — ygyi> * olmak iizere
Yy Y2 Y1 Y2
W()a (yla y2) = o o = A - A v
Yy oy ” ayt + (1 —a)yy ays + (1 —a)y,
Y1 Y2 Y1 Y2
- A A * \Y% \Y%
Qyr QY (I—a)y’ (1-a)y
1 Y2 1 Y2
= « yA yA +(1—- 0« noy
Yr Y2 TN

= aWA(yla y2) + (1 - a)WV(ylayZ)a

bulunur. Dolayisiyla

Woo (y1,v2) = a [y1ys — yiye] + (1 — @) [y — v v , (4.5)

olur. (4.5) esitliginin her iki tarafinin ¢, —tiirevi alinirsa
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[Wo. (91, 92)]°

(198 — y2y2) + (1 —a) (
(

ala
+(1—«a) [ (ylyz — Yy y2) + (1 -

ylyz

—yYy0)]" (4.6)

@) (nyy —yYy)]"

= o® ()" — o (yPue)” +all— ) ()" — a1l — o) (1) "
ta(l—a) (yd) " —a(l —a) (1) + (1 - a)? (nyy)"
—(1—a)* (y2) "
= o (uitys +971e") — @ (v +uius) +all —a) (yiyy +uiys )
—a(l—a) (35 + 9 2us) +a(l—a) (v +y7ys"Y)
—a(l—a) (yPys + i h) + (1 —a)® (v +yfys ¥)

vV p)

—(1-a)? (yl ys + Yo
Tys) — o (ytyg) + ol — a) (yfys 2) — a(l — @) (3 25)

a) (yrVeh) + (1 -

+a(l

—a) (yysY) — (1 -

—(1=a)* (195)

Tys® —yrtys) +a(l — ) [Ty &

VvV, p

+(1—a)® [yfyy Y —yy Vb

'

elde edilir. (4.4) esitligi yeniden ele alinirsa

oPy1ys® +a(l — a)yiyy @

+(1 =) [y ¥ — vy

= 0,

ylyga

y1 (ays + (1 — a)yy

O _ Yoy

)% —yo (o + (1 — a)yY)

— Y

OaOa — 0
Y

a)’ (yiwY)

VA o AV p]

Ya +ylyz — Y1 Yo

Oa

Y1 [oc (ayQA +(1— oc)yzv)A +(1—a) (ayQA +(1— oc)yZV)v}

—2 [oc (aylA +(1— a)ylv) +(1—a) (ocylA +(1- a)ylv)v}

0,

pyr® — (1 — a)yayy ®

Y]
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o [yys® —yayt?] + a(l — a) [myy ®

+a(l - oc)ylyZAv

+(1—a)’yyy ¥

—a(l — a)yyt

— yzylvA + ylyzAv - y2y1Av]

(4.7)



olur. (4.6) ile (4.7) nin esit olmasi i¢in ¥ = y1, ¥§ = y2, ¥§ = y1, Y5 = y2 olmasi gerekir.
Yani y” = y, y” = y noktalar ¢ift tarafli yogun olmalidir. Dolayisiyla T zaman skalasi diizgiin

zaman skalasi olarak secildiginde

Qa
[Wo. (y1,2)] = (y1y§“ —yzy?“) =0,

elde edilir. Bu ise aynm1 A 6zdegerine kargilik gelen y; ve yo 6z fonksiyonlarinin lineer bagiml
oldugunu gosterir. Bu nedenle (4.1)-(4.3) probleminin 6zdegerleri basittir. Ciinkii her A

Ozdegerine bir 6z fonksiyon kargilik gelir.

Teorem 4.7. (4.1)-(4.3) O, Sturm-Liouville probleminin farkl 6zdegerlere karsilik gelen

0z fonksiyonlari ortogonaldir. Yani

b
/m@w@Wﬂz&

dir.

Ispat: \; ve Ay 6zdegerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonlar y; ve 3y olsunlar.
—47°% +p(t)yr = M,

—y3°9 £ p(t)ys = Naya,

esitlikleri sirasiyla yo ve —yy ile carpilip taraf tarafa toplanirsa

y1y9°0% —yoy¥ole = (A — Na) y1y,
O AL
(ylyz — YUy ) = (A1 —A2)mye,

elde edilir. Bu egitligin her iki tarafinin ¢, — integrali alinirsa

(1—=2a+20%) (1) () | 5+a(l—a)[(y)’ () + ()" )]
b

+u—w/ﬁ%wmw—ﬁwww

a

o>~

b
—/ﬁuw%uWJ—u—aa+mfwwmmw |

—a(l—a)[(y201)” () + (211)” ()] | (1-a) o — 4 ()] Oat

< @\@

b
+/ﬁuw%uww Z(M—Aﬂ/mwaWJ,
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olur. T, diizgiin zaman skalas1 olmak {izere

b b

/[yl(t)yga() ¥ ()Y ()} Oat = (A1 — A2) /yl Y2 (t)Qat,

a

elde edilir. Burada (4.7) esitligi kullamilirsa Ay # A2 icin

b
/ 1 (B)y2(t) Ot = 0,

olur.

Teorem 4.8. (4.1)-(4.3) Oq Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri reeldir.
Ispat: N\, (4.1)-(4.3) probleminin reel olmayan dzdegeri ve buna karsilik gelen 6z fonksiyon

y(t, Ao) olsun. Ortogonallik teoreminden

/\yt)\o\At—l—l—a/\yt)\o\Vt 0,

elde edilir. Vo € [0,1] igin Ag kompleks iken y(¢, A\g) = 0 olur. Bu ise bir geligkidir. Yani, Ag

kompleks olamaz.

Teorem 4.9. u,v € Li*[a, b] olmak iizere
a. (Lu)v — (Lv)u = Wy, (u,v)]%
b. (Lu,v) — (Lv,u) = Wy (u,v) |2,

egitlikleri vardir. Bu egitliklere sirasiyla genellegtirilmis Lagrange esitligi ve Green formiilii

denir.

is pat:

a. u,v 0z fonksiyonlar: icin
Lu = —u®% 4 p(t)u = \u,

Lv = —v%% 4 p(t)v = M,
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egitlikleri sirasiyla v ve —u ile carpilip taraf tarafa toplanirsa

(Lu)v — (Lv)u = v0e0ay — yfaay
Oa
= (v%u — u0av>

= [Wo.(u,v)]%,
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

b. Lga [a, b] uzay1 iizerindeki i¢ carpim kullanilirsa

b
(Lu,v) = / (—uoaoa —i—p(t)u) v0at,
b
(Lv,u) = / (—v%oa —|—p(t)v> uQat,
b
(Lu,v) — (Lv,u) = / (—uoaoav + p(t)uv + v0 0oy + p(t)vu) Qat
b

— /(—UOQOQ’U—FU/’UOQOQ) <>Ozt

a

b

- / [Wo. (1, 0)]°° Oat

= (1-2a+22")W, (u,v) o +a(l - a) (W, (u, )" + (Wo, (u,v))"] |a
= Wo.(u0)

a’

olur. Bu ispat1 tamamlar.

Teorem 4.10. [65] t,to € T, p(t) = p ve 1 — v?(t)p%(t) # 0 olsun. Bu durumda V¢ € T%

icin
: 10 __ P 2,2 .
sin, > (¢, t0) = T2 ((1 4 av’p?) cosy(t, to) + (1 — a)upsiny(t,to)) ,
p .
o (,10) =~ (1 00 sim(,10) — (1~ @)upcosy (4, 0).
dir.
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Teorem 4.11. (4.1)-(4.3) ile verilen ¢, Sturm- Liouville probleminin 6z fonksiyonu

y(t,\) = —%y% (a, \)siny (t,a) + %y(a, A) [3cosy(t,a) + siny(, a)]
t t
—i—i/cos,\(t,s)y(s,)\)oas - 1—85/p(s)y(s,)\) siny (t, $)Qas,
seklindedir.
ispat:
t t t
%/p(s)y(s,)\) siny(t, s)Qas = %/yoaoa(s,)\) siny(t, s)Oas + /y(s,)\) siny(t, s)Oas, (4.8)

olmak tizere sagdaki ilk integrale {,—kismi integrasyon formiilii uygulanirsa

t

t
1 1 1 o
1[0 N s 5100 = 5 [0 N st )] 1 [ (577) (5,0 (it 5)° s

a

1 1
= Xy% (t, ) siny(t,t) — Xyoa (a, ) siny (¢, a)

t
1

—X/yo" (s, A)T;A? [(1 + ow2)\2) cosy(t, s)

a

+(1 — a)vAsiny(t, s)] Oas (4.9)

= —%y%(a, A) siny (t,a) — m [y(s, A) (((1 + owz)\z) cosz(t, s) + (1 — a)vAsiny (¢, s)))] ';:a

t

+ﬁ / ¥ (5, 2) [(14 av?)?) cosa(t, 5) + (1 — a)vAsing(t,5)]°* Oas
- _%y%(a, A) siny (¢, a)
_ﬁ [yt ) (1 + v’ X?) cosx(t.1) + (1 — a)vAsiny (£, 1))]
+my(a’ A) [(1 4 ow2>\2) cosy(t,a) + (1 — a)vAsiny (¢, a)]
L A
e 1) [ 0ta) (s (1 et sima(49) = (1= o) coss(6) ) s
¢
e 1o [<1 —a)or (ﬁ ((1+av®)) cosa(t, ) + (1~ aJoAsina(t, 8”)] oot

a
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1 (1 + avz)\z)
J— <>a 1
— _Xy (a, ) siny(t,a) — BRIV eTe

(a, N) [(1+ owz)\z) cos(t,a) + (1 — a)vAsiny(t, a)]

y(t, )

+1 ozaz?
A1+ ar?A?) |
—%/y(s, M1+ owz)\Q) siny(¢,5) — (1 — a)vAcosy(t, 5)] Qas

1 — a)v)?
ﬁ/y(& A) [(1 + om2)\2) cosy(t,s) + (1 — a)vAsiny (¢, s)] Oas
v
1 . 1+ av?)?
= _XyOa(a/’ A)sinz(t, a) — ﬁy(u»
1
+71 2N y(a, ) [(1 + om2)\2) cosy(t,a) + (1 — a)vAsiny (¢, a)]
v

t
1
+m/ (A (U a2 o (1= )P0?X° sina (1 s)y(s, V) Oas
t

1

+m/2 Q- a)v? (1+ ow2)\2)] cosy(t, 8)y(s,\)Oqs

a

olur. Eger v\ = 2 secilirse

A (1+ owz)\z)z + (1 — a)??A3 A1 +4a)? + (1 - )24 1
(1 +v2>\2)2 (144)2
M-1—-8a—160° +4—8a+4a% = —25
M~120% —16a+3) = —25

1 2
elde edilir. Burada a = 5 olmak tizere A = §5 olur. Bu degerler (4.9) da yerine yazilirsa

1

t
5B s Nsinat8)0as =~y (@, N sima(t,) = Zu(t (410

+%y(a, A) [3cosy(t, a) + siny(t, a)]

t t
_/sin,\(t,s)y(s,)\)oas + %/COS)\(t,S)y(S,A)Oas
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elde edilir. (4.10) denklemi (4.8) de ele alinirsa

t

8 . 8 . 3
2—5/p(s)y(s,>\) Sln)\(t,S)Oas = _2_5y<>a(aa >‘) Sln)\(ta a) - gy(ta >\)
—i—%y(a, A) [Bcosy(t, a) + siny(t, a)]

~+

t
— [ siny(t, s)y(s, A)Oas + %/Cos,\(t,s)y(s,)\)oas

+ [ sina(, )y (s, A)Oas,

S . ®

olur. Buradan y(t, \) yalmz birakilirsa

8 1
y(t, ) = —1—5y<>a (a, \)siny (t,a) + gy(a, A) [Bcosy(t, a) + siny (¢, a)]
) / 8 /
+Z/COS)\(t,S)y(S,)\)<>a8 ik p(s)y(s, A) siny(t, s)0ns,

bulunur. Bu ise verilen problemin 6z fonksiyonunun ifadesidir.
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5 SONUCLAR ve TARTISMA

Bu ¢aligmada ilk olarak zaman skalasinda temel kavramlar en yalin hali ile verilmis ve
diamond—a« analizi ifade edilmistir. Daha sonra Sturm-Liouville problemi, diamond tipinde
kurularak bu problemin spektral ozellikleri incelenmigtir. Diamond—a tipinde fonksiyon-
larin tiirevini ve integralini almak oldukga sikintili bir stiregtir. Kurulan diamond—a tipinde
Sturm-Liouville probleminin 6zdegerlerinin reelligi, basitligi, farkli 6zdegerlere karsilik gelen
0z fonksiyonlarin ortogonalligi gibi 6zellikler bu zorluga ragmen incelenmis ve énemli sonuclar
elde edilmigtir. Ayrica baz 6zel durumlar igin bu problemin 6z fonksiyonu bulunmustur.

Ele alinan problemin 6zdegerleri ve nodal noktalar: (6z fonksiyonlarin sifirlart) igin bir for-
miil bulunursa diiz problem yerine ters problem incelenebilir ve 6nemli sonuclar elde edilebilir.
Fakat diamond—a« tipinde bu tiir problemleri ¢aligmak ve ters problemi ¢tzmek, problemin
igerdigi tiirevin yapisi ve ¢oziim yapilirken ortaya c¢ikan integralin hesaplanmasi sirasinda

olugan sikintilar nedeni ile oldukga zordur.
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