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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler, aciklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

T Zaman skalasi

I Hilger delta tiirevi
Af Tleri fark operatorii

leri sicrama operatorii

P Geri si¢grama operatorii
Bos kiime
y7i Sicrama arasi fark
T" Tiirevi tanimladigimiz fonksiyon
e Hilger ikinci tiirev
f a7 Hilger birinci tiirevin ileri sigramasi
C, Sagdan yogun siirekli fonksiyonlar kiimesi
& Silindir doniigiimii



1.GIRIS

Bu tezde, diferensiyel denklemlerle ilgili bir¢ok sonucun fark denklemleri ile es
deger sonuclara taginabildigi, bir zaman skalas1 tizerinde baz1 temel ozellikler ve

dinamik denklemlerin baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii incelenecektir.

Son yillarda iizerinde bir¢ok calismalar yapilan zaman skalasinin teorisini Stefan

Hilger siirekli ve ayrik analizi birlestirmek amaciyla 1988 de kurmustur.

Zaman skalas iizerinde dinamik denklemlerin calisilmasi bu tiir ayrismalan agiklar ,
diferansiyel denklemlerden ve fark denklemlerinden iki ayr1 sonug¢ elde edilmesini

engeller.

Tezin ikinci boliimiinde; T zaman skalasi, temel tanim ve 6rnekler verilmistir.

Tezin iigiincii bolumiinde; f: T — R fonksiyonu igin Hilger delta tiirev, carpma

ve bolme kurali tanitilmis, tiirev alabilmeyle ilgili sonuglar ve drnekler incelenmistir.

Tezin dordiincii bolimiinde; integral ve siireklilikle ilgili tamim ve teoremlere yer

verilmistir.

Tezin besinci boliimiinde; Hilger’” in kompleks diizlemi , iistel fonksiyonlar1 tanitmak
icin silindir doniisiimleri , iistel fonksiyonlarin 6zellikleri , birinci dereceden lineer
dinamik denklemleri ve onlar i¢in baslangic deger problemlerinin ¢6ziimii zaman

skalasi iizerinde incelenmistir.
Y =p@y , y(1) =1

Baslangic deger problemini ¢ozerek bu ¢oziimii, verilen zaman skalasi ile iligkili

olarak iislii denklem olarak yazilmistir.

Tezin altinc1 boliimiinde; Ustel fonksiyonun bir¢ok ozelligini kullanarak birinci
dereceden lineer dinamik denklemleri iceren baglangic deger problemleri ve

¢Oziimleri ele alinmistir.



2. ZAMAN SKALASI
2.1. Temel Tanimlar
2.1. Tanim

Bir zaman skalasi, keyfi bog olmayan kapali bir gercel sayilar kiimesidir.

R,Z,N,N,yani gercel sayilar, tamsayilar, dogal sayilar, [0,1]U[2,3] ve [O,I]UNO
kapali araliklari zaman skalasina ornektir. Q ,R\Q,Cve (0,1) araligindaki sayilar

zaman skalas1 degildir.Bu ¢alismada zaman skalas1 T ile gosterilecektir. [1]

T iizerinde tanimli bir f fonksiyonu icin  f* tiirevini;

i) f*=f" alisilmis bilinen tiirev; T= R ise

ii) f*=Af alisilmus bilinen ileri fark operatorii T = Z ise
seklinde gosterecegiz.

2.2. Tanim

T bir zaman skalasi olsun. t € T i¢in;
o (1):T — T ileri sigrama operatorii;
o (t) =inf {se T :s>t}

p@t): T — T gerisigrama operatorii;
p (t) =sup {se T :s<t}

ile tanimlanir.Bu tanimda

inf @ =supT (o (t)=t eger T bir max t ye sahipse) ve



sup@= infT (p(t)=t eger T bir min t ye sahipse)
olur.

p: T —[0,00) fonksiyonu ;

ML ()= o (t) -t ile tammlanir.

2.3. Tanim

Eger o (t) > t ise t sagdan sagilhimli, p (t) < t ise t soldan sacilimhidir. Aym anda

sagdan sacilimli ve soldan sagilimli noktalar da izole nokta olarak adlandirilir.
Ayrica, t<supT ve o (r) =tise t sagdan yogun

t > infT ve p (t)=t ise t soldan yogun denir. Aynm1 anda soldan ve sagdan

yogun olan noktalara yogun denir.

Noktalarin smiflandirilmast Cizelge 2.1 de noktalarin sematik siniflandirmasi da

Sekil 2.1. de gosterilmistir.

Cizelge 2.1. Noktalarin siniflandirilmasi

t sagdan sacilimhi t<o(t)

t sagdan yogun t=o0(t)

t soldan saciliml p (<t

t soldan yogun p)=t

t izole P (H<t<o (t)

t yogun p)=t=0(1)




® t; soldan yogun ve sagdan yogun

———— o ° t, soldan yogun ve sagdan sac¢ilimh
to
® e t3 soldan sagilimh
ts
[ ° ® t4 soldan ve sagdan sagilimli
ts

Sekil 2.1. Noktalarin sematik siniflandirilmasi

T zaman skalasindan tiiretilmis bir T k kiimesi,

T = T—{supT} supT<eo soldan sagiliml
T diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

Not.

f:T — R bir fonksiyon, f7:T — R
fe@=f@) VteT geklinde tanmmlanr.
2.1. Ornek

Asagidaki iki durumu inceleyelim.

i) Eger T=R ise 3te R icin

o(t)=Inf { se R:s>t} =Inf(t, o) =t

ve benzer sekilde

p (1) =Sup{ se R:s<t} = Sup(-eo,t) =t



olur. Burada V te R noktast yogundur. x# fonksiyonu
H(®)=0 Vte Ticin

olur.

ii) Eger T=7Z ise 3 te Z ic¢in

o (t) =Inf {se Z: s>t} =Inf {t+1, t+2, t+3, ...} = t+1
p () =Sup {se Z: s<t} =Sup {t-1,t-2,t-3, ...} =t-1
Burada V te Z noktasi izoledir. p fonksiyonu

pt)=1l Vte T igin

olur.

iii) Eger T={2":ne Z JU{0} ise

o2 =2" | o(t)=2t ve

p(2H)=2""" p(1) :% burada V't e T izole noktadir.



3. DIFERENSIYEL VE TUREV
3.1. Diferensiyellenebilirlik

3.1. Tanim

f:T— R bir fonksiyon ve te T *olsun. V &3>0 olacak sekilde

2 (1) tiirevi,

I[f(o () -f(s)] - f*O[o @) -s]l<elo()-sl V seU

seklinde tanimlanir.

36 >0i¢in tnin bir U komgulugu vardir. U=(t-6,t+d) (| T dir.

f4, f fonksiyonunun delta (ya da Hilger) tiirevi olarak adlandirilir. [1]

3.1. Ornek

)Egerf: T > R Vte T igin f(t) =« ise,

f4(t) = 0 dir. Burada & € R sabittir. V £>0 olmasi sebebiyle dogrudur.
[f(o ) -1(s)-0[c®)-sll=la-al=0<¢elo()-s]l VseT

i) Eger,f: T >R V te T icinf(t) =t ise

f4(t) = 1 dir. V £>0 olmas sebebiyle dogrudur.

f(o®)-f(s)-1.[ o®-sll=lo(t)-s-(o(t)-s)I=0<¢€lo(t)-s] VseT
Not.

i)f:T >R Vte T icinf(t) =¢* ile tanimlandiginda,



[=t+o()
i) g: T - R g, t>0 olacak sekilde V te T i¢in g(t):\/; ile tamimlandiginda,

R —_—

Jt+ Jo(t)
3.1. Teorem
f:T - R bir fonksiyon vete T K olsun. Bu durumda s

i) Eger f, t de tiirevlenebilirse, f t de siireklidir.

ii) Eger f, t de siirekli ve t sagdan sacilimli ise, f t de tiirevlenebilir.

s _ Ho(t) = f(1)
ro= o(t) - t

iii) Eger t sagdan yogunsa, f t de tiirevlenebilir.

s lim f(t) —f(s)
PO= 0~

iv) Eger f fonksiyonu t de tiirevlenebilirse;
f(o (0)=f(O+u (©) ()
Ispat.
i) f fonksiyonu t de tiirevlenebilir ve € € (0, 1) olsun.
e = [1+If2M 1+2u )] e (01
olarak tanimlayalim.

(@)= f)-[o-s]f0)|se

o(t)—s|



olacak sekilde t nin bir U komsulugu vardir.

Boylece, Vse U N (t-€, t+¢€) igin

If(t) - f(s)l=l{f(a (1)) - f(s) - (1) [o(V) - 5]} - {f(a (V) - () - L@OF* ()} + (E-5)f * (D)
< e lo(t)-sl+€ )+ lt-sl 12 ()l

< € [t) + t-s |+ () + 120l

<e [1+ 1 @OH+2u(b)]

Il
™

olur. Bu f fonksiyonunun t de siirekli oldugu sonucunu verir.

ii) f fonksiyonu t de siirekli ve t sagdan sacilimli olsun.

Sureklilikten;

lim  f(o(t) —f(s) _ f(o(t)) —f(t) _ f(o(t)) —f(t)
t

s—t o(t)

olur. €>0 icin

If(a(t) —f(s) f(o(t))—f (1)
| o(t)-s u(t) |

Vs € U olacak sekilde t nin bir U komsulugu vardir. V se U icin

f(o(t)) —f(1)

f(o(t)) -f(s)] -
[f(a(t) -(s)] "

[o(t)—s] <e|o(t)-s]|

sonucunu verir. Boylece;



olur.

4 = SO =1t
u(t

iii) f fonksiyonu t de tiirevlenebilir ve t sagdan yogun olsun.

€ >0 igin,

[f(o(®) - £()] - £(0) [o(1) - 5] | <& 1o (0!

V se U olacak sekilde t in bir U komsulugu vardir. o (t)=t oldugunda

\[f(t)-f(s)]-fA(t)(t-s)\ <eltsl V seUicin

<€

‘f(t)—f(s)

t—s

— (1)

sonucunu verir. Boylece aranan se U ,s#ticin

lim f(t) —f(s)

s>t s olur.

f2(t) =

iv) Eger o (t) =t, u(t)=0ise;
f(o (1) = f(t) = f(t) + ) f* (t) olur.

Eger o (t) > tise; (ii) den

f(o (1) = f(t) = u(t)w =f(t) + WO f* () olur.
u

3.2. Teorem
f,g: T - R bir fonksiyonvete T K da tiirevlenebilir olsun. Bu durumda;

f+g: T -R



f+2)* =1+ g*
seklinde t de tiirevlenebilir.

ii)Her sabit ¢ icin, ¢ f:T— R

(a0t = a.f()

seklinde t de tiirevlenebilir.

i) f.g: T— R

(fe)* (1) = 2 (Dg(®) + (o (g " ®) = f(Hg* (1) +* (Hg(o (1)
fA(0g® +£7(0g" (©) = f(Hg" (O +* (g (1)

seklinde t de tiirevlenebilir.

iv)Eger f(D)f(o (1)) # 0 ise % ,

p—
f f(t).f(o(t))
seklinde t de tiirevlenebilir.

v)Eger g(t)g(o (t)) # 0 ise i
g

(LJA - OI0=f.g'W
g a(g(o(t)

seklinde t de tiirevlenebilir.

10



Ispat.
fve gninte T da delta tiirevlenebilir olsun.

i) >0 olsun. Boylece

[9(a(t) ~a(s) ~g*(O(a(t) ~s)| < J[o(t) 5] seU,
U=U,;N U, olsun. Vs € U igin;

(F +9)(a(t) — (f +g)(s) - [F* (1) + g* (D](o() —s)|

e e
< §|<5(t) | +E|G(’[) 5|

= €lo (t)-sl

iii) € € (0, 1) olsun.

1

e =e[1+[f(t)[+|g(ot) | +g* (V)]
tanimlayalim. Boylece e e (0, 1) dir ve buradan,
If( o (1))-f(s) - *(©).(o (O)-s) <€ 10 (1) -sl Vse U

lg( o (1)-g(s) - F* (O (T ()-s)I<e lot)-s| VseU,

11
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If(t) - f(s)l < e* V se Uj olacak sekilde t nin Uy, Uy, Uz komsuluklar vardir.U = U; N
U, N Us olsun. s €U igin

I(fg) (o ()-(f2)(s) - [* (Dg(o 1) +f(H) g* (D] (o (H-9)I
=[f(o gt) - f(s) - 12 () o (1)-s] g(o (1))

+[g(o ) - g(s) - g* (DT (1)-5)] f(t)

+[g(o ) - g(s) - g* () (o (©)-5)] [f(s)-f(D)]
+[(o()-s) g ) [f(s) - f O

<exlo(t)-sl lg(o @) +e* 1o () -sl D)l

+e% % | o (t)-sl + € & (t)-s| | g* (1)l

=e*lo (1) - sl [lg(a ) +|f@)]+e* +1 g* )]

<e*lo (1) - sl [1+|f (1) + Ig(o (O)H | g* (1]

=¢lo (t)-sl

olur.

v [ij <t>=[fij )
8 8

- f(z)@ O+ F2 () —

g(o(1)

g (1) At

=0 0sem’ Vaen)
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_ g - g0
g()g(o(1)

3.2. Tanim

f:T—>R f*nmn tirevlenebililigi T =(T*)* nin iizerinde ikinci tiirev

=T >R seklinde tamimlanir. n. mertebeden tirev 2 :T" >R

seklinde tanimlanir.

o’ (n=0(o() , p*(1)=p(p(1))
olur.Genellestirirsek;

o'(t)=t+nh ve p"(t)=t—-nh V neN,
olur.
3.2. Ornek

(fe)* = f"g+ f°g" ikinci tiirevini alalim.
(f)") =(f"g+f7¢")"
:fAAg+fA”gA+fO'AgA+f0'”gAA
=[P+ (fHf Mg+ g™
olur. Burada £ = £ dir.
3.3. Ornek
h>0 icin

T =hZ={hk ke Z}



olsun . Bu durumda ;

o(t)=inf{se T:s>t} =inf{t+nh:ne N}=r+h teT igin

olur ve benzer sekilde

p)=t—h

V te T noktasi izole edilmistir.
U)y=oc@)—t=t+h—t=h ViteT
olur .Boylece bu 6rnekteki g sabittir.

f:T—R bir fonksiyon olsun.

fle®)—f@®) _ fa+h)—f@)

At=
fo @ 0 P

VteT

fie®)-f @
u()

0=

_ e -0
h

S@+2h)—f(@t+h) f@+h)—f@)
_ h h
h

_ S22 - fa+h) - fa+h)+f @)
h2

_ f@+2n)=-2f@+h)+ f(2)
h2

olur. f¥ (1) yi

14



A" _i 2 AN
f (t)_h”;(k]( D™ f(t+kh)

seklinde yazabiliriz.

Sekil 3.1 Bazi zaman skalalari

Cizelge 3.1 Zaman skalasina 6rnekler

T | u® o(r) p1)
0 t t

7 1 t+1 t-1

hZ h t+h t-h

g" | (@b qt -

N t 2t ;_

No | 2+l | (el (i -1y

15
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4. INTEGRAL
4.1.rd Siireklilik ve Ozellikleri
4.1. Tanim

f: T >R tamimlanan , T deki sagdan yogun olan noktalarda sagdan limitleri ve
soldan yogun olan noktalarda soldan limitleri olan fonksiyonlara regiile fonksiyon

denir.
4.2. Tanim

f: T >R tamimlanan T deki sagdan yogun noktalarda siirekli olan ve T deki
soldan yogun noktalarda soldan limitleri olan fonksiyona rd siirekli fonksiyon denir.

f: T >R rd siirekli fonksiyonlarin kiimesi
c,=C,(T)=C,(T,R)
seklindedir.

f: T ->R diferensiyellenebilir ve tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi
Cy =Cy(M=C,,(T.R)
seklinde gosterilir.

Asagidaki teorem rd siirekli ve regiile fonksiyonlar1 iceren baz1 sonuglar

icermektedir.
4.1. Teorem
f: T —-R bir fonksiyon

1) f siirekliise f rd siireklidir.
ii) f rd siirekli ise f regiiledir.

iii) Sicrama operatorii o , rd siireklidir.
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iv) f regiile veya rd siirekli ise f° da regiile veya rd siireklidir.
4.3. Tanim

f : T —>R siirekli fonksiyonu DcT‘:T*\D ve T nin sagdan sagilimli
elemanlarim iceren ve her noktasinda f in diferensiyellenebilir oldugu durumlarda D

ile 6n diferensiyellenebilir.
4.2. Teorem Kompakt araliktaki her regiile fonksiyon sinirlidir.
Ispat.

f: [a,b] — R fonksiyonu sinirli olsun. V ne N i¢in

|f@)|>n ile t,€[a,b] {t,:ne N}c{a,b}

oldugundan dolay1 {tnk }kEN yakinsak alt dizisi vardir.

limi, =1, . f,€ [a.b] @.1)

{t,:keN}cT ve T kapal oldugundan dolayr 7,€ T not edelim.(4.1) den ¢,

izole degildir ve #,dan asagiya yakinsayan bir alt dizi vardir.Her bir durumda t — ¢,

giderken f(t) nin limiti regiilerlikten dolay1 sonlu olmak zorundadir.
Teorem 4.3. (Ortalama Deger Teoremi)

f ve g T iizerinde tanimlanan reel degerli fonksiyonlar olsunlar ve her ikisi de D ile

on diferansiyellenebilir olsun. O zaman,
If4) <g®(t) Vte D icin
ve

If(s) - f(r)l < g(s)-g(r) Vr,se T,r<s icin
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olur.
4.1. Sonug
f ve g fonksiyonlar1 D ile 6n diferensiyallenebilir olsun.

(1) Eger Ur,s € T ug noktalar ile bir kompakt aralik ise,

If(s) - f(r)l < {Sup | fA(t)\} Is - 1l

1€UnD
olur.

(ii) Eger Vte D icin f*(t)=0 ise, f bir sabit fonksiyondur.
(iii) Eger Vte D igin f*(t)=g*(t) ise,

gt)y=f()+C Vte T i¢in

olur.

4.4. Teorem (On anti tiirev)

f regiile fonksiyon olsun.D diferansiyellenme bolgesiyle 6n diferansiyellenebilir bir

F fonksiyonu;

FA(t)=f(t) V te D icin
vardir.

4.4. Tanim

f: T —> R regiile bir fonksiyon olsun. f in belirsiz integrali

j f(t)At = F(t) + C
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seklinde tamimlanir.C bir keyfi sabittir, F, f  fonksiyonunun bir 6n anti

tiirevidir.Cauchy integrali
'fsf(t)At:F(s)—F(r) Vrse T icin

seklinde tanimlanir. F: T — R fonksiyonu
FA(t)=f(t) Vte T" igin

f: T — R fonksiyonunun anti tiirevi olarak tamimlanir.
4.1. Ornek

Eger T =7 ve a#1ise

jafm:?
) t e
a AL =4 4 _a oldugundan,
a—1 a—1 a—1
faar = 2= +cC
a—

elde edilir.. Burada C keyfi bir sabittir.
4.5. Teorem (anti tiirev)
Her rd siirekli fonksiyonun bir anti tiirevi vardir.Eger t,e T ise ;

F(t):j fe)At teT igin

)

seklinde tanimlanan F(t) , f in bir anti tiirevidir.



Cizelge 4.1. R ve Zigin ornekler
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Zaman Skalasi R Z
Geri sigrama operatorii P (t) t t—1
fleri sicrama operatérii o(t) t t+1
n( 0 1
£ (t) tiirevi f'(v) Af(t)
b b b-1 ¢ . b
[ £ ©AQ integrali [ £ wa 2] (O (egera<b)
Rd-siirekli f stirekli f herhangi f

4.6. Teorem

feC,vete T" ise;

[ @ar=pof

Ispat.

Teorem 4.5. ile f fonksiyonunun bir F anti tiirevi ortaya cikar ve

[ r @At = Fow) -t

= u®F
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= Ot

elde edilir.

4.7. Teorem

Eger f* >0, ise f azalan degildir.
Ispat.

[a, b] izerinde f* >0 ve s,te T vea<s<t<b olsun.
f0 = f9+ [ f*(DAT = f(s) olur.

4.8. Teorem

Eger a,b,ce T,ae R ve f,ge C,,, ise;
W [fo+ewiat= ["foac+ [gAy
i) [ (aDoat = af f A

b
(iii) j ()AL

[ rwag

i ['roar= [roac+ ['foac
W [ f et oAt = (@) -G@- [ f ©Og0AL

i) [ f gt AL = (2b)- ()@ - [/ Ox(c )AL

(vii) j f AL = 0;
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(viii) eger (a, b) tizerinde If(t)l < g(t) ise,

o] < ['gwac

a

(ix) egertima<t<b icin f(t) >0 ise,
b
j f®At>0 olur.

Ispat.

Bu sonuglar Tanim 4.4 Teorem 3.2 ve Teorem 4.3 ten ¢ikarilabilir. f ve g rd siirekli
olduklar1 i¢in, Teorem 4.5 e gore bunlar F ve G’nin anti-tiirevlerine sahiptir.

Teorem 3.2 (i) ye gore, F + G , f + g nin bir anti-tiirevidir, dyle ki,

[[(t+p0AL = F+G)b)- F+G)a

F(b) - F(a) + G(b) - G(a)

_Uf(t)At+ ng(t)At.

Ayrica

[[fwat = Fo)-Fa

F(c) - F(a) + F(b) - F(c)

[[roacs ff (AL
olur.

fg ,f%g* +f*g nin anti-tiirevi oldugu icin,
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[[(t7g* +°9) OAL = (F)b) - (Fe)(a)

olur.

Teorem 4.8 de verilen tiim formiiller f ve g nin sadece regiile fonksiyon oldugu

durumlarda da gegerlidir.
4.9. Teorem

abe T vefe C,, olsun.

(i) Eger T = R ise,

[[roar = ['roa.

burada sagdaki integral Riemann integralidir.

(i) Eger [a, b] iki izole noktadan olusuyorsa,
Y e MOF (@) a<b

b
[rwac=1 0 ueb
' -2 O (@) a>b

(iii) Eger T=hZ={hk :ke Z},h >0

S fkh a<b
"

jf(t)Atz 0 a=b

-y Z‘ Fkiyh a>b
N

(iv) Eger T=7Z ise
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, D Uf@)  a<b
J.f(t)At= 0 a=b
a = f@)  a>b

4.5. Tanim

Egerae T, supT = ise ve f [a, o) iizerinde rd siirekli ise,has olmayan integrali

[roac=im [70a

ile tanimlanir. Eger limit varsa has olmayan integral yakinsak, limit yoksa integral

wraksaktir.
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5. BIRINCI MERTEBEDEN LIiNEER DINAMIK DENKLEMLER
5.1. Hilger ’in Kompleks Diizlemi

5.1. Tamim

f:TxR*> = R bir fonksiyon olsun. Birinci dereceden dinamik denklem
yi=fty.y) (5.1)
seklinde tanimlanir. Eger

F@y.y )= f[@Oy+ f,(0)  veya [f(1.y,y7) = fi()y" + f,(1)

f, ve f, fonksiyonlari i¢in (5.1) lineer denklem seklinde yazilir.

y:T—R (5.1) in ¢Oziimii olur.

Problem

Y =f vy, v =y, 1,€T ve yeR

baslangi¢ deger problemi olarak adlandirilir.

Es. 5.1in y ¢oziimii y(t,) =y, ile baslangi¢c deger probleminin ¢6ziimiidiir.
Y =p@®y , y(t) =1

Baslangic deger problemini ¢ozerek bu ¢oziimii, verilen zaman skalasi ile iligkili

olarak iislii denklem olarak yazacagiz.

Simdi Hilger kompleks diizleminin ne oldugunu aciklayalim.



5.2. Tanim

26

h > 0 icin Hilger kompleks sayilarini , Hilger reel ekseni , Hilger alternatif ekseni ve

Hilger sanal ekseni sirasiyla

C, ::{ze C:zi—l},
h

1
Rh':{ze(Ch:zeR ve Z>_Z}’
1
Ah:{zeCh:zeR ve Z<_Z}’
1,=:2z€C, z+l—l ,
h| h

olarak tanimlanir.

h=0i¢cin C,=C,R,=R,[_iR,A =< olur.

- - o

7 N
e A
’ N
’ \
7 \
4 \
/ \
! \
! \
1 \
1 1
_____ —_———— — 10
A \ !
h \ 1
\ 1 '
\ _— ’
N ’
\ h 7
\ 7 ]I
A Y
< e h
~ td

S~ -

Sekil 5.1 Hilger’in kompleks diizlemi
5.3. Tanim

h>0ve ze C,, Hilger’in reel z parcasi

Re, (2) =M ile
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ve Hilger’in sanal z parcasi

Arg(zh+1)

Im,(z) = P

ile tanimlanir.

Arg(z) z ’nin asal bagimsiz degiskenini simgeler(6rn —7 < Arg(z) < 7).
1 T T

——<Re,(z) <o ve ——<Im,(7) <—
h 1 (2) h 3 (2) .

5.4. Tanim

—; <ws m Hilgerin sanal sayis1 Iw ile tanimlanir.

zeC,,lIm, e I, (5.2)

ilm, z

1 Re, z

Sekil 5.2. Hilger’in kompleks diizlemi
Eger LA WSz ise
h h

inf =hizsin2W7h (5.3)



Es. 5.2 yi kullanarak

‘l.w‘2 = (iw)(;v)

_ eiwh _ 1 e—iwh _1
h h

2_€iwh _e—iwh

hZ

:%(1 —cos(wh))

sonucunu elde ederiz
5.2. Yeni Toplama Grubu

5.2. Teorem
Eger ¢, tizerinde @ islemini

7@®w=z+w+zwh

ile tanimlarsak (c,,®) Abel grubu olur.

Ispat.

z,we C, ve z®@w karmagik sayilardir.

Z(-Bwi—l
h

1+ h(z®w)=1+h(z+w+wzh)

28
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=l+hz+hw+hwzh
=1+ h)A+hw)
#0

C, ® islemi altinda kapalidir.

z@0=0® z=7z oldugundan 0, @ icin toplamsal 6zdes olur.ze C, i¢in z nin @

altinda ters toplami bulmak i¢in w igin
z®w=0

Bundan sonra w i¢in ;

Z+w+zwh=0

Boylece ;

_ Z
1+ zh

@ islemi altinda z nin ters toplamu olur. (c,,®) gruptur. Bu yuzden

7@w=z+w+zwh

=w+z+wzh=w®dz

degismeli oldugundan (c, : @) Abel gruptur.

Not.

C, uzerindeki @ isleminin birlesme 6zelligi vardir.



5.3. Teorem

ze C, icin

z=Re, z®@ilm,z olur.
Ispat.

ze C,

h+1 -1
Re, z®@ilm,z = [<h+1] ®i Arg(zh+1)

h

_zh+1=1 o expliArg(zh+1)~1
h h

|zh+1]-1 L exp(iArg(zh+1)—1
ok h

+|zh+1|—1 exp(iArg(zh+D) -1
h h

:%ﬂzh +1|—-1+exp(iArg(zh+1)) -1}
+{(|zh+1|-D(exp(iArg(zh +1)) - D)}

= %ﬂzh + 1| exp(iArg(zh+1)) —1}

(zh+1)-1
==z
h

Not.

ne N ve ze C, iizerinde O islemi

nOz=z®z®z®z..®z seklinde tammmlanir.

30
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bu son denklemde sag tarafta n tane terim vardir.Bu taktirde

_(zh+1)" -1

noz seklinde olur..

Teorem 5.2de ze C, oldugundan O islemine gore z nin ters toplami

_ —Z
1+zh

Oz 5.4

seklinde bulunur.

5.5. Tamim

© islemini C, iizerinde

7 Ow =z ® (Ow) (5.5

ile tanimlariz

Not.

Egerzw e C, , h=0 i¢in

(i)z6z=0

—w
1+wh

(i) zOw =
(iii) Eger h = 0 ise zOw = z-w olur.
(iv) ze C, ise z=0zolur.

v) OGw) = iw

ozellikleri vardir.



Cizelge 5.1. Toplamsal tersler

z 0 1 1 l
h
o || o0 | - | | 1
1+h i—h 2h

5.6. Tanim

Eger ze C, ise z nin genellesmis karesi

2
Z

2 _ - =
7" =(-2) (O2) o

seklinde tanimlanir.

5.4. Teorem
z€ C, i¢in

(0z)°=2z>

2

1+zh=2
<

z+(©z)=z"h
@7 =747

7’eRe ze R, UA, VI,

V4
-—< wszigin
h h

32

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9

(5.10)



4 wh
—(iw)” = —sin’ (—),
(iw) e ( > )

Ispat.

ze C, olsun.

(02)°

R E—
1+(62)h

_ z 1+ zh
(1+zh)* 1+ zh—zh

2
Z 2

1+

Es. 5.7, Es. 5.6 dan kolayca ispat edilebilir.

Es. 5.8 i ispat etmek icin

1+zh

7+(0z) =z+

_z+Z°h—z
1+zh

Es. 5.10 u ispatlamak i¢in z =u +iv olarak alalim.

33

(5.11)



e N\2
PeRe WFWT
(I+uh)+iuh

o +2iuv—v)(1+uh—ivh)e R

& 2uv(1+uh)—vh(u®> —v*) =0

S uvh+2uv+v’h=0

o v=0yada u’h+2u+v’h=0

& v=0yada (u +l)2 +v2 = iz
h h

& zeR VA U

Es. 5.11 i ispatlamak i¢in

—(iw)”* = (iw) (B(iw))

= (iw)(iw)

5.7. Tanim

h>0i¢in &, :C, - Z, silindir doniisiimii

£ (2) =%Log(l+ )

seklinde tanimlanir.

34



Burada Log asal logaritma fonksiyonudur. h=0 i¢in &,(z) =z olur.

h>0 oldugunda Z, yi silindir olur. Sinir ¢izgileri
V4 V4
Im(z)=—— ve Im(z)=—
(2) h (2) h
Z, uzerindeki toplama
Ztw=z+w (mod%) LWE L,

seklinde tanimlanir.
Not.

h>0 i¢in silindir doniisiimiiniin tersi
-1 1 zh
& (@ =Z(6 -1

z€ 7, igin &'(z) =z olur.
5.5. Teorem

&, Silindir doéniigiimii  Z, izerinde + islemi (c,:®)

homeomorfizmasidir.
fspat.

h>0 ve z,w € C, olsun.

E(z®w) = %Log(l +(zOw)h)

den (Z,:+)

35

(5.12)

grup
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=%Log(1+ zh+wh+zwh’)
1
= Log((I+h)1+wh)

:%Log(l+ zh)+%L0g(1+wh)

=&, (D) +&,(w)

Bu h>0 durumunu ispatlar.

5.3. Ustel Fonksiyon

5.8. Tamim

p:T — R fonksiyonu regressivedir.

1+ ut)pt)#0 V te T icin (5.13)
biitiin regressive ve rd siirekli fonksiyonlarm dizimi

R =R(T) =R(T,R)

seklinde tanimlanir.

Not.

R, @ islemine gore abel gruptur.
(P®g)1)=p(t)+q()+u1) p(t)g(r) V te T igin p,ge R
Not.

p.q€ R ise Op ve pOq fonksiyonlari



p(1)

— = herteT"
I+ u() p(1)

©p) (1) =

(POY() = (pO(OY)(1) ¥ re T
ile tanimlanir.

p,q€ R oldugunda

(1) pOp =0

(ii) ©(©p) = p

(iii) pOqe R

(iv) pOq = r~q
1=up

(V) ©(pOq) = qOp

(vi) ©(pOq) = (6p)O(Oq)
ozellikleri elde edilir.

5.9. Tanim

Eger pe R ise iistel fonksiyon

e,(t,5)= exp( j Eun( p(T))ATj s,;te T

seklinde tanimlanir.
5.1. Lemma

Eger pe R ise yan grup ozelligi

37

(5.14)

(5.15)
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e,(t,7)e,(T,s)=¢,(t,5) V T,5,0€T

seklindedir.
Ispat.

pe R olsun 7,s,te T icin Teorem 4.8 i kullanarak

e, (t,7)e,(7,5) = exp( [ & pm)mj exp( | fm)(p(r))ArJ
- exp(ffmp(r)mﬂ | §,,(,)<p<f>>mj

=exp (I Suio (p(f))Afj

=e,(t,5)

olur.

5.10. Tanim

Eger pe R ise birinci dereceden dinamik denklem regressive olarak tanimlanir.

Y =p)y (5.16)
5.6. Teorem

yA = p(t)y denklemi regressive olsun.

Y =p®y yt)=1 feT (5.17)

e,(..1,) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimidiir.



Ispat.

t,€ T ve y*=p(t)y denklemi regressive oldugundan

e,(ty,1,) =1

olur.

e,(t,1y) , y* = p(t)y(t) te T* dinamik deklemini saglar. ki durum vardur.

1.durum: o(t)>t Lemma 5.1 den

o(t) t
exp( | f,,(,xp(r))AfJ—exp( f,,(fxp(r))Ar}

ly Iy

€ (1) = (8

o(t)
eXp( | f,,(r)(p(f))AfJ—l
= 0 e, (.1,)

efm,,(p(t))/t(t) _

T am o

= g_l,u(t) (éy(t) (P(l)))ep (l, l())
=p(t)e,(t,ty)
2.durum : o(t)=t Lemma 5.1 i kullanarak

|90 = y(5) = pO)y@)et = 3)| =e, (t.1) = e, (5.1,) = p(t)e, (t.1,)(t = 5)

=le, t1)[1-e, (s.1)= Pt =9)|

39
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=le, (L 1)|1= [ &, (PEAT ¢, (5.1)+ [ €, (PENAT (1)t ~5)

<le, (t.1,)| 1—jr§,m<p<r>mw,,<s,t> +e, (1.1,) jr:,,(ﬂ(p(r)mr—p(r)(r—s)

<le, (t.1,)| 1—}5,,(,)<p<r>mw,, (5.1)|+|e, (t.1,)] j[é,,(,)<p<r>>—§o<p<r)>]m

Ifadesi elde edilir.£>0 olsun burada U , t nin komsulugudur. Boylece en son

esitsizligin sag tarafi €|t - s| den kiiciik olur. Ve boylece ispat tamamlanir.

o(t)=t ve pe C,, oldugundan.

im¢, ., (p(e) =& (p(1) (5.18)
olur .Bu U, in tile komsulugunu gosterir.

&

‘gﬂ(r)(p(f)) _é)(p(l))‘ < m her 7€ U1
se U, oldugunda,
le, (,1,)] j[fﬂ(r)(P(T))—fo(p(t))]m' <§|t—s| (5.19)

s

Daha sonra L’ Hopital kurali ile

Eger se U, ise tnin U, komsulugu vardir



1= [ &0 (P@NAT =, (5,1)

<&

‘ [&u0(p(2DAT

. . e
£ =min- 1,
{ 1+3\p(t)ep(r,t0)\}

seU=U,NU, Es.5.19 ukullanarak

‘ep(f,to)‘ l_j.é:ﬂ(r)(p(r))AT_ep(s’t) <‘ep(t’t")‘ € j.é:/‘(’)(p(r))AT
<le, t.1)|€ { [, (PN -E,(pe] A +|p<t>||f—SI}

<le, (t.1)| € { j[f,,(,)<p<r>>—§o<p<z>)]m +e, (t.t0)] € |p<r>||f—SI}

S§|I—S|+‘ep(t,to)‘ | p)|r—s|
S£|t—s|+£|t—s|
3 3

<2y
3

elde edilir.
5.7. Teorem

Eger Es. 5.16 regressive Es. 5.17 nin tek ¢ozimii e, (.,7,) olur.
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Ispat.

y Es. 5.17 nin ¢6ziimii olsun. Teorem 3.2 ile

Y A(t)z yi (e, (t,1,) = y(t)e® ,(t.1,)
e,(-,1y) e, (t,t))e,(0(t),1,)

_p0y@e,t.1,) - yO)pe, (t.1,) _ 0
e, (t,1))e,(0(1),1,)

Boylece

y@) _ y(@,) _1

= =-=1
e, (t.1,) e,(t.1) 1

ve
y=e,(,1)
olur.

5.8. Teorem
p.q € N ise

(Dey(t,s)=1 ve e, (1,1)=1

(i)e,(0(1),s) = A+ u(t) p()e, (. s)

I

(i1i) . ) =e,, (t,5)

(iv)e (t,5)= ! =eg,(s,1)
P _ep(s,t)_e” ’

42
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(e, (t,5)e,(s,I)=e (2,')
(vi)e,(t,5)e,(t,s)=e,,,(1,5)

ep(t,s)
e,(t,s)

A
(viii)( ! j ___ PO
e, (1) ep”(.,to)

esitlikleri vardir.

(vii)

=€,5,(1,5)

5.1. Ornek

T =hZ h>0, ae R olsun.

ae C\ {—l}
h
boylece

ed(t,O):(1+ah)% ViteT (5.19)
Es. 6.3 ii kullanarak

y(0)=(1+ah)’ =1

ve

Ao YE+R)—Y()
y (t)——h

t+h 1

_(I+ah) " —(1+ah)"
h




1
_ (+ah)"(1+ah-1)
h

1

=a(l+ah)"
=ay(t) elde edilir.

5.2. Ornek

Zaman skalast T=¢" ve pe R olsun.

Problem
Y =pmy y(b=1
Esitlik olarak yeniden yazabiliriz.

y?=+(@-Dp@)y y=1

Ve bu problemin ¢oziimii agikca sudur.

e, )= J] A+(g=Dsp(s))

s€TN(0,1)

e,t.)= ] A+(g-Das) aeR

seTN(0,1)

e,.)= ] (+as)

s€TN(0,1)
Simdi asagidaki 6zel duruma bakalim.

1-t¢

teT
(g-Dt’

p(t)=

44

(5.20)

(5.21)



e,,)= [T (+(g=Dsp(s)

seTN(0,1)

=TI (1+1__S)

seTN0,1) s

[u——

_In*(1)

:\/;e 2In(q)

k

t=¢" sonuguna ulasiriz.

Cizelge 5.2. Ustel fonksiyonlar

R ea(t,to)
Z (I+a) ™
hz (+ah) "
L (1+ %y
n n

Cizelge 5.3. Ustel fonksiyonlar

T t, | P® e, (t,t,)
R 0 1 e
z |01 2
0 1 r
hZ (1+ )"
1 O 1 t
n’ [a+ly}
n
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6. BASLANGIC DEGER PROBLEMLERI

6.1. Homojen Olmayan Birinci Mertebeden Lineer Denklemler

Y =p@Oy+f@) (6.1)
ve T zaman skalas1 {izerindeki ilgili homojen denklem

vy =p(t)y dir. (6.2)
6.1. Teorem

Es. 6.2 regressive olsun. f,€ T y,e R baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii

yi=p®y vy, (6.3)
y(@) =€,,(1J0)yo

seklindedir.

6.1. Tamim

peR icin 6nce bir operatdr tanimlayalm. L :C', — C,,

Lyt =y*t)-pt)yt) teT

Daha sonra Es. 6.2 Ly(t)=0 ve Es. 6.1 Ly(t)= f(t) formunda yazilabilir. L,

lineer operator oldugundan Es. 6.1 lineer denklemdir..

yeC',, ve Ly(t)=f(t) oldugunda T iizerinde y nin bir ¢6ziimiidiir.



6.2. Tanim

Eslenik operator L', :C', — C,,
Lx(t)=x"t)+p®)x°(t) teT"
seklinde tanimlanir

6.1. Ornek

Fonksiyon

x(t) = (1+ah)_% te hZ
eslenik denklemin ¢oziimiidiir.
X +ax® =0 tehZ
burada a regressive sabittir.
6.2. Teorem
peRvet,eT, x,€R olsun.
¥ =—-p®)x°  x(t,) =x,
Baslangic deger probleminin tek ¢oziimil,
x(t) = s, (t,1,)x,
olur.

xt :—P(t)xo +f(t) x([()) =X
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(6.4)

(6.5)

Dinamik denklemin her tarafini e, (z,7,) ile ¢arparak asagidaki sonucu elde ederiz.
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[ep(.,to)x]A (1) =e,(1,1,)x" (1) + p(D)e, (1,1,)x° (1)
= e, (t,1)[ x* (1) + p(t)x* (1) ]

:ep(t’to)f([)

t, dant ye integral alalim.

e, (t,1)x(t)—e, (1,,1,)x(t,) = jep (z.t))f (D)AT (6.6)

6.3. Tamim

Es. 6.1 denklemi Es. 6.2 regressive oldugunda regressivedir ve f:T —R rd-

siireklidir.
6.3. Teorem

Es. 6.1 regressive ve t,€ T , x,e€ R olsun. Baslangi¢c deger probleminin tek

¢Ozuimi

X =—p(Ox7 + (1) x(t,)=1x, 6.7)

x(t) = s, (t,1,)x, + jeep ) f(D)AT

fo
seklindedir.
Ispat.

[Ik olarak yukarda verilen x baslangic deger problemini ¢6zdiigiinii kolayca
goriiyoruz. Eger x Es. 6.2 min coziimiiyse Es 6.1 in de coziimi oldugu

goriilmektedir.Daha sonra ,
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e, (t,1))x(t) = x, + jep . f(D)AT

Iy

X i¢in ¢dzeriz ve

x(t) = s, (t,2))x, +Iep (7.1,

Iy el’ (t’ t() ) f(T)AT

sonucuna ulagiriz.

6.4. Teorem (Sabitlerin Cesitlenmesi)

Es. 6.6 nin regressive oldugunu kabul edelim. 7,€ T , y,e€ R olsun. Baslangi¢

deger probleminin.

yi==p@)y+ (1), y(ty) =, (6.8)

tek coziimii

YD) =e,(t.1,)y,+ [ e, (1,0 (1)AT

)
fspat.

Esdeger olarak y* = p(t)y+ f(¢) yeniden yazariz.
Y =p®] y - py* [+ f@)
(1+up®) y* = p@Oy° + f ()

Q)

A =-(0p)(1)y° +
¥y =-(6p)(1)y 2050



f(7)

@)=y, p (Ll Je,(t, 7)==
y(t) = ype, (t,t,) {e ( T)1+,u(f)P(T)
e,t,T) e (7) e, (t,0(1))

1+ u(t)p(t) e,(0(7),7) B

sonucuna ulasiriz.

AT
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