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X1

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler, agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

||A|| A matrisinin spektral normu

G(t,s) Sinir deger Dinamik sistemin Green fonksiyonu

T Bir Zaman skala kiimesi

XA(t) x ‘in Delta tiirevi

xV(t) x ‘in Nabla tiirevi

||X|| x vektoriinlin Euclid normu

Ot)=D(t.t,) Delta Dinamik sistemin Temel (Fundamental) matrisi
O(t)=D(t ) Nabla Dinamik sistemin Temel (Fundamental) matrisi
R Regresif kiimesi

R* Pozitif regresif kiimesi



1. GIRIS

Son yillarda, zaman skalasinda, dinamik sistem teorisi ortaya ¢ikmustir. Siirekli ve
ayrik zamanlar1 kapsar, zaman skalas1 demek reel sayilarin keyfi bir altkiimesidir. Bu

teori bize ayn1 zamanda siirekli ve ayrik sistemlerin incelemesine iyi bir imkan verir.

Iki nokta sinir deger problem (TPBVP) diferensiyel denklem ve fark denklem
teorisinde ¢ok bir énemli role sahiptir. Ozellikle bu teorinin ¢oklu uygulamalar1 bu
zamana kadar dinamik sistem, kontrol teori, optimal kontrol teorilerde

kullanilmaktadir.

[14] ve [15] de x°t)=AM®)X(®)+f (), M x(t,)=a, ,N X (t,)=a,,M e R“",

N € R™™" denklemin (TPBVP) ¢oziimiiniin varlik ve tekligi, A matrisi sabit
katsayl1 oldugu takdirde (otonom halde) siirekli ve ayrik durumda ayri ayr

incelenmistir.

Bu tezin, ilk once ikinci bolimde zaman skalasi hakkinda gerekli tanimlar ve
teoremler verilmistir [1,2]. Uciincii boliimde delta dinamik sistemlerin ¢dziimii ¢ok

noktali sinir deger problem i¢in Green fonksiyon metodu géze alinarak [11],

y =AMLY 1)+ ) (L.1)
ve
Myt,)+N yt)=a ,M,N eR™ (1.2)

nabla denklemi icin gerekli ve yeterli kosullar ¢oziimiiniin varligi (TPBVP) altinda

tekrar Green fonksiyon metodu ile elde edilmistir. Es.1.1 de denklem sisteminin
goziimii y(t) = & ,(t.t,)D e+ | "G(t, p(s)) F (5)Vs

bi¢imindedir. Burada Green fonksiyonu,



@, (t,t,)D'M D, (t,, p(1)), t, <s<t<t,

A N , V€
—-®,(t,t,))D'N @, (1, p(t), t, <t <s <t

G(t, p(s)) ={

D=M @, (t,,t,)+N @, (t,.t,)

seklindedir.

Dordiincii bolimde Es.1.1 ve Es.1.2 denklemin ¢6ziimiinii direkt metodla hem
ayrilmis hem de ayrilmamis sinir sartlar altinda yeniden elde edilmistir.Bu metodun
¢ozlimiinli hesaplama i¢in Green metoduna gore daha kolay oldugu aciktir, clinki

basit algoritmalarla program yazmas1 miimkiindiir.

Besinci boliimde,

y'O=A0OYO+FEy®) telt,tk
My (t,)+Ny (t,)=c

lineer olmayan smir deger probleminin bazi1 kosullar altinda ¢éziimiiniin varlig
incelenmistir. Bu sonug y ' (t)=A(t)y t)+F(t,y(po(t))) denklemi icin aym simnir
sartlar1 altinda yapilabilir. Ayrica yukaridaki sonuglar delta tiirev i¢in saglanir.Bu

boliimde A:[to,tl]—>B(R") matrisi sagdan sag¢ilimli ve regresivdir. M ve N

matrisleri n’inci mertebeden kare matrislerdir.

Altinc1 boliimde, zaman skalasinda Lyapunov kriteri yardimiyla,
X*(t)=AM)x )+ Ft.x ()
lineer olmayan denklemin ¢6zimiiniin kararli oldugu uygun kosullar altinda

incelenmistir.Yukaridaki sonug¢ Lery-Schauder sabit nokta teoremin yardimiyla [10]

da verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Bu boliimde ilk 6nce zaman skalas1 hakkinda ihtiya¢ duyulan kavramlar verilmistir,
Daha sonra temel lemmalar ve teoremler hatirlanmistir. Ayrica zaman skalasinda
baslangi¢ deger lineer sistemler iizerindede Onemli teoremler verilmistir. Bu

materyallar genelde [1,2 ve 13] dan kaynaklanmustir.
2.1. Zaman Skalasi

2.1. Tanim
Bir zaman skalasi, bos olmayan kapali keyfi bir gercel sayilar kiimesidir.

R,Z,N,N, yani gergel sayilar, tamsayilar, dogal sayilar, [0,11U[2,3] ve [0,1]JUN,
kapal1 araliklar1 zaman skalasina 6rnektir. Q,R—Q,C ve (0,1) araligindaki sayilar

zaman skalas1 degildir.Bu ¢alismada zaman skalas1 T ile gosterilecektir.
T iizerinde taniml bir f fonksiyonu i¢in f * tiirevini;

i)  f*=f" alisilmis bilinen tiirev; T = R ise

ii) f*=Af alisilmis bilinen ileri fark operatédrii 7 = Z ise

seklinde gosterecegiz.

2.2. Tanim

T bir zaman skalast olsun. teT i¢in;o(¢):T —> T  ileri sigrama operatorii;

o(t)=inf,,{s >t | p(t):T —>T geri sigrama operatdrii;  p(r) =sup,,{s <1 |

ile tanimlanir.Bu tanimda inf & =sup7 (o(¢t) =t eger T bir max t ye sahipse) ve



sup@= infT (p(t)=t  eger T bir min t ye sahipse) olur. u(t):T — [0,:0)

fonksiyonu ; u(¢) =o(t)—t ile tanimlanir.

2.3. Tamim

Eger o(t) >t ise t sagdan sacilimli, p(¢) <t ise ¢ soldan sagilimhidir. Ayn1 anda

sagdan sacilimli ve soldan sacilimli noktalar da izole nokta olarak adlandirilir.

Ayrica, t <supT ve o(t) =t ise t sagdan yogun ¢>inf7 ve p(t)=t ise ¢ soldan

yogun denir. Ayni anda soldan ve sagdan yogun olan noktalara yogun denir.

Cizelge 2.1. Noktalarin siiflandirilmasi

t sagdan sag¢ilimli t<o(t)
t sagdan yogun t=0o(t)
t soldan sagilimli pt)<t
t soldan yogun pt)=t
t izole pt)<t<o(t)
¢t yogun pt)y=t=0()
® 0 t; soldan yogun ve sagdan yogun
® tz. t; soldan yogun ve sagdan sagilimli
® ® . t; soldan sagilimli
® ® e t; soldan ve sagdan sagilimli

Sekil 2.1. Noktalarin sematik siniflandirilmast



T zaman skalasindan tiiretilmis bir 7 % kiimesi,

T - T —{supT} ,supT<owo soldan saciliml
T ,diger durumlarda

seklinde tanimlanir.
2.1. Not

f :T — R bir fonksiyon, /7 :T — R, f°(t)=f (c(t)) Vt €T geklinde

tanimlanir.

2.1. Ornek

Asagidaki iki durumu inceleyelim.

1))Eger T =R iseVte T i¢ino(t) =inf{s ER ;5> t} =inf (t,0)=¢

ve benzer sekilde p(f) =sup {s €ER ;s < t} = sup(-oo,t) = ¢ olur.

Burada V7 e T noktasi yogundur. x fonksiyonu u(z) =0,V¢ €T igin olur.
1) Eger T =Z 1ise, bir teT i¢in

o(t)=inf{s e T;s >t} =Inf {¢t+1, t+2, t+3, ...} =t+1
pt)=sup{seT;s<t}=Sup {t-1, t-2,t-3, ...} =t-1

Burada 7 e T noktasi izoledir. ¢ fonksiyonu u(¢)=1 Vt €T igin olur.

iii) Eger T = {2" :ne Z}U{0} isec(2") = 2" , o(f) =2t

ve p(2")=2""", p(t) :% burada V7 €T izole noktadir.



Z

hZ .

Sekil 2.2 Bazi zaman skalalar1

Cizelge 2.2 Zaman skalasina 6rnekler

T u(2) o(?) p(t)
R 0 t t
Z 1 t+1 t-1
hZ h t+h t-h
q" (q-Dt qt -
N t
2 t 2t =
No | 24t+1 (Nt +1y (Ve -1y
2.2. Tiirev
2.4. Tanim

f:T — R bir fonksiyon ve ¢ €T * olsun. V &£>0 olacak sekilde /" (¢) tiirevi,

[f(o(®)-fe)]- Ol o) -s1 <& |ot)~s]

Vs € U seklinde tanimlanir.

36 >0 i¢in tnin bir U komsulugu vardir. U = (¢ -5, t + 8)(\ T dir.

f*, f fonksiyonunun delta (ya da Hilger) tiirevi olarak adlandirilir.



2.2. Ornek

iyEger f:T — R, Vt eT icinf(t) =a ise, f*(t)= 0 dir. Burada « <R sabittir.

V &>0 olmasi sebebiyle dogrudur.
[f(o(t)-f(s)-0.l] ct)-s]=|a-a|=0<¢g |ot)-s|, VseT

ii)Eger f:T — R, Vt €T icinf{t) = tise f*(¢t) =1 dir. V £>0 olmas1 sebebiyle

dogrudur.

f(o@))-f(s)- 1. [o@)=s ][=|o@)=s-(c()=s)=0 < g[o@t)-s|,Vs €T
2.2. Not

i) f:T > R, VteT icinf(t)=¢" ile tanimlandiginda, f*(t)=t+o(t)

i) g:T > R >0 olacak sekilde V¢ €T i¢in g(t)Z\/; ile tanimlandiginda,

olur.

Ao 1
g (t)_\/;_'_ ,_O'(l‘)

2.1. Teorem
f:T — R bir fonksiyon ve ¢t €T * olsun. Bu durumda ,
1) Eger £, ¢ de tiirevlenebilirse, /¢ de stireklidir.

ii) Eger f, t de siirekli ve t sagdan sagilimli ise, f ¢ de tiirevlenebilir. f*(¢) =

flow) - fv)
o) -t

S (@) - f(s)
t—s

iii) Eger ¢sagdan yogunsa, f ¢ de tiirevlenebilir. f*(¢) =lim

st

iv) Eger /' fonksiyonu t de tiirevlenebilirse; f(a(¢)) = () + u(t) £ * ()



2.2. Teorem

f,g:T — R bir fonksiyon ve t €T * da tiirevlenebilir olsun. Bu durumda;
)f+g: T—>R (f+2)“ () = f* () + g"(t) seklinde ¢ de tiirevlenebilir.

ii)Her sabit « icin, a f :T =R ,(a .f)*(t) = a. " (1) seklinde ¢ de tiirevlenebilir.
i) fg: T >R (18)" (1) = 1" (Wg@®) + flo®)g" 1) = fivg" (1) +/" Wg(o (1)

£2()g(t) + £7()g" (t) = f(H)g" (t) +f* (t)g’ (t) seklinde ¢ de tiirevlenebilir.

S
JWf(e(®)

seklinde t de tiirevlenebilir.

iv)Eger f(t)f( o (t)) # 0 ise%, bl—j (t) =

i (1Y, 0w -fg W
E 0 = |= = klinde ¢ d
v)Eger g(t)g( o (1)) # 0 ise p (g} 1) 220 (1) seklinde ¢ de
tliirevlenebilir.
2.5. Tanim

f:T—>R f“nmin  tiirevlenebilirligi T =(T*)*  nm iizerinde ikinci
tiirev £ = (f*)*:T" >R seklinde tanimlanir. »n. mertebeden tiirev

4T SR seklinde tammlanir.a”(t)=o(o(t)) , p°(0) = p(p(t))

olur.Genellestirirsek;
c"(t)=t+nh ve p"(t)=t—nh YneN, olur.
2.3.0rnek

(fg)" =g+ f°g" ikinci tiirevini alalim.

(f2)) =(f g+ /g™ =g+ g +fT g+ [T g™



= Mg +(f*+f™)g" + g™ olur. Burada f* = f* dir.
2.4. Ornek

h>0 i¢inT = hZ ={hk :k € Z} olsun . Bu durumda ;

o(f)=inf{seT:s>t} =inf{t+nh:ne N} =t+h teT iginolur ve benzer

sekilde p(t)=t—h V te€T noktasi izole edilmistir.

ut)y=oc(t)—t=t+h—t=h VYV teT olur .Boylece bu drnekteki x sabittir.

f:T — R bir fonksiyon olsun.

1) = fle@)-f(@) _ ft+h)-f()

, ViteT
(o) h

() = fle@)-f"@®) _ fT+h)—f(0)
u() h

Ja+2)—f+h) _fE+h)—f()
_ h h
h

_S@+2h) - ) - fe+)+ ()
h2

_ f@+2h)=2f(t+h)+ f(t)
h2

A" . A" _ 1 - n n—k . e .
olur. f* () yi f~ ()= h_"z ‘ (=1)"" f(t+kh) seklinde yazabiliriz.
k=0
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2.3. integral

2.6. Tanim

f:T — R tanimlanan, T deki sagdan yogun olan noktalarda sagdan limitleri ve

soldan yogun olan noktalarda soldan limitleri olan fonksiyonlara regiile fonksiyon

denir.
2.7. Tanim

f:T — R tanimlanan T deki sagdan yogun noktalarda siirekli olan ve T deki

soldan yogun noktalarda soldan limitleri olan fonksiyona rd-siirekli fonksiyon denir.

S :T — R rd-siirekli fonksiyonlarin kiimesi C,, = C ,(T)=C (T, R) seklindedir.
f:T — R diferensiyellenebilir ve tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi
C!, =C,(T)=C,(T,R) seklinde gosterilir.

Asagidaki teorem rd-siirekli ve regiile fonksiyonlar1 igeren bazi sonuglari

icermektedir.
2.3. Teorem

f:T — R bir fonksiyon

1) f stirekli ise f rd-siireklidir.
i1) f rd stirekli ise fregiiledir.
1i1) Sigrama operatorii o, rd-stireklidir.

iv) f regiile veya rd-siirekli ise f° da regiile veya rd-siireklidir.
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2.8. Tanim

f:T — R siirekli fonksiyonu D < T* : T*\D ve T nin sagdan sacilimli

elemanlarini igeren ve her noktasinda f in diferensiyellenebilir oldugu durumlarda D

ile 6n diferensiyellenebilir.

2.4. Teorem

Kompakt araliktaki her regiile fonksiyon sinirlidir.
2.5. Teorem (Ortalama Deger Teoremi)

f ve g Tizerinde tanimlanan reel degerli fonksiyonlar olsunlar ve her ikisi de D ile
on diferansiyellenebilir olsun. O zaman, |/*(#)|<g*() Vi eD igin ve |f(s) - f(r)|
< g(s)-g(r)Vr,s €T ,r<s i¢in olur.

2.1. Sonug
f ve g fonksiyonlar1 D ile 6n diferensiyallenebilir olsun.

(1)Eger Ur,s e T ug noktalari ile bir kompakt aralik ise,

9 -il< | sup \fA(t)\} s - olur

(<UD
(ii) Eger Vt € D igin f* (1) =0 ise, f bir sabit fonksiyondur.

(iii) Eger Vt e D i¢in f*()=g"(1) ise,gt) =f(t) + C Vt €T igin olur.
2.6. Teorem (On Anti Tiirev)

f regiile fonksiyon olsun.D diferansiyellenme bolgesiyle 6n diferansiyellenebilir bir

F fonksiyonu; F* (1) = f{t) V¢t €D igin vardur.
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2.9. Tanim

f:T — R regiile bir fonksiyon olsun. fnin belirsiz integrali

I f(t) At = F(t) + C seklinde tanimlanir.C bir keyfi sabittir, F, f fonksiyonunun bir
On anti tiirevidir.Cauchy integrali J. ) f@WAt=F(s)-F@r) Vr,s €T igin seklinde

tanimlanir. F :T — R fonksiyonu F*(t) =f(t) VteT" igin f:T - R

fonksiyonunun anti tlirevi olarak tanimlanir.

2.5. 6rnek

t A t t-1 _ t
Eger T=7 ve a#1ise Ja’At'yi hesaplayalim. a S - .
a—1 a—1 a—1

at

=a' oldugundan, I a'At = " + C elde edilir. Burada C keyfi bir sabittir.
a—

2.7. Teorem (Anti Tiirev)
Her rd-siirekli fonksiyonun bir anti tiirevi vardir. Eger ¢, € T ise ;

t
F(t) = _[ f(t)At t e T igin seklinde tanimlanan F(?) , fnin bir anti tiirevidir.

fy

Cizelge 2.3. R ve Z igin Ornekler

Zaman Skalasi R Z
Geri sigrama operatorii o (t) t t—1
[leri sigrama operatérii o(t) t t+1
u(t) 0 1
F* (1) tiirevi S Af(Y)
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B b b-1 .
J.f (t) A (1) integrali If (t)dt Z,:af (1) (egera<b)
Rd-siirekli f stirekli f herhangi bir f
2.8. Teorem

feCyvere T iser [ f@AT=uft)
2.9. Teorem

Eger f* >0, ise f azalan degildir.

2.10. Teorem

Eger a,b,ce T,aecR ve fgeC,,, ise
0 [0 +ewiae = [ fmar+ [emh
i) [ (apwar=af s A

(i) [\ f ar =-['f mac;

) [ rosr= [ roacs [[foas

0 ['f ez oar = gom)- @@ - [ f vz

o) [ 1 wg*mar = G®) - @@- [ 1 el m)ar

(vii) j fFWAL = 0;
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(viii) eger (a, b) lizerinde |f{?)| < g(?) ise,

[ roa] < [emas

(ix) egertima<¢<b icin f{z)>0 ise, jbf (t) At>0 olur.

2.11. Teorem

abe T vefeC, olsun.

(1) Eger T = Rise, '[ ’ f (At Zjb f (t)dt,burada sagdaki integral Riemann
integralidir.

(i) Eger [a, b] iki izole noktadan olusuyorsa,

) > e Of(@)  a<b
[r@ar=1 0 -
' =Y o HOS(@)  a>b

(1) Eger T=hZ ={hk:keZ} ,h>0 ise

L rdyh a<b

k=2
h

jf(t)Ar =10 a=b

-y Zl F(khyh a>b
“n

, S a<b
(iv) Eger T = Z ise, j F(OA=10 a=b

2 LSO a>b
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2.10. Tanim

Egera e T, supT =wise vef [a, o) lizerinde rd-siirekli ise,has olmayan integrali
0 b
I f@At = }7im I f (®) At ile tanimlanir. Eger limit varsa has olmayan integral

yakinsak, limit yoksa integral iraksaktir.
2.4. Birinci Mertebeden Lineer Dinamik Denklemler
2.4.1. Hilger ’in Kompleks Diizlemi

2.11. Tanim

f:TxR>— R bir fonksiyon olsun. Birinci  dereceden dinamik denklem

yi= [y, 7) 2.1)

seklinde tanimlanir.

Eger f(t,y,y")=fi(Oy+/,()  veya [f(t,y,y")=f()y"+,(0) , /i vef
fonksiyonlart i¢in Es. 2.1 lineer denklem seklinde yazilir.y:7 — R Es. 2.1 in

¢Oziimii olur.
2.12. Tanim

h > 0 i¢in Hilger kompleks sayilarini, Hilger reel ekseni , Hilger alternatif ekseni

ve Hilger sanal ekseni sirastyla

C, ={ZeC:z¢—l},
h
R,={zeC,:zeR vez>—%},
1
A4,={zeC,:zeR vez<—Z},
I,={zeC,:

1
Z+—
h

1
_Z}
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olarak tamimlanir. 2 = 0i¢cin C,=C,R,=R,I,=iR,4,=¢ olur.

& & ¥

L~ N Tou(3)
pagd v TN | AT £,

=liu e, {2 ~Yp Ba(d}
N_ «_/ o
#=m {3 ¥

L] ) ] L

Sekil 2.3. Hilger’in kompleks diizlemi

2.13. Tanim

|zh+1)-1

h> 0ve z e C,, Hilger’in reel z pargas1 Re,(z) = ile ve Hilger’in sanal z

M ile tanimlanir.

pargasi Im, (z) =
Arg(z), z ’nin asal bagimsiz degiskenini simgeler(6rn: —z < Arg(z) < 7).
—l<Re (z) <o ve 7 <Im (z)<£

oot T h

2.14. Tanim

2 <w< 7 Hilgerin sanal sayis1 Iw ile tanimlanir.

zeC,,lIm, el, (2.2)
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ilm, z Re, z
R
1
h
Sekil 2.4. Hilger’in kompleks sayilari
2.12. Teorem
Eger — 2 <w<Z ise, l.w‘2 = iZSiIlZ wh (2.3)
h h h 2

2.4.2. Yeni Toplama Grubu

2.13. Teorem

Eger C, iizerinde @ islemini z@&w=z+w+zwh ile tanimlarsak (C,,®) Abel

grubu olur.

2.3. Not

C, tizerindeki @ isleminin birlesme 6zelligi vardir.

2.14. Teorem

zeC, igin z=Re, z@ilm,z olur.

2.4. Not

neN ve ze(C, lizerinde Oislemi nOz=z@z®...@z seklinde tanimlanir.



bu son denklemde sag tarafta n tane terim vardir.Bu

(zh+1)" -1
h

taktirde n®z = seklinde olur.

Teorem 2.13 de z € C, oldugundan O islemine gore z nin ters toplami

—Z

Oz=
1+zh

seklinde bulunur.
2.15. Tanim

O islemini C, lizerinde z ©Ow =z® (Ow) Es. 2.5 ile tanimlariz.

2.5. Not

Egerzw €C, , h20 i¢in

(1)z6z=0

Z—w
1+ wh

(i1) zOw =
(iii) Eger h = 0 ise zOw = z-w olur.
(iv) z € C, 1se z=©Oz olur.

(v) O(iw) = iw ozellikleri vardir.

Cizelge 2.4. Toplamsal tersler

s | | . 1 2 |-l
h h h

1 1 1 2 i+1

S - B

18

(2.4)
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2.16. Tanim

Eger z € C, ise z nin genellesmis karesiz* = (-z) (0z) = n z - seklinde tanimlanir.
+z

2.15. Teorem
zeC, i¢in (02)° =2’ (2.6)
1+zh :Z—j (2.7)
z

zH©z)=z"h (2,8)
2@z =z+7 (2.9)
?eRszeR, U4, U, (2.10)
—%< wS%ig’in, —(iw)? =hi2sin2(w7h), 2.11)
2.17. Tanim

h>01i¢in¢, : C, — Z, silindir doniisiimii &, (z) = %L og(1+zh) seklinde tanimlanir.

Burada Log asal logaritma fonksiyonudur. h=0 i¢in &,(z) =z olur. >0 oldugunda

Z, yisilindir olur. Sinir ¢izgileri Im(z) = T ve Im(z)= % , Z, uzerindeki

toplama z+w=z+w (mod %) z,we Z, seklinde tamimlanir.
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2.6. Not

h > 0 i¢in silindir doniisiimiiniin tersi &, (z) = %(e” ~-1),zeZ, igin & '(2)=z
olur.

2.16. Teorem

&, Silindir doniisiimii Z, lizerinde + islemi (c, : @) den (Z,:+) grup

homeomorfizmasidir.
2.5. Ustel Fonksiyon

2.18. Tanim

p:T — R fonksiyonu regressivedir. 1+ u(¢)p(1)#0 ¥V t € T* icin Es. 2.11 biitiin
regressive ve rd-siirekli fonksiyonlarin dizimi R = R(T")= R(T, R) seklinde

tanimlanir.
2.7. Not
R, @ islemine gore abel gruptur.
(P®q)t) = p()+q(O)+p®)p(t)g(t) V¥ teT igin p,geR

2.8. Not

p,q € R ise Op ve pOq fonksiyonlar1 (Op)(¢) = _ PO her te T"
1+ (1) p(2)

(POQ)(t) = (PO(OQ)(t) V¥ teT (2.12)

ile tanimlanir. p,q € R oldugunda

(1) pOp=0
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(i) ©(Op) = p

(iii) pOqe R
1—pp

(v) ©(pOq) = qOp
(vi) ©(pOq) = (Bp)O(Oq) dzellikleri elde edilir.
2.19. Tanim

Eger p e R ise listel fonksiyon

e,(t,s)= exp(jfy(r)(p(r))Ar] s,teT (2.13)

seklinde tanimlanir.
2.1. Lemma

Eger p e R ise yari grup ozelligi e, (¢,7)e,(7,5) =¢,(t,5) V 7,5,t€T

seklindedir.
2.20. Tanim

Eger p € R ise birinci dereceden dinamik denklem regressive olarak tanimlanir.
y*=p)y (2.14)
2.17. Teorem

y* = p(t)y denklemi regressive olsun.



Y =p®)y, yt)=1, 1, €T
e,(.,1,) baslangi¢ deger probleminin ¢dzimudir.
2.18. Teorem

Eger Es. 2.15 regressive ise Es. 2.15 nin tek ¢6zimii e, (.,7,) olur.

2.19. Teorem
p.q €N ise

(i)e,(t,5) =1 ve e, (1,1) =1
(i)e,(o(),s) =1+ u(t) p(t))e,(t,s)

1

(iif) o (s =e.(t,5)
(iv)e (t,s) = ! =e_ (s,1)
P _ep(s,t)_ RE

(e, (t,s)e,(s,I')=e, (£,1)
(vi)e,(t,5)e,(t,5)=e,. (t,5)

e (t,5)

P
e, (t,s)

(vii)

=e,. (1,9)

A
iii)| —— | == PO esitlikleri vardir.
e,(-4) e,” (1)

22

(2.15)
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2.6. Nabla Dinamik Denklemleri
2.21. Tanim

Eger T, sagdan sa¢ilimli bir minimum m ye sahipse, 7, =T — {m}, diger

durumlarda, 7, =T olur.v: 7T, - R, fonksiyonuv (t)=t- p (t) ile tanimlanir.

2.22. Tanim

f:T — R bir fonksiyon ve teT,olsun.Ve>0igin f" () nabla tiirevi

e @) -fs)-f W(p @) -s)| <e p (t)-s| Vs e Useklinde tanimlanur.

36 >0 i¢in t nin bir U komsulugu vardir. T = R igin, alisilmus tiirev olan f" (¢) =
/'), T =Z icinde geri fark operatdriiolan 1" (1) = Vf{t) = f{t)-f(t- 1)

o = p olmasi durumunda nabla tiirevinin alfa tlirevi olur. Bu bdliimde verilen

sonuglarin bir¢ogu alfa tiirev durumuna gore genellenebilir.
2.23. Tanim

f:T — R fonksiyonu, T deki soldan yogun noktalarda siirekli ve 7 deki sagdan

yogun noktalarda sag limitleri var olan soldan yogun siirekli veya
1d-siirekli fonksiyon denir.

2.6. Ornek

T =R olursa fsiirekli ise, f* 1d-siireklidir.

Eger T =Z olursa herhangi bir fonksiyon 1d-siireklidir.f 1d-siirekli oldugu zaman

F (t)=f(t) Bu durumda jb F(HVt = F(b) - F(a) olur.



2.20. Teorem

f:T — R bir fonksiyon ve ¢ e T, olsun.

(1) Eger f, t de nabla diferansiyellenebilir ise, f, ¢ de siireklidir.

(i1) Eger £, soldan sagilimli ve t de stirekli ise, £, ¢ de

AORIAVAQ))

= 0

ile nabla diferansiyellenebilir.

(ii1) Eger t, soldan yogun ise, f, ¢ de nabla diferansiyellenebilir

fY() = lim olur.

st

SO-f(s)
r—s
(vi) Eger f, t de nabla diferansiyellenebilir ise, ¥ (t) = f{t)- v (1) f (t) olur.

2.21. Teorem
f,g:T — R fonksiyonlar1 7 € T, i¢in nabla diferansiyellenebilir olsun.
(i) f+g:T—>R,(f+2"@® =f () +g"(t)nabla diferansiyellenebilirdir.

(i) fg:T >R, Q)" W)= Wgv) +/" (Wg" 1) =flvg” @) +f 1)g" @)

nabla diferansiyellenebilirdir.

f

(111) Eger g(t)gp(t) ;ﬁ 0 iSC,— ’(i] (t) — fV(Z)g(f)_f(l‘)gV(Z‘) nabl
g g

g(g’ (1)

a

diferansiyellenebilirdir.

24

(iv) Eger f ve f" siirekli ise,(j;f(z‘,s)Vs)V = flp@),t) + j;fv(t, s)Vs olur.
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2.24. Tanim
V teT, i¢in 1-v(t)p(t) # 0 ise p fonksiyonu v -regresiftir denir.

T , tzerindeki R ={p:T — R:p ld-siirekli ve v-regresiftir} olan

fonksiyonlarin v -regresif siiflarini tanimlayalim.

Egerp, g e R ise, @, islemini V teT, i¢in (p®D, q)(t) = p(t) +q(t) -

pt)qt)v (t) ile tammlanir.
2.22. Teorem

(R ,,®,) kiimesi bir Abel gurubudur.

2.25. Tanim

pe R, inO p= - ile tanimlanir. p’nin genellestirilmis karesini de

1-pv

ile tanimlanir.

p? = (-p)©,p) = lp

2.23. Teorem

p e R, igin,

(i) (©,py=p°

2

(ii)l—pv=%

(i) pHO , p)=-p° .V

(iv) (p®,p)’ =p*p°.
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2.26. Tanim

h>0 i, Z, = {zeC:%<Im(z)<%}ve C, = {zec:zi%} olsun.

v -silindir déniisimii £, :C, > Z, , &, (2) = —%Log(]-zh) (2.16)

ile tamimlanir. Buradaki Log, asil logaritma fonksiyonudur. # = 0 i¢in VzeC, =C

A

icin £(z) =z tanimlanir.
2.27. Tanim

Egerp e R, ise, nabla iistel fonksiyonu

ste T icin et s)=exp( Lt%v(‘[)(p(r))VTj (2.17)

ile tanimlanir.

2.2. Lemma

(Yarigrup Ozelligi) Egerp € R, iseVs, t,re T igin

e,(t,r)e,(r,s)=e,(t,s) yarigrup ozelligi elde edilir.

2.28. Tanim

Egerp e R, ise, y' = p(t)y (2.18)
lineer dinamik denklemine v -regresif denir.

2.24. Teorem

Denklem Es. 2.18 v -regresif olsun.



y' =p@®y, yt,) =1, t,eTigin

é,(.,ty) durumu, baslangi¢ deger probleminin ¢éziimii olur,

2.25. Teorem

27

(2.19)

Eger Es. 2.15v -regresif ise, ¢,(.,¢,) durumu, baglangi¢ deger probleminin Es. 2.16

tek ¢cozimiidiir.
2.26. Teorem

pgqe R, ve s,t,re T olsun

(i) é,(t,)=1ve é,(tt)=1;

(i) e ().s) = 1-vOp(t) en(t, 5);

(ii) —— = ot 5);
ep(t,s)
o 1 -
(iv) ey(t,s) = = = eovp (5 1);
ep(S,t)

(v) e,(tr) e, (r,s)=¢,(ts)

A

(vi) ;p (t, s);q (t,s) = epav(t, S);

A

(vii) f,,(—t,s) = Cou (1, 8);
eq(t,s)

(viii) | = ! B A_ppﬁ olur.
ep(t,s) ey(t,s)



2.27. Teorem

pe R, vet,eT olsun

(i) Egert e T iginl- V(¥)p(t) > 0 ise, VieT igin e,(t, t,)>0 olur;

Cizelge 2.5. Nabla iistel fonksiyonlar

€a(tty)
R ea(t*fo)
1 t—t,
z (1—(1)
(t—ty)/ h
Wz [ ! j
1—ah

Cizelge 2.6. Nabla iistel fonksiyonlar

A

T |ty | p® ep(tty)
RO 1 el

Zlol| - [1]
2

B
izl o | (_j
1-h

2.7. Birinci Mertebeden Lineer Homogen Olmayan Denklemler

Bu boliimde 6nce homojen olmayan birinci mertebeden lineer denklem

vy =p)y + 1)

ve buna karsilik gelen homojen denklem olan

vy =p)y

28

(2.20)

(2.21)
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durumunu bir T zaman skalasi1 lizerinde c¢alisacagiz.

2.28. Teorem

¥ =p(t)y denklemi v -regresif vet, e T , y,eR olsun.

' =py, y(t,) =y, (2.22)
Baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii olan problem y(z) = e, (¢, t )y, ile
verilmigtir.

2.29. Tanim

pe R, i¢in, L y®) =y () -p@y@®), teT, ilebir L, : C,,—C,, operatdriini

tanimlanir.

Daha sonra, Es. 2.21, L,y = 0; Es.2.20de L,y = f{¢) seklinde yazilabilir. L,

bir lineer operator oldugundan, Es. 2.20in bir lineer dinamik denklem oldugunu
sdyleyebiliriz. y € C},; ve teT, durumuigin L,y(t) = f{t) olmasi kosuluyla

y’nin Es. 2.20 nin bir ¢6zliimii oldugunu sdyleriz.

2.30. Tanim
Bir eslenik operatér olan L] : C},—C,,, Lix(t) = x" (1) +pt)x” (1), teT,

ile tanimlanir.

2.7. Ornek

t
x(t) =(l-ah)", te hZ fonksiyonununx'+ax”(t), te hZ

eslenik denkleminin bir ¢6ziimii oldugu goriiliir. Buradaki o, v -regresif bir sabittir.
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2.29. Teorem (Lagrange Ozdesligi)

Eger x,yeC,, ise, T ,lizerindex” L,y +yLix = (xy)" olur.

2.30. Teorem

pe R, vet,eT , x,eR olsun.

xV = p)x”, x(t,) = x, (2.23)
baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii x(¢2) = ;va (t, t,) x, ileverilmistir.
homojen olmayan problem x* = -p@¥)x” + f{1), x(t,) = x, (2.24)

burada, pe R, ve fe C,, oldugunu kabul ettik. Simdi de x’in Es. 2.23 nin bir

¢Oziimii oldugunu kabul edelim. Es. 2.24 deki dinamik denklemin her iki tarafin1 da

A

integral katsayisi olan e, (t,t,) ile ¢arparak

ep(t t,)x" () +pM)ey(t 1) x" (1) = ey(t t,)ft)
esitligini elde ederiz. Carpim kuralimi kullanarak [e, (1, t,)]" = e, (1, t,)f(t)
elde ederiz. Her iki tarafin nabla integralini alarak

ep(tty)x(t)-ep(t t)x(t,) = j: e, (t, t))f(r)V elde ederiz. x(z) durumunu

cozerek x(t) = eovp (t, t,) X, + j eons (4 Df(t) V1 elde ederiz.

2.31. Teorem (Sabitlerin Degisimi)

Es. 2.20 in regresif vet,e T ,x, €R olsun. Baslangi¢ deger problemi olan x" =

PpOX”+ /1), x(t,) = x, (2.25)
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durumunun tek goziimii x(t) = eovs (5, 1,) X, + [ eous (1 D)V (2.26)

ile verilmistir.
2.9. Not

Teorem 2.26 (v) geregince, baslangi¢ deger probleminin Es. 2.25 alternatif bir ¢6ziim

bigimi x(2) = eovp (1, t,)[x, + j eovy (t, Df(r)V 1] ile verilmistir.

2.32. Teorem

(Sabitlerin Degisimi). Es. 2.20 nin regresif vet,e T , y, € [l olsun. Baslangi¢

deger problemi olan

v =y, vty = v, (2.27)
durumunun tek ¢ézimii y(¢) = ép (tt,)y, + L: e; (t, p (¢)f(r)V 7 ile verilmistir.
jspat

»¥=p@)y +f{t) durumunu denk bigimde y" = p(®)[ y* +v(1)y" | + (1) ve

Q)

[1-v OpOIy" = plOy” +fvey” =(O.p)oy" + =5 5

seklinde tekrar yazariz ve Es. 2.27 nin ¢dziimiinii bulmak i¢in Teorem 2.32 u

/@y,

Y = et folyo * J‘: ;p(t’T)I—V(T)p(T)

seklinde uygulariz. Teorem 6.7 nin (ii) ve (v) boliimlerini kullanarak
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A A

ep(t,r) — ep(t,r)
1=v(7)p(7)

A

= e, (t, p(1))elde ederiz.

e, (p(7),7)
2.33. Sonug

Es. 2.20 nin regresif vet,e T , y, € R olsun. Baslangi¢ deger problemi olan

Y (t) = A()y(t) + f(¢) ve durumunun baslangic deger problemin tek ¢dziimii,

Y(O) =&, (6t v, + [ 6,6, p() f()V T veya

fy

y(O) =D, (tt)y,+[D,(t, p(0)f (D)V7.

ty

bi¢iminde verilmistir.
2.8. Kararhhk

Bu kisimda, bazi istedigimiz tanimlar ve dnemli olan kavramlar kararlilik hakkinda

verilecektir. ¢ reel- degerli fonksiyon n X 1 vektér x(t) nin FEuklid normu
”X(t)”:«/ x(t)" x(t) sekilde tanimlanir. m x n boyuttan A matrisin irkilmis normu

||A|| = anﬁgc ||Ax || sekilde tanimlanir. A nin normu yukaridaki irkilmis Euklid normu, A

matrisinin spektral normu ile bir olur, yani 1,(4), A matrisinin 6zdegerleri olmak

lizere ||A|| = maks ‘/1 : (A°A)| , ayrica m x n boyutlu A matrisinin spektral normu
J

1/2
||A ||: max T 4T gx sekilde verilir. Bundan sonra matris normu || . || sekilde
<]l
verilir. Bir simetri matris M pozitif yaritanimhidir denir e8er her hangi bir nx1

boyutlu x vektor igin x” Mx >0 olsun ve pozitf tamiml dir denir eger x” Mx >0,

esitlik sadece x =0 durumunda saglar. Negatif yaritammhlik ve tanmimlilik, —M nin
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pozitif yaritanmimlilik yardim 1yla tanimlanir. Simdi diizgiin kararlilik ve diizgiin tistel

kararlilik kavramlarin tanimlarin verecegiz. Bu iki kavram

x2t)=A@)x (), x(t,) =x,,t,eT (2.28)

lineer zamanla degisen dinamik denklemin ¢oziimiinun regresif ve sonlu oldugunu

igeriyor.

2.31. Tanim

Zamanla degisen dinamik sistem Es. 2.28 diizgiin kararlilidir denir, eger bir sonlu

y>0varsa dyleki her hangi bir 7, ve x(¢,) i¢in, sistemin kars1 cevabi

e @) < 7@, =t (2.29)

saglarsa.

Sonraki tanim igin, bir kararhilik 6zelligini veririz dyleki Es. 2.28 ¢oziimiin sonlu
olduktan bagska, iyice ¢ozlimiin asimtotik karakteristigi oldugunada ilgileniyor. Eger
Es. 2.28 in ¢oziimleri agagidaki kararlilige sahipse, o zaman t—oo gidince ¢oziimler
iistel tipinden sifire gidecekler (yani ¢6ziimiin normu bir azalan iistel fonksiyonla

yukaridan sonludur).

2.32. Tanim

Zamanla degisen dinamik sistem Es. 2.28 diizgiin iistel kararlilidir denir, eger sonlu

7,4 >0 ve —4 eR" varsa Oyleki her hangi bir 7, ve x(¢,) i¢in , sistemin kars1 cevabi

e @] < 7|l @) e, @.t), 12t (2.30)

saglarsa.
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Onceki tammmlardan aciktir kiy>1 olmalidir. Diizgiin kavrami kullandigi zaman,

sunu gosterir ki y, A4 nin segmesi ¢, baslangic zamanina baglantis1 yoktur.

Son verilmis kararlilik taniminda, diizgiin tstel kararliliktan diizgiin kararlilik elde

edilir.

2.33. Tanim

Es. 2.28 deki Lineer durum denklem diizgiin asimtotik kararlidir egerdiizgiin kararl

ve verilmis her hangi bir6>0 igin, bir 7 >0 varsa dyleki her hangi bir ¢, ve x(¢,)

igin , sistemin karsi cevabi

e e)] < ol )

, t2t,+T (2.31)

saglarsa.

Dikkat edelim ¢oziimiin normu Es. 2.31 esitsizliginin saglamasi i¢in T zaman siiresi

gecmesi gerekiyor ve ¢ >0 sabiti ¢, baslangic zamanindan bagimsizdir.

Simdi burada Dacunha dan [13] verilmis dort Onemli teoremlerinden
hatirlatalim.Bunlardan ilk {i¢ teoremi, diizgiin kararliligin hakkinda ve diizgiin iistel
kararlilig1 Es. 2.28 sistemin gecis(temel) matrisin agisindan incelenmistir. Dordiincii
teorem diizglin asimtotik kararlik ve diizgiin iistel kararliligin arasindaki baglantisini

gostermektedir.

2.33. Teorem

Es. 2.28 zamanla degisen lineer dinamik sistemi diizgiin kararlilidir ancak ve ancak

bir >0 varsa dyleki
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||CDA (t,to)” <y herhangibirt >¢t, ve t,t,€T.

2.34. Teorem

Es. 2.28 zamanla degisen lineer dinamik sistemi diizgiin iistel kararlilidir ancak ve

ancak y,4>0 ve —1eR" varsa dyleki
||CDA (t,to)” <ye_,(t,t,) herhangibirt >t  ve t,t,eT.

2.35. Teorem

Bir sabita alalim ki her hangi bir # €T igin, A(t)”Sa olsa. O zaman Es. 2.28

lineer durum denklem diizgiin tistel kararlilhidir ancak ve ancak bir sabit £ varsa

Oyleki her hangi t,7eT ve t >0(7) igin

[0, @ o n|as<p (2.32)

2.36. Teorem

Es. 2.28 lineer durum denkleminin diizgiin iistel kararl1 olmasi i¢in gerek ve yeter

sart diizgiin asimtotik kararli olmasidir.
Simdi
x2@)=A@)x (), x(t,)=x,,t,€T (2.28)

Formun seklindeki regresif zamanla degisen lineer dinamik sistemin kararligini ele
alacagiz. Amacimiz gili¢lendirilmemis bir sistemin kararliligini, onun toplam
enerjisinin zaman i¢inde sistemin durumunu goze alarak, incelemekdir. Eger sistemin
toplam enerjisi zaman gittikce azaliyorsa, o zaman durum vektérii bir sabit

degere(denge noktas1) yaklasacaktir.
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Sistemin kararliligi durum denkleminin ¢6zlimiinlin karakteristiginin biiylimesini
gerektirmektedir. Bu 6zellikler uygun bir durum vektoriiniin skalar fonksiyonu ile
Olciilebilir. Burada Es. 2.28 sistemin ¢oziimiinii davranigini #—oo0 oldugu zaman
sonluluk ve asimtotik Ozellikleri hakkinda bahsedecegiz. Simdi uygun skalar

fonksiyonun elde etmesine ugrasacagiz.

T zaman skalasinda ¢ —oo alalim. Burada linecer durum Es. 2.28 i ||x (z‘)||2 -0,
t > takdirde saglayan sartlar1 biitiin ¢oziimler i¢in gozde alacagiz. Es. 2.28
denklemin her ¢6ziimii i¢in, skalar fonksiyonun ||x (¢ )|| *=x(t) x(¢) delta tiirevi ¢ye
gore:
[ @) [*=x @) x @) +x @) x*@)

=x (@) AT (Ox @) +x () (L +u)A" )4 @)x (@)

=x (@) [ AT (O+A@) +u@O)AT ©AE)]x @) (2.33)

olur.

Dolayisiyla eger elde edilmis kuadratik formu negatif tanimh ise,

yanid” (t)+A(t)+pu@)A" (¢)A(t) her t igin negatif tanimli ise , o zaman |x (¢)|*, ¢

artarken diizgilin olarak azalacaktir. Sonra gosterecegiz ki eger bir v >0 varsa Oyleki
biitiin ¢ ler i¢in A" (t)+A(t)+u@)A" (t)A(t)<—vI saglaniyorsa, o zaman ¢ —>oo
oldugundan ||x (t )|| >0 olur. Bu bahsi bicimlendirmek igin, zamanla degisen

kuadratik formlar1 tanittirilir ¢linkii kararliligin analiz etmesine yararlidir.

Kuadratik formlara, kuadratik Lyapunov fonksiyonlarin birlesimi olarak bakariz. Bir

simetri matris Q(t) eC. (T,R™") ig¢in, kuadratik Lyapunov fonksiyonu
x"®)O@t)x(t) seklinde vyazabiliriz. Eger x(t), Es. 2.28 in ¢oziimii ise,
x"()Q(@)x(t) nun bir skalar g¢ikisi olur, bizim istedigimiz, her ¢ >¢, igin

x" ()0 (t)x (t) ifadenin degerinin davranisin incelenmesidir.
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2.34. Tanim

Q(t) yi bir simetri matris alalm dyleki Q(t) € C), (T,R"") olsun. Bir kuadratik

Lyapunov fonksiyonlarin birlesimi zaman skalasinda
x"OW)x (), t>t, (2.34)

bi¢imindedir ve onun delta tiirevi

[x"O0)x O] =x"O[4" OO )
HI+p0) AT O)(QO+O AW+ (O 1) A1))]
=x (O[T (OO +Q ) A@)+u(t) AT QDA
F(+ AT () QO + ule) AW))x (1)

seklinde olur.

Elde edilmis Es. 2.34 matris dynamic denklemin tlirevi her ¢ i¢in

AT OO +Q O AW)+ut) AT (OQM)A®M)
I +u@)AT ) 0O + ut) Ae)=—M , M=M"

bi¢imindedir.

Aciktir bu ifade, tanilmis siirekli matris dynamic denklemini 7 = R durumunu ve

ayrik matris dynamic denklemini 7 = Z durumunu birlestirir.
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2.9. Diizgiin ve Ustel kararlilik i¢in Lyapunov kriteri

Bu kisimde, Es. 2.28 sistemin diizglin kararliliginin kriterini hatirlatacagiz. Teorem
231 deki kriter Liyapunov kriterin ayrik ve siirekli kararliligin = bir

genellestirilmesidir.

Diizgiin kararlilik Es. 2.28 sistemin hep ¢oziimlerin sonlu oldugunu gerekmektedir
ve sonraki teoremde, sistemin diizglin kararlilig1 icin yeterli sartler verilecektir.

[8,13] in yardimiyla, Q (¢) matrisi lizerine yeterli sartlar1 bulmak dyleki onun karsi

kuadratik formu diizgiin kararliligini versin.

2.37. Teorem
Es. 2.28 zamanla degisen lineer dinamik sistemi diizgiin kararlilidir egerher hangi bir

teT igin, bir Q(¢) e C, (T,R™") simetri matrisi varsa dyleki

(i) nl<0®)=<pl
(i) A" OO+ +u)A" ))Q")+O ) AW)+ut)0"(t)A) <0
ve n,peR”

2.38. Teorem
Es. 2.28 zamanla degisen lineer dinamik sistemi diizgiin iistel kararlilidir egerher

hangi bir ¢ €T igin, bir Q(¢) € C ., (T,R™") simetri matrisi varsa dyleki

(1) nl<Q@)<pl
(i) 4" OO+ +u)A" OO )+QE)A)+u)Q*()AE)) <-vI

ven,p,veR"” ,_—VGSW.
e,
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3.COK NOKTALI SINIR DEGER PROBLEMIiNiN GREEN FONKSiYON
METODU iLE DINAMIK SISTEMLERIN COZUMU

Bu boéliimde sinir deger problemi hakkinda bazi kavramlar, formiiller, iki nokta sinir
deger problemin varlig1 ve tekligi ve Green fonksiyonun 6zellikleri verilecektir. Elde
edilen bu sonuglar, ¢ok noktali sinir deger problemi icin genellestirilecektir.. Bu
ifadeler delta tiirev i¢in [11] de verilmistir. Bu elde edilen sonuglar nabla tiirev icin

de yapilmstir.

Sonug 2.33 den

() =ADYO+ £ () (3.1
yt)=y,eR 3.2)

baslangi¢ deger problemin ¢6zlimii,

V() =&, (1) + [ 6, p(O) f(V T veya

fy

YO =B, (tt)yo+ [ @, (VT

fo

biciminde verilmistir.
3.1. iki nokta simir deger probleminin genellestirilmesi

3.1. Tanim

Eger Es. 3.1 denkleminde, @ ,(¢,r,) homogen denklemin temel ¢oziimii ise, D
matrisi, D =M (iDA (tyt)+N &JA (¢,,t,) biciminde gosterilir. Eger D =0 ise, Es. 3.1

denkleminin karakteristik matrisi denir.
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3.1. Teorem

AT, = B(X) sagdan siirekli, regresif ve f :T, — X siirekli olsun. O zaman

xV()=A@Ox @) +f @) (3.3)
lineer dinamik denkleminin bir tek ¢6ziimii vardir. Ayrica
M x(t))+N x(t)=«a (3.4)

genel smir deger sart1 saglar. Burada M ve N, n inci mertebeden kare matrislerdir.

x (t), Es. 3.3 denkleminin ¢6ziimii

x(t)=D, (t,tO)D’1a+]lG(t,p(s))f (s)Vs ,

ty

seklindedir. Burada G (¢,p(s)) homogen lineer dinamik sistemin sinir deger

probleminin Green fonksiyonudur.
fspat

Genelde x Y (t)=A(t)x (t)+f (¢t) lineer dinamik sistemin ¢oziimii

X ()=, (.1,)C +[®, (t.p(s ) (5)Vs .

to

bi¢ciminde verilir. Bu ¢6ziim Es. 3.4 sinir sartina uygulanirsa, o zaman

[ M @, (t),t))+N @, (t,.1,) |C +thlci>A (t,p(s)f ()Vs =a

)



DC =a—N]]cT>A (t,p())f (s)Vs

Lo

C=D" a—D’llelcf)A (t,p(s))f (s)Vs

to

Dolayisiyla,

x(t)=®,(t,t,)D "' a-D, (t,tO)D"thJLCf)A (t,p(s))f (s)Vs

)

@, (0. p(s)) (5)Vs

=0, (t,t)D "' a =D, (t,t,)D'N D, (tl,to)’j’@“(p(sxro)f (s)Vs

to

+&)A (tato)I(BA (P(s),1,)f (s)Vs

to

:&)A (t.,t,)D “a _&)A (t.t,)D N ci)A (t1at0)|:]&)Al(p(S )t (s)Vs

to

+f <T>A‘1(p<s),roy<s)Vs}+&>A (r,ro)]&n (p(s)t,)f (s)Vs

ty

:CTDA (t.,1,)D “a +CT)A (tato)[l -D°'N (i)A (tl,tO)J]&)A_l(p(s )t (s)Vs

to

B, (1)D N B, (1,0)] B, (P )y (5)Vs
=®,(t.t)D ' a+®,(t,t)|[ D'D-D'N @, (ZI,ZO)]j[(i)A_l(p(S),to)f (s)Vs
D, (1D N B, (1) D, (pls )10)f (5)Vs

b, (,t)D " @+ B, (1,1)D ' [D =N B, (1,) [ D, (05 )t )f )V

ty

D, (11D N B, (11)[ D, (pls )10} (5)Vs

41



=D, (t,t,)D "'a+D,(t,t,)D'M D, (zo,zo)]&JA—‘(p(s),to)jf (s)Vs

to

—®,(0)D N @, 1,1 B, (P51t ) (5)V

~B, (11D @+ [G (0, ps N (5)Vs

to

Burada G (¢, p(s)) Green fonksiyonu,

Ci)A (tato)D_lM&)A (toato)&)A_l(p(t)atO)ﬁtO <s <t =t

G(it,p(s)=9 = I -
-p6) {—d)A(r,to)DlN D, (t,,1)D, " (p(t),ty),ty <t <s <t,

bi¢imindedir. Buradan

D, (t,t)D M D, (t,,p(t)).t,<s <t <t,
~®,(t,t,)D'N D, (t,,p(t)).t, <t <s <t,

G(t,p(s ))={
elde edilebilir. Ispat tamamlanmus olur.

3.2. Teorem

G Green fonksiyon asagidaki 6zelliklere sahiptir:

42

(i) G(t,p(s)) fonksiyonunun elemanlari, bir sabit s ve her 7 i¢in [a,s) ve (s,b]

araliklarda birinci mertebeden siirekli tlirevi ve ¢ =s noktasinda, G nin bir st

sigrama siireksizligi vardir. Yani,

G(s*, p(s)) = G(s™, p(s)) =D , (5, p(s)) =D , (5)® ;' (p(s))
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esitlik saglanir. Eger © ,'(p(s)) sagdan siirekli ise, 0 zaman G nin sonlu bir birim

bliytikliilte stirekliksizlik sigramasi vardir.

(i1) G homogen sinir deger problemin bir formal ¢ézliimiidiir. bu ¢6ziim tam degildir.

Ciinkii # =s noktada siireksizligi vardir.

(iii) (1) ve (ii) ozelligine gore G fonksiyonu tekdir.
fspat

(1) Yukarida verilen Green fonksiyonu G kolaylikla

d\)/1(1‘)]{4. s
O,@)H_, s<t

s <t

G(t,p(s))={ (3.5)

seklinde yazilabilir. Burada //, ve H_ t den bagimsizlardir ve
H_ =D"'M®,(t,,p(s))

ve

H_==D"'N®,(t,p(s))

bigimindedir. Buradan

H, —H =D"'M®,(t,,p(s))+D"'N®, (1, p(s))
=DM D, (t,)®, (p(s)+D N D, (1)@, (p(s))
=D [M®,(t,)+N®,(t)]|®, " (p(s)

=D"'D D, (p(s))
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=0, (p(s))
elde edilir. Dolaysiyla

G(s",p(s) =G (s ,p(s)=D,(s)H, —D, (s)H_

=0, (s)[H,-H_]

=0, ()P, (p(s))

yazilabilir. Eger @, '(p(s)) sagdan siirekli ise ®,”'(p(s))=D,'(s) olur.

Bu durumda G (s *, p(s)) =G (s ~, p(s))=D , (s)D, ' (p(s)) elde edilir.

(i) Es. 3.5 deki G(¢,p(s)) gosterim, Es. 3.3 ve Es. 3.4 denklemlerin formal

¢Oziimiinii verir. Yani tam bir ger¢ek ¢6ziim olamaz. Ciinkii # =s noktasinda

stireksizligi vardir. G (¢, p(s)) asagidaki homogen sinir sartlar sagladigindan

MG (ty, p())+NG (t,, p(s))
=—M @, (t,)D'N @, (¢, p(s))+N @, (1)D'M ®,, (¢, p(s))
=—M®,(t,)D"'N®, ()P, (p(s))

TN D, (1)D'M D, ()P, (p(s))
=M ®,()D"'[D-M D, (1)) P, " (p(s)
N D)D" M D, (t,)P, " (p(s))
== M D, (1)®, " (p(s)+M D, (t,)D"'M D, (1)@, (p(s))
+H[D-MO, (t)|DMD,(t,)®, " (p(s)
== M D, (t,,p(s))+ M @ ,(1)D "M @, (1, p(s))
M D, (t,, p(5)) =M @, (t,)D M @ (20, p(5))

=0
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yazilabilir. Dolaysiyla G smir sart problemin bir formal ¢oziimiidiir.

(111) Simdi (1) ve (i1) 6zelliklerinden G nin tekligini ispatlayacagiz. G, (¢, p(s)) (1) ve
(i1) ozelligini saglayan bir Green fonksiyonu olsun.

X (t,p(s)=G(t,p(s))—G,(t,p(s)) sekilde segilsin. £ =s noktasinda

X (s",p(s) =X (s7, p(s)) =
=G (s",p(s)=G (s, p(s) =G (s, p(s))+G, (s, p(s))
=G (s, p(s) =G (s, p(s) =G, (s, p(s)) +G, (s 7, p(s))

=@, (s, ()~ D, (s, p(s))
=0

elde edilir. Dolaysiyla X (¢,p0(s)), ¢=s noktasinda kaldirabilir bir siireksizlige

sahiptir.

Uygun bir sekilde X fonksiyonu goze alinirsa, o zaman her ¢ e[lo,tl] icin daima

X (¢, p(s)) fonksiyonu sagdan siirekli alinabilir.

Bu durumda sinir kosullari lineerdir. X, G ve G; nin lineer kombinasyonudur.

MX (t,,p())+NX (t,,p(s))
= M [G (ty. p(s)) =Gt p( D] +N [G 0, p(5) =G 0, (s )]
=[MG (t,. p(s )+ NG 1, p(s))]
~[MG,(ty. p(s )+ NG, (t,, p(s))]

=D, (5,p() =D, (s, p(5))
=0

Her s sabiti i¢in, X (¢, p(s)) homogen sinir kogullunun bir ¢éziimiidiir.
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Eger X (¢,p(s)) sagdan siirekli ve ¢=s noktast haric her noktada birinci
mertebeden tiirevi siirekli ise, o0 zaman X (¢, o(s )) de homogen sinir deger problemin

bir ¢oziimiidiir.

Genelde stireklilik sagdan stirekliligi verir. Ancak tersi dogru degildir.

3.2. Cok noktali sinir deger probleminin genellestirilmesi

Bu kisimda yukarida elde edilmis sonuglar ¢ok noktali sinir deger problemine

genellestirilecektir. Bu kisimdaki teoremlerin ispatlart Onceki teoremlerin basit

sonuglaridir. Dolayistyla ispatlara gerek yoktur. Simdi asagidaki ¢ok noktalt sinir

deger problemi
y ()= Ayt + f(@) (3.6)
iM[x(t,-)=a (3.7)

g0z Oniine alinacaktir. Burada ¢, <t, <---<t, ve bu diferensiyel denklemin, 6nceki

kisimlarda kabul edilen biitiin sartlar1 sagladigi kabul edilir. M; ler n inci mertebeden

sabit kare matrislerdir.

3.2. Tanim

Eger @, (t,t,), Es. 3.6 denklemin homogen tipi bir temel matrisi ise, o zaman

D, :ZM @ ,(t,,1,) matrisi seklinde gosterilir. Eger D, =0 ise, D, matrisi Es. 3.6
i=0

ve Es. 3.7 siir deger probleminin karakteristik matrisidir denir.
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3.4. Teorem

AT, - B(X ) sagdan siirekli, regresif ve f :I, — X siirekli fonksiyonu olsun.

Bu taktirde Es. 3.6 lineer dinamik denkleminin bir tek ¢6ziimii vardir. Ayrica Es. 3.7

siir deger sartini saglar.

Burada M;, ler n inci mertebeden kare matrislerdir. Es. 3.6 ve Es. 3.7 nin sinir deger

tn
probleminin ¢ézimil x (t)=d§A (t,t,)D, a+ .[ G(t,p(s))f (s)Vs ,

to
bicimindedir. G (¢, p(s)), Es. 3.7 ¢cok noktali sinir deger sartin1 sagliyan Es. 3.6
homogen lineer dinamik denklemin sinir deger probleminin Green fonksiyonudur.

G (t, p(s)) Green fonksiyonu ¢ €[t ,t,,,], 0<k <n—1 igin.

~ k ~
D, (t,t)D " Y M D, (t,,p()), t<s
j=0

G.p)=] o
—®,(t,t))D," Y M D, (t;,p(t)), t=s
j=k+1
seklindedir.
3.5. Teorem

Green fonksiyon G asagidaki ozellikleri sahiptir:

(1) G(t,p(s)) nin elemanlar1 sabit s i¢in bir ¢ fonksiyonu bakarken [to,s) ve

(s.t, ] ’da birinci mertebeden stirekli tlirevi vardir. # =s noktada,G bir lst sigrama

stireksizligi vardir yani ,

G(s™,p(s) =G (s, p(s )=, (s, p(s) =D, (s)D, " (p(s))



48

Eger @ ,(p(s)) sagdan siirekli ise o zaman G sonlu bir birim biiyiikliilte

siirekliksizlik si¢ramasi vardir.

(i1) G homogen sinir deger problemin bir formal ¢6ziimiidiir, ve bu bir tam ¢6ziim

degildir ¢iinkii # =s noktada siireksizlik vardir.

(ii1) Ozellik (i) and (ii)’ye gore G tekdir.
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4. DELTA VE NABLA DINAMIK SISTEM iCiN DIREKT METOT

Bu bolimiin birinci kisimda Delta Dinamik sistemlerin ¢oziimii sinir deger
problemler (SDP) i¢in incelenmistir, ve ikinci kismin benzer seklinde Nabla Dinamik
sistemlerin sinir deger problemler ¢oziimii i¢in verilmistir. Bu metotlar onceki
boliimiin Green fonksiyon metodun karsilastirdigi zaman, daha avantajlidir ¢linkii
algoritmik metotlardir. Hal bu ki Green fonksiyon metodu bir formal ¢oziimiidiir ve

bir bakistan gergek ¢oziimler olamazlar zira s = ¢ noktasinda bir siireksizlik vardir.
4.1. Delta Dinamik sistemlerin ¢oziimii

4.1.1. (ki nokta SDP)

Ji= [to,t1 ]T c T alalim. Homogen olmayan zamanla degismeyen lineer sistem iki

nokta sinir deger problemi

XM ()= AOx(0)+ f(1) e, (D1)
Lx(t,) = ¢ ; Rx(t)=y (D2)
seklinde alalim. Burada A(f) = (Clij (l‘)) bir NxN boyutlu, L bir £ xN boyutlu ve R

bir (N — k) x N boyutlu reel matrislerdir , ¢,y k, (N-k) boyutlu reel sutiin sabit

vektorler ve f(¢) zaman skalasinda bir N boyutlu reel sutiin fonksiyonudur.

Burada ilk sonucumuz teorem 4.1 de verilmistir. Agiktir [14,theorem 4.1] in siirekli
durumu ve [15, theorem 4.3.1] in ayrik durumu Es.D nin otonom 6zel bir 6rnekleri

olurlar.
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4.1. Teorem

Es.D bir regresif sistem olsun ve @ ,(¢,¢,) =e,(t,¢,), Es.D1 nin homogen temel
. L L
matrisi alalim. Ayrica W =® ,(¢,,t,) = e,(¢,,t,) . O zaman H matrisini H = (R WJ

bi¢iminde alalim. Eger H matrisi singiilar olmazsa, o zaman Es.D nin problemi:

4 ‘
xO=e,(Lt)H | g fleA .o s |t j e, (t,0(2)) f(r)AT (4.1)

tek ¢cozlime sahiptir.

Aciktir Es.4.1 y1 @ ,(¢,¢,) ye gore de yazilabllir.

4.1.2. (Ug nokta SDP) j,:= [to,t2 ]T cT vet €(t,t,), alalim. Homogen olmayan

zamanla degismeyen lineer sistem tii¢ ayrik nokta sinir deger problemi

x*(t)=AWOx(t)+ f(1) ,te], (ED)
Byx(t,) =@, ; Bx(t)=¢,; B,x(t,) =9, (E2)

seklinde alalim. Burada A(f) = (Clij (f)) bir NxN boyutlu, B, bir k, x N boyutlu ve

B, bir k, xN boyutlu ve B, bir k, xN boyutlu reel matrislerdir ve
(ky+k +k,=N),0,,0,,0, , k,k,,k; boyutlu reel sutiin sabit vektorler ve f(¢)

zaman skalasinda bir N boyutlu reel sutiin fonksiyonudur.
4.2. Teorem

Es.E bir regresif sistem olsun ve @ ,(¢,¢,) =e,(¢,¢,), Es.El in homogen temel

matrisi alalim. Ayrica W, =@ (t,,t,) =e,(t,,t,) ; W, =D ,(¢,,t,) =e,(t,,t,). O
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BO
zaman H matrisini 4 =| B,W, | biciminde alalim. Eger H matrisi singiilar olmazsa,

B,w,

o zaman Es.D problemi;

20

o~ B [e,(t,0(x)f()AT

x(t) =e,(t,t, )H_1 + j‘eA (t,o(r)) f(r)AT (4.2)

0, =B, [ e, (t,0() f(r)AT

tek ¢cozlime sahiptir.

Simdi kolayca yukaridaki teoremi ¢ok nokta sinir deger probleme uygulanabilir.

4.1.3. (Cok nokta SDP) j:=t,,¢,]. < T ve t, € (t,,t,);; 0 <k <n alalim.

Homogen olmayan zamanla degismeyen lineer sistem ayrik ¢ok nokta sinir deger

problemi
xA(t) = AOx@) + [ (@)t € j* (F1)
Bx(t) =g, ;0<i<n; Ve eltt,] .t <t (F2)

seklinde alalim. Burada A(f) = (aij (f)) bir NxN boyutlu, B, ler k, xN boyutlu

reel matrislerdir ve (z - =N),p,(0<i<n) ler, k;, boyutlu reel sutiin sabit

0<i<n k’
vektorler ve f(¢) zaman skalasinda bir N boyutlu reel sutiin fonksiyonudur.Bu

problemin ¢6ziimii Teorem 4.3 de verilmistir.
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4.3. Teorem

Es.F bir regresif sistem olsun ve ® ,(¢,¢,) = e,(t,t,) , Es.F1 in homogen temel
matrisi alalim. Ayrica W, =@ ,(¢,,t,) =e,(t,,t,) ,1 <i<n.O zaman H matrisini

BO
5w,

H =| B,W, | biciminde alalim. Eger H matrisi singiilar olmazsa, o zaman Es.F

Ban
problemi;
D,
o~ B [e,(t,0(x)f()AT
x(t)=e, (t,t,))H| ¢, — B, feA (t,0(0) f(D)AT |+ jeA (t,0(1)) f(r)AT (4.3)
0, B, e, (t.o(e)/(D)Ar

tek ¢cozlime sahiptir.

4.1.4. (iki nokta ayrilmanmug SDP) j, :=[t,., ]T c T alalim. Homogen olmayan

zamanla degismeyen lineer sistem ayrimamis iki nokta sinir deger problemi

X6 = AOxO)+ f(1) , te )’ (ND1)
Lx(t,) + Rx(t,) =a (ND2)

seklinde alalim. Burada A(f) = (Clij (l‘)) bir NxN boyutlu, L ve R N xN boyutlu reel

matrislerdir , & N boyutlu reel sutiin sabit vektor ve f(¢) zaman skalasinda bir N

boyutlu reel sutiin fonksiyonudur.



53

4.4. Teorem

Es. ND bir regresif sistem olsun ve @ ,(¢,¢,) =e,(¢,t,), Es. ND1 in homogen temel
matrisi alalim. Ayrica W =0 (¢,.,t,)=e,(¢,,t,). O zaman H matrisini

H = (L+ RW) bigiminde alalim. Eger H matrisi singiilar olmazsa, o zaman Es. ND

problemi:
x(t)=e,(t,¢, YH (- RJLeA (t,o(r)) f(r)AT)+ jeA (t,o(r)) f(r)AT (4.4)

tek ¢Oziime sahiptir.

4.1.5. (U¢ nokta ayrilmamis SDP) j,:= [z‘o,t2 ]T c T alalim. Homogen olmayan

zamanla degismeyen lineer sistem ayrilmamis ii¢ nokta sinir deger problemi

xXA(t) = A@Ox(@) + f(1) , t €], (NE1)
Byx(t,) + Bx(t) + Byx(t,) =« (NE2)

seklinde alalim. Burada A(?) = (Cl,-j (l)) bir NxN boyutlu, L ve R NxN boyutlu reel

matrislerdir , & N boyutlu reel sutiin sabit vektoér ve f(¢) zaman skalasinda bir N

boyutlu reel sutiin fonksiyonudur.
4.5. Teorem

Es. NE bir regresif sistem olsun ve @ ,(¢,¢,) =e,(t,t,), Es. NEI in homogen temel
matrisi alalm. Ayrica W, =® ,(1,,t)) =e,(t,t,) ; W, =D ,(1,,t))=e,(t,,t,). O
zaman H matrisini H = (B0 +BW, +B, Wz) biciminde alalim. Eger H matrisi

singiilar olmazsa, o zaman Es. NE problem:i:
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KO =e, (6t H @ B, [e, (60N fDAT~ B, [e, (o) (AN + [, (o) f (AT
0 0 0 (4.5)

tek ¢Oziime sahiptir.

Simdi kolayca yukaridaki teoremi ¢ok nokta sinir deger probleme uygulanabilir.

4.1.6. (Cok nokta ayrilmamis SDP) j=[to.t, ]T cT ve
t, €(t,,t,);; 0<k <nalalim. Homogen olmayan zamanla de8ismeyen lineer

sistem ayrilmamuis ii¢ nokta sinir deger problemi

X)) = ADx0)+ f@) , tej (NF1)
ZOSS” Bx(t) =« Vi, e[to,tn] 1 <t (NF2)
seklinde alalim. Burada A(?) Z(a,j (t)) bir NxN boyutlu, B,ler NxN boyutlu reel

matrislerdir , & N boyutlu reel sutiin sabit vektor ve f(¢) zaman skalasinda bir N

boyutlu reel sutiin fonksiyonudur.
4.6. Teorem

Es. NF bir regresif sistem olsun ve @ ,(¢,¢,) =e,(,t,), Es. NF1 in homogen temel

matrisi alalim. Aynica W, =® ,(¢,,¢t,)=e,(¢,,¢t,) ,1<i<n. O zaman H matrisini
H = (BO +BW, +B,W, + ---+Ban) biciminde alalim. Eger H matrisi singiilar
olmazsa, o zaman Es. NF problemi:

x(t) =e4 (t,tg )H_1 [oc - B, JleA (t,o(r)f(r)At-B, JgeA (t,o(t)f(r)At—

ty to

ty t
=B, [e, (t,c(r))f(r)Ar} + [ea(Lo(m)f (AT (4.6)

to to

tek ¢cozlime sahiptir.
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Teoremlerin Ispatlari
4.1. Teoremin ispati

(Varlik): Onceki boliimlerden 2.3 kistmdan Es. D nin genel ¢dziimii
t
x(t) = e, (t.1,)C + e, (t,0(0) f (F)AT (4.7)

bi¢iminde yazilabilir. C,x(¢,) ve x (¢,) de belirsizdir, dolayistyla eger Es. 4.7 1 Es.

D2 denklemine uygulanirsa

Lx(t))=¢ = LeA(tO,to)C+jleA(t,a(r))f(r)AT=¢ = LC=¢p (4.8)

ly

Rxt)=y = R(eA(flato)C+}eA(f,G(T))f(T)AT)=l// =

Iy

Re,(t,,t,)C =y — RjeA (t,o(0)) f(r)AT . (4.9)

ty

olur.Simdi Es. 4.8 ve Es. 4.9 den

L ot o .7
Re, (1)) \R®,(,0,)) |V -R[est.o@)f@Ar| =

®»

C=H" W _RJl'eA (t,0(2)) f(1)AT

C ni Es. 4.7 ye konulugu zaman ¢6ziimiin varliginin ispat1 tamamlanir.
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(Teklik): x,(¢) ve x,(¢) iki farkl1 Es. D nin ¢6ziimii olsun, simdi

z(t) = x,(t) — x,(¢), alalim Es. D nin yardimiyla yazabiliriz:

28(t) =AW Z(@), te j*
Lz(t,)=0 , Rz(t,)=0

ve Es. 4.1 den, z(¢) = 0 oldugundan, x,(¢) = x,(¢) olur buda x,(¢) ve x,(¢) farkh

oldugundan bir ¢eliskidir.dolayisiyla ¢oziimiin tekligi elde edilir.
4.2. Teoremin ispati

(Varlik): Tekrar genel ¢oziimii Es. 4.7 den baslayallm.C,x(¢,) ,x (t,) ve x(t,)de

belirsizdir, dolayisiyla eger Es. 4.7 1 Es. E2 denklemine uygulanirsa

Byx(t))=¢, = Bo(eA(to’to)C+Jge,4(tao'(7))f(7)AT)=¢0 = B,C=¢, (4.10)

ty

Bx(t)=¢ = Bl(eA(tlato)C"‘]LeA(taa(T))f(T)AT):(01 =

)

Bie (t,1,)C = 9, ~ B, [ e, (. 0(e) f (D)t (“.11)

ly

B,x(t,) =9, = B,(e,(t,,1,))C+ J%eA(t,O'(T))f(T)AT) =0, =

to

Bie,(1:1,)C = 9, - By [ e, (t.(2)) f (7)Ae 4.12)

fo

olur.Simdi Es. 4.10 ve Es. 4.11 ve Es. 4.12 den

®o
B, By 0.~ B [e,(t.o(x) f()AT
Be,(1.t,) |C=|B® (.1 |C= fo =
B.e (1.t B® (t,.t r
2 A(2 o) 2 A(Z 0) (Dz—BzfeA(t,G(Z'))f(Z')AZ'

to



C=H"

Dy

0.~ B [e,(t,0(0) f()AT

¢ =B, [e,(t,o() f(1)AT
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C ni Es. 4.7 ye konulugu zaman ¢6ziimiin varliginin ispat1 tamamlanir.

(Teklik): Aynen 6nceki teoremin nedenile elde edilir.

4.3. Teoremin ispati

(Varlik): Tekrar genel ¢oziimii Es. 4.7 den baslayalim.C ,x (¢,) lerde belirsizdir,

dolayisiyla eger Es. 4.7 1 Es. F2 denklemine uygulanirsa

Bx(t) =9, = B(e,(.1,)C+[e, (o) f(DAT) =g, =

Bl.eA(t[,tO)Cz(p[—BljeA(t,O'(r))f(r)Ar . 0<i<n (4.13)

fo

olur.Simdi Es. 4.13 den

B,
Bie,(t,,t,)
B,e,(t,,t,)

BneA (trHtO)

C:

BO
BICDA(tl’tO)
B2q)A(t29t0)

Bn(DA(tn’tO)

C:

Dy
0.~ B, [e,(t.0(0) (AT

0, - B, [e,(t.o(0) /(AT | =

0, - B, | e,(t.o(e) f(DAT
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Dy
¢~ B [e,(t,0(x)f()AT

C=H"|p—B,[e,(t,0(®)f(D)Az

0, B, [e,(t.o() [ (2)Ar

C yi Es. 4.7 ye konulugu zaman ¢6ziimiin varliginin ispat1 tamamlanir.

(Teklik): Aynen dnceki teoremin nedenile elde edilir.
4.4. Teoremin ispati

Onceki boliimlerden 2.3 kisimdan Es. ND nin genel ¢6ziimii
t
x(t) = ¢, (t.,)C+ [ e, (t.o() f()Az (4.14)

bi¢iminde yazilabilir. C, x(¢,) ve x (¢,) de belirsizdir, dolayistyla eger Es. 4.14 1 Es.

ND2 denklemine uygulanirsa

L(e,(1,,t,)C + ]OeA (t,o(0) f()AT)+
Lx(t,)+Rx(t)=a = "

R(e,(t,1,)C + [, (L0 (e) [ (DIAD)=ax

ly

= (L+Re,(¢,t,))C = CZ—RJLeA(f,O'(T))f(T)AT

Iy

=>C=H" (0{ —Ril[eA (t,0(7)) f(r)AT

fo
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C yi Es. 4.14 ye konulugu zaman ¢6zlimiin varliginin ispati tamamlanir.
Cozlimiin tekligi agiktir.
4.5. Teoremin ispati

Benzer seklinde Es. 4.14 1 ve Es. NE nin genel ¢oziimii alirken dyleki C, x(¢,)
,x(t,) ve x(t,)de belirsizdir, dolayisiyla eger Es. 4.14 1 Es. NE2 denklemine
uygulanirsa

By(e, (10,1, )C+ [ e, (0 () (D)AD)+

fy

Byx(ty)+ Bx(t)+ Byx(t) =a = | B(e,(t,1,)C+ [e,(t.o(@) /(DA +

)

By(e,(t.1,)C+ [ e, (L.o(r) f(D)AD)=a

fo

(B, + Bie(t,,t)) + B,e ,(t,,t,))C =

&= B e, (60() f(IAT - B, [, ,0(0) f(D)Ae

=C= Hl[a —BljreA(t,O'(r))f(z')Ar —BzTeA (t,o(1)) f(r)AT

to t
C yi Es. 4.14 ye konulugu zaman ¢6zlimiin varliginin ispat1 tamamlanir.
Cozliimiin tekligi agiktir.
4.6. Teoremin ispat1

Benzer seklinde Es. 4.14 1, Es. NF nin genel ¢oziimii alirken 6yleki C,x (¢,) lerde

belirsizdir, dolayisiyla eger Es. 4.14 1 Es. NF2 denklemine uygulanirsa
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ZOSiSn Bx(t)=a = ZOS[Sn B, (e, (t,,t,)C+ jeA (t,o(7) f(D)A7) =«

fy

= (By+ Y, Bl )C ==Y, B e, (o) /(DA

=C=H" a—ZKMBijeA(t,U(T))f(T)AT]

C yi Es. 4.14 ye konulugu zaman ¢6ziimiin varliginin ispati tamamlanur.
Cozlimiin tekligi agiktir.
4.2. Nabla Dinamik sistemlerin ¢oziimii

4.2.1. (iki nokta SDP) j:= [to,tl ]T < T alalim. Homogen olmayan zamanla

degismeyen lineer sistem iki nokta sinir deger problemi

x' =A@+ f(t), t e j, (N1)
Lx(ty)=¢ ; Rx(t)=vy (V2)

seklinde alalim. Burada A(f) = (ai/‘ (f)) bir Nx N boyutlu, L bir £xN boyutlu ve R

bir (N —k)x N boyutlu reel matrislerdir , ¢, k, (N-k) boyutlu reel sutiin sabit
vektorler ve f(#) zaman skalasinda bir N boyutlu reel sutiin fonksiyonudur.

Burada ilk sonucumuz Teorem 4.2.1 de verilmistir.
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4.7. Teorem

Es. N bir v —regresif sistem olsun ve CT)A (t,t,) =e, (t,t,), Es. NI in homogen temel
- - . . L
matrisi alalim. AyricaW =® ,(¢,,t,) =¢,(¢,,t,). O zaman H matrisini / = (R WJ

biciminde alalim. Eger H matrisi singiilar olmazsa, o zaman Es. N problemi;

4 :
X0 =8,(t)H | g IléA o) fDar |t j é,(t,p(0) f()AT (4.15)

Iy
tek ¢cozlime sahiptir.

Agiktir Es. 4.151 @, (¢,t,) ye gore de yazilabllir.

4.2.2. (Ug nokta SDP) j:=[t,,t, ]T c T vet, e(ty,t,), alalim. Homogen olmayan

zamanla degismeyen lineer sistem ii¢ nokta sinir deger problemi

xV(1) =A@Wx0) +f1) .t <], (E1)
B,x(t,) =9, ; B,x(t,)=9,; B,x(t,) =09, (E2)

seklinde alalim. Burada A(f) Z(CZU- (l‘)) bir NxN boyutlu, B, bir k, xN , B, bir
k,xN ve B, bir k, xN (k, +k, + k, = N )boyutlu reel matrislerdir , ¢,,¢,, 9,
.k, k,,k; boyutlu reel sutiin sabit vektorler ve f(¢) zaman skalasinda bir N boyutlu

reel sutiin fonksiyonudur.

Burada ilk sonucumuz Teorem 4.8 de verilmistir.
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4.8. Teorem

Es. E bir v —regresif sistem olsun ve ® , (,¢,) =€, (,¢,) , Es. El in homogen temel
matrisi alalm. Ayrica W, =@, (t,,¢,) =€, (t,,t,), W, = D@, (t,,t,) =€, (t5,t,) ;- O

BO
zaman H matrisini / =| B/W, | bigciminde alalim. Eger H matrisi singiilar olmazsa,

B.,W,

o zaman Es. E problemi;

D

o, =B, [é,(t,p(0) f(D)Vz

x(t)=é,(t,t,)H™ + jéA t,p()f()Vr (4.16)

0, =B, [e,(t,p(0) f(1)V T

tek ¢cozlime sahiptir.

Simdi kolayca yukaridaki teoremi ¢ok nokta sinir deger probleme uygulanabilir.

4.2.3. (Cok nokta SDP) j:= [z, ¢, ]T cT vet, e(tyt,);; 0<k<n alalm.

Homogen olmayan zamanla degismeyen lineer sistem ayrik ¢ok nokta sinir deger

problemi
X' ()= AOx()+ f(1) .t € j, (F1)
Bx(t)=¢, ;0<i<n;Vt, €t,.t,] it <t (F2)

seklinde alalim. Burada A(f) = (al-j (f)) bir NxN boyutlu, B, ler k, xN boyutlu

reel matrislerdir ve (Z =N),p,(0<i<n) ler, k, boyutlu reel sutiin sabit

_k;
0<i<n !
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vektorler ve f(#) zaman skalasinda bir N boyutlu reel sutiin fonksiyonudur.Bu

problemin ¢6ziimii Teorem 4.9 de verilmistir.

4.9. Teorem

Es. F bir v —regresif sistem olsun ve @, (¢,¢,) =e, (¢,t,) , Es. F1 in homogen temel

matrisi alalim. Ayrica W, = ® , (¢,,t,) =¢é,(t..t,) ,1 <i <n . O zaman H matrisini

BO
5w,
H =| B,W, | biciminde alalim. Eger H matrisi singiilar olmazsa, o zaman Es. F
Ban
problemi:
20
Ul
o~ B, [é,(t,p(0) f(D)V e
x(t)=¢é,(t,t,))H"| 9.~ B, I e, (t,p(D)f(T)VT |+ j é,(t,p(0) f(r)VT (4.17)
N %
0, ~B,[¢,(t.p(0)f (VT

tek ¢cozlime sahiptir.

4.2.4. (Iki nokta ayrilmamis SDP) | = [to,tl ]T c T alalim. Homogen olmayan

zamanla degismeyen lineer sistem ayrimamis iki nokta sinir deger problemi

xV(M) = AWx®)+f1) , t €, (NN 1)
Lx(t,) + Rx(t,) =a (NN 2)
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seklinde alalim. Burada A(f) = (aij (f)) bir NxN boyutlu, L ve R N xN boyutlu reel

matrislerdir , & N boyutlu reel sutiin sabit vektor ve f(¢) zaman skalasinda bir N

boyutlu reel sutiin fonksiyonudur.

4.10. Teorem

Es. NN bir v —regresif sistem olsun ve @, (¢,¢,)=¢,(t,t,) , Es. NN1 in homogen
temel matrisi alalim. Ayrica W = ® , (¢,,t,) =€, (t,.t,) . O zaman H matrisini

H= (L + RW) biciminde alalim. Eger H matrisi singiilar olmazsa, o zaman Es. NN

problemi;
x() =&, (t,t)H ™ (@ = R[&,(t, p(2) [ (2)V 7) + [ &, (t, p(0)) [ (£)V 7 (4.18)

tek ¢coziime sahiptir.

4.2.5. (Ug nokta ayrilmamis SDP) j:= [t,,, ]T c T vet, €(t,,t,),alalim. Homogen

olmayan zamanla degismeyen lineer sistem ayrilmamis ii¢ nokta sinir deger

problemi
XM =AWxW)+f1)  t €, (NE1)
B,x(t,) + B,x(t,) + B,x(t,) = a (NE2)

seklinde alalim. Burada A(f) = (ai/‘ (f)) bir NxN boyutlu, B,,B, ve B,, NxN
boyutlu reel matrislerdir , & N boyutlu reel sutiin sabit vektor ve f(#) zaman

skalasinda bir N boyutlu reel sutiin fonksiyonudur.
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4.11. Teorem

Es. NE bir v —regresif sistem olsun ve &DA (¢t,t,)=e,(t,t,), Es. NEl in homogen
temel matrisi alalim. AyricaW, = @, (,,¢,) =&, (t,,ty) ; W, =D, (t,,t,) =€ ,(t,,t,). O
zaman H matrisini H = (BO +B W, +B, Wz) bi¢ciminde alalim. Eger H matrisi

singiilar olmazsa, o zaman Es. NE problemi;

X0 =2, (1) (@~ B, [&,(t.p(e) f (D) -
7 (4.19)

B, [, NS0V D) + [&,t p(e) f(0)V e

tek ¢cozlime sahiptir.

Simdi kolayca yukaridaki teoremi ¢ok nokta sinir deger probleme uygulanabilir.

4.1.6. (Cok nokta ayrilmamis SDP) j= [to,tn ]T cT ve
t, €(ty,t,);; 0<k <malahm. Homogen olmayan zamanla degismeyen lineer

sistem ayrilmamis ¢ok nokta sinir deger problemi

XV =AOxO+f @) 5 tej (NF1)
ZOS:‘Sn Bx(t)=a Vt, e[t():tn] 1 <t (NF2)

seklinde alalim. Burada A(f) = (aij (f)) bir NxN boyutlu, B,ler NxN boyutlu reel

matrislerdir , & N boyutlu reel sutiin sabit vektor ve f(¢) zaman skalasinda bir N

boyutlu reel sutiin fonksiyonudur.
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4.12. Teorem

Es. NF bir v —regresif sistem olsun ve &)A (¢t,t,)=e,(t,t,), Es. NFI in homogen
temel matrisi alalim. Ayrica W, =@, (¢,,t,) =€, (t,,t,) ,1<i <n . O zaman H
matrisini = (B0 +BW, +B,W, + ---+B, Wn) bi¢ciminde alalim. Eger H matrisi

singiilar olmazsa, o zaman Es. NF problemi:

x(t)=¢, (t,ro)Hl[a ~ B [&,(t.p(0) (0 7 - B, [&,(t, p(e) f()V T -

ty fo

t

---—anéA(t,p(f))f(r)Vf} [e,t.pnf @V (4.20)

Iy

tek ¢cozlime sahiptir.
Teoremlerin Ispatlart
4.7. Teoremin ispati

(Varlik): Onceki béliimlerden 2.3 kisimdan Es. D nin genel ¢oziimii
X(1) = &,(1,)C + [&,(t, p(0)) [ (£)V T (4.21)

bi¢iminde yazilabilir. C, x(¢,) ve x (¢,) de belirsizdir, dolayistyla eger Es. 4.21 1 Es.

D2 denklemine uygulanirsa

Lx(t)=¢ = LéA(tO,tO)C+:réA(t,p(z'))f(r)Vr=(p = LC=9¢p (4.22)

Ty

R¥t)=y = RE@,(,,)C+ [6,(6p@) (VD) =y =

)

RE ,(11,1,)C =¥ — R[&,(t, (N f(2)V T . (4.23)

lo



67

olur.Simdi Es. 4.22 ve Es. 4.23 den

L ot o .7
RS, (1.1))  \RD ,(1,1,)) | ¥ —R[e,(t.p(0)f(0)Vr

@
v —R[é,(p(e) [0V T

Iy

C=H"

Cyi Es. 4.21 ye konulugu zaman ¢6ziimiin varliginin ispati tamamlanur.

(Teklik): x,(¢) ve x,(¢) iki farkli Es. D nin ¢6ztimii olsun, simdi z(¢) = x, (¢) — x, (¢),

alalim Es. D nin yardimiyla yazabiliriz:

2V ()= AW Z(t), t e j*
Lz(t,)=0 , Rz(t,)=0

ve Es. 4.21 den, z(¢) = 0 oldugundan, x,(¢) = x,(¢) olur buda x,(¢) ve x,(¢) farkhh

oldugundan bir ¢eliskidir.dolayisiyla ¢oziimiin tekligi elde edilir.
4.8. Teoremin ispati

(Varlik): Tekrar genel ¢oziimii Es. 4.21 den baslayalim.C, x(¢,) ,x (t,) ve x(¢,)de

belirsizdir, dolayisiyla eger Es. 4.21 1 Es. E2 denklemine uygulanirsa

Byx(t)) =¢, = Bo(éA(to’to)C+jléA(tap(T))f(T)VT):(Po = B,C=¢, (424)

Ty

Bx(t)=¢ = Bl(éA(l‘l,tO)C+Jl.éA(t,p(‘[))f(z')V‘[)=¢1 =

fy
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B, (t,1,)C = 9, — B, [&,(t, p(e) f(£)V T (4.25)

fy

Bx(t,)=¢, = Bz(éA(tZJto)C+TéA(t:p(7))f(T)VT):(02 =

fy

BLé (12:1,)C = 9, ~ B, [ &, p(r)) [ (1)V T . (4.26)

fy

olur. Simdi Es. 4.24 , Es. 4.25 ve Es. 4.25 den

D
B, B, n
. - o —Ble,t,p(0)f (r)Vr
Bé,(t.t,) |C=|B®,@.t,) |C=|" 1,{ 4 =N
B.é, (t,,t 0 |
“alato) BRG] g e, o (Ve
?y

o =B, [é,(t,p(0) f(D)V =

0, =B, [é,(t,p() f(1)VT

C ni Es. 4.21 ye konulugu zaman ¢6ziimiin varliginin ispati tamamlanur.

(Teklik): Aynen onceki teoremin nedenile elde edilir.
4.9. Teoremin ispati

(Varlik): Tekrar genel ¢oziimii Es. 4.21 den baslayalim.C ,x (¢,) lerde belirsizdir,

dolayisiyla eger Es. 4.21 i Es. F2 denklemine uygulanirsa

Bx(t)=p, = B(,(1:t)C+[é,(p@)/(@VD) =g, =

ly

Bé,(t,t,)C =, —B, j e,(t,p(0)f()Vr . 0<i<n (4.27)

ty
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olur. Simdi Es. 4.27 den

Dy

B, B, ¢ =B, [é,(t.p()f (1)VT
B, (t,,t,) B, D, (t,,t,) sz
B, (t,,t)) |C =] B,®,(t,:t,) |C = (Pz_sz.éA(t:P(T))f(T)VT =

B,é, (1) B,®,(t,.t,)

0, B, [¢,t,p()f (VT

Do
o =B [,(t,p() f(0)Ve

C= 17| 9.~ B[ e, p(e) f )V 7

0, ~B,[ &, p(e)/(DV

C yi Es. 4.21 ye konulugu zaman ¢6zlimiin varliginin ispat1 tamamlanir.

(Teklik): Aynen 6nceki teoremin nedenile elde edilir.
4.10. Teoremin ispat1

Onceki boliimlerden 2.3 kisimdan Es. ND nin genel ¢oziimii

x(t)=6,(tt,)C + ]éA ., p(0))f 1)Vt (4.28)

fo

bi¢iminde yazilabilir. C, x(¢,) ve x (¢,) de belirsizdir, dolayisiyla eger Es. 4.28 1 Es.

ND2 denlemine uygulanirsa



Lx(t,) + Rx(t)=a =

=C :H_l[a—R}éA(t,p(f))f(r)Vr

ly
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LGt 1)C+ [ 6,1 p(eD f(DV D)+

fy

R(e,(t,t,)C + ]léA . p(0)f(DVr)=a

|

ty

C yi Es. 4.28 ye konulugu zaman ¢6ziimiin varliginin ispati tamamlanur.

Cozlimiin tekligi agiktir.

4.11. Teoremin ispat1

Benzer seklinde Es. 4.28 1, Es. NE nin genel ¢oziimii alirken dyleki C, x(z,) ,x (¢,)

ve x (¢, ) de belirsizdir, dolayisiyla eger Es. 4.28 1 Es. NE2 denklemine uygulanirsa

Byx(t))+Bx(t,)+B,x(t,)=a =

By (e, (ty,1,)C + ]OéA . p(0) f(D)V 1)+

ty

By (é,(11,4,)C + tjéA t, p(D)f(D)V 1)+

fo

BL(é,(t.1,)C+ [ 2,0, p() ()Y ) =

fy

(Bo + BléA (tpto) + BZéA (tzato))c =

@ B,[&,t p(O) (V7= B, [é,(t, p(e) f (£)V e

=C=H" [a B, [é,(t PN f(RV e - BZTéA (6, p() f (VT

lo

fy

C yi Es. 4.28 ye konulugu zaman ¢6ziimiin varliginin ispati tamamlanur.

Coziimiin tekligi aciktir.
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4.12. Teoremin ispat1

Benzer seklinde Es. 4.28 1, Es. NF nin genel ¢oziimii alirken 6yleki C,x (¢,) lerde

belirsizdir, dolayisiyla eger Es. 4.28 1 Es. NF2 denlemine uygulanirsa

ZOSiSnBix(ti) =a = ZOSiSn B, (e, (t,,1,)C + JLéA (t,p()f(r)Vr) =

fo

= (BO+ZISiSnBi(éA (t,.t,)C = a_Zm‘gnBitjéA t,p(D)f (r)Vr

to

=C=H" [a - BijéA (¢, p(D) f(T)V TJ

C yi Es. 4.28 ye konulugu zaman ¢6ziimiin varliginin ispati tamamlanir.Coziimiin

tekligi agiktir.



72

5. ZAMAN SKALASINDA LINEER KISIMLI LINEER OLMAYAN SINIR
DEGER DINAMIK SiISTEMLERIN COZUMUN VARLIGI

Bu boliimde, zaman skalasinda lineer olmayan

Y O)=A@)y O)+F @,y (), t eltyt]; .1

My (to)+Ny(t1):a (5.2)
sisteminin ¢0zlimiiniin varlig1 incelenecektir. Bu sonuglar delta tiirev ve
v (@)=A@)y )+F .,y (p(t))) (5.3)

problemleri i¢in ayni sartlar altinda uygulanabilir. Burada 4 :[to,t1 ]—)B (R") sagdan
siirekli, regresifdir. M ve N, n inci mertebeden kare matrislerdir. Onceki béliimde
Es.5.2 smir sarti altinda y"(t)=A4(t)y (¢)+f (t) denklemin ¢dziimiiniin varhgi,

gerekli ve yeterli sartlar altinda incelendi. Bu taktirde
D=M ® (t,,t,)+N ©,(t,t,) (54)

singiilar degilse ¢6ziim

x()=o, (t’tO)D_l(a_qu)A @, p(0)f (T)VT)+]®A @, p(0))f (t)Vz

) )

seklinde elde edilir. Yukaridaki sonu¢ Lery-Schauder sabit nokta teoreminin
yardimiyla Es.5.1 ve Es.5.2 den lineer olmayan sistemlerin ¢dziimiiniin varligi
incelenecektir. Bu yilizden bu boliimde [10] da kullanilacak sabit nokta teoremi

asagida verilmistir.
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5.1. Teorem

C, E Banach uzayinin bir konveks alt kiimesi olsun. U , 0 €U olmak tizere C nin bir

alt kiimesi alahm. Bu taktirde herhangi bir kompakt, siirekli bir T':U —C

fonksiyonu asagidaki iki 6zelliklerden en az birine sahiptir:

(i) T', U da bir sabit noktas1 vardir.

(i1) x =AT(x ) esitligini saglayan ie(O,l) olmak iizere birx € U vardir.

Simdi
yO=AQ)y O)+u FE,y @), tltyt,) (5.5)
My (t))+Ny (t)=«a (5.6)

siir deger problemini goz Oniine alalim. Burada >0 sabit bir katsayidir.
5.2. Teorem

A:ty,t,]>B(R") ld-siirekli, regresif ve f :[f,,7,]xR" —R" fonksiyonu siirekli

olsun. sup ||®A(t,t0)||<oo ve D=M ® (¢,t,)+N D (t.t,) singiler olmayan

teltyt]

matris olsun.

(i) Bir siirekli, azalmayan l//:[O,oo) —>[O,oo) fonksiyonu herhangi bir x €B [to,tl]
ves €B [to,tl] igin, ”f (s,x (S))” < r(s) l//(”x (s)||)+q(s) ,7(s)>0,9(s)=0

esitsizligi vardir.

(i) sup [ @, p()|r(s)Vs=W <oo.

teftoi] 4,

(i) sup [[@, (¢, p(s))] g(s) Vs= P <co.

Leltoh] ¢,
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X
(iv) g, =20 , sup [ J>1
‘ ’xe(O,oo) Eopyw(x)+E u+E,

Burada E, =W + WQHD‘IH v . E, =P+PQ“D_1“ V] . £, :QHD_] H o

ve Q :||®A || :ts[ltllt)]”CDA (t)|| dir.

Bu taktirde 0< x <y, ise, Es.5.5 ve Es.5.6 den lineer olmayan denklem sistemin

(herhangi bir o eR" igin) B [lo,tl] da ¢6ziimii vardir.

fspat

0< u < y, sabit olsun. M ;>0 i¢in,

M,
E ujy (M) +E u, +E,

>1 esitsizligi saglasin. (5.7)

T:D [to,tl] —->D [to,tl] operatérii 7 (x)(t)=y(¢) seklinde tanimlansin (burada

x €D [to,tl]). Herhangi bir? e[lo,tl] icin,

y(@)=®,(t,t)D " a+[®,(t, p(s)uf (5,5 (5))Vs

Lo

D, (1) N | [®,(t, p()af (5,5()Vs
yazilabilir. Bu sonuca teorem 5.1. uygulayacagiz. Ilk énce T :D [to,tl] —>D[t0,t1]
nin siirekli oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in x,x, €D [to,tl] alalm. y =T (x)(?)

ve y, =1 (x,)(t) olsun. O zaman



75

Ir )-T (x,

Dtt:| t,t |
o] o

<ﬂsg)Jn® (. pEV|If TGN (.5, ()| Vs

t€| to,tl to

+ﬂQW)MNprIH®(¢p@MWsz@»ﬁfGX(UWVS

0 1 t,

olur. Ayrica kolaylikla,

o, ]—)0 ve n — o oldugunda

—ﬁmIWD@MWWﬁx@WfQXGW%O

sefton] o,

elde edilir. Bu sonug

I )-T (x,

plros] SHP sup. I |®, @, p(s))|Vs

Leltoti] ¢,

+ﬂQW>HMWPSﬁ)IM®(fp@»WS

to 1 t

esitligi ile birlikte, 7 :D [t,,¢,] — D [t,.t,] nin siirekli oldugunu garanti eder. Simdi T

nin tamamen siirekli oldugunu gosterecegiz. Q, sonlu bir D[to,tl] kiimesinin

X <r, olur.
’ Dlto] o Olu

x €Q i¢in y (t)=T (x)(t) olsun.. O zaman

I o)

<0 HD H||a||+,u sup _[”<D (t, p(s))”uf (s,x(s)) ||VS

0 I 2

Dlty4] :||)7|D[10,z1]: ”)7”

+uQ DIV ] sup @, po) I .60 [vs

0 1 t,

<07 e+ ¥ w(r)+Pl+uQ |D7|IN |7 w(r)+P]
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olur. z,,z, €[t,,t,] igin

”T (X)(z)-T (f)(zz)” S”.)7(21)_)7(22)”:”y (z)-y (Zz)”

SH[(DA (21)_(1)/1 (Zz)]D_l Q’H

t qu)A (z1, p(s)) puf (S,x_(S))VS—TCDA (2, p(s)) pf (5,X(s))Vs

+([@,(z)-D,(z,)]D'N {]CDA(LP(S))ﬂf(S,X_(S))VS}

to

<[, )-0,¢,)]p " d

@, (20, p() =D, (2. p V| 2[r () (1) +q ()] Vs

to

@, Gl a[r©)wr) +4()]Vs

Z

+|| ®,(z)-0, (Zz)” HD_IH ”N” x

sup ([, (0 p(s | u[r(s)w () +q(s)]Vs

te|ty to

elde edilir. [4] de Arzela-Ascoli teoremi yardimiyla 7 :D [to,ll]—>D[t0,tl]

operatdriin tamamen siirekli oldugunu garanti eder. Simdi
X(@)=AT (X)) (5.8)

denklemin D[to,tl] da bir 0<A<I1 igin bir ¢oziimii oldugunu kabul edelim.

Dolayisiyla

¥l Iels Qb0 el sup. [l oo .76 vs

o] ¢y
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+uQ[D7| V] sup. 10,6 If .56 Vs

01tU

<0 o™ [lal [ wilely ]

cu0|p | IN] [ v,

)+PJ

Dlro]

=E,+E, u+E, uy(|<|

Dltet,]” 2

elde edilir. Buradan

||x_|D[t0»t1]
E,+E, u+E, /UW(”x_”D[tU,ll]) i

bulunur. Bu sonug ve Es.5.7 birlikte Es.5.8 de herhangi bir ¥ €D [1,,t,] ¢oziimii igin

<1,

M, (5.9)

[t0:1]

esitsizligi saglanir. Teorem 5.1 de

U ={7eD [t ]:[F ]y, <Mo] » C=E =D [ty.1)]

D(ty.41]

kullandiginda, Es.5.9 dan dolay: (ii) sart1 saglanamaz. Bu nedenle 7 nin bir x sabit

noktast olacaktir. Yani ¥ () =T (¥)(t) ve | ||D[t <Mt elty.t,] i¢in

FO) =0, (01D @+ [®, (0, p(s)) 1 f (5,5 )Vs

to

@, (1,t)D N | [, (t,p(s)) 1] (s,%(s))Vs

%o
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yazabiliriz. Bu sekilde istedigimiz sonug elde edilir.

Eger (1) de ,iy en fazla lineer artan ise ve Gronwall esitsizligi kullanlirsa, o zaman

teorem 5.2. ye benzer bir bagka sonug elde edilebilir.

5.3. Teorem

A:ty,t,]>B(R") ld-siirekli, regresif ve f :[f,.7,]xR" —R" fonksiyonu siirekli

olsun. sup ||®,(t.t)|<e ve D=M ®,(t,t)+N ®@,(t,t,) singiler olmayan

telt ]

matris olsun.

(1) Bir siirekli, azalmayan l//:[O,oo) —>[O,oo) fonksiyonu herhangi bir x €B [to,tl]

ves €Bto,t,]  igin, [ (s,x ()| < r(s) w(x )) +qs) L r(s)=0,g(s)=0
esitsizligi vardir.

(i) 3b:[¢t,,t,1—>[0,0) ve K >0 herhangi birs €[t,,t,] icin,
11
|@ , (2, p(s))| < Kb(s) herhangi birt e[ty,t,] igin

(ii1) tjlb(s)r(s)VS =W, <.

)

(1v) ljb(s)q(s)Vs =P, <o

to

(%) ,uE3[1+/¢K sup ]lb(s)r(s)éc(t,p(s))VS]< 1, ©>0

tefto ]y,

Burada C = Kb (s)r(s) ve E,=Q[G ||V KW, du.
Boylece Es.5.5 ve Es.5.6 den herhangi o €eR " igin B [to,tl] da bir ¢6ziimii vardir.

fspat
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T:D [to,tl] —D [lo,ll] operatorii teorem 5.2. deki operator olsun. Aslinda teorem 5.2. deki
benzer sonuglar 7" :D [to,tl] —-D [to,tl] fonksiyonun siirekliligini ve tamamen stirekli
oldugunu garanti eder. Simdi x(¢) = AT (¥)(¢) denkleminin ¢oziimii A €(0,1) i¢in

D|t,,t,] daolsun. O zaman ¢ €[t,,t,] igin

e @< D]+ ek [ [r(s)|x ()] +4(s)] Vs

e[ V[l + 2]

ve dolayisiyla

e )|<[ 0| lal+ & P, + wE el -0 D" |IN | ]

+,uthb(s)r(s)||x (S)” Vs .

to
Gronwal esitsizliginden,

e @) < (E,+pE+E, ||x—||D[InJl]) (1+ 1K [b(s)r(s)ec(t,p(s))Vs)

elde edilir. Burada £,=0 HD ’IHHa” ve E,=K P,+Q HD ’IHHN ||K P, . Sonug olarak

||x_||D[[OJI]{1— WE (141K sup [b(s)r(s)ec(t, p(S))VS)}

tefton] o,

S(E4+ﬂE5){(1+ﬂK sup Tb(s)r(s)eca,p(s))w)}

tefton] 4,

olur. Dolayistyla
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(E,+HE)(1+ 4K sup [b(s)r(s)ec (6, p(s))Vs)
||x_||D[to,tl] < te{to,tl;]l .
{l—ﬂE3(l+ﬂK sup jb<s>r<s>ec<t,p(s>)w>}

tefron] 4,

=M .
yazilir. Eger M ;=M +1 ve Teorem 5.1 de
U ={ TeD [ty 15y <M0} , C=E=D[ty.t,]

alinirsa, Es.5.9 dan dolayi (i1) sart1 saglanamaz. Bu nedenle 7 nin bir x sabit noktasi

olacaktir. Yani ||x_ ||D[t Al <M , olmak iizere x (¢)=T (x_ ) (#) dir. Teoremin kalan ispati

Teorem 5.2 deki gibi kullanilarak ispat tamamlanir.
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6. ZAMAN SKALASINDA LiNEER KISIMLI ZAMANLA DEGIiSEN
DINAMIK SISTEMLERIN DUZGUN VE ASIMTOTIiK KARARLILIGI

6.1. Kararhhk Perturbe Durumu
Genelde diizgiin kararli olan bir lineer durum denklemin bagka bir durum denklemine
¢ok yakin oldugu zaman incelenmesinde fayda vardir. [16] dan eger 2.8 kisminda Es.

2.28 homogen denklem sisteminin kararliligt uygun Lyapunov fonksiyonun

yardimiyla belirlenebilirse, o zaman F(t) perturbe matrisi belli kosullar altinda

perturbe lineer sistemdin kararlili§1 garanti eder.
28O =[AWO)+F )] z(t) ,z(@t,) =z, 2t,. (6.1)

6.1. Teorem

Es. 2.4.1 lineer durum denklemin diizgiin kararli olsun. Eger bir f>0 ve her 7 i¢in
[lFe)as|<p. (6.2)

sart1 saglantyorsa, o zaman Es. 6.1 de perturbe lineer dinamik denklemi diizgiin

kararlidir.
fspat

Teorem 1.6 dan Es. 6.1 in ¢dzlimii her hangi bir ¢, ve z(¢,)=z (¢,) i¢in,

z(t)=Dd, (t,to)zo+j.CDA (t,0(0)F(7r)z (r)AT (6.3)

)
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bigimindedir. Burada @, (¢,¢,) Es. 2.4.1 sistemin temel (ge¢is) matrisidir. Es. 2.4.1
nin diizgiin kararli oldugundan, sabit bir >0 katsayisi, herhangi bir ¢,7 €T ve

t > 7 icin ||CD ) (t,to)” <y yazilabilir. Es. 6.3 den her iki tarafindan normu alinirsa

EOl=rl ¢ [ IF @l ae. £ 21,

)

elde edilir. [1] de Gronwall esitsizliginden, [3] un bir sonucundan ve Es. 6.2 nin

esitsizliginden

=@ < 7l lle ey @5t0)

tLog(l F
e e GO

As)

_— i
7z exp([ 22 +Z((i))y” Q)

IA

As)

IN

7z exp([ 7 |F ()] As)

fy

IN

}/”20”6 ht >t,

elde edilir. y, herhangi bir ¢, ve z(¢,) icin kullandigindan, Es. 6.3 nin durum

denklemi diizgilin kararlidir.
6.2. Lineer Olmayan Durumunda Kararhhk
Lineer olmayan sistemlerin davranislar1 lineer benzer (psedulinearwise) sistemlere

kisitlama yapilabilir. Ayrica uygun durumlarda yerel davraniglar i¢in de kullanilir.

Bu durumlarda,

XAO=AC)x O+FE,x @) ,x () =x, .t>t, (6.4)



83

sistemleri goze alabiliriz.

Herhangi bir ¢, ve x (¢,) =x, i¢in, Teorem1.6. dan Es. 6.3 {in ¢oziimii

x(t)=0, (t,to)xo—i-]d)A (t,o(s))F(s,x(s))As t >t (6.5)

%o
olur.
6.2. Teorem

A:t,,©), >B(R"") zamanla degisen matrisi sinirli, sagdan siirekli, regresif ve
¥2(0) =AOx (1), x(,) =x,, t,€T (6.6)
lineer denklemi diizgiin kararli olsun. Bu taktirde

(i) [F(tx()]| < r(t) |x(t)| bir pozitif fonksiyon 7:T —R igin ve her hangi bir

t €[t,,©), saglar

(11) Tr(s)As =W,<ow

fo
sartlar1 saglanirsa, Es. 6.4 sistemi diizgilin kararhidir.
jspat

Teorem 1.7 den Es. 6.4 lin ¢ozlimii herhangi bir ¢, ve z(¢,)=z(t,) i¢in Es. 6.5

bi¢iminde yazilabilir. Burada @, (¢,¢,), Es. 6.6 sistemin temel (ge¢is) matrisidir. Es.
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6.6 in diizgiin kararliligindan, bir sabit katsay1y, >0, herhangi bir ¢#,7 €T ve t >7

igin. ||CD 4 (t,r)”S]/1 dir. Es. 6.5 in her iki tarafindan norm alinirsa

||x (t)|| <7 ||xo||+_[j/1 ||F(s,x (s))”As 2t

ty

<7 ||x0||+_[71r(s)||x (s )||As (6.7)

ty

elde edilir. [1] de Gronwall esitsizliginden, [3] un bir sonucundan ve Es. 6.7

esitsizliginden

< ||xo|| €y (tt0)

Log (1+ u(s)y, r(s)) As)

=yl||x0||exp(.[ 11(s)

to

< o exp ([ 7ir(s) As)

)

< niloe™

bulunur. Eger y = y,e’™° alinirsa ve y herhangi bir ¢, ve x (¢,) kullanilirsa, Es. 6.4

denklemi diizgiin kararhdir.

6.3. Teorem

A:[t,,0), >B(R"") zamanla degisen matrisi sinirli, sagdan siirekli, regresif ve Es.

6.6 den lineer denklemi asimptotik kararli,

x (¢ )|| — 0 diizgiin sifir oldugu zaman

||F (t,x(t ))”:0 (||x (t)”) olsun. O zaman Es. 6.4 den asimtotik kararlidir.



85
fspat

Es. 4.1 de x(¢) ¢oziimii ||x (to)” yeteri kadar kiiclik kaliyorsa, o zaman ¢

arttirlldiginda ||x (¢ )|| yeteri kadar kiicilik kalsin. Es. 6.5 in her iki tarafindan norm

alinirsa
e @<l @t ol + [lle. @ ot DI F sx ()] As (6.8)

elde edilir. Es. P.5 ikinci boliimden asimptotik kararlidir. O zaman bir 4,y >0 ve

-4 eR" olmak tizere,
[, .10 =e, @.t)|<7e_,.10) (6.9)

olur. Es. 6.7 ve Es. 6.8 leri kullanildiginda

e @)[<r|xofe_,@.t)+r j e_,(t,0(s))|F(s,x (s))] As (6.10)

fo

elde edilir. Boylece verilmis € >0 igin & na baglh bir ¢ sayis1 vardir ||x (¢ )||< o olur.

Béylece”F (s,x (s ))||S<9M yazilabilir. Dolays1yla||x (t)||< 0 oldugundan, Es.

/4

6.10den e, (t,t,)[x O]<r [ @)+ [e,(5.t,)[x ()] As

ty

elde edilir. Gronwall esitsizliginden

e/l(t,to)”x (t)”S?/”x (to)lle.(,t,)

veya
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e @) <7 |x @ole_ s @ ot0) .t 214 (6.11)

yazilir. Eger ¢ < A segilirse, hem ||X(t)|| <9 ve hem ||x (t)” < o durumlarinda Es.
e

6.11 den ||X(t)|| < 7/||X(t0)|| bulunur. Dolaystyla Es. 6.11 herhangi bir ¢ > ¢, i¢in

gecerlidir.
6.1. Not

Yukarida bahsedilen konular Nabla bi¢iminde verilen sistemlere de benzer sekilde

uygulanabilir.
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7. SONUC

Zaman skalasinda, dinamik sistemlerin ¢6ziimii ¢ok noktali sinir deger problem ig¢in
Green fonksiyon metodu bir formal ¢oziimdiir, halbuki direkt metot bir algoritmik

yontemdir ve pratikte hesaplamalar daha kolay olur.

Zaman skalasinda, lineer olmayan

y'O=A0YO+FEyt) teltytk (7.1)

My (t,)+Ny (t,)=a smur sart i¢in F fonksiyonun ve sistemin homogen kismin temel

matrisi (transition matrix) verilmis uygun sartlar altinda ¢6ziimiin varlig1 garanti olur.
Lineer olmayan sistemlerin davraniglar lineer benzer (pseduelinearwise) sistemlere
kisitlama yapilabilir ve uygun durumlarda yerel davranislar i¢in kullanir. Bu taktirde
Teorem 6.2 ve Teorem 6.3 sartlar altinda Es.7.1 sistemi sirayla diizgiin kararlilik ve
asimptotik kararlilik oldugu elde edilir. Bu ozellikler nabla bigiminde verilen

sistemlere de benzer sekilde uygulanabilir.
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