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ZAMAN SKALASINDA KUAZILINEERIZASYON METODU VE
MONOTON IiTERATIF TEKNiK

OZET

Anahtar Kelimeler: Zaman skalasi, Dinamik denklemler, Kuasilineerizasyon metodu,
Monoton iteratif teknik, Karsilastirma teoremleri, Ust ve alt ¢6ziim giftleri, Ekstremal
¢Ozlimler.

Bu tez bes boliimden olusmustur. Tezin birinci béliimiinde, zaman skalasinin 6nem ve
tarihinden ve bu konudaki gilinlimiize kadar yapilmis olan c¢alismalarin tarihi
gelisiminden bahsedilmistir.

Ikinci béliimde, zaman skalasi analizi tanitilmis Ve zaman skalasinda temel kavramlar
verilerek zaman skalasinda tiirev ve integralin temel teorem ve ispatlari incelenmistir.

Ucgiincii béliimde, varlik ve teklik teoremi, dinamik esitsizlikler, Lipschitz kosulu,
ekstremal ¢oziimlerin varligi, alt ve st ¢6ziim giftlerinin tanimi, ispatlarda sikg¢a
kullanilan karsilastirma teoremleri ve Arzela-Ascoli teoremi verilmistir.

Calismanin dordiincii boliimde,
u? = f(t,u) + g(t,u) — h(t,u),u(0) = u,

baslangi¢ deger problemi ele alindi. Burada

Ny ={(t,uw) : ay(t)<u<pBy(t) teT}

olmak tizere, ay(t), Bo(t) € CrqlT, Rlve ay(t) < Bo(t) ve f(t,u),g(t,u),h(t,u) €
C[Qo,R] dir.
Zaman skalasinda monoton iteratif teknigiyle alt ve iist ¢6ziim ciftleri kullanilarak

¢oziimlere monoton iterasyonlar yapilip ele alinan problemin ekstremal ¢oziimlerine
diizgiin ve monoton yakinsayan diziler elde edildi.

Besinci boliimde
u? = f(t,u) + g(t,w) + h(t,u),u0) = u,

baslangi¢ deger problemini ele alindi. Burada
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Do ={(t,w) : ayt)Su<pBy(t) teT}

ve a,(t), Bo(t) € CrqlT, R] olmak tizere ay(t) < Bo(t) ve f(t,u), g(t,u), h(t,u) €
C[02y,R] dir.

Zaman skalasinda dinamik denklemin lineer olmayan baslangi¢c degeri problemi i¢in
bazi uygun kosullar altinda genellestirilmis kuasilineerizasyon metodu arastirildi ve
karsilastirma teoremi kullanilarak monoton diziler olusturuldu. Elde edilen dizilerin
ele aliman bu problemin tek ¢oziimiine diizgiin ve monoton olarak yakinsadiklar
gosterildi. Fonksiyonlarin sartlar1 degistirildiginde bu yakinsama hizinin da degistigi
gozlemlenmistir. Once alt-list ¢oziim ciftleri dogal tipten alimp problemdeki
fonksiyonlara farkli sartlar atayarak yakinsamanin kuadratik,yar1 kuadratik veya zayif
kuadratik oldugu durumlar elde edildi. Daha sonra VII. tipten alt-iist ¢oziim ¢iftleri

kullanilarak yakinsama hiz1 tespit edildi.
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QUASILINEARIZATION METHOD AND MONOTONE ITERATIVE
TECHNIQUE ON TIME SCALE

SUMMARY

Keywords: Time scale, Dynamic equations, Quasilinearization method, Monotone
iterative technique, Comparison theorems, Coupled upper and lower solutions,
Extremal solutions.

This thesis consists of five chapters. In the first chapter of the thesis, the importance
and history of time scale and the historical developments of the studies on this subject
until today are mentioned.

In the second chapter, time scale analysis is introduced and fundamental definitions
and theorems and proofs of derivative and integral on time scale are examined by
giving the basic concepts on time scale.

In the third chapter, the existence and uniqueness theorems, dynamic inequalities, the
Lipschitz condition, the existence of extremal solutions, and definitions of coupled
lower and upper solutions, comparison theorems frequently used in proofs and Arzela-
Ascoli theorem are given.

In fourth chapter of the study, we consider the following non-linear initial value
problem

ud = f(t,u) + g(t,u) — h(t,u),u(0) = u,
where
Ny ={(t,uw) : ayt)<u<pBy(t) teT}

and ao(¢), Bo (t) € CralT, R], ao(t) < Bo(t) and £ (¢, u), g(t,w), h(t,u) € C[£, R].

Monotone iterations have been applied to the solutions using coupled lower and upper
solutions on time scale and it has been observed that the sequences converged
uniformly and monotonically to the extremal solutions of initial value problem. Lower
and upper solution of type 111 of given above problem was discussed in the proof as
follow, respectively:

ag < f(t,ap) + g(t, ag) — h(t, Bo),

By = f(t, o) + g(t, Bo) — h(t, o).

Furthermore, coupled solution of type Il is as follows:

vA(t) = f(t,v(®) + g(t,v(t) — h(t, w(®)),v(0) = v,,
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wh(t) = f&,w®) + g(t,w®)) — h(t, v(®)), w(0) = wy.

The sequences {a,,, (t)} and {B,,(t)} converge to p and r respectively, where p,r are
the coupled of minimal and maximal solutions type 111 of the problem and satisfied the
following system:

p? = f(t,p) + g(t,p) — h(t,r),p(0) = u,,

rd = f(t,r) + g(t,v) — h(t, p),r(0) = u,.

In this chapter, we gave a numerical example that satisfies the conditions of the
theorem.

In the fifth chapter, starting from the question of whether it is possible to improve
monotone sequences that converge to a solution of the original problem, we extended
to a large class by generalized quasilinearization. We consider given below non-linear
initial value problem

u? = f(t,u) + g(t,u) + h(t,u),u(0) = u,.
where
Do ={t,w) : ay(t) <u<pB,(t) teT}

ao(t), Bo(t) € CrqlT,R], ap(t) < Bo(t) and f(¢t,u), g(t,u), h(t,u) € C[Qy,R].

We have investigated the generalized quasilinearization method under some
convenient conditions for nonlinear initial value problem of dynamic equation on time
scale and constructed by monotone sequences of function by using comparison
theorem. The elements of the sequences are the solutions of the following linear
system:

arlll+1 = w(t, A, Prs an+1): an+1(0) = Uy,

.3741‘+1 = W (t, ay, Bn; Pn+1), Bn+1(0) = uy.

Using coupled lower and upper solutions, it has been shown that the obtained
sequences converge uniformly and monotonically to the unique solution of the
problem. Also it has been observed that the convergence rate also changes when the
conditions of the functions are changed. Firstly, by taking the natural type coupled
lower-upper solution and assigning different conditions to the functions in the
problem, cases where the convergence is quadratic, semi-quadratic or weakly
quadratic were obtained. The natural lower and upper solution of given problem was
discussed in the proof as follow:

ag = f(t' aO) + g(t; ao) + h(t, ao),

Bo = f(t,Bo) + g (&, Bo) + h(t, Bo).

Then, in another theorem, using lower-upper solution of type VII given below:
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ag < f(t Bo) + g(t, Bo) + h(t, Bo),

Bé = f(t,a0) + g(t, ap) + h(t, ap)
and considering the following inequalities

few < ftv) + fu(tw(u —v),

g(t,uw) < g(t,v) + [gu (6, W) + ¢, (8, W] (u — v)
—lo(tw) — (¢, v)],

h(t,u) < h(t,v) + h,(t,v)(u —v)
it was observed that the monotone sequences converge to the unique solution of the
original problem uniformly and monotonically. Furthermore, we observed that this
convergence is quadratic. We also observed that similar results were obtained in

parallel with the results given by the classical derivative. The novelty of the applied
quasilinearization method is the change in the convergence speed under different

conditions.
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1. GIRIS
1.1. Tezin Amaci ve Literatiir Taramasi

Bu tezin amaci, besinci boliimde ele alinan lineer olmayan

u? = f(t,u) + g(t,u) + h(t,u),u(0) = u,. (1.1)

baslangi¢c deger probleminin tek ¢oziimiine zaman skalasinda diizgiin ve monoton
yakinsayan, alt ve lst ¢Oziimler yontemi yardimiyla Kuasilineerizasyon teknigi
uygulanarak monoton diziler elde etmektir. Buna ek olarak problemi olusturan
fonksiyonlara yeni ve uygun sartlar atayarak bu yakinsamanin hizi incelenmistir.
Yakinsama hizinin bazi durumlarda kuadratik, bazi durumlarda yar1 kuadratik, bazi
durumlarda ise zayif kuadratik oldugu gézlemlenmistir. Dérdiincii boliimde ise lineer

olmayan

u? = f(t,u) + g(t,u) — h(t,u),u(0) = uq (1.2)

baslangi¢ deger problemi i¢in monoton iteratif teknik yardimiyla ¢oziimler i¢in varlik
sonuglar1 incelendi. Alt ve iist ¢oziimler yardimiyla zaman skalasinda baslangi¢ deger
problemiyle dinamik sistemlerin ¢0zlimlerine monoton iterasyonlar yapilarak
monoton diziler elde edildi ve bu dizilerin zaman skalasinda ele alinan problemin

ekstremal ¢oziim ¢iftlerine diizgiin ve monoton olarak yakinsadiklar1 gosterildi.

Zaman skalasi teorisi, ilk olarak ayrik ve siirekli analizi birbirine baglamak i¢in 1990
yilinda Stefan Hilger tarafindan ortaya atilmistir. Zaman skalasi, tam sayilar kiimesi
olarak secildiginde dinamik denklem, fark denklemi gérevi goriir. Fakat gergek sayilar
olarak secildiginde ise dinamik denklem, diferansiyel denklem islevi sunar. Ana
diigiince, bilinmeyen fonksiyonun tanim kiimesi zaman skalasi olarak bilinen reel
sayilarin herhangi bos olmayan kapali bir alt kiimesi olarak alindiginda dinamik
denklem i¢in bir sonu¢ gostermektir. Zaman skalasinda dinamik denklemler
caligmalar1 birgok arastirmacinin ilgi alanina girdigi ¢ok ilging bir arastirma alanidir.

Son yillarda bir¢ok ¢aligsma, kitap ve makaleler tartisildi ve ilging sonuglar ortaya ¢ikti.



Monoton iteratif teknik olarak bilinen metot, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
varlik sonuglarint kanitlamak igin etkili ve esnek bir yontemdir. Bu metot, Bhaskar
(2002) ve West (2004) tarafindan gelistirildi. Ramirez ve Vatsala (2012) bu ¢alismay1
Caputo kesirli diferansiyel denklemlere genisletti. Kaymakgalan ve Lawrence, bir
baslangi¢ deger problemi i¢in klasik metotla monoton iteratif teknigini kullandilar
(Kaymakgalan ve Lawrence, 2003). Denton ve Vatsala (2011) lineer olmayan

Riemann-Liouville kesirli diferansiyel denklemin karsilastirma sonuglarini sundu.

Kuasilineerizasyon metodunun amaci, yardimci lineer diferansiyel denklemler
olusturarak lineer olmayan bir problemin tek ¢Ozlimiine diizgiin ve monoton
yakinsayan monoton diziler elde etmektir. Elde edilecek monoton dizilerin
elemanlarindan her biri olusturulan bu lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimleridir.
Bu konu ile ilgili yapilmis olan ¢alismalar incelenirse, ilk olarak Bellman ve Kalaba
(1965) nin calismalar1 karsimiza ¢ikar. Yazarlar, kuazilineerizasyon metodu ile simir
deger problemleriyle alakali ¢alismalar yapti. Lakshmikantham, Leela, Vatsala gibi

bir¢ok yazar bu metodu yaygin olarak gelistirdi.



2. ZAMAN SKALASI

2.1. Temel Tanimlar

Tamm 2.1.1. Reel sayilarin bos olmayan keyfi kapal1 bir alt kiimesine zaman skalasi
ad1 verilir. Ornegin; R, Z, N, N, = N U {0} kiimeleri sirastyla reel sayilar, tamsayilar,
dogal sayilar ve negatif olmayan tamsayilar zaman skalasina birer 6rnektir. Buna ek
olarak [1,2] U [3,4] kiimesi zaman skalas1 iken (2,3),[1,3), (—1,0] kiimeleri ve Q, C
zaman skalas1 degildir. Zaman skalasi i¢in en yaygin kullanilan gosterim T

sembolidiir.

Tamm 2.1.2. T bir zaman skalas1 olmak tizere t € T igin ileri sigrama operatorii
0:T - T,o(t) =inf{s € T,s >t} (2.1)
ve geri sigrama operatorii
p:T - T,p(t) =sup{s € T,s < t} (2.2)

ile tanimlanir. y, Graininess (tanecikli) fonksiyon olmak tizere

wT - [0,00) =a(t) — ¢ (2.3)
ile tamimlanir. Ayrica
T* — {’]I‘ — {m}, T sol sagcilmis bir maksimum m noktasina sahipse (2.4)
T, diger durumlarda

kiimesi T de tiirevlenebilme bolgesi olarak adlandirilir. Son olarak f: T — R bir

fonksiyon olmak tizere her t € T igin, f°: T — R fonksiyonu f(t) = f(O'(t)) dir.

Tamm 2.1.3. T bir zaman skalasi ve o, p sirasiyla ileri sigrama ve geri sigrama

operatorleri olmak iizere asagidaki noktalar1 siniflayalim.

t € T olmak tizere;



e o(t) > tiset, sag sacilmis nokta,

e o(t) =t iset, sag yogun nokta,

e p(t) < tiset, sol sagilmis nokta,

e p(t) =tiset, sol yogun nokta,

e p(t) <t<aiset,izole nokta,

e p(t)=t=o0(t) ise t, noktasi yogun nokta admi alir (Bohner ve
Peterson,2003).

Ornek 2.1.4. T = [1,2] U [3,4] zaman skalasini goz niine alalim:
t; = 1igin 0(1) = 1 oldugundan t; = 1 sag yogun nokta,

t, = 2 i¢in p(2) = 2 oldugundan t, = 2 sol yogun nokta,

0(2) = 3 oldugundan t, = 2 sag sa¢ilmis nokta,

t; = 3 i¢in 0(3) = 3 oldugundan t; = 3 sag yogun nokta,

p(3) = 2 oldugundan t; = 3 sol sagilmis nokta,

t, =4 icin 0(4) =4 ve p(4) =4 oldugundan hem sag yogun hem sol yogun

noktadir. O halde t, = 4 noktas1 yogun nokta adin1 alir.

Ornek 2.1.5. Simdi literatiirde en cok kullanilan zaman skalasinin T =R ve T = Z
oldugu durumlarda ileri sigrama, geri sigrama ve Graininess (tanecikli) fonksiyonunu

inceleyelim.

o T = R alindiginda her t € R igin

o(t) =inf{s € R,s > t} = inf(t,0) = ¢ (2.5)
ve
p(t) = sup{s ER,s < t} =sup(—oo,t) =t (2.6)

olur. Boylece p(t) =t = o(t) oldugundan her t € R noktasi yogun noktadir ve

dolayisiyla Graininess fonksiyonu

ut)=a()—t=0 (2.7)

dir.



J T = Z alindiginda ise her t € Z igin

o(t) =infls€Zs>t}=inf{t+ 1,t +2,t+3,}=t+1 (2.8)
ve
p(t) =sup{s €Z s <t}=sup{-t—3,t—2,t—1}=t—-1 (2.9)

olur.

p(t) < t < o oldugundan her t € Z noktasi izole noktadir ve dolayisiyla Graininess
fonksiyonu

ut)=oc)—t=t+1-t=1 (2.10)

olur.

Goritldagi gibi yukarida incelenen her iki durumda da Graininess fonksiyonu sabit
fonksiyon olarak karsimiza ¢ikti. Bu fonksiyon zaman skalasi analizinde 6nemli bir

rol oynar ve pek ¢ok formiilde u(t) ¢arpanini igeren terimler vardir.

2.2. Diferansiyellenebilme

Tamm 2.2.1. f: T - R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Her £ > 0 igin t nin en az bir
U=(t—-4,t+38)NT,5 > 0 komsulugundaki her s € U igin

[f () = f()] = FAB)[o®) = s]| < ela(®) = s (2.11)

olacak sekilde f2(t) sayis1 mevcut ise bu sayiya f fonksiyonunun t noktasindaki delta
tiirevi veya Hilger tiirevi denir. Eger her t € T* icin f2(t) mevcut ise f ye Tk

kiimesinde delta tiirevlenebilirdir denir (Bohner ve Peterson,2003).

Teorem 2.2.2. f: T - R ve t € T* olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar yazilabilir:

1. Eger f fonksiyonu t noktasinda delta tiirevlenebilirse 0 zaman f, t de
stireklidir.
2. Eger f fonksiyonu t de siirekli ve t sag sagilmis bir nokta ise (a(t) >t ), 0

zaman f fonksiyonu t de delta tiirevlenebilirdir ve



fle®) - f®) _f(e(®) - f®) (2.12)

A(f) =
=" =GR
seklindedir.
3. Eger t sag yogun nokta ise (o(t) =t )o zaman f fonksiyonu t de delta
turevlenebilirdir ve
t)—f(s
A =f'(@t) = limM (2.13)
s—t t—s
dir.
4. Eger f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ise
f(e®) = £ +u®FA® (2.14)

dir (Bohner ve Peterson,2003).
Ornek 2.2.3. T = Rve T = Z olma durumlarini ele alalim:

e EgerT = R olursa,

f@O—f()
t—s

f4(@) = lim f'(®

klasik tiirev olur.

e EgerT = Z olursa,

20 :f(a(:?gt;f(t) _fe+ 1i—f(t) ) - £

= Af (1)

fark denklemi elde edilir. Asagidaki 6rneklerde bazi fonksiyonlarin delta tiirevlerini

hesaplayacagiz.
Ornek 2.2.4. Her t € T icin f fonksiyonu f: T — R olmak iizere

i.  f(t) = c seklinde tanimlansin. Bu durumda f2(t) = 0,
ii.  f(t) = t seklinde tanimlansin. Bu durumda f2(t) = 1
iii.  f(t) = t? seklinde tanimlansin. Bu durumda f2(t) = o(t) + t,

iv.  f(t) = t3 seklinde tanimlansin. Bu durumda f2(t) = o2 + ot + t2,
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oldugunu gosterelim:
Her € > 0 i¢in

i
[ (c(®) = F)] = FADOIa() - 51| < ela(e) —s|
|(c =) = FA[o(t) —s]| < €la(t) —s|

IFA®[a(t) - s]| < ela(t) — s|

tiim s€ T igin saglandigindan f2(t) = c olur.
I

I[f (a(®) = £()] = FAD[a(t) — 5| < ela(t) - s]

|(c(®) — 5) = FAO[a(®) — s]| < ela(®) —s|

1(a(®) = )I|1 = D) < €la(®) — s

tiim s€ T i¢in saglandigindan f2(t) = 1 olur.
iii.

£ (o) = £()] = FAD[a(t) — 51| < €la(t) —s]

[[02(t) — s2] = FA®[o(®) — s]| < ela(®) —s|

lo(®) —sl|a(®) + s = FA@D)| < ela(@) — sl

tiim s€ T i¢in saglandigindan f2(t) = o (t) + t olur.
iv.

I[f(e®) = F(®] — FA®[a(®) — 5| < ela®) —s|



|[03(®) = s°] = FAD)[o(t) = 5| < ela(t) —s|

lo(t) — s||02(t) + o(t)s + s? — fA(t)| < e€la(t) —s|

tiim s € T i¢in saglandigindan f2(t) = 02 + ot + t2 olur.

Ayrica bu ispatlar (2.12) ve (2.13) esitlikleri kullanilarak da gosterilebilir. (iit) yi bu
yontemle gosterelim. Bunun i¢in ¢ sag sa¢ilmis bir nokta ve sag yogun nokta olarak

ele alindiginda sirasiyla,

e Eger t sag sacilmis nokta ise,

a(p) = fle@®) =) a@®)?—t* (a(t) =t)(a(t) +¢t)
o= ct)—-t  ot)—-t ao(t)—t

—o(t)+t (2.15)

e Egert sag yogun nokta ise,

w=2t=t+t=a(t)+t (2.16)

fA@) = f'(©) = lim

Teorem 2.2.5. (Bohner ve Peterson,2003)f, g: T — R fonksiyonlar1 t € T da delta

turevlenebilir olsun. O zaman

.
(f £ 9)°@®) = f4(6) £ g*(®). (2.17)
ii. Herhangi bir € R sabiti igin
(af)2(t) = af*(0). (2.18)
i

FL®) = FADg® + f(a(®) g ()



= f(©g*©® + A g(c®). (2.19)

iv. Eger f(t)f(a(t)) # 0 ise

N A
() = BOTCON (2.20)

v. Egerg(t)g(a(t)) # 0ise

£\ oy _ PP ®9® = F©)g*®) 501
@) © = N

Simdi zaman skalasinda ortalama deger teoreminin de oldugu delta tiirevine iliskin

bazi teoremleri verecegiz.

Teorem 2.2.6. f, [a, b] nin her noktasinda delta tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun.
Eger f(a) = f(b) ise 0 zaman &;, &, € [a, b] vardir dyle ki f2(&,) < 0 < f2A(&,) dur.

Ispat. f, [a, b] nin her noktasinda delta tiirevlenebilen bir fonksiyon oldugundan f,
[a,b] de siireklidir. Bu nedenle f nin [a,b] de maksimum ve minimum degerleri
vardir. m = f(&) = minf(t), M = f(§,) =maksf(t) olsun. Bu durumda

asagidaki durumlar ortaya cikar:

e Eger &, sag sagilmis nokta ise,

are s f(0(E)) = F(&)
fr&) = o(§) —& =0

Eger &; sag yogun nokta ise,

FO-FE

>0,
t—$1

fA(’Sl) = L@Hg

Eger &, sag sagilmis nokta ise,

A _f(a(fz))—f(fz)
i) = 0($3) — ¢, =0

Eger &, sag yogun nokta ise,



roeen = tip FO= L8 <

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.2.7. (Ortalama Deger Teoremi) f, [a, b] de siirekli ve [a,b) de delta

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman &;, &, € [a,b) vardir dyle ki

fAEDWMB —a) < f(b) - f(a) < fA(E)(b —a)
Ispat.

60 = 10 - fla) - LD g

olsun. ¢(t), [a, b] de siirekli ve [a, b) de delta tiirevlenebilir oldugundan Teorem 2.2.6
dan, &, ¢, € [a, b] vardir 6yle ki

¢4(§) <0< ¢85

ve
PA(t) = FA(L) - Li(a)
olur. O zaman
5260 = e - LI ¢ o, SO =T@
= $2(&)

elde edilir ve buradan da

b) —
poien <O IO e

yazilir ki bu ise ispat1 tamamlar.
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2.3. Integrallenebilme

Tammm 2.3.1. f: T - R fonksiyonunun T nin tiim sag yogun noktalarinda sag limit

varsa ve T nin sol yogun noktalarindaki sol limit degeri varsa ve bu limit degerleri

sonlu ise f fonksiyonuna diizenli (regulated) denir (Bohner ve Peterson,2003).

Tammm 2.3.2. f: T — R fonksiyonunun T nin tiim sag yogun noktalarinda siirekli ve

T nin tim sol yogun noktalarinda limit degeri var ve bu limit degeri sonlu ise bu

fonksiyona sag yogun siirekli (rd-continuous) denir. Sag yogun fonksiyonlarin kiimesi
Crq = Crq(T) = C,4(T, R) ile gosterilir (Bohner ve Peterson,2003).

Asagidaki teorem siirekli, diizenlenmis ve rd siirekli fonksiyon arasindaki iliskiyi

VErir.

Teorem 2.3.3. f: T — R olsun. Eger

f stirekli ise f sag yogun siireklidir.

f sag yogun siirekli ise f diizenlidir (regulated).

Ileri sigrama operatdrii olan o (t) sag yogun siireklidir.

f diizenli (regulated) veya sag yogun siirekli ise £?(t) = f(a(t)) da diizenli
veya sag yogun siireklidir.

f stirekli ve g: T — R fonksiyonu diizenli veya sag yogun siirekli ise

(f o g)(t) de diizenli veya sag yogun siireklidir (Bohner ve Peterson,2003).

Tanim 2.3.4. F: T - R diizenli (regulated) fonksiyonu olsun. Eger her t € T¥ i¢in

FA(t) = f(¢) esitligi saglaniyorsa F fonksiyonuna f nin anti tiirevi denir. Bu durumda

her t € T igin f fonksiyonunun delta integrali ve belirsiz integrali sirasiyla,

b
ff(t)At =F(b)—F(a),a,b €T,

ff(t)At =F{t)+C

seklindedir. Burada C rastgele sabit bir sayidir.

Sonraki teoremde verecegimiz delta tiirevin oOzellikleri, reel sayilardaki belirli

integralin 6zellikleri ile benzerdir.

Teorem 2.3.5. f,g € C,q 0lsun. a,b,c € T ve ¢ € R olmak iizere;
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b

b b
[ r@+gwiac= [ r@ac+ [ g

b b
j (af) (DAt =« f f(t)AL),
iii.

b a
af o)At = - bf Foat,

f fOAt = f f©At + fb f(©A,

V.

b b
[ Fle)g* 0= (f)®) - )@ - [ gt
Vi,
b b
[ rgr@a = Go® - f@ - [ FAwglaw)a
Vil.
f f®At =0,

viii.

f=0isehera <t <bigin

b
ff(t)At >0,

12



[a, b) arahiginda |f(t)| < g(t) ise

b

< fg(t)At

a

b
f F(O)AL

dir (Bohner ve Peterson,2003).
Ispat.
i.
b
j [f(©) + g©]ac = (F + 6)(B) — (F + 6)(a) =F(b) — F(a)

a

a

b b
+G(b) —G(a) = j F(OAL + j g(O)At

b
| @n©at = @h®) - (@)@ = «FB) - F@)
p b
= aff(t)At
iii.

b a
[ rae=r) - F@ = ~F@ - o)) = - [ @A
a b

iv.
b
ff(t)At =F(b)—F(a) =F(c) —F(a) + F(b) — F(c)
’ c b
= ff(t)At + ff(t)At
V.
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(F9® = FADg® + f(a(®) g @®) oldugundanf®(£)g(t) +
f(a(t))g*(v) nin anti tiirevi £(t). g(t) dir. O halde

b

[ 1 @90 + Fle®)g* @10t = () B) - )@
b b
[ rle@)g*@ac+ [ rrwg@at = G ®) - ()@

b b
[ He@)gt@at = t9®) - Fo@ - [ P9t
olur.
vi.
Benzer sekilde f(t)g2(t) + f2(t)g(a(t)) nin anti tirevi f(t).g(t)

oldugundan

b

[Ir@g*@ + Pwglew)lat = Go)®) - Fo)(@
b b
f £ DA + f FA(Og(a()At = (F9)(B) - (f) (@)

ff(t)gA(t)At = (fg)(b) - (fg)(a) —ffA(t)g(a(t))At
vii.
faf(t)At =F(a)—F(a) =0
viii.

f,g € Crq oldugundan |f| € C,; ve anti tirevi vardir. Yani |f| ve g
integrallenebilirdir. O halde [a, b) araliginda |f ()| < g(t) ise
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b

f fOAL] < f g(OAt

a

yazilabilir.

ix. FA(t) = f(¢t) + C ifadesinde C keyfi sabiti sifir alinirsa, FA(t) = f(t) olur.
f =0 oldugundan F2(t) >0 ve F(t) azalmayan oldugundan a < b ise
F(a) < F(b) dir. O halde

b
[ r@ae=ro) - F@ 20

olur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Simdi, argiimanlarimizda 6nemli bir ara¢ olan timevarim ilkesinin 6nemli bir

sonucundan bahsedilecektir.

Teorem 2.3.6. (Tiimevarim llkesi) t, € T icin {B(t):t € [ty, )} ailesi asagidaki

kosullar1 saglar.

I.  B(t,) ifadesi dogrudur.
[l. t €[ty ) noktast sag sacilmis nokta ve B(t)ifadesi dogru ise
B(o(t)) ifadesi de dogrudur.

Il.  t € [ty, ) noktasi sag yogun nokta ve B(t) ifadesi dogru ise o zaman
t nin bir N komsulugu vardir 6yle ki Vs € N N (t, ) igin B(s) ifadesi
de dogrudur.

IV. t € [ty ) noktasi sol yogun nokta ve Vs € [t,, t) i¢in B(s) ifadesi
dogru ise, B(t) ifadesi de dogrudur (Bohner ve Peterson,2003).

Eger T = N alinirsa Teorem 2.3.6 matematiksel tiimevarim ilkesi olarak bilinen

teoreme indirgenir.
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3. ON BILGILER

Bu boliimde ispatlarda bize yardimer olacak olan zaman skalasinda dinamik sistemler
icin Peano ve Perron teoremlerine karsilik gelen yerel varlik ve teklik teoremleri,
dinamik esitsiziklerin temel sonuglari, ekstremal ¢éziimler ve bazi tipten alt-list ¢coziim

ciftleri ele alinacaktir.

3.1. Coziimlerin Varhk ve Tekligi

Tanmim 3.1.1. t € T* olmak iizere,

ul = f(t,w),u(ty) = u (3.1)

dinamik baslangi¢ deger problemini (BDP) diisiinelim. Burada f:T* x R® - R"
fonksiyonu T x R™ de sag siireklidir. Eger u(t), f(t, u(t)) nun bir antitiirevi ise o
zaman u: T* - R™ déniisiimii (3.1) in bir ¢dziimiidiir ve u(t,) = uy sartim saglar
(Kaymakgalan,1993).

Tanmm 3.1.2. f:[ty,t + a]px X D > R™ fonksiyonunu tanimlayalim. Burada D <
R™ ve [ty, to + a] T* da keyfi bir araliktir. Bu durumda [t,,t, + a]p araliginda
u: [tg, to + aly = R™ fonksiyonu (3.1) in bir ¢oziimiidiir ve her t € [t,, t, + a] igin
u delta tiirevlenebilir bir fonksiyon olmakla birlikte u? = f(t,u(t)),u(ty) = u,

seklinde gosterilir.

Lemma 3.1.3. f: [to, to + a]gx X D > R™ fonksiyonu sag yogun siirekli olsun. Bu

durumda [tg, to + alp araliginda u(t), (3.1) in bir ¢oziimidiir ancak ve ancak

u(t) =uy+ f f(s,u(s))As,Vt € [to, to + aly

delta integralini saglar (Alsharif,2019).

Ispat. u(t), [to, to + alr da (3.1) in bir ¢dziimii olsun. O zaman [to, to + a]x da

u(t)delta tiirevlenebilir oldugundan stireklidir. Bu aralikta (3.1) in integrali alinirsa



f ub(s)As = f f(s,u(s))As, Vt € [to, ty + alp

0 0

elde edilir ve

u(t) =uy + j f(s,u(s))As, Vt € [ty to + alp

yazilabilir. Buradan t ye gore tiirev alinirsa

u(t) = (¢t u(t)), uty) = ug

elde edilir. u(t), [to,to + alpx da siirekli ve f(¢), [to, to + a]pk X D da sag yogun
siirekli oldugundan u2(t) da aym aralikta sag yogun siireklidir. Boylece u(t), (3.1) in

bir ¢ozimii olur.

Simdi, Peano ve Perron teoremlerine karsilik gelen varlik ve teklik sonuclarini ele

alacagiz.

Teorem 3.1.4. R = [t,, ty + a] X B olmak iizere f € C,4[R° R™] fonksiyonunu ele
alalm. Burada [ty, ty + a] = [ty, to + a] N T*, B = {u € R™: |[u — uy| < b} veRda
f(t,u) < K dir. O zaman dinamik (3.1) BDP nin [t,, t, + y] araliginda en az bir u(t)

¢Oziimi vardir ve y = min (a, E) dir (Kaymakgalan,1993).
Ispat. Ispat icin (Kaymakgalan,1993) bakilabilir.
Teorem 3.1.5. Farz edelim Ki;

i. G € Cryllto to +al] x[0,2b],R*] ve herty, ty < t; <ty + a i¢in u(t) =0,
u® = g(t,u),u(t;) = 0 denkleminin [t;, t, + a] araliginda bir ¢6ziimii olsun.

ii.  f€Cq[Ry, R"] ve her t € [ty t, + a] i¢in bir U, kapali komsulugu vardir
oyle ki U, X B da

lf(t,w) —ft )| < gt lu—v)), @& w),(¢v) €U xB

ifadesi saglansin. O zaman dinamik (3.1) BDP, [t,, t, + a] araliginda tek bir u(t)

¢ozlime sahiptir.
Ispat. Ispat icin (Kaymakcalan,1993) bakilabilir.
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Eger T =R almirsa Teorem 3.1.5 klasik durumdaki varlik ve teklik teoreme

indirgenir.

3.2. Dinamik Esitsizlikler

Tamm 3.2.1. f € C[T X R",R"] olsun. Eger u < v ve baz1 1 < j < n i¢in u; = vj;

iken f;(u) < fj(v),t € T oluyorsa f ye yar1 monoton azalmayan fonksiyon denir.

Tamm 3.2.2. f [a, b] araliginda siirekli ve [a, b) de tlirevlenebilen fonksiyon olsun.

Eger her t € [a, b) igin

e f2(t) <0ve fA(t) < 0ise f fonksiyonuna sirastyla [a, b] araliginda azalan
ve artmayan fonksiyon denir.
o fA(t) >0ve f2(t) =0 ise f fonksiyonuna sirastyla [a, b] araliginda artan

ve azalmayan denir (Alsharif,2019).

Tamm 3.2.3. f: [ty, to + al% x D - R*, D c R fonksiyonu (t,u),(t,v) € [to, to +

alk x D ve her u > v icin

If(t,w) = f(t,v)| < Klu —v| 3.2)

olacak sekilde bir pozitif K sabiti varsa [to, t, + a]% x D bolgesinde f Lipschitz
sartin1 saglar. Buradaki K Lipschitz sabiti olarak adlandirilir (Kaymakgalan,1993).

Tamm 3.2.4. f: [to, to + alX X D - R*, D c R™ fonksiyonu sag siirekli olsun. (t, ),

(t,v) € [to, to + al® x D ve her u > v igin

few - ftv) <K(@u-v) (3.3)

olacak sekilde bir pozitif K sabiti varsa [t,,to + a]% x D bdlgesinde f tek yonlii
Lipschitz sartin1 saglar. (Alsharif,2019).

Simdi kat1 (strict) dinamik esitsizliklerinin sistemi ile ilgili bir sonug¢ asagida

verilecektir.

Teorem 3.2.5. T, maksimal elemani olmayan ve minimal eleman1 t, = 0 olan bir

zaman skalast olsun.

i. apB€CL 4T, R*]vef € C.4[T %xR"R"] olmak iizere
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at(t) < f(ta(®), B4 = f(t, B(t)),t ET, (3.4)

ii.  f(t,u) u ya gore yart monoton azalmayan fonksiyon ve 1 <j <n igin

fi (t, wu(t) + u; fonksiyonu u; ye gore azalmayan fonksiyon olsun.
O zaman t € T i¢in a(ty) < B(t,) oldugunda a(t) < B(t) olur.

Ispat. {B(t):a(t) < f(t),t € T}ifadesine matematiksel indiiksiyon prensibini

uygulayalim.

I.  a(ty) < B(t,) oldugundan B(t,) saglandig: asikardir.

Il.  t sag sagilmis nokta ve B(t) dogru olsun. Bu durumda B(o(t)) nin de dogru
oldugunu gostermeliyiz. f(t,u), u ya gore azalmayan fonksiyon ve a(t) <
B (t) oldugundan f(t,a(t)) < f(t, B(t)) yazilabilir. Teorem 2.2.2 (ii) goz

oniine alindiginda

a(a(t)) —a(t)

A —
ai(t)= ut)

B(a(®)) — ()
u(t)

BA(E) =
olur. Buradan

a(a(®)) —a(®) —B(ac@®)) + L)
u(t) ’

at(t) — A1) =

a(a(t)) — B((a(t)) = [a®(t) = BA®)]u () + a(t) — B(E)

elde edilir. £(t,w)p*(t) +u, u ya gore azalmayan fonksiyon ve B(t) dogru

oldugundan

a(a®) — B(a@®) < [f(t,a®) — f(t, BEN]Iu(E) + alt) — B(t)

<0

Buradan
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a(a(t)) < B((a(t))

dir. Boylece B(a(t)) dogru olur.

t sag yogun nokta ve N, t nin bir komsulugu olsun. B(t) nin dogru oldugunu
kabul ederek s >t,s € N i¢in B(s) nin de dogru oldugunu gostermek
istiyoruz. Celiski yontemi ile kabul edelim ki dogru olmasin. Bu durumda s, €

N, s¢g > t vardir dyle ki

a(sy) < B(so), aA(So) 2 ,BA(SO)

olur. f(t,u) u ya gore azalmayan oldugundan

f(50: 0—’(50)) < f(Sol,B(So))

elde edilir. Boylece

al(so) — f (s, a(se)) = B2(s) — f (50, B(s0))

olur ki bu ise (3.2) ile ¢elisir.
t sol yogun nokta ve s < t i¢in B(s) dogru olsun. B(t) nin de dogru oldugu

gosterilecektir. a ve f sag siirekli oldugundan

a(t) = lim a(s) < lim B(s) = p(t)

yazilabilir. Simdi t € T i¢in a(t) # B(t) oldugunu gostermeliyiz. Aksine
a(t) = B(t) olsun. Bu durumda

a®(t) = B < f(t,a(®) — f(t, B(®)) = 0. (3.5)
Delta tiirev tanimini kullanarak 1 < i < m igin
at(0(6)) — ai(s) = (O (©) = 5) < 510(0) =31,
BE(0(®)) = Bi(s) = BE(O(0() = ) = Z|o(t) = s|

olur. Buradan ise
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at(0(0) - &(s) = 5 10(®) = 51 < WO @®) - 3),

~BE(0(0) + Fi(5) + 3 10(®) = 5| < =B ((®) — )

elde edilir. Boylece
(al(®) — BAO) (@) — 5)
> al(o(®)—B2(a(D) — a;(s) + Bi(s).

o(t) —s =t —s > 0 oldugundan dolay1 a(t) = B(t) ve B(s) dogrudur. Bu

durumda

af(t) — Bi() >0

elde edilir. Bu ise (3.5) ile ¢elisir. Boylece a(t) < B(t),t € T olur ve ispat

tamamlanir.

Bir sonraki sonug, tek tarafli Lipschitz tipinde bir ¢6ziim gerektiren kat1 olmayan (non-

strict) dinamik esitsizlikler igindir.

Teorem 3.2.6. T, maksimal elemani olmayan ve minimal elemani t, = 0 olan bir

zaman skalasi olsun. Her t € T i¢in

i. apB€CHL 4T, R*]vef € Cq4[T xR",R"] olmak iizere

a?(t) < f(t,a®)),alty) < u,,

BA(O) = f(t, B(1)), B(to) = uy, (3.6)

ii.  f(t,u), u ya gore yart monoton azalmayan fonksiyon ve 1 <j <n igin
fi (¢, wu(t) +u; fonksiyonu u; ye gére azalmayan fonksiyon olsun. Ayrica

f(t,u) asagidaki sart1 saglasin.

fit,w) — fi(t,v) SKZ(uj—vj),uZU,K>0. (3.7)
=1

O zaman t € T igin a(t,) < B(t,) oldugunda a(t) < B(t) olur.

Ispat. (Kaymakcalan,1993).
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Sonu¢ 3.2.7. ¢ € C},;[T,R"] igin

q%(t) < 0,q(ty) <0 (3.8)

ise 0 zaman q(t) < 0 dir. Benzer sekilde eger

q*(t) 2 0,q(ty) 20 (3.9)

ise 0 zaman q(t) = 0 dur.

Sonu¢ 3.2.8.t € T,M > 0 igin q € C}4[T, R™] olsun.

q*(t) < —Mq(t),q(t,) <0 (3.10)

ise 0 zaman q(t) < 0 dir. Benzer sekilde t € T, M > 0 igin eger

q*(t) = —Mq(t),q(ty) = 0 (3.11)

oluyor ise q(t) = 0 dir (Alsharif,2019).

Tamim 3.2.9. T bir zaman skalas1t ve n € N i¢in f,,: T — R olsun. Her € > 0 i¢in

|t — s| < & olacak sekilde § = §(g) > 0 vardir dyle ki

1fa(®) = fu(s)l < e

esitsizligi saglaniyorsa o zaman {f,,},en fonksiyon dizisine T zaman skalasinda

essureklidir denir.

Tamm 3.2.10. T bir zaman skalasi ve her n € N i¢in f,: T - R olsun. |f,,(t)| <M
olacak sekilde bir M > 0 varsa 0 zaman {f;, },ey fonksiyon dizisi T zaman skalasinda
diizgiin sinirlidir (Alsharif,2019).

Teorem 3.2.11. (Arzela-Ascoli Teoremi) f;,(t) kapali bir T ¢ R™ kiimesinde tanimli
olsun. Eger f;, (t), esstirekli ve diizglin sinirl fonksiyon dizisi ise 0 zaman T de diizgiin

yakinsayan bir {f,,},n = 1,2, ... dizisi vardir (Green ve Valentine,1961).
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3.3. Ekstremal Coziimler

Peano’nun varlik sonucunun hipotezi altinda, zaman skalasinda dinamik denklemler

icin ekstremal ¢ozlimlerin varligi ile ilgili baz1 tanim ve teoremlere yer verecegiz.

Tammm 3.3.1. t > t,,t € [ty, to + a]t i¢in p(t) (3.1) denkleminin bir ¢dziimii olsun.
(3.1) in [ty ty+ a]p araliginda herhangi bir u(t) ¢6zimi i¢in p(t) < u(t)

saglaniyorsa 0 zaman p(t),(3.1) in minimal ¢oziimiidiir.

Tanim 3.3.2. t > ty, t € [ty, ty + a]y icin r(t) (3.1) denkleminin bir ¢éziimii olsun.
(3.1) in [ty ty + a]y arahiginda herhangi bir u(t) c¢ozimi icin u(t) < r(t)

saglaniyorsa 0 zaman r(t), (3.1) in maksimal ¢éziimiidiir (Yakar ve Arslan,2014).
ul = f(t,w),u(ty) = ug (3.12)

dinamik BDP ele alalim. Burada ug >0, R® = [ty,to +a]l XB ve B={ue€
R": |u — uy| < b} olmak iizere f € C,4[R°, R™] ve f(t,u) < K dur.

Teorem 3.3.3. Farz edelim Ki;

i.  f(t,u), u ya gore yart monoton azalmayan fonksiyon,
i, 1<j<nigin f;(t,u)u*(t) + u; fonksiyonu u; ye gore azalmayan fonksiyon

olsun.

O zaman (3.12) denkleminin I = [t,, to + ] N T, T = min (z;ﬁ) araliginda

maksimal ve minimal ¢6ziimleri vardir (Kaymakgalan,1993).

Ispat. 0 < ¢ Sg olsun.

ul = f(t,u) + s ulty) =up + ¢ (3.13)

dinamik BDP ele alahm. f;(t,u), R, = {([ty,to + a] NT) X B} da sag siirekli
oldugundan f,(t,u) = f(t,u) + & dir. Burada R, < R olmak iizere |f;(t,u)| < K +

g ve B, = {u E R |lu—(up+¢)| < g} dir. Teorem 3.1.4 ten (3.12) denkleminin [

kapal1 araliginda bir u(t, €) ¢oziimii vardir. 0 < &, < &; < € i¢in

ub(t, &) < f(tult &) + &,
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yazilir. & > ¢, ifadesinin her iki tarafina f(t, u(t, &;)) eklenirse

& + f(t,u(t, el)) > &, + f(t,u(t, 81))
elde edilir. Buradan ise
ul(t,e)) > f(tulte)) + &
olur. Teorem 3.2.5 kullanilarak
u(t, &) <ul(t, &)

bulunur. {u(t,s,,)} fonksiyon ailesi I araliginda egsiirekli ve diizgiin smirli
oldugundan Arzela-Ascoli teoreminden diizgiin yakinsayan bir {u(t, €,,)} dizisi ve
sag sirekli r(t) fonksiyonu vardir. f(t, u) nun sag siirekliliginden dolay1 m — oo iken

f(t,ut, en)), f(t,r(t)) ye lokal diizgiin yaklasir. Yani
lim u(t,e,) = r(t), r(ty) = ug
m-—-0oo

dir. Simdi r(t) nin I da (3.13) BDP nin maksimal ¢6ziimii oldugu gosterilecektir. u(t)

(3.13) tin herhangi bir ¢6ziimii olsun. Bu durumdat € I ve 0 < € < %igin

u(ty) = ug < ug + & = ulty, &)
u () < f(t,ul®)
ul(t,e) = f(t,u@®) + e > f(t,ut,e))

elde ederiz. Teorem 3.2.5 ten
u(t) <u(te),tel

olur. &, — 0 iken her tarafin limiti alinirsa u(t) < lin(l) u(t, &) = r(t). Yaniu(t) <
E—
r(t) elde edildiginden maksimal ¢6ziim olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.4.
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I.  f(t,u), uya gore yart monoton azalmayan fonksiyon,
ii.  1<j<nicin f;(t,u)u"(t) + u; fonksiyonu u; ye gore azalmayan fonksiyon
olsun.
iii. v:I > R™%t€eT delta tirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve asagidaki

esitsizligi saglasin.

vA(E) < f(tv(D) t €L (3.14)

O zaman r(t), (3.12) BDP nin Ida maksimal ¢dziimii olmak iizere v(t,) < u,

esitsizligi saglandiginda v(t) < r(t) olur (Kaymakgalan,1993).

Ispat. Yeterince kiigiik £ > 0 igin
ut () = f(tu(®)) +e& ulty) =ug+e (3.15)

tanimlansin. £, (t,u) = f(t,u(t)) + ¢ sag siirekli oldugundan Teorem 3.3.4 ten (3.15)

denkleminin I da maksimal ¢6ziimii vardir ve

ul(t, &) = f(tul)) + e > f(tult,e),
vA(E) < f(tv(D),

u(ty, &) =ug+ & >u,

yazilabilir. v(t,) < uy < uy + € oldugundan v(t,) < uy + € dir. Teorem 3.1.4 ten
v(t) <u(t,e) <r(te),tel
elde edilir. € —» 0 iken her iki tarafin limiti alinirsa,
‘lgi_r)r(} r(t,e) = r(t)

olur. Boylece v(t) < r(t) olur ve ispat tamamlanmis olur.
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3.4. Alt ve Ust Coziimler

Bu boéliimde zaman skalasinda dinamik denklemlere uygulanan ve monoton iteratif
teknik ve kuazilineerizasyon metodu ile birlestiginde, kapali bir kiimede oldukga

kullanishi olan alt ve iist ¢6ziim metodunu inceleyecegiz.

f € Cry[T X R, R] t =0 minimal eleman ve t = T sol sa¢ilmis olmayan maksimal

eleman olmak tizere

ul(t) = f(t,u),u(0) = u, (3.16)

dinamik BDP ele alalim.

Tamm 3.3.5. a € C},[T, R] fonksiyonu ¢t € T igin

a’ < f(t,a),a(0) < u, (3.17)

esitsizligini saglhiyorsa a(t) ye (3.16) BDP nin bir alt ¢oziimii denir.

Tamim 3.3.6. B € C},[T, R] fonksiyonu ¢t € T igin

Bt = f(t,8),8(0) = uq (3.18)

esitsizligini sagliyorsa S(t) ye (3.16) BDP nin bir list ¢oziimii denir (Yakar ve
Yakar,2011).

a(t) < B(t) olacak sekilde a, B alt ve list ¢6ziimlerinin varligi bilindiginde
S=[tuw:alt) <u<p(t),teT] (3.19)

kapal1 kiimesinde bir ¢oziimiin varlig1 gosterilebilir. Asagidaki dnerme bu durumla
ilgilidir.
Onerme 3.3.7. f € C,4[T x R*,R"] ve f(t,u) her yerde sinirli olmak iizere (3.16)

sistemini ele alahm. Bu durumda (3.16) min T zaman skalasinda bir u(t) ¢6ztimii

vardir (Lakshmikantham ve Kaymakgalan ,1996).

Teorem 3.3.8. Kabul edelim ki
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i. apf€Cy[T,R] (3.16) nm alt ve iist ¢oziimleri a(t) < B(t) esitsizligini
saglasin.
ii.  f € CyqlS, R] fonksiyonu S de sinirli olsun.
O zaman (3.16) nin a(0) < u, < B(0) olacak sekilde bir u(t) ¢dziimii vardir dyle ki
a(t) < u(t) < B(t) dir (Lakshmikantham ve Kaymakgalan ,1996).

Ispat. H: T X R > R olmak iizere
H(t,u) = maks[a(t), min(u, ,B(t))] (3.20)

tanimlansi. Bu durumda f, S de smurli oldugu igin f(t, H(t,u)), f nin T X R ye bir

sag yogun siirekli genislemesini tanimlar. Onerme 3.3.7 gz oniine alindiginda T de,
u? = f(t, H(t,w)),u(0) = u, (3.21)

denkleminin bir ¢éziime sahip oldugu sdylenebilir.

Simdi bu ¢oziimiin a(t) < u(t) < B(t) esitsizligini sagladiginm gostermeliyiz. € > 0
icin B:(t) = B(t) + e(1 + 1), a.(t) = a(t) — (1 + t) olsun. ispat i¢in

{B(©): ae(t) < u(t) < P(t),t € T}

durumuna matematiksel indiiksiyon prensibini uygulayalim.

I.  a.(0) <u(0) < B.(0) saglandigi agiktir. a ve B (3.16) denkleminin alt ve st
¢oziimleri oldugundan dolayr a(0) < uy, < f(0) dir. Dolaysiyla a,(0) <
a(0) < uy < B(0) < B:(0) olur.

Il.  t sag sagilmis ve B(t) dogru olsun. B(o(t)) nin dogru oldugunu gostermek
durumundayiz. Celiski yontemiyle a.(a(t)) < u(o(t)) < B:(a(t)) dogru
olmadigini kabul edelim. a(t) € T igin [0,0(t)] araliginda a.(t) < u(t) <
B:(t) veu(a(t)) = B:(a(t)) olsun. Budurumdau(a(t)) > B(a(t)). Boylece

H(o(0),u((a(t)) = maks[a(o(t), min(u(o(D)), Bla(D)))] = Bo (D))

ve

a(o(t) < H(o(®),u(a(t)) < B(a(t))
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olur. B iist ¢6ziim oldugu igin

BAa@®) 2 f(a(®),H(o(®), u(c(D))) = u*(a(®))

B2(a(t)) > B2(a(t)) oldugundan dolay1
BE(a(®) > ut(a(®))

elde edilir. Buradan da

Be(a(0)) — Be(o(@®) — p* (1)) _ u(o(®)) — u(a(®) — p (1))
>
u(t) u(t)

yazilir. B.(o(t)) = u(o(t)) oldugundan dolay1

Be(a(t) — u(t)) <u(o(t) —pu(t))

elde edilir ve bu u(t) < B.(t) ile gelisir. Sonug olarak

a:(o(t)) < u(a(®) < B(a(t))

dir ve B(o(t)) dogrudur.

t sag yogun nokta olsun ve t nin saginin bir komsulugu olan U da bir t;
secelim. Aksine t; € T olmak iizere a.(t) < u(t) < B.(t),t € [0,t ], u(t,) =
B(t,) ve a(ty) < H(ty,u(ty)) < B(t,) olsun. B bir iist ¢6ziim oldugundan

.BA(tl) > f(ty, H(ty, u(ty))) = uA(tl)

dir. B."(t;) > B2(ty) oldugundan B.%(t;) > u2(t,) olur. Buradan

Be(t1) — Be(ty —u(@)  ulty) —u(ty —u(t))
>
u(t) u(t)

olur. B.(t;) = u(t,) oldugundan S, (t; — u(t)) < u(t; — u(t)) elde edilir. Bu
ise

u(t) < B:(t),t € [0,t,] ifadesiyle gelisir. Sonug olarak

() <u(t) < B(t)

Boylece biitiin s € U, s > t i¢in B(s) dogrudur.
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IV.  tsol yogun nokta ve her s € [0, t) i¢in B(s) dogru olsun. a, u, § fonksiyonlari

sag yogun siirekli oldugu i¢in sol limit vardir ve

lim a,.(s) < lim u(s) < lim B, (t)
s—t s—t s—t

olur. Bu ise a,(t) < u(t) < B.(t) esitsizligini saglatir. Boylece T de B(t)
dogru olur. € » 0% iken T de a(t) <u(t) < B(t) esitsizligi elde edilir
(Alsharif ,2019).

Teorem 3.3.9. f € C4[T X R, R] ve ay, By € C;[T, R] olmak iizere (3.16) nin alt ve
ist ¢oziimler olmak tizere ay, < f, olsun. Buna ek olarak, t sag yogun nokta i¢in L >

0 ve t sag sacilmig nokta i¢in L < 0 olmak iizere f asagidaki esitsizligi saglasin.
ft,w)—f(t,v) =—-Llu—v),aqp<v<u< B (3.22)

O zaman lokal diizglin ve monoton yakinsayan monoton {a,,(t)}, {f.(t)} dizileri
vardir dyle ki m — oo iken a,, = p ve f,, = r dir. Burada p,r (3.16) nin sirasiyla

minimal ve maksimal ¢6ziim giftleridir (Alsharif ,2019).

Ispat. Herhangi bir T € C,4[T,R] ve ay < 1 < f3, icin
ul = f(t,7) — L(u—1), u(0) =u, (3.23)
lineer dinamik denklemini goz oniine alalim. (3.22) de v yerine T yazildiginda
f(t,uw) —f(t,t) = —-L(u—r1) (3.24)
elde edilir. Buradan ise
ft,w = ft,t)—Lu—1)=ub (3.25)

yazilabilir. O halde T de (3.23) denkleminin tek bir u ¢6ziimii vardir.

u = At donligiimii tanimlansm. Bu gosterim daha sonra {a,}, {B.} dizilerinin
tanimlanmas1 i¢in kullanilacaktir. Simdi asagidaki ifadelerin dogru oldugu

gosterilecektir.
. ay < Aay,fo = AB,
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[ag, Bol = {u € CulT,R]:ag < u < Bo} (3.26)

bolgesinde A monoton operatordiir.
(i) yi gostermek i¢in aq, (3.23) iin tek ¢oziimii ve 7 = a, olmak lizere Ay = a;

alinsin. (3.23) ten

af = f(t,ay) — L(a; — ap), a;(0) = u, (3.27)

olur. ¢ = a; — a, olsun. a, bir alt ¢éziim oldugu i¢in

pt=al —af =f(t,ay) —Llay —ay) — f(t,ap) = —Lo (3.28)

elde edilir. Sonug olarak ¢(0) = 0 oldugundan Sonug¢ 3.2.7 kullanilarak ¢(t) = 0

olur ve dolayisiyla o, < Aa, bulunur.

Simdi By (t) = B, (t) oldugu gosterilecektir. Bunun igin B, (3.23) iin tek ¢6ziimii ve
T = [, olmak iizere AB, = [; alalim. ¢ = B, — B, olsun. B, iist ¢6ziim oldugundan
dolay1 (3.23) ten

et = B8 — Bt = f(t,By) — f(t,Bo) + LBy — By) = Lo (3.29)

elde edilir. ¢(0) = 0 oldugundan Sonug 3.2.8 kullanilarak ¢(t) = 0 olur. O halde
BO = ABO dlr.

(ii) yi gostermek i¢in T, < 7,0lacak sekilde 74,7, € [ay, fo] Olsun. u; = Aty veu, =

At, olsun. u; < u, oldugunu gostermek igin ¢ = u, — u; alinsin. (3.23) ten

u = f(t, 1) — L(uy — 71),u,(0) = u, (3.30)

U, = f(t' 7,) — L(u, — 75),u,(0) = uy (3.31)

olur. Bu durumda ¢(0) = 0 ve
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Pt =us —uf = f(t, 1) —L(uy — 1) — f(t, 1)) + L(uy — 19)
> —L(t, — 1) — L(u, — 7,) + L(uy — 71) (3.32)
= —L(p

olur. Boylece ¢(t) = 0 ve dolayisiyla At, = At, elde edilir. Simdi «,, = Aay,_4,

Pm = APm—1 dizileri tanimlansin.
aosal SSamSﬁmSSﬁ1 S.BO (333)

esitsizligi saglanir. Bu dizilerin diizgiin yakinsak, diizgiin sinirli ve essiirekli oldugu
gosterilecektir. a, ve B, in smirli oldugundan ile K, K, > 0 vardir 6yle ki t € T igin
lag (D) <K; ve |Bo ()| <K, dir. Her m >0 i¢cin ay (t) < B, (t) < By (D)
oldugundan{f,,(t)} dizisi diizgin siirhdir. Simdi {B,,(t)} dizisinin essiirekli

oldugunu gosterilecektir. 0 < t; < t, vem > 0 i¢in

|.8m (tl) - .Bm(tz)l

= o + [ F(5Bncs(52) = LB(S) = B 1())D5
0
—ty = [ F(5.Bna() = LBn() ~ B a())15)
0
= |[ 7518 1(52) = LB () = s (5D
0
— [ F5: B 1(52) = LB () = Bs(52)8)

< [ 1F(5 B s(9)) = LB (S) = Bs())] 8

olur. {a, (t)}, {Bm(t)} diizgiin siirli oldugundan m den bagimsiz bir K vardir dyle
ki

1B (t1) = B (t2)] < Kty — t,] (3.34)
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saglanir. € > 0i¢in § = = > 0 vardir 8yle ki [t; — t,| < § iken |By, (1) — B (t2)] <
¢ saglar. Benzer arglimanlar kullanilarak {a,,(t)} nin de diizgiin smirli ve essiirekli
oldugu gosterilebilir. Arzela- Ascoli teoreminden sirasiyla p ve r ye diizgin
yakinsayan {a, (t)} ve {B, (t)} dizileri vardir. O halde {a,,(t)}, {Bn ()} dizileri

p(t) ve r(t) ye diizgiin ve monoton yakinsarlar. Yani

Jim @ (6) = p(®

lim B (6) = (D) (3.39)

dir. Simdi p(t) ve r(t) nin (3.16) nin ¢oziimleri oldugu gosterilecektir. Bunun igin

arAn+1(t) = f(t, am(t))

(3.36)
r L(am+1(t) 3 am(t)):am+1(0) = Uy

B ® = f(t, B (®))

@34)
= L(ﬁm+1(t) - ,Bm(t)): ,Bm+1(0) =Up

olmak {izere a4, V€ B+, olusturalim. (3.36) ve (3.37) denklemlerinin 0 dan t ye

delta integrali alindiginda

U1 () = U + f F(s,am(s)) = L(amsa(s) — an(s))As, (3.38)
0

Brr® = o+ [ F(5.Bu(9)) = L(Bsa(5) = ()8 (3.39)
0

elde edilir. Simdi m — oo iken limit ve daha sonra delta tiirev alindig1 takdirde (3.16)

denkleminin p(t) ve r(t) ¢oziimleri elde edilir. Yani

p2(®) = £(t,p(1)), p(0) = u, (3.40)

(@) = f(t,r(®)),7(0) = u, (3.41)

olur. Son olarak p(t) ve r(t) nin (3.16) denkleminin minimal ve maksimal ¢oztiimleri

oldugu gosterilecektir. Yani u(t), (3.16) nin herhangi bir ¢6ziimii oldugu durumda
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p(t) < u(t) < r(t) esitsizligi gosterilecektir. ¢y < u < 8, oldugu asikar. Bazi m >

ligina, <u <L, Vep =u— a,,s olsun. (3.22) den

A _ A A
SU T Ot

=f(tu) — f(t, an)
+ L(@psq — ) (3.42)

= _L(u - am) + L(am+1 - am)

®

=—-Llu—ay,) =-Lo

olur. ¢(0) = 0 oldugundan Sonug 3.2.8 den a,,,; < u bulunur. Benzer sekilde ¢ =

Bm+1 — u almip ve (3.22) kullanilirsa

@t = .BrAn+1 —u®
= f(t; :Bm) - L(,Bm+1 - .Bm)
- ft,w) (3.43)
> —L(fm —w) — L(Bims1 — Bm)

¢(0) = 0 oldugundan Sonug 3.2.7 den u < B,,,, €elde edilir. Boylece @41 < u <

Bm+1 dir. m > o iken p(t) < u < r(t) olur ve ispat tamamlanir (Alsharif ,2019).

Sonug 3.3.10. Teorem 3.3.9 un sartlarma ilave olarak
ft,w)—ft,v) <Llu—v),ay Sv<u<p, (3.44)

olsun. O zaman p(t) = u(t) = r(t) (3.16) nin tek ¢oziimidiir (Lakshmikantham ve
Vatsala ,2008).

Ispat. p(t) < r(t) oldugu bilindiginden r(t) < p(t) oldugu gosterilecektir. ¢ =

r(t) — p(t) olsun. Delta tiirev alinirsa

@2 =12() - p2©) = f(t,7@®) — f (£, p())
< L(r(t) — p(t)) = Lo

elde edilir. ¢(0) = 0 oldugundan Sonug 3.2.7 den r(t) < p(t) olur. Béylece p(t) =
u(t) = r(t) dir.
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4. ZAMAN SKALASINDA MONOTON iTERATIF TEKNIiK

4.1. Giris

Bu boliimde bir aralikta miispet varlik sonuglarint gostermede etkili ve esnek bir
mekanizma saglayan monoton iterasyon teknigi genellestirilecektir. Alt ve dist
coziimlerini kullanarak zaman skalasinda baslangic deger problemiyle dinamik
sistemlerin ¢oziimlerine monoton iterasyonlar yapilarak bu dizilerin zaman skalasinda
g6z oniinde bulundurulan problemin ekstremal ¢oziim ciftine diizgliin ve monoton

olarak yakinsadiklar1 gosterilecektir.
ud = f(t,u) + g(t,u) — h(t,u),u0) = u, 4.1)
baslangi¢ deger problemini ele alarak asagidaki tanimlamalar1 yapalim. Burada
Ny ={(t,w):ay(t) Su<pB,(t) teT}

olmak lizere, ay(t), Bo(t) € C,4[T, R] ve ay(t) < Bo(t) ve f(t,u), g(t,u),h(t,u) €
C[Qy, R] dir.

Tanm 4.1.1. ay, B, € C}4[T,R] olsun. t€T i¢in ay,B, ¢oziim giftlerine (4.1)

denkleminin
i.

ay < f(t,ag) + g(t, ap) — h(t, ap)

B2 = f(t, Bo) + gt Bo) — h(t, Bo) (4.2
ise dogal alt ve {ist ¢oziimleri,
ii.
ay < f(t,Bo) + g(t, ap) — h(t, )
(4.3)

Bo = f(t,a0) + g(t, Bo) — h(t, Bo)

ise 1. tip alt ve iist ¢oztimleri,



ay < f(¢t,a0) + g(t, Bo) — h(t ao)
By = f(t,Bo) + g(t, @) — h(t, Bo)

ise Il. tip alt ve tist ¢oziimleri,
v.
ay < f(t,ay) + g(t, ap) — h(t, o)
Bo = f(t, Bo) + g(t, Bo) — h(t, ap)

ise I1. tip alt ve tist ¢oziimleri,

V.

ay < f(t,Bo) + g(t, Bo) — h(t, o)
Bo = f(t,ao) + g(t, o) — h(t, Bo)

ise V. tip alt ve iist ¢ozlimlert,
Vi,
ag < f(t,Bo) + g(t @) — h(t, Bo)
Bo = f(t, ag) + g(t, o) — h(t @)

ise V. tip alt ve iist ¢oziimleri,

Vil.
ad < f(t, ay) + g(t, Bo) — h(t, Bo)
By = f(t, Bo) + g(t, ag) — h(t, ap)

ise VI. tip alt ve iist ¢ozlimleri,
viii.

ag < f(t, Bo) + g(t, Bo) — h(t, Bo)
Bo = f(t, ap) + g(t, ag) — h(t, a)

ise VII. tip alt ve Ust ¢6ziimleri denir.

Tamm 4.1.2. v,w € C},[T, R] olmak iizere v, w fonksiyonlarina

vA(t) = f(t,v(®) + g(t,v(®) — h(t, v(t)),v(0) = v,
wh(t) = f(t,w(®) + g(t,w(®) — h(t, w(t)),w(0) = w,

ise dogal ¢6ziim gifti,
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(4.6)

4.7

(4.8)

(4.9)

(4.10)



vA(t) = Ft,w(®) + g(t, v(@®) — h(t, v()),v(0) = v,

wh(t) = £(&,v(t) + g(t,w(®)) — h(t, w(®)), w(0) = wp (4.11)
ise I. tip ¢ozlim ¢ifti,
iii.
vA(t) = f(t,v(@®) + g(t, w(®) — h(t, v(¢)),v(0) = v,
wh(t) = F(&w(®) + g(t,v(©) = h(t, w(®)), w(0) = wp (4.12)
ise IL. tip ¢6ziim gifti,
iv.
vA(t) = f(t,v(®) + g(t, v(®) — h(t,w(t)),v(0) = v,
wh(t) = £(&,w(®) + g(t, w(®) — h(t,v(©)), w(0) = w, (4.13)
ise III. tip ¢oziim ¢ifti,
V.
vA() = f(t,w(®) + g(t, w(t)) — h(t, v(©)),v(0) = v,
wh(t) = £(&, v(t) + g(&, v(®) — h(t, w(®)), w(0) = wy (4.14)
ise IV. tip ¢6ziim ¢ifti,
Vi.
vA(t) = Ft,w(®) + g(t,v(®)) — h(t, w(®)),v(0) = v,
wh(t) = f(t,v(®) + g(t, w(®)) — h(t, v(t)),w(0) = w, (4.15)
ise V. tip ¢oziim ¢ifti,
Vil.
vA(t) = f(t,v(®) + g(t,w®)) — h(t, w(®)),v(0) = v,
wh(t) = £(t, w(t) + g(t,v(®)) — h(t, v()), w(0) = wp (4.16)
ise VL. tip ¢o6ziim ¢ifti,
viii.
vA(t) = ftw(®) + g(t,w(®) — h(t,w(t)),v(0) = v,
(4.17)

wh(t) = f(t,v(®) + g(t,v(t)) — h(t, v(t)),w(0) = w,

ise VIL. tip ¢oziim cifti denir.
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Tamim 4.1.3. Herhangi v, w ¢6ziim ¢ifti icin v = p,r = w oluyor ise p,7 € C4[T, R]
¢ozlim ¢iftine minimal ve maksimal ¢6zlim ¢ifti denir (Alsharif,2019).
Asagida inceleyecegimiz teoremde Ill. tip alt-list ¢oziim ¢ifti kullanilarak (4.1)

denkleminin I11. tip ekstremal ¢6ziimlerine diizgiin ve monoton yakinsayan diziler elde

edilecektir.

4.2. Genellestirilmis Monoton Iteratif Teknik
Teorem 4.1.4. (A1) ay(t), Bo(t) (4.1) in IlI. tip alt-iist ¢oziim ¢ifti olsun.

(Ay) f(t,u),g(t,u),h(t,u) fonksiyonlar u ya gore azalmayan fonksiyonlar olsun.
O zaman {a,,(t)} ve {B,,(t)} monoton dizileri var ve dyle ki {a,,(t)} > p ve
{Bm} — r diizgiin monoton yakinsar. Burada p,r sirasiyla (4.1) in IIl. tip minimal

ve maksimal ¢6ziim ciftidir ve asagidaki sistemi saglar:

p? = f(t,p) + g(t,p) — h(t,1),p(0) = uy,

(4.18)
rd = f(t,r)+g(t,r)—h(t,p),r0) =u,
Ispat. a,y(t), By (t) (4.1)in 111 tip alt-iist ¢oziim ¢ifti oldugundan
aé‘ S f(t, aO) + g(t: aO) - h(t, )80)1 aO(O) S uOI
Bé‘ 2 f(t' BO) + g(t: ﬁO) - h(t, ao), ,BO(O) 2 uO-
Ayrica asagidaki sistemi diistinelim:
a#ﬁl = f(t, ) + gt ) — h(t, Brm), 41 (0) = uy, (4.19)

B#Hl = f(t, Bm) + g(t, Bn) — h(t, @), Prn+1(0) = uy.

ay < u < Py oldugu asikdrdir. @y < a; oldugunu gosterecegiz. Bunun icin p =

ay — a; olsun. p(0) = ay(0) — a; (0) < 0 dir. (4.19) dan

afl = f(t: ao) + g(t' aO) - h(t, IBO)Jal(O) = uO

ve

ﬁlA = f(t; BO) + g(t' BO) - h(t, aO)! 131(0) =Up
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oldugu asikardir. p = ay — a; ifadesinin delta tiirevi alinirsa,

p? = af —ai < f(t,ag) + g(t, ay) — h(t, Bo) — f(t, )
- g(t,ay) + h(t, By)

elde edilir. Yani p? <0 ve p(0) <0 oldugundan karsilastirma teoremi olan
Sonug.3.2.7 den p(t) < 0 olur. Yani a, < a; dir. Benzer sekilde B, < B, oldugu
gosterilecektir. Bunun i¢in p = f; — B, tanimlansm. p(0) = B,(0) — B,(0) < 0 dur.

Her tarafin delta tiirevi alinirsa

p? = Bi — Bs < [f(t.Bo) + g(t,Bo) — h(t, a)]
— [f (& Bo) + g(t, Bo) — h(t, ap)]

olur. p2 < 0 ve p(0) < 0 oldugundan Sonug.3.2.7 den p(t) < 0 olur. Yani B; < B,

dir. Simdi a; < B; oldugu gdsterilecektir. Bunun igin p = a; — f; tamimlansin.
p(0) = a,(0) — B,(0) = 0 dur.

p? = ai = Bf = f(t, ap) + g(t, ap) — h(t, Bo) — f(t, Bo)
- g(t, )80) + h,(t, aO)

elde edilir. f, g, h azalmayan fonksiyonlar ve a, < f, oldugundan

p? <0

olur. p4 <0 ve p(0) <0 oldugundan p(t) <0 olur. Yani a; < f; olur. Simdi

u < B, oldugu gosterilecektir. p = u — B, olsun. p(0) = u(0) — B,(0) = 0 dur.

p? =u? — B = f(t,w) + gt u) —h(t,w) — f(t, Bo) — 9(t, Bo)
+ h(t,ay) < 0.

p? <0 vep(0) <0 oldugundan p(t) <0 olur. Yaniu < p; elde edilir. a; <u

oldugunu gostermek i¢in p = @; — u alalim. p(0) = a;(0) —u(0) =0 ve

pA = af _uA :f(t'ao) +g(t,(l0) _h(tugO) —f(t,u) _g(t'u)
+h(t,u) <0

olur. p4 < 0vep(0) <0 oldugundan p(t) < 0 olur. Yani a; < u olur. Bdylece
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a0Sa1SUS,81S,80

elde edilir. Bunu genelleyebilmek i¢in tiimevarim yontemini kullanacagiz. a;_; <
ar < u < B < Br—q ifadesinin k = 1 i¢in dogru oldugunu yukarida gosterdik. Simdi
k>1i¢in ap_1 < ap < u < fi < Pr_q esitsizliginin dogru oldugunu kabul edelim.
A < Appq S U S Pryr < Br dogru oldugunu gosterecegiz. Bunun igin p = S —

B tanimlansin. p(0) = B,(0) — B,(0) = 0 dur.

pA = Bl?+1 - .81?
< [f(t, Bi) + g(t, i) — h(t, ap)]
- [f(t, ,Bk—l) + g(t, ,Bk—l) - h(t, ak—1)] <0.

p? <0 ve p(0) <0 oldugundan p(t) < 0 olur. Yani Byiq < B dir. ay < apqq
oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in p = @ — ax4;  olsun.  p(0) = a,(0) —

A4, (0) =0 dir. p = ap — a4, ifadesinin delta tiirevi alinirsa,

A A A
=0 — Apyq

< f(t, ax-1) + g(t, ag_1) — h(t, Br-1)
—f(t,ap) —g(t,ax) + h(t,B) <0

p

elde edilir. Yani p2 < 0ve p(0) <0 oldugundan p(t) < 0 olur. Yani a; < ay4q
dir. agy; < u oldugunu géstermek i¢in p = a4, — u alalm. p(0) = ay,(0) —

u(0) =0 ve

A A

= Qs — U
= f(t, ar) + g(t, ar) — h(t, Bi) — f(t,w)
—g(t,u)+h(t,u) <0

p

olur. p2 < 0ve p(0) <0 oldugundan p(t) < 0 olur. Yani aj,; <u olur. Benzer
sekilde u < By4, oldugu gosterilecektir. p = u — B4, oOlsun. p(0) = u(0) —
Br+1(0) =0 dir,

p? =u? — By,
= f(t,u) + g(t,u) — h(t,w) — £ (¢, By)
— 9(t, Bi) + h(t, ;) < 0.
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p? <0 ve p(0) <0 oldugundan Sonug.3.2.7 den p(t) < 0 olur. Yani u < Syiq

elde edilir. Boylece matematiksel indiiksiyon prensibiyle

A S S Uy S A1 SUS Py S P S-S B <Py

sonucuna ulasilir. Bu dizilerin diizgiin yakinsakligini gostermek i¢in dizilerin diizgiin
sinirlt ve essiirekli oldugu gosterilecektir. a, ve S, sinirli oldugundan her t € N
icin |ag| < L; ve|By| < L, olacak sekilde L,,L, > 0 vardir. Herm > 0 igin a, <

Bm < Bo oldugundan dolay1

0 < B (0) — ao (D] < |Bo () — ao (0]

yazilabilir. Boylece |B,,(t)] < M olacak sekilde bir M > 0 vardir. Bu ise {B,,(t)}
dizisinin diizgiin sinirh oldugunu gosterir. Benzer sekilde {a,,(t)} de diizgiin sinirh
oldugu gosterilebilir. Simdi {f,,(t)} nin essiirekli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

0<t;<t, ve m>0 igin

|.8m (tl) - .Bm (t2)|

o+ [ 175 Buer (53) + 95 Bns(59) = RS, s ()5
0

—u — f (5. Bs () + 9(5. Brnes (99) = B, ctmoa(5)) s
0

| 15 Bna ) + 95,1 (52) = (s, s (7))

= f 1|[f(5: .Bm—1(5)) + 9(5: .Bm—1(5)) - h(s» am—l(s))]lAS

elde edilir. {B,,(t)} ve {a,,(t)} dizileri diizgiin sinirh ve f(t,u), g(t,u), h(t,u)

fonksiyonlar1 sinirl oldugundan m den bagimsiz bir L vardir 6yle ki

|,3m(t1) - ,Bm(tz)l
< f U152 Bt () + 9(5) Braos ()

- h(s, am_l(s))”As < L|t; — t,]
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olur. Buradan her € > 0 igin |t; — t,| < & iken |B,,,(t;) — B (t2)| < € saglanacak

sekilde § = E > 0 segilirse {B,,(t)} esstirekli olur. Benzer sekilde {a,,(t)} nin de

essiirekli oldugu gosterelim. 0 <t; <t, ve m > 0 i¢in

|am (tl) — Uy (tz)l

to+ [ [f(5@n1(5)) + 9 (5.t a(®)
0
— h(s, Bn-1())]4s
o= [ (5. am+(9) + g5 1)
0

— h(s, Bn-1())]4s

[ 175 anea ) + g(5.0m1(52) = (5, B D))

< [ 1175 an+(2) + g(s.am+(52) = (s, B )]s

2

elde edilir. {B,,(t)} ve {a,,(t)} diizgiin sinirh ve f(t,u), g(t,u), h(t,u) sinirh

oldugundan m den bagmsz bir L vardir dyle ki

|am(t1) - am(tz)l
ty
< [ 107G Bra®) + 905, bnr ()
t2
— h(s, apm_1(5))]|4s < LIty — t,]
dir. Buradan € > 0 i¢in |[t; — t,| < & iken |a,, (t;) — a,,(t,)| < € saglanacak sekilde
6= E > 0 segilirse {a,, (t)} essiirekli olur. Arzela-Ascoli teoremine gore {amk(t)}
ve {Bnx(t)} alt dizileri (4.1) denkleminin ekstremal ¢dziimlerine diizgiin monoton
yaknsar. Yani {an, ()} - p ve {B,, } - r dir. Son olarak p(t) ve r(¢) nin (4.1) in

I11. tip ¢oziim ¢ifti oldugu gosterilecektir. {amk (t)} - p Ve {ﬁmk} — r oldugundan

sirastyla

lim o, (¢) = p(0),
m—oo
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lim B, (¢) = 1(t)
m—oo
oldugu agiktir (4.19) sisteminin 0 dan t ye integrali alindiginda,

s (£) = U + ] t[f(s. am(5)) + g(s, am(s)) = h(s, Bm(s))]4s,
Brar (8) = uo + f t[f(& Bm-1(5)) + g(5, Bn-1())
(s, @y ()]s
olur. m —» oo iken limit alinirsa,
fim s = fim
+f TF(5 an()) + 9(5 an(s)) (s, ﬁm(s))]As}
p=uo+ [ TF(5.p()) + g (5, p(5)) = h(s,7(5)) s
elde edilir. Her tarafin delta tiirevi alindiginda,
p? = f(t,p) +g(t,p) —h(tr)

olur. Bu ise p nin (4.1) in bir ¢dziimii oldugunu gosterir. Benzer sekilde

1im e ()
- tim {uo+ [ 7 Bnes(50) + 905, s ()
_ s, am_l(s))]As}
ruot | £ 1) + 9(5,7()) = h(s, p())] s
elde edilir. Her tarafin delta tiirevi alindiginda,
ré=f(tr)+g@r) —h(tp)
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olur. Yanir, (4.1) in bir ¢oziimiidiir. Dolayisiyla p ve r, (4.1) in ll1. tip ¢6ziim giftidir.
Ay < <SS Uy S Upy1 SUS Brs1 S B << B1 < b
ifadesinde m — oo iken limit alindiginda
Q<o < <psusr<-<pB;<ph

olur. Bu ise p nin minimal ve r nin maksimal ¢6ziim ¢ifti oldugunu gosterir. Boylece

ispat tamamlanmis olur.

Ornek 4.1.5. Simdi (4.1) baslangi¢ deger problemini goz éniine alarak

4 2 2

u u
u(t) =—=+—-——,u(0) =1¢t€[01] (4.20)

2 2 3
dinamik BDP ele alalim. Burada f(t,u) = —, g(t u) = — h(t u) = — d1r Hert €

[0,1] icin ao(t) = —1, B, (t) = ; olsun.

a5 (t) =0 < f(t, @) + g(t, ) = h(t, Bo) = T

BE() =0= f(t,Bo) + 9t Bo) — h(t,ay) = ;Z

olur. Boylece ay(t),Bo(t) (4.1) in Il tip alt-iist ¢oziimleridir. Eger a,(t), B, (t)

cOziimleri agagidaki gibi segilirse,

11 17 1
al(t)——t 1,B8,(t) = —%t+§

@ (0) < a;(0) ve ad < a? oldugundan ay(t) < a,(t),

B1(0) < Bo(0) ve B2 < B oldugundan B, (t) < Bo(t) ve

a;(0) < B1(0) ve ad < B2 oldugundan a, (t) < B;(t) dir. Buradan
ao(t) < a;(t) < B1(6) < Bo(t),t € [0,1]

elde edilir. Benzer sekilde aym adimlar takip edilerek a,(t), a5(t), -, a,(t) ve
B2 (), B5(t), -, B (t) ¢bziimleri de bulunabilir. Béylece Teorem 4.1.4 {in biitiin
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sartlar1 saglandigindan bu aralikta minimal ve maksimal ¢dzlimlere yakinsayan

monoton dizilerinden bahsedebiliriz.
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5. ZAMAN SKALASINDA KUASILINEERIZASYON METODU

5.1. Giris

Kuasilineerizasyon yontemi, lineer olmayan denklemlerin yaklasik ¢éziimlerini elde
etmede kullanilabilecek bir bagka analitik yaklagimdir. Burada amag, problemin
¢Oziimleri i¢in alt ve iist sinirlar elde etmek ve maksimum ya da minimum islem
yardimiyla ¢ozliimiin bir gosterimini elde etmektir. Bu temel fikri lineer olmayan bir

problem iizerinde gorelim:

du w

formunda ve u(0) = ¢ baglangi¢ kosuluna sahip olsun. Ayrica A (u) nun

A(u) = max B(u, v)

seklinde yazilabilecegini varsayalim.

du _ 3
P mi;a\x (u,v)

olur. Dolayistyla buradan her v fonksiyonu i¢in

du>B
dt — (wv)

yazilir ki burada; v heniiz belirlenmemis bir fonksiyon ve w(v, t),

dw
i B(w,v),w(0) =c

probleminin ¢éziimii olmak iizere

u=>w,t)



sonucunu vermektedir. v nin uygun bir se¢imiyle u igin istenen bir alt sinir elde
edilebilir. Dogaldir ki bu teknigin en 6nemli uygulamasi B(w, v) nin w ye gore nerede
lineer oldugudur. Dolayisiyla bu prosediire kuasilineerizasyon denir. Bu fikirde,
Riccati gibi bazi 6zel denklemler i¢in uygulayip monotonluk ve hizli yakinsaklik gibi
Ozelliklere sahip bir ardisik yaklagimlar yontemi i¢in bir baz olusturmaya ¢alisilir. Bu
yontemin ileriki asamada belli bir sinif kismi diferansiyel denklemlere genislemesi de

miumkindiir.

Incelenen teoremlerde, dinamik denklemlerde alt ve iist ¢dziim teknigi ve karsilastirma
teoremleri kullanilarak bir baslangi¢ deger problemi i¢in kuazilineerizasyon metodu
gelistirildi. Uygun sartlar altinda, orijinal lineer olmayan denklemin tek ¢oziimiine
monoton ve diizgiin yakinsayan diziler elde edildi ve elde edilen bu yakinsamalarin

hiz1 incelendi.
ud = f(t,u) + g(t,w) + h(t,u),u(0) = u, (5.1)
baslangi¢ deger problemini ele alalim.
0o ={(t,w) :ay(t) <u<By(t) teT}

ve ay(t), Bo(t) € Cr4lT, R] olmak iizere ay(t) < Bo(t) ve f(t,u), g(t,u), h(t,u) €
C[Qy, R] dir.

5.2. Dogal Tipten Alt-Ust Céziim Kullanilarak Kuasilineerizasyon Metodu

Teorem 5.1. (A;) ao(t),Bo(t) € Cr4[T,R] (5.1) in dogal tipten alt-iist ¢oziim ¢ifti

olsun.

(Az) 2y,da  f(t,u) fonksiyonu konveks, g(t,u) fonksiyonu, konveks
@(t,u)fonksiyonu yardimiyla konvekslenebilir ve h(t,u)fonksiyonu ise konkav
olsun. O zaman {a,, (t)} ve {B,,(t)} dizileri var ve (5.1) in tek ¢6ziimiine monoton ve

diizgiin yakinsar ve bu yakinsama quadratiktir.

Ispat. f(t,u),g(t,u), h(t,u) fonksiyonlarinm ay(t) < u, < u; < Bo(t)icin L >0

olmak tlizere
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—L(u; —up) < f(t,uy) — f(tup) < L(uy —uyp)

—L(u; —uy) < g(t,uy) — g(t,uy) < L(uy —uyp)

—L(u; —u,) < h(t,uy) — h(t,uy) < L(uy —uy,) (5.2)

Lipschitz sartlarin1 sagladigi agiktir. (A,) den w,v € 2, olmak ilizere u=>v

icin, f(t,u) konveks oldugundan

ftw = f(tv) + fu,(t,v)(u—v), (5.3)

g(t, u) + @(t,u) konveks oldugundan

g(t,u) = g(t,v) + [g,(t, v) + ¢, (t, V)] (u — v)

(5.4)
— [o(t,w) — o(t,v)],
ve h(t,u) konkav oldugundan
h(t,u) = h(t,v) + h,(t,u)(u — v) (5.5)

yazilabilir.

u? = w(t, ag, Bo; u)
= f(t, ao) + fu(t, ao)(w — ao) + g(t, )
+[gu(t, @0) + @u (t, @)1 (u — ao) (5.6)
— [o(t,w) — @(t, ap)] + h(t ap)
+ hy (&, Bo) (u — o), u(0) = ug

ve

vd = W(t, ag, Bo; V)
= f(t Bo) + fu(t, ag) (v — Bo) + g (¢, Bo)
+ [9u (6, a0) + ¢, (¢, ag)1(v — Bo) (5.7)
— lo(t,v) — (&, Bo)] + (¢, Bo)
+ hy (&, Bo) (v — Bo), v(0) = ug
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yardimc1 lineer BDP ele alalm. (A;) den af < f(t,ay) + g(¢t, ay) + h(t, ap)
oldugu biliniyor. (5.6) dan

f(t ap) + gt ap) + h(t, ag) = w(t, ag, Bo; ap)
elde edilir. Yani
ag < f(t,ap) + g(t, ap) + h(t, ay) = w(t, ay, Bo; @)
elde edilir. Dolayisiyla
ay < w(t, ay, Bo; @)

olur. Benzer sekilde, (A;) den B4 = f(t,Bo) + g(t, By) + h(t, By) oldugu biliniyor.
Ayrica (5.3)—(5.5) ten sirasiyla

f(t,Bo) = f(t, ap) + f,(t, ag)(Bo — @),

9(t, Bo) = g(t, ap) + [g,(t, ag) + @, (¢, ap)1(Bo — @)
— [o(t, Bo) — @(t, )],

h(t, 180) = h(t, aO) + hu(t, ,BO)(,BO - aO)

yazilabilir. Elde edilen bu esitsizlikler yukarda yerine yazilirsa,

Bs = f(t, ao) + fu(t, o) (Bo — o) + g(t, ap)
+ [gu(t, ap) + ¢ (8, @0)1(Bo — o)
— [o(t, Bo) — ¢ (t, ap)] + h(t, ap)
+ hy, (&, Bo) (Bo — @o)

olur. (5.6) dan
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w(t, ag, Bo; Bo)
= f(t, o) + fu(t, a0)(Bo — ao) + g (¢, ap)
+ [9u(t, ao) + ¢, (t, @)1 (By — @)
= [o(t, o) — ¢(t, ap)] + h(t, o)
+ hy (¢, Bo) (Bo — @)

elde edilebileceginden
Bs = w(t, g, Bo; Bo)

olur. Yani ay, By, (5.6) denkleminin alt-iist ¢éziimleridir. Teorem 3.3.8 den (5.6) nin
a,(t) seklinde tek ¢oziimii var ve ay(t) < aq(t) < Bo(t) dir.

Benzer sekilde, agve S, in (5.7) denkleminin alt-iist ¢oziimleri oldugu gosterilecektir.

(A)) den af < f(t, ay) + g(t,ap) + h(t,ay) oldugu biliniyor. Ayrca (5.3) ten

f(t Bo) = f(t, ap) + f,(t, @) (Bo — o)

yazilir. Buradan ise

f(t ap) < f(t,Bo) + fu(t, ap) (g — Bo)
elde edilir. (5.4) ten

9(t, Bo) = g(t, ag) + [gu(t, ag) + @, (t, ag)1(By — @)
— [o(t, Bo) — o (t, ap)]

yazilir. Buradan ise

g(t,ap) < g(t, Bo) + [gu(t, ag) + @, (t, ag)](ag — Bo)
— [p(t, ao) — o(t, Bo)]

elde edilir ve (5.5) ten

h(t' BO) = h(t, aO) + hu(tl ﬁO)(:BO - aO)

Esitsizliginden
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h(t, ap) < h(t, Bo) + hy(t, Bo)(ao — Bo)
elde edilir. Bu esitsizlikler yukarida yerine yazilirsa,

oy < £t Bo) + fult, o) (a0 — Bo) + g (t. Bo)
+ [9u (6 a0) + @, (¢, )] (ao — o)
— [t a0) — (¢, Bo)] + h(¢, Bo)
+ hy, (&, Bo) (ag — Bo)

olur. (5.7) den

W(t, ay, Bo; ap)
= £t Bo) + fu(t, ag)(ao — Bo) + g(t, Bo)
+ [gu(t, o) + ¢, (t, ap)](ao — Bo)
— [o(t, ap) — (t, Bo)] + h(t, Bo)
+ hy (8, Bo) (@ — Bo)

Oldugundan

aé] S W(t, ao,ﬁo; ao)

olur. Benzer sekilde, B& = f(t,Bo) + g(t,Bo) + h(t,By) esitsizligi gdz Oniine
alindiginda (5.7) den

W (t, ao, Bo; Bo) = f(t, Bo) + g(t, Bo) + h(t, Bo).

Yani

B = f(t, Bo) + g(t, Bo) + h(t, By) = W (L, @y, Bo; Bo)-

Dolayisiyla,

ﬁé‘ = W (t, ao, Bo; Bo)
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olur. Boylece ay, By (5.7) denkleminin alt-iist ¢6ziimleridir. Teorem 3.3.8 den (5.7)
nin B,(t) seklinde tek ¢oziimii var ve ay(t) < B,(t) < Bo(t) dir. Simdi a,(t) <

B1(t) oldugu gosterilecektir.

(5.3) ten

f(t' aO) S f(t' al) + fu(t; aO)(aO - al)
(5.4) ten

gt ap) < g(t, ar) + [gy(t, ag) + @, (¢, ap)](ao — ay)
— [p(t, ap) — @(t, )]

ve (5.5) ten

h(t, ag) < h(t, ay) + hy, (¢, ) (g — ay)

yazilabilir. (5.6) dan

ai = w(t, ay, Bo; a1)
= f(t, ap) + fu(t, @p)(ay — @) + g(t, ap)
+ [gu(t ag) + 0, (8, ap)]
+[gu(t, @o) + @ (t, @)l (a; — o)
— [p(t, ar) — (¢, ao)] + h(t, )
+ hy (¢, Bo)(ay — ap)

elde edilir. Yukarda elde edilen esitsizlikler yerine yazilirsa,

af < f(t,a) + fu(t @) (@ — ar) + fu(t, ap)(ay — @) + g(t, ay)
+ [9u(t, @0) + 0, (¢, ap)] (o — 1)
— [p(t, ao) — o(t, a1)]
+ [9u (6, @0) + 0, (¢, ap)](@y — ap)
— [p(t, @1) — o(t, ag)] + h(t, ay)
+ hy,(t, a)(ag — ay) + hy, (t, Bo)(ay — ap)

olur. Burada baz terimler sadelestirildiginde
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aif < f(t,a;) +g(t, ay) + h(t, ;)
+ (ay — ap)[hy(t, Bo) — hy(t, )]

elde edilir. Burada h(t,u) fonksiyonunun konkav 6zelligi kullanilarak ve B, =
a;oldugundan, [hy,(¢t, By) — hy(t,a;)] <0 olur. Ayrca (a; —ap) =0 oldugu da
bilindiginden

(a; — ag)[hy(t, Bo) — hy(t, )] < 0

olur. Boylece

ai < f(t,a;) + g(t,a;) + h(t, aq)

elde edilir. Benzer sekilde S, = f; oldugundan (5.3), (5.4) ve (5.5) g6z Oniine

alindiginda

f(t,Bo) = f(t, ) + fu,(t, 1) (Bo — B1),

9(t,Bo) = g(t, By) + [gu(t, B1) + ¢y (8, B1)1(Bo — B1)
- [(P(t: :BO) - (p(tl )81)]1

h(t, Bo) = h(t, B1) + hy(t, Bo)(Bo — B1)

elde edilir. Ayrica (5.7) den

Bi =Wt ao, Bo; B1)
= f(t, Bo) + fu(t, ag)(B1 — Bo) + g(t, Bo)
+ [gu(t, ao) + @, (t, ag)1(B1 — Bo)
— [o(t, B1) — @(t, Bo)] + h(t, B1)
+ hy (&, Bo) (B1 — Bo)

olur. Yukarda elde edilen esitsizlikler yerine yazildiginda,
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B = f(t, B) + fu(t, B1)(Bo — B1) + fu(t, a0) (By — Bo) + g(t, 1)
+ [9. (6 B1) + u(t, BI(Bo — B1)
— [o(t,B0) — @(t, B1)]
+ [9u (6 ao) + @, (¢, a0)1(B1 — Bo)
— [o(t,B1) — (&, Bo)] + h(t, B1)
+ hy (¢, 80) (Bo — B1) + hy (8, Bo) (B1 — Bo)

elde edilir. Burada bazi terimler birbirini gotiirdiigiinde,

Bt = f(t, B1) + (Bo — BIIfu(t, B1) — fu(t, ap)] + g (¢, B1)
+ (Bo — BIgu(t, B1) + @, (¢, B1) — gu(t, ap)
- (Pu(t, aO)] - h(t, :81)

= f(t,B1) + (Bo — BIIfu(t, B1) — fu(t, ap)] + g (¢, B1)
+ (Bo — B[ (9t 1) + 0 (8, B1))
- (gu(t' ao) + @y (¢, ao))] + h(t, B1)

olur. f(t,u) konveks Ozelliginden, yani f,, nun monoton azalmayan 6zelliginden

ve B; = ayoldugundan,[f,(t, By) — f,(t, ax)] = 0 dir.Ayrca (Bo—B1) =0
oldugundan

(Bo — BIIS(t, By) — fo, (8, @0)] = 0 olur. Yine burada g(t,u) + @(t,u) konveks

ozelliginden,

[(9.(t, B + 0, (t, 1)) — (gu(t, o) + @, (t,ap))] = 0

dir.

Bo — B[ (9u(t, B) + 0u(t, ) — (gu(t @o) + @y (t,ap))] = 0

olur. Sonug olarak

Bt = f(t,B) + g(t, B1) + h(t, By)
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elde edilir. Boylece @, ve p; alt-iist ¢oziimler olur. Ayrica Lipshitz sartlar1 da
saglandigindan Teorem 3.2.6 dan a,(0) < B,(0) oldugundan a,(t) < B,(t) olur.

Sonug olarak

ag(t) < ay(t) < B () < Bo(t)

olur. Simdi asagidaki baslangi¢ deger problemlerini ele alalim.

u = w(t,ay, fr;w)
= f(t,apy) + fu(t, @) (u— ;) + g(t, ay)
+ [gu(t a1) + @y (8, a)](u — ay) (5.8)
— o6, w) — o(t, a))] + h(t, ;)
+ hy, (¢, B1) (u — 1), u(0) = uy,
v4 =W(t ay,Bi;v)
=ft.B) + fult,a) (W = 1) + g (&, 1)
+ [9u (6 ay) + ¢, (¢, a))](v — By1) (5.9)
— [o(t,v) — o(t, )] + h(t, B1)
+ h,(t, ) (v = By), v(0) = u,.

af‘ < f(t; al) + g(t, al) + h(t: a1) = W(t, aq, ,81; a1)
oldugu asikardir. Yani
a? < w(t,ay,fr;ay)

olur.

(5.3), (5.4) ve (5.5) ten sirasiyla
ft,B) = f(t,a) + fu(t, a) (B — ay),

g, 1) = g(t, ay) + [g,(t, 1) + @, (t, )] (By — ay)
- [‘P(t' Bl) - (P(t' al)];
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h(t' :81) = h(t' al) + hu(tJ ﬂl)(ﬁl - al)

elde edilir. B2 > (¢, B1) + g(t, B) + h(t, f1)oldugu asikar. Burada yukarda elde

edilen esitsizlikler yerine yazilirsa,

i = f(t, 1) + g(t, B) + h(t, B1)
= f(t,a) + fu(t, ) (B — @) + g(t, )
+ [9u (6 a1) + ou (¢, a)](By — ay)
— [o(t, B1) — o(t,ar) + h(t, ay)
+ hy (&, B1)(Br — a1)] = w(t, ay, Bi; Br)

Sonug olarak B = w(t,ay,By; By) dir. Yani a; ve By sirasiyla (5.8) in alt-iist
¢6ziimlerdir. Teorem 3.3.8 geregi (5.8) lineer denkleminin bir tek a,(t) ¢oziimii var
ve a;(t) < a,(t) < B,(t) dir. Simdiise a; ve B, in (5.9) un alt-iist ¢oziimleri oldugu

gosterilip teorem geregi [, nin varl@i gosterilecektir.
ai < f(t, @) +g(t, 1) + h(t, @)
oldugu asikar. (5.3), (5.4) ve (5.5) ten sirasiyla
ft ) < f(&, 1) + fu(t, ar)(ar — Br)

g(t,ay) < g(t, 1) + [gu(t, a1) + @, (¢, ay)](ay — 1)
= [o(t,ar) — o(t, B1)]

h(t,a;) < h(t,B1) + hy(t, B1)(a; — B1)

yazilabilir. Elde edilen bu esitsizlikler yerine yazilirsa,

af < f(t,ay) + g(t,a;) + h(t, ay)
< f(6 ) + fu(t, a)(ay — By) + g(t, By)
+ [9u(t, 1) + @y (8, a)](aq = B1)
—lo(t a1) — o(t, f)] + h(t, 1)
+ hy (&, B (ay — 1) = W(E, ay, By; Br).
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Yani af < W(t,ay,fq; 1) alt ¢dziimdiir. Benzer sekilde

Bi = f(t,B) +9(t,By) +h(t,B) =W(t ay,Bi; Br)

oldugundan B > W (t, ay, By; By) st ¢oziimdiir. Boylece Teorem 3.3.8 den (5.9)
lineer denkleminin bir tek B,(t) ¢6ziimii var ve a;(t) < B,(t) < B(t) dir. Simdi
a,(t) < B,(t) oldugu gosterilecektir. (5.8) den

as = w(t, ay, Bi; az)
=f(t,ar) + fu(t, 1) (@ — ay) + g(t, aq)
+ [gu(t, a1) + @y (t, ay)]
+ [9u (6 a1) + ¢, (¢, a)](az — ay)
—lo(t, az) — o(t, a)] + h(t, ;)
+ hy (¢, B1)(a; — ay)

elde edilir. (5.3), (5.4) ve (5.5) ten sirastyla

f(t,a) < f(tay) + £, (¢ a) (g — ay)

g(t,a) < gt az) + [gu(t ay) + @, (t, a)](a; — ay)
— [p(t, a1) — @(t, ;)]

h(t, a;) < h(t,ay) + hy, (¢, B1)(a; — a3)

elde edilir. Elde edilen bu esitsizlikler yerine yazildiginda,
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as = w(t, ay, Bi; az)
=f(t ay) + fu(t, ) (@, — ap) + g(t, aq)
+[gu(t, 1) + ¢y (8, a1)]
+ [9u (6 a1) + @y (8, a)](az — ay)
—[p(t, az) — o(t, a)] + h(t, ay)
+ hy, (¢, B1) (@, — ay)
< f(taz) + fu(t a)(ay — az) + fiu (¢, ay) (az — ay)
+ 9t az) + [gu (6, 1) + ¢y (8, a)](ay — @)
— ot a1) — (¢, a;)]
+ (9. (6 a1) + ¢y (8, a)](az — ay)
—[p(t, az) — o(t, a))] + h(t, ;)
+ hy (8, B (ay — @) + hy (8, B1) (az — aq)

olur. Baz1 terimler sadelestirilirse,

a3 < f(t,a;) + g(t, az) + h(t,a;)

elde edilir. Benzer sekilde, (5.9) dan

B3 =W (t,ay,By; Ba)
= f(t,B) + fu(t, a)) (B — B1) + g(t, B1)
+ [9u (8 ar) + ou (¢, a)]1(B2 — B1)
— [t B,) — o(t, B)] + h(t, B1)
+ hy (&, B1) (B2 — B1)

olur. (5.3)—(5.5) ten sirasiyla

f(&, 1) = f(t,B2) + fu(t, B2)(B1 — B2)

gt B1) = g(t,B,) + [9u(t, B2) + @, (t, BBy — B2)
— [o(t, B1) — o(t, B2)]

h(t, ﬁl) = h(t' BZ) + hu(tl ﬁl)(ﬁl - 182)

esitsizlikleri yukarda yerine yazilirsa,
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Bs = f(t,B) + fut, &) (B, — B1) + g(t, B1)
+ [9u (6 a1) + @u (£, a)1(B2 — B1)
— [p(t, B2) — o(t, 8] + h(t, B1)
+ hy (¢, B1) (B2 — B1)
= f(t,B2) + fu(t, B2) By — B2) + fu(t, 1) (B — B1)
+9(t,B2) + [9u(t, B2) + @u (¢, B2)1(By — B2)
— [p(t, B1) — (L, 52)]
+ [9u (6 a1) + @y (£, a)1(B2 — B1)
— [o(&, B2) — o(t, B1)] + h(t, B2)
+ hy (¢, B (By — B2) + hy (&, B1) (B2 — B1)

olur. Baz terimler sadelestiginde

B3 = f(t, B2) + (B — BIIfu(t, B2) — fu(t, )] + g (¢, B2)
+ (B1 — ﬁz)[(gu(t: B2) + @y (t, ,32))
— (gu(t, @) + @u(t, a)))] + (2, B).

Burada f(t,u) konveks 6zelliginden,

[£u(t, B2) — fu(t,a1)] 2 0

Ve

(B — BIIfu(t, B2) — fu(t, )] = 0

olur. Benzer sekilde g(t,u) + ¢(t,u) konveks 6zelliginden,

[(9.(t, B2) + 04 (£, 82)) — (gu(t 1) + @y (¢, 1)) = 0

ve

By — B[ (9u (6, B) + 90, (£, B2)) — (gu(t, 1) + @ (t,ay))] = 0

olur. Boylece,
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Bs = f(t,B,) + g(t, B,) + h(t, B,)

olur. Dolayisiyla a, ve B, alt-iist ¢oziimlerdir. Teorem 2.2.6’dan a,(0) < 8,(0)

oldugundan a,(t) < B,(t) olur. Sonug olarak

ag(t) < a1 (t) < ay(t) < Br(8) < (1) < Bo(t)

olur. Bu islem bu sekilde devam ettirilirse

ao(t) < a1 (t) << ap(t) < Bp(t) << Bo(8) < B1(8) < Bo (D)

elde edilir. {a,,(t)} ve {B,(t)} sirasiyla

a1§+1 = W(t, An, ﬁn; an+1): an+1(0) =Up (510)

ﬁ1€+1 =W (t, an, Bn; Pn+1), Bn+1(0) = ug (5.11)

baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimleri olmakla birlikte diizgiin sinirhdir. Ayrica
f(t,u), g(t,u) ve h(t,u) smrh oldugundan {a3(t)} ve {B2(t)} dizileri de T de
diizgiin sinirhidir. Bu ise {a,,(t)} ve {B,(t)} dizilerinin essiirekli oldugunu gosterir.
Diziler diizgiin smirlt ve essiirekli oldugundan Arzela-Ascoli Teoremi geregince
{a,(®)} ve {B,(t)} dizileri (5.1) in tek ¢oziimii olan u(t) ye diizgiin ve monoton

yaknsar. Simdi bu yakinsamanin kuadratik oldugu gosterilecektir. Bunun igin

Pns1(t) = u(t) — ap41(t) 2 0,pp41(0) =0

tanimlansin. Her tarafin delta tirevi alinirsa,
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A — 4 _ A4
pn+1 =u an+1

= ft,w + g(t,uw) + h(t,w) — {f(t, ay)

+ fu(t an)(@ni1 — an) + g (¢, an)

+ [9u(t an) + ou(t, @) (@nysr — ay)

— lo(t, ans1) — (L, ay)] + h(t, )

+ hy (¢, Br) (@ne1 — an)}

=f(tu) — f(t, an) — fult, an)(apys — ay)
+gtuw) — gt a,)

— [9u(t an) + ou(t, @) (@ns1 — ay)

+ [o(t, ans1) — ot ap)] + h(t,w) — h(t, ay)
— hy (&, Br) (@ns1 — a@n)

elde edilir. Baz terimler eklenip yeniden diizenlenirse,

ph1 = [f(&w) = f(t, )] + fu(t, @) ((u — aper) — (u — @)
+ gt w) + ot W] — [g(t, az) + o(t, ay)]
+ [9u (6 an) + 0, (& a)1((u — anss) — (U — ay))
— [o(t,w) — @(t, any )] + [t W) — h(t, ay)]
+ h, (t, ,Bn)((u —apyq) — (u— an))

olur. Burada kolaylik olmasi agisindan g (t,u) + @(t,u) = F(t,u) ahmp yeniden

diizenlendiginde,

ph1 = [f(tw) — £t ay)]
+ fu(t, a) (U = ayiy) — (uw— @) [F(t,u)
— F(t,a)] + E,(t, an)((u — ayyq) — (u — ay))
— ot u) — o(t, any)] + [R(tw) — h(t, ay)]
+ hy (, B) (U — @ngr) — (U — @)

yazilabilir. a,, ve B, tanimlari da dikkate alinip fonksiyonlara ortalama deger teoremi

uygulandiginda
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phva = fut, ) (u — ay) + fu(6, @) ((u — anyr) — (U — ay))
+ E,(t,c)(u— a,)
+ E, (¢, an)((u —apy1) — (u— an))
— u (6, ) (u — aniq) + hy (6 0)(u — ay)
+ hy (6 B) (W — ani1) — (u— ay)).

Burada a, <a<u, ap,<c<u, ap <d<u, a, <e<wu dir.

Prs1 = fu(t, pn — fu(t, a)pn + fu(t, @)Ppis + Byt Opn
— E,(t, an)pn + Eu (6, @n)Pnsr — 0u(t, A)pnss
+ hy (¢, €)pn — Ry (&, Br)Pn + ho (6 Br)Prss
=pulfu(t, @) — fu(t, an)] + £, (t, @) Ppss
+palE,(t 0) — B (t, ay)]

+ Dnsa Bt an) — 0, (8, d)]

+ pnlhy(t €) — hy (&, Br)] + hy (¢, Br)Dnst
< pulfu(t,w) — £iu(t a)] + £ (t ) Psa
+pa[F (6 w) — E, (¢, ay)]

+ Dnsa Bt an) — 0, (8, @)

+ pnlhy (8, W) — hy (&, Br)] + Ry (E, Br)Pnsr

elde edilir. Fonksiyonlara bir kere daha ortalama deger teoremi uygulanirsa,

p‘)él.‘+1 < Pnfuu(t, b)(u—ay) + ﬁl(t; ) Pns1 + PrFu(t, d)(u — ay)
+ pn+1[Fu(t: an) - (pu(t: an)] + pnhuu(t’ f)(u - .Bn)
+ hu(tl .Bn)pn+1

elde edilir. Burada a, <b<u, a, <d<u, u<f <p, dr.

P+t < Drfuu(t, D) + Pia fu(t, an) + PALGun(t, @) + @i (8, D]
+ Pnralgu(t an) + @y (&, an) — ¢, (¢, an)]
= Padnhuu(t, ) + Ppaahu (6 Br)
= Pifuu (6, D) + Pry1fu(t an)
+ 27l Guu(t @) + @uu (6, D] + Pri19u(t, az)
= Pudnhuu(t, ) + Priaha (6 Br).
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Kapali bir kiimede siirekli fonksiyonlar sinirli oldugundan

lf&WI <N, [LGEWISM, |gutwl <L, lg.(tW]<K,
lpuu (& W < B, |hyy (W) <C, |y (Ew)| <A

olarak alinabilir. Burada N, M,L,K,C, B, A pozitif sabitlerdir. O halde

P S PEN + ppyiM + p2(L + B) + pry1K — PpqnC + PpirA
= p%(N +L+ B) + pn+1(M +K +A) - pnan

2 2
olur. p,q, < %” + q;” terimine Cauchy esitsizligi uygulanrsa

A 2 ¢ 2
Prsr SPr(N+L+B+- +pn+1(M+K+A)+an
elde edilir ki bu ifade p,,, e gore lineerdir.

A 2 C ZC
pn+1_pn+1(M+K+A)Spn<N+L+B+E)+CInE

A= e—fot(M+K+A)AS —(M+K+A)t

ifadesinin her tarafin =e integrasyon carpani ile

carparsak

C C
[pn+1e—(M+1<+A)t]A < [Przl (N +L+B +§> + q2 E] e~ (M+K+A)t

elde edilir. Bu ifade [0, t] de integre edildiginde,

pn+1e—(M+K+A)t

< Pn+1(0)

‘ C C
+ f [p,zl (N +L+B+ E) + q3 E] e~ MHK+A)s /g,
0

‘ C C
Pns1 < f [p,% (N +L+B+ E) +q; E] e MK+ (=) pg
0

J tizerinde maks alnrsa,
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C
p,%(N+L+B+E)

mc}kslpnﬂ | < mc]lks

C t
_|_qrzlE f e (M+K+A)(t=5) pg
0

C C e(M+K+A)t -1
p,%(N+L+B+—)+q%E’

mc]lks |Prs1] < mc]lks

2 M+K+A4

c C| eM+K+A)t

< 2(1\/ L+B —) 2—|—
maks|pnsa| < maks |pr (N +L+B+5 )+ sl iz

mt}kSIu — (41

maks|u — a,|?

C\ eM+K+AE
)M+K+A J

S<N+L+B+E

C eM+K+A)t

e N 000 i 2
+ 2M+K+Am‘}ksl’8" ul

Boylece {a,(t)} dizisi u(t) ye kuadratik yakinsar. Benzer sekilde

An+1(t) = Brp1(®) —u(t) =2 0,9,4,(0) =0
tanimlansin. Her tarafin delta tiirevi alindiginda

Qé‘+1 = :8141‘+1 —ud
= f(t, Bn) + fu(t, ) (Brsr — Bn) + g(t, Br)
+ [gu(t an) + oy (t, @)1 (Brir — Br)
— [o(t, Bns1) — @(t, Br)] + h(t, )
+ hy (&, Br) (Brsr — Br)
—{ft,w) + g(t,u) + h(t,w)}
= f(t, Bn) + fu(t, ) (B — Br) — f(t,0)
+ gt Br) + [gu(t ) + 0u(t, @)1 (Brs1 — Br)
= [o(t, fns1) — @ (&, BI] — g(t,w) + h(t, Br)
+ hy (€, Br) (Bri1 — Bn) — h(t,w).

Bazi terimler diizenlenirse,
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G = [F (6 Bn) = F& W] + fu(t, ) (Busa — Bn)
+[g(t, Br) + o(t, B)] — [g(tw) + o(t, W]
+ [9u (6 an) + 0u(t, @) (Brys — Bn)
— [o(t, Brs1) — @(t, W] + [R(t, B) — h(t,W)]
+ oy (, Br) (Brs1r — Bn)

olur. g(t,u) + ¢(t,u) = F(t,u) alinip yeniden diizenlenirse,

A1 = [f (& B) — F&W] + £ (8, ) (Brsr — Br)
+ [F(t, B) — F(t, W] + E, (¢, ap) (B — Br)
— [@(t, Brs1) — @(t, W] + [(t, B) — h(t,W)]
+ hy (t, Br) (B — Bn)

elde edilir. a,, ve B, tanmlar da dikkate alinip fonksiyonlara ortalama deger teoremi

uygulanirsa

Gn1 = fu(t, @) (B — w) + fu(6, @) (Brgs — Bn) + Fu(t,€) (B — u)
+ E,(t, ) (Brs1 — Bn) — @ (6, D) (Bpyr — u)
+ hy (&, ) (B — W) + by, (&, B) (Brss — Br)
= fu(t, D qn + fu(t, a3) (Gner — qn) + E(¢, O qn
+ F (6, an) (et — qn) — Pu(t, D qnis + hu(t, g
+ hy (&, Br) Q1 — Gn)
= qulfu(t, @) — fu(t, a)] + Guyi fu(t, @)
+ qnlE.(t ¢) — B (t, )]
+ qn1[Fu (6 ar) — oy (¢, d)]
+ qnlhu (@t ) — by (& Br)] + Grarhu(t, Br)
< qulfu(t, Br) — fu(t, an)] + quis fu(t, an)
+ qnlF.(t Br) — Eu(t, )]
+ Gn1[Fu(t ) — @y (8, ay)]
+ qnlhy (6, w) — by (& Br)] + Grarhu(t, Br)

elde edilir. Burada u<a<pf, u<c<pBpu<d<pfpi, u<f<pB, dr.

Fonksiyonlara bir kere daha ortalama deger teoremi uygulanirsa,
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An+1 < Qnfuu(t, D) (Br — an) + £ (t, @) Gnas
+ qnFu(t, e) (B — an)
+ qna [F (& an) — 0u (6 a)] + gnhuu (& D) (w = B)
+ hy (¢, Br) qn+1
= qnfuu (6, 0)(qn + Pu) + fu(t, @) qnss
+ qnFuu(t, e)(qn + pn)
+ qn1[F (6 an) — 0u (&, an)] + gnhu (6 R) (—q5)
+ hy (¢, Brn) qn+1
= @i fuu(t, D) + Pnnfruu(t, b) + fu(t, @) qnss
+ @it e) + pngnFu(t, e)
+ qnaa[Fu(t, an) — (6 an)] = qRhuu (6 D)
+ hy (t, Brn) qn+1

olur. Burada a,<b<pB, a,<e<pPB, u<h<p, dir.F(tu)=g(tu)+

¢(t,u) olarak yeniden yazilirsa,

Anr1 < Gnfun (6 D) + Prdnfun (D) + £ (¢, @) qnss
+ qalguu(t, e) + @uu(t, e)]
+ Pnnlguu(t, €) + @y (t, e)]
+ qni1lgu(t an) + @u(t, an) — @u(t, ay)]
— qihuu (6 h) + hy (&, Br) Gnss
= 5 fuu(t, D) + PuGnfuu(t, b) + fu (6, @n) qnss
+ qalguu(t,e) + @y (t, e)]
+ Pndnlguu(t €) + @uu(t, €)1 + qni194(t @)
= @i (6 B) + by (&, Br) Qs

elde edilir. Kapal bir kiimede siirekli fonksiyonlar sinirli oldugundan
I @WI <N, [fGWI<M, |gutwl <L, |g.(tw)] <K,
lpu (t, W < B, |hy, (6 W <C, |Ry(Ew <A
olarak alinabilir. Burada N, M,L,K,C,B, A pozitif sabitlerdir.

Gni1 < GAN + pugnN + Mqpq + qA[L + Bl + pnqulL + B]
+ qn+1K — q5C + Aqp 44
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2 2
yazilabilir. p,q, < pz—" + q;” Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

3N N 3 1
qni1 < 761% +§p% + M@pniq +§(L + B)q? +§(L + B)p2

+ Kqns1 — qAC + AQuia

3N 3 N 1
—_— 4 — _ 2 R T 2
—(2+2(L+B) C)qn+<2+2(L+B)>pn

+ M+ K+ A1
olur ki bu ise g,4; e gore lineerdir.

Gni1— M+ K + A)qpyq

3N 3 N 1
< |[|[— 4 — _ 2 _ Al 2
_<2+2(L+B) C)qn+<2+2(L+B)>pn

®
—fO(M+K+A)AS —(M+K+A)t

ifadesinin her tarafim A = e =e ile carparsak

e—(M+K+A)t]A

[Qn+1

< l(%+;(L+B)—C>q%

N 1
* <E+§(L +B)>p%le'(w””
buifade 0 dan t ye integre edildiginde,

qn+1e—(M+K+A)t

< qn+1(0)
+fotl(¥+§@+3)_c>q%

N 1
+ <§ +2 L+ B)> p%l e~ (MFTK+As pg

t[,3N 3
qn+1sf <—+—(L+B)—C>q%
o [V2 T2

+ (ﬂ + . (L+ B)) p%l e (MHFAD(E=5) g
2 2
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J tizerinde maks alinrsa,

3N 3
2 _ —
qn(—z +2(L+B) c)

mc}ks |Gns] < mc]lks

N 1
+p§<§+E(L+B)>

t
f o (MHK+A)(t-5) o
0

3N 3
@i (S +5a+B-c)

<
< mc]lks 5

e (M+K+A)t _ 1

M+K+A

N 1
+p§<§+§(L+B)>

< maks |q? (ﬂ+§(L+B) — C)
J 2 2
N 1 (M+K+A)t
+ P (Tz“ +B>>‘m
olur. Buradan da
mC]lkslﬁn+1 —ul
3N 3 o (M+K+A)L
< (7 +§(L +B) — C)mmcjlkslﬁn —ul?
N 1 (M+K+A)t
+ (E + E(L + B)>mmcjlks|u —ay,|?

yazilir. Bu sonug ise {B,,(t)} dizisinin w(t) ye kuadratik yakinsadigini gosterir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.2. (A;) ao(t),Bo(t) € Cr4[T,R] (5.1) in dogal tipten alt-iist ¢oziim ¢ifti

olsun.

(Ay) 2,da f(t,u) fonksiyonu, konveks ¢(t,u) fonksiyonu yardimiyla
konvekslenebilir, g(t,u) fonksiyonu, (t,u) konkav fonksiyonu yardimiyla
konkavlanabilir ve h(t,u) fonksiyonu ise tek yonli Lipschitz sartini saglasin. Yani

Uy =u, €, ve k>0 Lipschitz sabiti olmak iizere

h(t,u;) — h(t,uy) = —k(u; —uy,)
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olsun. Burada f,(t,u), g,(t,u), fiu(t,u), guu(t,u) var ve siireklidir. O zaman
{a,(t)} ve {B,(t)} dizileri var ve Syle ki (5.1) in tek ¢ozlimiine diizgiin ve monoton

yakinsar ve bu yakinsama yar1 kuadratiktir.

Ispat. Kolaylik olmasi acisindan

F(t,uw) = f(t,u) + o(t,u),

G(t,u) = g(t,u) + Y(t,u)

alinacaktir. f(t,u), g(t,u), h(t,u) fonksiyonlarinin a,(t) < u, < u; < B,(t) icin

Lipschitz sartlarin1 sagladigi agiktir. (A,) den u,v € £, olmak lizere u > v igin,

F(t,u) = f(t,u) + @(t,u) konveks oldugundan

ftw = f(t,v) + [fu(t,v) + @, (t, V)] (w —v) + @(t,v) — o(t,u)

(5.12)
= F(t,v) + E,(t,v)(u —v) — @(t,u)
G(t,u) = g(t,u) + Y(t,u) konkav oldugundan
gt,u) < gt v) + [gu(t,v) + P, (t,v)](u — v) + P(t,v) (5.13)
—Y(t,u) = G(t,v) + Gy (t,v) (u — v) — P(t,u) '
ve h(t,u) yan Lipschitz sartin sagladigindan,
h(t,u) — h(t,v) = —k(u —v) (5.14)

yazilabilir. (5.12), (5.13) ve (5.14) g6z Oniine alinarak asagidaki yardimci lineer

baslangi¢ deger problemleri ele alinsin.

ai = f(t, @) + g(t, ap) + h(t, ap)
+ [£u (8, @0) + @u (6, @) + gu(t, Bo) + Pu(t, Bo)
— @u(t, Bo) — Pu(t, ) — kl(a; — ap)
= N(t, ap)
+ [Fu(t, ao) + G, (8, Bo) — @u(t, Bo) — Yu (L, ao)
— k](ay — aq), a1(0) = uy,

(5.15)
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Bi = f(t,Bo) + g(t, Bo) + h(t, Bo)
+ [fu(t, o) + @y (t, @) + gu(t, Bo) + Pu(t, Bo)
— @y (t, Bo) — Py (¢, ap) — k1(By — Bo)
= N(t, Bo)
+ [E.(t ap) + Gu (£, Bo) — ¢u(t, Bo) — (8, ao)
— k]1(B1 — Bo), $1(0) = u,

(5.16)

@y < a; oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in p = @y — a; olsun. p(0) = a,(0) —

a; (0) < 0dir. p=a, — a, ifadesinin delta tiirevi alinirsa,

p? =af —af < N(t, ay)
—{N(t, ap)
+ [E.(t, ag) + Gy (t, Bo) — @u (8, Bo) — ¥u(t, o)
— k](ay — ao)}
= [E,(t, ap) + G, (t, Bo) — pu(t, Bo) — Pu(t, @)
— kl(ao — ;)
= [E.(t, ap) + G, (t, Bo) — pu(t, Bo) — Pu(t, ao)
—klp

elde edilir. p4 < Mp ve p(0) <0 oldugundan Sonug 3.2.8 den p(t) < 0 olur.
Yani a, < a; dir. Benzer sekilde a; < B, oldugu gosterilecektir. p = a; —
olsun. p(0) =a,;(0) —B,(0) <0 dir. p=a, —p, ifadesinin delta tiirevi

alindiginda,

p’ = ai — By < N(t, a)
+ [F, (8, a9) + Gy (8, Bo) — (8, Bo) — Pu(t, ao)
— k](ay — ap) — N(t, Bo)
= N(t, ap)
+ [F, (8 ag) + Gy (8, Bo) — 9u(t, Bo) — Pu(t, ao)
— kl(ay — ap) — f(t,B0) — g(¢, Bo) — h(t, Bo)

(5.12), (5.13) ve (5.14) ten elde edilecek —f(t,By),—g(t,By) ve —h(t,By)

esitsizlikleri sirasiyla yerine yazilacaktir. (5.12) den
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_f(t, BO) < _F(t' aO) - Fu(t' ao)(,go - aO) + (P(t; ﬁO)
= —f(t, ap) — o(t, ap) — F,(t, ag) (Bo — @)
+ (P(t, ﬁO)

yazilabilir. ¢(t, By) — @(t,a,) ifadesinde ortalama deger teoremi uygulandiginda ve

@(t,u) fonksiyonunun artan 6zelliginden a, < T < B, olmak iizere

—f(t, Bo) < —f(t,ap) — E,(t, ag)(Bo — ao) + @, (¢, 7)(Bo — ap)
< —f(t, a¢) — E,(t,a0)(Bo — o)
+ @, (t, Bo) (Bo — ap)

elde edilir. (5.13) ten

_g(t, ﬂO) S _G(t' aO) - Gu(t, :BO)(:BO - aO) + l,b(t, :BO)
= —g(t,ap) — (¢, ap) — G, (£, Bo) (Bo — o)
+ l/)(t' ﬁO)

Y(t, By) — Y(t,ay) ifadesinde ortalama deger teoremi uygulandiginda ve Y (t, u)

fonksiyonunun azalan 6zelliginden ay < & < [, olmak iizere

—g(t, Bo) < —g(t,ap) — Gy (t, Bo) (Bo — o) + ¥y, (£, ) (Bo — @)
— g(t, ap) — G, (¢, Bo) (Bo — ap)
+ 1, (&, @) (Bo — o)

elde edilir. (5.14) ten

—h(t, By) < —h(t,ap) + k(By — ap)

yazilir. Bu ifadeler yerine yazildiginda,
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p? < N(t, ao) + [Fu(t, @) + Gy (£, Bo) — 9u(t, Bo) — tu(t, @)
— kl(ay — ao) — f(t, a0) — F, (¢, ao) (Bo — o)
+ @u (6, Bo) (Bo — o) — g(¢, ao)

— Gy (£, Bo) (Bo — o) + Py (t, @o) (By — ap)

— h(t, ap) + k(By — @)

= f(t,ap) + g(t, ag) + h(t, ay)

+ [Fy(t, @) + Gu(t, Bo) — @u(t, Bo) — u(t, o)
— kl(ay — a) — f(t,a0) — E,(t, a0)(Bo — @)
+ u (&, Bo) (Bo — o) — g(¢, ao)

— Gy (£, Bo) (Bo — o) + Yo (t, @o) (By — ap)

— h(t, ap) + k(By — @)

= [E,(t, ap) + G, (t, Bo) — 0u(t, Bo) — Pu(t, @)

— kla,

— [E.(t, ag) + Gy (t, Bo) — @u (8, Bo) — Yo (L, @)
— kla,

— [E.(t, ag) + Gy (t, Bo) — @u(t, Bo) — Yo (t, @)
— k1B,

+ [E.(t, ag) + Gy (t, Bo) — @u(t, Bo) — Yo (L, )
— kla,

= [F.(t, a0) + Gu(t, Bo) — @u(t, o) — Yu(t, o)
— kl(ay — Bo)

= [F.(t, a0) + Gu(t, Bo) — @u(t, Bo) — Yu(t, o)
—klp

elde edilir. p2 < Mp ve p(0) < 0 oldugundan Sonug 3.2.8 denp(t) < 0 olur. Yani
a, < B, dir. Benzer sekilde B; < f, oldugu gosterilebilir. Simdi a; < B; oldugu
gosterilecektir. Bunun i¢in a; ve B; insirasiyla (5.1) in alt-iist ¢6ziim ¢ifti oldugunu

gostermek gerekir. (5.15) ten
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ai = N(t, ao) + [F,(t, ao) + Gy (t, Bo) — pu(t, Bo) — u(t, ao)
— k](a; — ap)
= [f(t, @) + F.(t, ap)(a; — ao)]
+ [g(t, @) + G (8, Bo)(ay — ag)] — k(a; — ap)
— u(t, Bo)(ar — ag) — P, (¢, ap) (ay — ap)
+ h(t, ay)

elde edilir. G, (t,u) azalan oldugundan G,(t, By) < G,(t, B,) dir. Yani yukardaki
ifade

ai < [f(t, ao) + F,(t, o) (a; — ao)]
+ [g(t, @p) + G, (¢, B1)(ay — ag)] — k(a; — ap)
— @u(t, Bo) (a1 — ag) — P (t, ap)(ar — ap)
+ h(t, ay)

olur. (5.12), (5.13) ve (5.14) ten sirasiyla

f(t,ay) = f(t,ap) + E,(t, ap)(a; — ag) + @(t, ay) — o(t, ay)

f(t ap) + F,(t, ap)(ay — ap) < f(t,a1) + o(t,a;) — @(t, ay),

g(t,a) = g(t, ap) + G, (t,a1)(ay — ag) + P (t, ay) — P(t, ay)

gt ap) + G, (t, a)(a; — ap) < g(t,ay) + Y(t, ay) — P(t, ap),

h(t,a;) — h(t,ap) = —k(a; — ag)

h(t,ay) < h(t,a;) + k(a; — ay)

olur. Elde edilen bu ifadeler yerine yazilirsa
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af < f(ta) + ot a) — ot ap) + gt ar) +P(t, a)
— (&, ao) — k(ay — o) — (8, Bo)(ay — )
— P, (t, ap)(ay — @) + h(t, ay) + k(a, — ap)
=f(t,a) + ot a1) — ot a0) + g(t ay)
+ Y (t,a;) —P(t, ap) + h(t, ay)
— @y (t, Bo) (a1 — ag) — P (t, ) (ay — @)
=f(t,a,) +g(t, a) + h(t, ay)
+ ot a1) — ot ap)] + [(t ar) — P(t, ao)]
— @y (t, Bo) (a1 — ag) — P (t, @) (ay — )
= N(t, a1) + [p(t, a1) — ¢ (¢, ao)]
+ [ a) — (&, ap)] — @u(t, Bo) (e — ap)
— P (t, ag)(ay — @)

Burada [¢(t,a;) — @(t,ay)] ve [Y(t, ai) —Y(t, ay)] i¢in ayr1 ayr: ortalama deger

teoremi uygulanp ¢, nun artan 6zelligi ve 1, nun azalan 6zelligi kullanildiginda,

ai < N(t, ay) + @y (t,§)(ag — ap) + Py, (t, ) (g — @)
— ou(t, Bo) (ay — @p) — P (¢, @p) (a1 — @)
< N(t 1) + ou(t, Bo)(ay — ao)
+ Pu(t, @p)(ay — ) — @ (¢, Bo) (ar — @)
— Yot ag)(ay — ap) = N(t, aq)

Yani af < N(t,a;) olup a; alt ¢cdziim olur. Benzer sekilde f; in iist ¢dziim

oldugunu gosterelim. (5.16) dan

Bi = N(t, Bo) + [F,(t, o) + Gy (t, Bo) — 9 (t, Bo) — P (t, @)
— k1(B1 — Bo)
= [f(t, Bo) + E,(t, o) (51 — Bo)]
+ [g(t, Bo) + Gy (t, Bo) (B1 — Bo)]
— 0y (&, Bo) (B1 — Bo) — Pu(t, a0) (By — Bo)
— k(B — Bo) + h(t, Bo)

olur. (5.12)—(5.14) ten sirastyla

75



f(t,Bo) = f(t, 1) + E,(t, B1)(Bo — B1) + @(t, B1) — (¢, Bo)

9(t,Bo) = g(t, B1) + Gy, (&, Bo) (Bo — B1) + (¢, B1) — (2, Bo)

h(t' ﬁO) = h(t' ,81) - k(ﬁo - .81)
olur. Elde edilen bu ifadeler yerine yazilirsa

Bi = f(t, B1) + E.(t,B1)(Bo — B1) + 9 (t, B1) — 9(t, Bo)
+ E, (6 ap)(By — Bo) + g(t,B1) + Gy (¢, Bo) (Bo — B1)
+(t, B1) — (& Bo) + Gu(t, Bo) (By — Bo)
— @u(t, B0) (B1 — Bo) — Yu(t, @o) (B — Bo)
— k(B — Bo) + h(t,B1) — k(Bo — B1)

olur. E, artan oldugundan E, (t, 8,) = E,(t, ay) dir. O zaman

Bt = f(t, B + F,(t,a0) (Bo — B1) + @ (&, B1) — (£, o)
+ E.(t, ag)(B1 — Bo) + g(t,B1) + G (t, Bo) (Bo — B1)
+P(t, B1) = P (L, Bo) + Gu(t, Bo) (By — Bo)
= @u(t, Bo) (By — Bo) — Yu(t, ao) (By — Bo)
— k(By— Bo) + h(t, 1) — k(Bo — B1)

elde edilir. Baz terimler sadelestirildiginde

:Bf‘ = f(t: 181) + (P(t: :Bl) - (P(t: :BO) + g(t, :Bl) + lp(t: 181)
— (¢, Bo) — @u (£, Bo) By — Bo)
— (&, @) (By — Bo) + h(t, B1)

elde edilir. o(t, B,) — @(t, B,) ifadesinde ortalama deger teoremi uygulanip ¢(t,u)
fonksiyonunun artan 6zelliginden ve (¢, 8;) — Y(t, By) ifadesinde ortalama deger

teoremi uygulanip ¥ (t, u) fonksiyonunun azalan 6zelliginden faydalanilarak

B = f(t, B1) + @u(t, Bo) (B — Bo) + g(t, B1) + P (t, o) (Br — Bo)
— @u(t, Bo) (B1 — Bo) — Yo (t, ag) (B1 — Bo)
+ h(t, ﬁl) = f(t; ﬁl) + g(t' ﬁl) + h(t! 131) = N(t, ﬁl)

76



yazilir. Yani B# = N(t, ;) olup B, iist ¢dziimdiir. Boylece Teorem 3.3.8 ¢ gore a;,
p1 alt-iist ¢6ziim ¢ifti ve a,(0) < B,(0) oldugundan ve ayn1 zamanda Lipschitz sart1

saglandigindan a,(t) < B,(t) olur. Yani

@ S ay < By <P

olur. Simdi

Ap Sy S-S Uy S Upiq < Py S Pu S P < P

oldugu gosterilecektir. Once a,, < a, ., oldugu gosterilecektir. Bunun icin p,(t) =

a, (t) — ayq,(t) alalim. p,,(0) = a,,(0) — a,,4+1(0) = uy —uy = 0 dir.

4 _ A A
Pn = Anp — Opyq

= N(t,an_q1)

+ [Fu(t, ap-1) + Gy (t, Br—1) — u(t, Br-1)

— P (t, ap_1) — k](ay, — an_q)

—{N(t, ay)

+ [E(t an) + Gu(t, Br) — 0u(t, Br) — Pu(t, @p)
— kl(ans1 — an)}

= f(t,an_1) + g(t,an_1) + h(t, an_1)

+ [E(t ap_1) + Gy (t, Bre1) — 9u(t, frv)

— Y, (t, ap_1) — kl(ay, — a,_1) — f(t, ay)
—9(t,ay) — h(t, ay)

— [F.(t an) + Gu(t, Br) — @u(t, Br) — Pu(t, an)

- k] (an+1 - an)

(5.12) deki esitsizlik diizenlendiginde ve ortalama deger teoremi uygulanip ¢,

fonksiyonunun artan 6zelligi kullanildiginda

f(t; an) > f(t; a‘n—l) + Fu(tl an—l)(an - an—l) + ‘P(t, an—l)
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_f(t; an) < _f(t' an—l) - Fu(t; an—l)(an - an—l)

+ ¢y (t' an)(an - an—l);
(5.13) teki esitsizlik diizenlendiginde ve ortalama deger teoremi uygulanip P,
fonksiyonunun azalan 6zelligi kullanildiginda

g(t; an) 2 g(t' an—l) + Gu(t' an)(an - an—l) + w(t; an—l)

- lp(t' an) - g(t' an)
< —g(t,a,_1) — G, (t,ay)(a, — an,_1) + Y(t, a,)

- l/)(t' an—l)g(t; an)
=< _g(t' an—l) - Gu(t; an)(an - an—l)

+ lpu(t' an—l)(an - an—l)

ve (5.14) ten
h(t,a,) — h(t,a,_1) = —k(a,, — a,_1)h(t, a,)
> h(t,a,_1) — k(a, — a,_1) — h(t, a,)

< —h(t,an,_1) + k(a, — an_1)

yazilir. Elde edilen bu esitsizlikler yerine yazilirsa,
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pr < f(tan_1) + g(t, an_q) + h(t, ap_)
+ [F, (¢, ap—1) + Gy (t, Br-1) — @u(t, Brn-1)
— P, (t, ap_q) — kl(ay, —ap_1) — f(t, ay_1)
— B (t, an_q)(an — an_y) + @, (¢, ap)(an, — ap_q)
—g(t, an_1) — G, (t, an)(an — an_1)
+ Py (¢, ap_1) (@ — an_y) — h(t, ay_1)
+ k(a’n - an—1)
— [E.(t, ay) + Gu(t, Br) — @u(t, Br) — ¥ (t, ay)
— kl(ans1 — ay)
= [E,(t, an_1) + G, (¢, Bn—1) — @ (t, Pn-1)
— Py (t, an_q) — k] (e, — ay_1)
— [E.(t, an_1) — ou(t, an) + G, (t, ) — Pu(t, an_y)
—kl(a, — ap-1)
— [E.(t, ay) + Gu(t, Br) — 0u(t, Br) — ¥ (t, @)

- k] (an+1 - an)

G, azalan oldugunda G, (t, Bn-1) < G,(t, ay) ve Oy artan

oldugundan —¢,, (t, 1) < —¢,(t, a,) dir. Boylece esitsizlik

[Fu(t' an—l) + Gu(t: an) - (pu(t: an) - lpu(t: an—l) - k] (an

- an—l)
- [Fu(tl an—l) - (pu(t: an) + Gu(t: an) - lpu(t’ an—l)
- k] (an - an—l)

- [Fu(tl an) + Gu(t: .Bn) - (pu(t: .Bn) - lpu(t’ an)
- k] (an+1 - an)
= [Fu(tl an) + Gu (t, IBn) - (pu(t, ,Bn) - lpu(t' an)

— kl(a, — ap41)

olur. Yani

pa < [E(t an) + Gy (t, Br) — @y (8, Br) — Y (t, ) — klp

ve p,(0) = 0 oldugundan Sonug 3.2.8 geregi p, (t) = 0 olur. Sonug olarak a, <

Apyq Oir. Simdi ay4q < frye1 oldugu gosterilecektir.
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ane1 = N(t, ay)
+ Rt an) + Gu(t, Bn) — @u(t, Br) — (8, o)
— kl(ans1 — an)
= [f(t, an) + B (t, ay)(anq — an)]
+ gt an) + Gy (¢, Br) (@nis — an)]

lg
[(pu(t' ﬁn) + lpu(t' an) + k] (an+1 - an) + h(t: an)

elde edilir. (5.12) den

f(t; an+1) = f(t' an) + Fu(t; an)(an+1 - an) + (P(t: an)
- §0(t, an+1)f(t; an) + Fu(t; an)(an+1 - an)
< f(t' an+1) + (p(t; an+1) - (p(t; an):

(5.13) diizenlenip G,, nun azalan 6zelligi kullanilirsa

(t, ans1) = gt an) + Gu(t, ang1) @y — an) + Pt an)
— Pt ans1) gt Anyq)
> g(t, an) + Gy (t, Br) (ns1 — @n) + (¢, )
=Pt ans1) gt an) + Gu (6, ) (@ns1 — an)
< gt anyr) HP(E apyr) — PG ay),

(5.14) ten

h(t: an+1) - h(t: an) = _k(an+1 - an)h(t: an)
< h(t: an+1) + k(an+1 - an)

yerine yazildiginda ise

U1 < f(t angr) + 0t angr) — @t an) + gt apyy)
+ Y6 aner) — P& an) — @u(E Br)(ansr — an)
= Pu(t, an)(aney — an) — k(apy — an)

+ h(t, ans1) + k(anes — ap)

= [f(t ans1) + @(t, ani1) — (¢ an)]

+[9(6 any1) + (& aniy) —P(6 ay)]

— ou(t, Br)(ani1 — an) — Yu(t, ap)(@nyr — an)
+ h(t, aps1)
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olur. @(t,an4q) — @(t, a,) ifadesinde ortalama deger teoremi uygulandiginda ve
¢, (t,u) fonksiyonunun artan ozelliginden ve Y(t, a,4q) — Y(t, a,) ifadesinde
ortalama deger teoremi uygulandgnda ve ¥, (t,u) fonksiyonunun azalan 6zelliginden

yukaridaki esitsizlik

U1 < [ Anpr) + @ut, Br) (@niy — an) + gt angs)
+ Py (&, ap) (@py1 — an) — @, (¢, Br) (aner — ay)
= Pu(t, an)(@niy — an) + h(t, apiq)
= f(t,ans1) + gt aysq) + h(t, apyq) = N(t, apy1)

Yani ai,; < N(t, a,41) olup a, . alt ¢oziimdiir.

B = N(t, Bn)
+ [E(t an) + Gu(E, Br) — 0u (L, Br) — Pu(t, @n)
— k1(Bn+1 — Bn)
= [f(t, Bn) + Eu(t, an) (B — Bn)]
+[g(t, Br) + Gu(t, Br) (Brs1 — Bn)]
— 0u(t, Br) Brs1 = Br) — Yu(t, @) (Brsr — Br)
— k(Brs1 — Bn) + h(t, )

elde edilir. (5.12) den

f(t, Bns1) < f(t,Bn) + E(t, an)(Brir — Brn) + @(t, By)
- (P(t: ,Bn+1)f(t: .Bn) + Fu(t; an)(ﬁn+1 - .Bn)
2 f(tl .Bn+1) + (p(tl :811+1) - (p(t; .Bn):

(5.13) ten

g(t, ﬁn+1) < g(t' Bn) + Gu(ti IBn)(,Bn+1 - ﬁn) + lp(t, ﬁn)
= Y&, Bn+1) 9, Br) + Gy (&, Br) (Brta — Br)
= g(t, Pn+1) + P (&, Brsr) — (&, Br)

ve (5.14) ten

h(t, ﬁn) - h(t, ,Bn+1) = k(ﬁn+1 - ﬁn)h(t! ﬁn)
> h(t: IBn+1) + k(,Bn+1 - :Bn)
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olur. Elde edilen bu esitsizlikler gz 6niine alindiginda ve @(t, Br4+1) — @(t, Br) Ve
Y(t, Brsr) — Y(t, By,) ifadelerine ortalama deger teoremi uygulanip ¢, nun artan

ozelligi ve 1, nun azalan 6zelligi kullanilirsa

Brv1 2 [f(t, Brir) + @t Brss) — @(t, Br)]
+ [g(t, Brs1) + (&, Brrr) — (&, )]
— @y (&, Bn) Brt1 — Bn) — PYu(t, ) (Bry1 — Br)
— k(Bni1 — Bn) + h(t, Pni1) + k(Bri1 — )
= f(t, Bnr1) + 0u (6 Br) Bryr — Bn) + 9(&, Bri1)
+ Y (&, an) Bri1 — Br) — @u(t, Br) (Brs1r — Br)
= Yu (€, an) (Brsr — Bn) + R(E, Brs1)
= f(t,Pn+1) + g(t, Bus1) + (¢, Bry1) = N(t, Pri1)

Yani B, = N(t, Bn+1) OlUP B4y iist ¢oziimdiir. Sonug olarak ay,,; Ve B4 alt-
list ¢oziim ¢ifti ve N (t, u) Lipschitz sartin1 sagladigindan Teorem 3.2.6 dan a,,,, (0) <
Brn+1(0) oldugundan a,,,(t) < B,4+1(t) dir. Boylece matematiksel indiiksiyon

prensibiyle

Ay S ) S S Uy S Ay < Py S P << P1 < P

olur. Standart argiimanlar (Arzela-Ascoli teoremi) kullanilarak (5.1) in tek ¢6ziimiine
diizgiin ve monoton yakinsadigi1 gosterilebilir. Simdi bu yakinsamanin yar1 kuadratik
oldugu gosterilecektir. Bunun ic¢in p,4q(t) = u(t) — a,4,(t) =0 tanimlansin.
Pn+1(0) = u(0) —ay41(0) =0 oldugu  agktir.  ppyq(t) = ult) — ane(6)
ifadesinin her tarafinin delta tiirevini alalim.

82



P (8) = ud(t) — agy, (8)
= N(t, a,)
—{N(t, )
+ Bt an) + Gu(t, Br) — 0u(t, Br) — Pu(t, an)
— kl(ans1 — an)}
= f(t,w) + g(t,u) + h(t,u) — f(t, a,) — g(t, @)
— h(t, a,)
— [E.(t an) + Gu(t, Br) — 0u(t, Br) — Pu(t, @n)
— k] (@ns1 — an) + @(t,w) + P(t,u) + o(t, ay)
+Y(t, an) — @t w) —(t,u) — ot an) —P(t, ay)
=F(t,u) — F(t,a,) + G(t,u) — G(¢t, a,)
— [E.(t an) + Gy (L, Br) — 0u (L, Br) — Pu(t, @p)
— k](ans1 — an) — [@(t, W) — o(t, ay)]
— [t w) — (¢, an)] + h(t,w) — h(t, ay)

@(t,u) — @(t, a,) ifadesinde ortalama deger teoremi uygulandiginda ve ¢, (t,u)
fonksiyonunun artan 6zelliginden ve (t,u) — Y (t, a,) ifadesinde ortalama deger
teoremi uygulandiginda ve v, (t,u) fonksiyonunun azalan 6zelliginden yukaridaki

esitsizlik

pa. () < F(t,u) —F(t,a,) + G(t,u) — G(t, ay)
— [F.(t an) + Gy (8, Br) — @u (6, Br) — P (8, ay)
— kl(ans1 — an) — @u(t, an)(u — ay)
— YW —ay) + k(u—ay)
< F(t,uw) —F(t,ay) +G(t,u) — G(t, a,)
— [E.(t an) + Gu(t, Br) — @u(t, Br) — Pu(t, an)
—kl(u — ay) — @y (¢, an) (u — ay)
Pt WU —ay) + k(u—ay,)

elde edilir. Benzer sekilde F(t,u) — F(t,a,) ve G(t,u) — G(t, a,) ifadelerinde
ortalama deger teoremi uygulanip sirasiyla F,(t,u) fonksiyonunun artan 6zelligi ve

G, (t,u) fonksiyonunun azalan 6zelliginden
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Pre () < B (tw)(u — ay) + Gy (t, ) (u — )
— Bt an)(u—ay) — G, (¢, Br)(u — ay)
+ u (&, Br) (u — @) + ¥, (8, ay) (u — ap)
+k(u—an) — @yt an)u—ay)
— Pt wWu—ay) + k(u—ay,)
= F,({t,wWu —ay) + G, (¢, a,) (u — ay)
—E(t ap)(u—ay)
= Gy (&, B (u — a) @y (t, Br) — @u (¢, an)](u — ay)
— [ (6, w) — P (¢, )1 (u — @) + 2k (u — )

olur. ¢, (t, B,) — o, (t, a,) ve Y, (t,u) —,(t a,) ifadelerinde ortalama deger
teoremi uygulandiginda

Pr+a (8) < (6 uw)(u — @) — B (6 @) (u — @)
+ Gy (8, an)(u — ay) — Gu(¢, Br) (u — ay)
+ 0uu(t,6) (B, — ) (u — ay)
— Y (&) (U — @) (u — @) + 2k(u — )
< E(tuw)(u—ay) — E(t ap)u—a,)
+ Gy (8, an)(u — ay) — Gy (¢, Br) (U — @)
+ 0uu(t,6) (B — ) (u — ay)
— Y (&M@ — ap)(u — ay) + 2k(u — ay)
— [R(t, an) + Gu(t, Bn) — @u(t, Br) — Yo (t, o)
— kl(aps —w)
= [E,(t,u) — E,(t, a)](u — @)
— [Gu(t, ) — Gu (¢, an)](u — ay)
+ 0uu (6, 8) (B — an) (u — ay)
— P (&MU — ) (u — ay) + 2k(u — ay)
= [E.(t an) + Gu(t, Br) — @u(t, Br) — Pu(t, an)
— kl(ans —w)

elde edilir. F,(t,u) — F,(t, a,) ve G,(t,B,) — G,(t, a,) ifadelerinde ortalama deger

teoremi uygulandiginda
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Pas1(8) < Fp (6,1) (u — ) (u — @)

= Gy (£,0) (B — an) (u — ay)

+ 0uu (6, 8) (B — an) (u — ay)

— Y E&mu—a,)u—a,) + 2k(u — a,)

— [E.(t, ap) + Gu(t, Br) — @u(t, Br) — ¥ (8, )
— kl(apy —w)

= [Ea(tY) = Yo (&, MI(u — a)?

+ [@uu (£, 8) — Gy (£, 0)]1(Br, — ) (u — @)

+ [F(t, ay) + Gu(t, Br) — 0u(t, Br) — o (t, ay)
—k](u — any1) + 2k(u — ay)

= (& V) + 00 (6, 7) — P (&M (U — )?
+ [0uu (&, 8) = Guu (t, 0) = Py (8, D] (Br — a) (u
— ay)

+ [fu(t, az) + ou(t, an) + gu(t, Br) + Yu(t, Br)
— 0u (&, Br) — Pu(t, an) — k](u — apyy)

+ 2k(u — )

olur. Kapali bir kiimede siirekli bir fonksiyon sinirli oldugundan asagidaki esitsizlikler

yazilabilir.

|fuu| < Al |(Puu| < B, |guu| < C; |l/)uu| < D, |f‘;1| < E, |gu| < T’koul
<R:|l/)u| <S'

Prr1(t) < (A+ B +D)(u — ay)?
+(B+C+D)(Bn—an)u—ay)
+(E+2R+T+2S)(u—ayyq1) +2k(u—ay)
= (A+B+D)pi + (B+C+D)pu(pn+ qn)
+(E+2R+T + 2S)pn41 + 2kpy,
=(A+B+D)p2+(B+C+D)p?
+(B+C+D)Pnqn) + (E+2R+ T+ 2S)pns1
+ 2kp,,.

(B + C + D)(pnqy) ifadesinde Cauhcy esitsizligi uygulanirsa,
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2
mﬁﬂﬂs(A+B+Dhﬁ+(B+C+Dhﬁ+(B+C+Dﬁ%

2
+w+C+Dﬁ%+@42R+T+BmM1+%nL

B+C+D
————Gpi+ad)
+ (E+ 2R+ T + 2S)pps1 + 2kpy,
_(A+SB+SC+5D> 2_|_(B_|_C_|_D) 5
- 2 T2 Ty )T\ Ty )M
+ (E+ 2R+ T+ 2S)pps1 + 2kp,

=(A+B+D)p; +

Kolaylik olmas1 agisindan

A+—+=+—=M

2 2 2 *

+

5B 3C 5D B
T =NE+2R+T+25=Y

cC D
2 2
alalim. O halde
Prr1(6) < Mp} + NG + Ypniq + 2kpy
olur. Bu esitzilige Gronwall esitsizligi uygulanirsa
Pr+1(6) = Ypny1 < Mpj + Nqj + 2kpy,
lineer denklemin her tarafini integrasyon ¢arpani olan

t
A=e Jo¥ss = gt

ile garpalim.

e Vipni, £ e ' Wpyyy < [Mp3 4+ Ngi + 2kpple eV pyq]?
< [Mp2 + Nq? + 2kp, ]e™"*

elde edilir. Bu ifade 0 dan t ye integre edildiginde,
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t

e_Ytpn+1 < pn+1(0) + f [Mprzl + quzl + 2kpn] e_YSASpn+1
0

t
< e”f [Mp2 + Nq2 + 2kp, ] e Y54s
0

t
= j [Mp2 + Nq2 + 2kp,] e¥¢=5) As
0

Yt

= [Mp} + Nqj + kan]T

eYt
< [Mp} + Ngqj + kan]T

olur. ] tlizerinde maks alinirsa,

mt}kSIpnﬂI < {M Tr]lakSIP%I + N rr}akSIQ%I
Yt
+ 2k r;zakslpnl}Tmc]Lkslu — Ay
< {M n}akslu —a,|?+N rr}akslﬁn —ul?
vt

2k maks|u — }—
+ r7a slu — a,| v

Boylece {a,, (t)} dizisi u(t) ye yar kuadratik yakinsar. Benzer sekilde

Gn+1(t) = Bry1(®) —u(t) = 0,g,4,(0) =0

tanimlanarak benzer islemler elde edilip {8, (t)} dizisinin (5.1) tek ¢Oziimii olan

u(t)ye yar kuadratik yakinsadig: gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.3. (A1) ay(t),Bo(t) € CryqlT,R] (5.1) in dogal tipten alt-iist ¢6ziim ¢ifti
olsun.

(Ay) 2, da f(t,u) fonksiyonu, konveks ¢(t,u) fonksiyonu yardimiyla
konvekslenebilir, g(t,u) fonksiyonu, (t,u) konkav fonksiyonu yardimiyla
konkavlanabilir ve h(t,u) fonksiyonu ise pozitif olmayan ve azalmayan bir fonksiyon
olsun. Ayn zamanda h, (t,u) tek (sag) yonlii Lipschitz sartini saglasin. Yani u,v €

0y ,ve u=>v olmakiizere ve k > 0 Lipschitz sabiti olmak {izere
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h,(t,u) — h,(t,v) = —k(u —v)

olsun. Burada £, (t,u), g,(t,u), fuu(t,u), gu,(t,u) varve siirekli fonksiyonlardir.
O zaman {a,(t)} ve {B,(t)} dizileri vardir 6yle ki (5.1) in tek ¢ozlimiine diizgiin ve

monoton yakinsar ve bu yakinsama kuadratiktir.

Ispat. f(t,u),g(t,u),h(t,u) fonksiyonlarimn a,(t) < u, <uy < Bo(t) igin

Lipschitz sartlarini sagladigi agiktir. Kolaylik olmasi agisindan

F(t,uw) = f(t,u) + o(t,u),

G(t,u) = g(t,u) + Y(t,u)

olarak alalim. u,v € 2, olmak tlizere u =7v icin, F(t,u) = f(t,u) + @(t,u)

konveks oldugundan

ft,w) = f(t,v) + [fu,(t,v) + @, (t, V)] —v) + (¢, v) — o(t,u)

(5.17)
= F(t,v) + E,(t,v)(u —v) — @(t,u),
G(t,u) = g(t,u) + Y(t,u) konkav oldugundan
gt,u) < g(t,v) + [gu(t,v) + P, (t, V)] (u — v) +P(t,v) (5.18)
—Y(t,u) = G(t,v) + Gy (t,v)(u — v) — P(t,u), '
h,,(t,u) tek yonli Lipschitz sartin1 sagladigindan,
h,(t,u) — h,(t,v) = —k(u—v) (5.19)

yazilabilir. (5.17), (5.18) ve (5.19) g6z o6niine alinarak asagidaki yardimci lineer

baslangi¢ deger problemleri ele alinsin.

af = f(t, ao) + [F,(t, ag) — @y (t, Bo)](ay — ap) + g(t, ap)
+ [Gy(t, Bo) — Yo (t, @p)] (g — ag)+hy, (t, ap) (5.20)

— k(a; — ap), a;1(0) = uy,
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B = f(t, Bo) + [F,(t ag) — ¢u(t, )1 (Br — Bo) + g(t, o)
+ [Gy (8, Bo) — Py (&, o) 1(B1 — Bo) + hy (2, Bo) (5.21)
— k(B1 — Bo), B1(0) = u,.

@y < a; oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in p = @y — a; olsun. p(0) = a,(0) —
a; (0) <0 dir. p=a,— a, ifadesinin delta tirevi alinip h(t,u) fonksiyonunun

pozitif olmayan ve azalmayan 6zelligi kullanilirsa,

p2 =al —af < f(t,ay) + g(t, ap) + h(t, ay) — f(t, ap)
- g(t, aO) - hu(t; ao)
+ [Fu(tJ aO) + Gu(t; .80) - (pu(t: .80) - lpu(t: aO)

— k](ap — ay)
< [Fu(t; ao) + Gu(t: .BO) i ¢u(t: .BO) - lpu(tr ao)
—k](ap — ay)

elde edilir. p4 < Mp ve p(0) < 0 oldugundan Sonug 3.2.8 den p(t) < 0 olur. Yani
@y < aq dir. Benzer sekilde a; < 8, oldugu gosterilecektir. p = a; — f, olsun.

p(0) = a;(0) — B, (0) <0 dir. p=a,; — B, ifadesinin delta tiirevi alinirsa,

p? = ai — Bg < f(t,ap) + g(t, a) + by (t, ag)
+ [Fu(t: ao) + Gu(t: :80) - (pu(t: .BO) - lpu(t’ ao)
— k](ay — ap) — f(t, Bo) — g(t, Bo) — h(t, Bo)

elde edilir. (5.17)—(5.19) dan elde edilecek —f(t,By), —g(t,Bo) ve —h(t,fBy)

degerleri sirasiyla yerine yazilacaktir. (5.17) den

f(&,Bo) = F(t, a0) + E,(t, 20) (Bo — ao) — ¢(t, Bo) — f(t, Bo)
< —F(t, ap) — (8, a0)(Bo — ao) + ¢(t, o)
= —f(t, ap) — o(t, ap) — B, (¢, a0) (Bo — o)
+ @(t, Bo)-

o(t,By) — @(t,ap) ifadesinde  ortalama deger teoremi uygulanip  ¢@(t,u)

fonksiyonunun artan 6zelliginden ay <t < 5, olmak iizere
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—f(t, Bo) < —f(t, ag) — E,(t,a0)(Bo — @) + ¢, (t,T)(By — @)
< —f(t,ap) — E,(t, o) (Bo — )
+ @, (t, Bo) (Bo — ap)

elde edilir. (5.18) den

g(t, ﬁO) 2 G(t' aO) + Gu(tﬁ ﬁO)(,BO - aO) - w(t; :80)

_g(t, ﬁO) S _G(t' aO) - Gu(t, ﬁO)(ﬁO - aO) + lp(tl :80)
= —g(t,ap) —P(t, ap) — G, (¢, Bo) (Bo — o)
+ l/)(t' ﬁO)

Y(t,By) —Y(t,ay) ifadesinde ortalama deger teoremi uygulanip Y(t, u)

fonksiyonunun azalan 6zelliginden ay < & <, olmak iizere

—g(t, Bo) < —g(t, ap) — Gy (t, Bo) (Bo — o) + 1y, (£, &) (Bo — @)
< —g(t,ap) — G, (t, Bo) (Bo — ap)
+ Py (8, @) (Bo — @)

elde edilir. (5.19) dan

hy (t, Bo) — hy(t, ag) = —k(By — ap)

h(t, Bo) = hy(t, ap) — k(B — ay)

—h(t,By) < —hy,(t, ap) + k(B — )

yazilir. Bu ifadeler yerine yazildiginda,
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p? < f(t ap) + g(t, ap) + hy(t, ap)
+ [F, (¢ ao) + Gu(t, Bo) — @u(t, Bo) — Pu(t, o)
— kl(ay — ag) — f(t, a) — F.(t, a0) (Bo — @)
+ @u (6, Bo) (Bo — @) — g(t, ap)
— Gy (£, Bo) (Bo — o) + Yo (t, @o) (By — ap)
— hy, (¢, @p) + k(B — ap)
= F,(t, ap)a; — F,(t, ap)ag + Gy (t, Bo)ay
— Gy (t, Bo)ag — @y (t, Bo)ay + @, (t, Bo)ag
— Pt ag)ay + ¥, (t ag)ag — kay + kag
— E,(t, ap)Bo + E,(t, ap)ag + @, (t, Bo)Bo
— @u(t, Bo)ag — Gy (t, Bo)Bo + Gu(t, Bo) g
+ Yo (t, ag)Bo — Yu(t, ag)ag + kBy — kay
= [E,(t, ap) + Gu(t, Bo) — pu(t, Bo) — Pu(t, ao)

— k](a; — Bo)
= [Fu(t; ao) + Gu(t: .BO) - ¢u(t:.80) - lpu(t’ ao)
—klp

elde edilir. p2 < Mp ve p(0) < 0 oldugundan Sonug 3.2.8 denp(t) < 0 olur. Yani
a, < f,dir. Benzer sekilde B; < f,oldugu gosterilebilir. Simdi a; < f; oldugu
gosterilecektir. Bunun igin a; ve B; in sirastyla (5.1) in alt-iist ¢6ziim ¢ifti oldugunu

gostermek gerekir. (5.20) den

af = f(t,ay) + g(t, ag) + hy(t, ay)
+ [Fu(t, o) + Gy (8, Bo) — @u(t, Bo) — u(t, o)
—k](a; — ay)
= [f(t,ao) + F, (¢, ap)(ay — ap)]
+ [g9(t ao) + Gu(t, fo)(ay — ap)] — k(ay — ao)
— (¢, Bo) (a1 — ap) — Py (¢, ap) (@ — )
+ h,(t, ap)

elde edilir. G, (t,u) azalan oldugundan G, (t, B,) < G,(t, a;) dir. Yani yukaridaki
ifade
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af < [f(t ap) + E,(t, ap)(a; — ap)]
+ [g(t, ap) + G, (t, ay)(ay — ap)] — k(ay — ap)
— @u(t, Bo) (a1 — ag) — P (t, @) (ay — @)
+ h, (¢t ap)

olur. (5.17)—(5.19) dan sirasiyla

f(ta) = f(t,ap) + E,(t, ap)(a; — ap) + ¢(t,ap) — @(t, ay)

f(t ap) + F,(t, ap)(ay — ap) < f(t,a1) + o(t,a;) — @(t, ay),

g(t,ay) = g(t, ap) + G, (t, 1) (a; — ap) + P(t, ay) —P(t, ay)

g(t,ap) + G, (t, ay)(a; — ag) < g(t,ay) +P(t, aq) — P(t, ap),

h,(t,ay) — hy,(t, ap) = —k(a; — ap)

h,(t, ay) < h,(t,a;) + k(a; — agp)

olur. Elde edilen bu ifadeler yerine yazilirsa

af < ft,a) + ot a) — ot ap) + glt,a) + Pt ay)
—P(t,ap) — k(ay — ag) — @, (t, Bo) (ay — ay)
— P, (t, a0)(ay — ap) + hy, (¢, ay) + k(a; — ap)
=f(t,a) + g(t a;) + hy(t, ay)
+ [t ar) — ot ag)] + [W(t, ar) —P(t, ap)]
— @y (£, Bo) (g — ag) — P (£, @) (ay — @)

elde edilir. Burada [¢(t, a;) — @(t, ay)] ve [Y(t, ay) — Y(t, ay)] igin ayr1 ayn
ortalama deger teoremi uygulanip ¢, nun artan 6zelligi, i, nun azalan 6zelligi ve

h(t,u) nun pozitif olmayan ve azalmayan 6zelligi kullanilirsa,
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af < f(t,ap) +g(t,a)) +hy(t ar) + @, (8, ) () — ap)
+ ¥, (¢, 1) (@ — ap) — @u (L, Bo) (@1 — ap)
— P (t, ag)(ay — ag)
<f(tay)+9tay) +h,(tay)
+ oy (t, Bo) (a1 — ap) + ¥, (¢, ap) (ar — ap)
— u(t, Bo) (a1 — ag) — Py, (¢, ap) (ay — ap)
=f(t,a,) + g(t, a) + hy(t, ay)
< f(t a)+g(t a;) + h(t, ay)

Yani af < f(t,a;) + g(t, a;) + h(t, ;) olup a, alt ¢oziimdiir. Benzer sekilde f3;in

iist ¢6ziim oldugunu gosterelim. (5.21) den

Bt = f(t.Bo) + g (&, Bo) + hu(t, Bo)
+ [E.(& @p) + Gu (&, Bo) — u(t, Bo) — (8, ap)
— k1(B1 — Bo)
= [f (&, Bo) + E.(t, o) (By — Bo)]
+ [g(t, Bo) + Gu(t, Bo) (By — Bo)]
— 0u (&, Bo) (By — Bo) — Yu(t, @) (By — Bo)
— k(B1 = Bo) + hu (8, Bo)

olur. (5.17)—(5.19) dan sirasiyla

f(t: 180) 2 f(t: :Bl) + Fu(t, 181)(,80 - 181) + (p(t: 181) - (p(tl :BO);

g(t, 180) = g(t, :Bl) + Gu(t, ,BO)(,BO - 181) + lp(t: 181) - lp(t’ :BO);

hu(tl BO) 2 hu(ti :81) - k(,BO - :81)

olur. Elde edilen bu ifadeler yerine yazildiginda
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Bi = f(t, B1) + E.(t,8)(Bo — B1) + 9 (¢, B1) — 9(t, Bo)
— F,(t,ap)(Bo — B1) + (&, B1) + Gy (£, Bo) (Bo — B1)
+ (L, B1) — (&, Bo) — Gu(t, Bo) (Bo — B1)
— @u(t, B0) (Br — Bo) — (L, @o) (By — Bo)
— k(By — Bo) + hy(t,B1) — k(Bo — B1)

elde edilir. E, artan oldugundan —F, (t,a)(By — B1) = —FE,(t,B1)(By — By) dir. O

Zaman

Bi = f(t, B1) + E(t, )(Bo — B1) + 9(t, B1) — ¢ (t, Bo)
— E,(t, B1)(Bo — B1) + g(t, B1) + (¢, B1) — P(t, Bo)
— @0u(t, Bo) By — Bo) — Wu(t, ap) (By — Bo)
+ hy (t, B1)
=f(t B + o(t,B1) — @t Bo) + g(t, 1)
+ (&, B1) — (& Bo) — vu(t, Bo) (By — Bo)
— Py (t, o) (By — Bo) + hy (L, B1)

elde edilir. @(t, 1) — @(t,By) ve Y(t, B,) — Y(t, B,) ifadelerine ayr1 ayr1 ortalama
deger teoremi uygulanip ve ¢, (t,u) fonksiyonunun artan ozelliginden, v, (t,u)
fonksiyonunun azalan ozelliginden ve h(t,u) nun pozitif olmayan ve azalmayan

ozelliginden,

Bt = f(t,B1) + @u(t, Bo) By — Bo) + g(t, Br) + ¥, (t, ag) By — Bo)
— @, (t, Bo) (B — Bo) — Yo (t, o) (B1 — Bo)
+ hu(t: 181)

B = f(t,B) + g(t, B1) + h(t, By)

Yani B, list ¢oziimdiir. Boylece Teorem 3.3.8 den a4, B; alt-iist ¢6ziim gifti ve a;(0) <
B1(0) oldugundan a,(t) < B,(t) olur. Yani

ag < ay; < Py < By

dir. Simdi
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A S S-S Uy S Ay S Pryr SPa << P11 < o

oldugu gésterilecektir. Once a,, < a,,4, oldugu gosterilecektir. Bunun igin p,(t) =

an(t) — any1 () olsun. p,(0) = a,(0) — an41(0) = uy —up = 0 dur.

PR = ap — apyy

= f(t,an_1) + g(t, an_1) + hy(t, an_y)

+ [E(t, an-1) + Gu(t, Br1) — @u(t, Br1)

— (6 an_q) — kl(an — an_1) — f(t, ay)
—g(t an) — hy(t, an)

— [F(t an) + Gu(t, Br) — @u(t, Br) — Yo (t, @)

- k] (an+1 S an)-

(5.17) deki esitsizlik diizenlendiginde ve ortalama deger teoremi uygulanip ¢, nun

artan 6zelligi kullanildiginda

f(t' an) > f(t: an—l) Ft- Fu(t: an—l)(an - an—l) e QD(t, an—l)
- (,D(t, an)

_f(t' an) < _f(t: an—l) - Fu(t: an—l)(an - an—l) + (p(t’ an)
- QD(t, an—l)

_f(t: an) < _f(t: an—l) - Fu(t: an—l)(an - an—l)

+ (pu(t; an)(an - an—l);

(5.18) g6z Oniine alinip ve ortalama deger teoremi uygulandiginda ve ,, nun azalan

ozelligi kullanildiginda

g(t, an) > g(t: an—l) + Gu(ti an)(an - an—l) + lp(t, an—l)
- l/)(t' an)

_g(t: an) < _g(t: an—l) - Gu (t: an)(an - an—l) + l/J(t, an)
- l/)(t' an—l)

_g(t: an) < _g(t: an—l) - Gu (t' an)(an - an—l)
+ l/)u(t: an—l)(an - an—l)
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ve (5.19) dan

hu(t' an) - hu(t' an—l) = _k(an - an—l)

h,(t,a,) = h,(t, a,_q1) — k(a, — a,_1)

—h,(t,a,) < —h,(t,an_1) + k(a, — an_1)

elde edilir. Elde edilen bu esitsizlikler dikkate alindiginda yukaridaki esitsizlik

pr < f(tap_1) + g(t, an_1) + hy(t, an_y)
+ [F(t, an_1) + Gy (t, Br-1) — Pu(t, Br-1)
= Yu (6 an—1) — kl(an — an_1) — f(t, an-1)
— F, (¢, an_1)(an — an_1) + ¢u (¢, an)(an — an_1)
— gt an_1) — G (t, ap)(an — an_y)
+ (a1 (an — an—y) = hy (8, an—y)
+ k(e — an_1)
+ [E(t an) + Gu(t, Br) — 0u(t, Br) — Pu(t, @p)

— kl(an — ant1)

olur.G,azalan oldugundan G,(t,Bn_1) < G,(t,@,) ve ¢, artan oldugundan

— @y (t, Bp-1) < —@,(t, a,,) dir. Boylece esitsizlik

prél‘ < [Fu(t: an—l) + Gu(t: an) - (pu(t: an) - l/)u(t: an—l) - k] (an

- an—l)
- [Fu(t' an—l) - (pu(t: an) + Gu (t: an) - lpu(t: an—l)
- k] (an - an—l)

- [Fu(t' an) + Gu (t: IBn) - (pu(t: .Bn) - lpu(t: an)
- k] (an+1 - an)
= [Fu(t' an) + Gu(t: ,311) - (pu(t: .Bn) - lpu(t: an)

— k](ay, — aps1)

olur. Yani
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prlll < [Fu(t' an) + Gu(t' lgn) - ¢u(t; lgn) - lnbu(t; an) - k]pn

ve p,(0) = 0 oldugundan Sonug 3.2.8 geregi p,(t) = 0 olur. Sonug olarak a, <

Apqq dir. Simdi ay,q < Bp41 oldugu gosterilecektir.

anr1 = [f(t, @) + B (t, an) (@niq — )]
+[g(t an) + Gu(t, Br) (@nsr — )]
— [ou (&, Br) + Pu(t, an) + kl(any — an)
+ h, (t, ;)

elde edilir. (5.17) den

f(t' an+1) = f(t; an) + Fu(tl an)(an+1 - an) + (P(t, an)
- QD(t, an+1)

f(t' an) + Fu(t; an)(an+1 - an)
< f(t; an+1) + (,D(t, an+1) - Qo(t’ an);

(5.18) deki esitsizlik G,, nun azalan 6zelligi kullanilirsa

g(t' an+1) = g(t: an) + Gu(t: an+1)(an+1 - an) + lp(t’ an)
- lp(t: an+1)

g(t: an+1) = g(t: an) + Gu (t: ,Bn)(an+1 - an) + ll}(t, an)
— (L, apiq)

g(t: an) + Gu(t: ,Bn)(an+1 - an)
< g(t' an+1) + l/)(t, an+1) - lp(t, an),

(5.19) dan

hu(t' an+1) - hu(t: an) = _k(an+1 - an)

hu(t: an) < hu(t: an+1) + k(an+1 - an)

elde edilir. Bu ifadeler dikkate alindiginda
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anpr < f(t aper) + 0t anr) — ot ay) + g(t, aniq)
+ Y6 ane1) — P& an) — @u(t Br)(ansr — an)
— Py (8, @) (@1 — @) — k(@41 — ay)
+ hy (t @ngr) + k(@npr — )
= [f(t, ans1) + @(t, ant1) — @(t, ay)]
+ (9t ant1) + P& ans) — (& )]
— @ (t, Br) (ani1 — @n) — Yu(t, ) (@nyr — ay)
+ hy (8 apiq)

olur. @(t,any1) — @t a,) ve Y(t, a,.q1) —Y(t, ay)ifadelerine ortalama deger
teoremi uygulanip ¢, (t, u) nun artan dzelliginden ve ¥, (t, u)nun azalan 6zelliginden

yukardaki esitsizlik

U1 < [ ) + @ut Br) (@nr — an) + g(t, angr)
+ P, (¢, ap) (@ni1 — @n) — @, (¢ Br) (apes — ay)
— Yot an)(@ney — an) + hy(t, anyq)
= f(t, ans1) + g, apyr) + h(t, apsr)

olur. Yani as,; < f(t, apyq) + g(t, anyq) + h(t, anyq) olup a,,, 4 alt ¢éziimdiir.

Brv1 = [f(t, Br) + Eu(t, an) (Brsr — Bn)]
+[g(t, Br) + Gu(t, Br) (Brs1 — Br)]
— @y (&, Bn) Brs1 — Bn) — Yu(t, ) (Bri1 — Br)
= k(Bni1 — Bn) + hu(t, Br)

yazilir. (5.17)—(5.19) dan sirasiyla

f(t; Bn+1) < f(t: ﬁn) + Fu(tl an)(ﬁn+1 - IBn) + fp(t: ,Bn)
— @(t, Bns1)

f(t: Bn) + Fu(t: an)(ﬁn+1 - Bn)
= f(t, Bns1) + 0L, Bri1) — @(t, Br),

g(t, ﬁn+1) < g(t' ﬁn) + Gu(tl ﬁn)(ﬁn+1 - ﬁn) + lp(t! lgn)
- l/)(t, ﬁ‘n+1)
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g(t' ﬁn) + Gu(t' ﬁn)(ﬁrﬁl - lgn)
= g(t' ,8n+1) + lp(t, ﬁn+1) - l,b(t, ﬁn);

hu(t' :811) - hu(tJ .Bn+1) = k(ﬁn+1 - .Bn)

hu(t' :811) = hu(tJ ,Bn+1) - k(ﬁn - .Bn+1)

olur. Elde edilen bu esitsizlikler yerine yazilirsa ve @(t, Bn+1) — @(t, B,) Ve
Y(t, Bri1) — W(t, B,) ortalama deger teoremi uygulanp ¢, nun artan dzelligi ve ¥,

nun azalan 6zelligi kullanilirsa

Bivr = [f(t, Bus1) + @ (t, Brrr) — (L, Br)]
+ [g(t, Brs1) + (& Brsr) — (. Br)]
— @u(t, Br) (Brs1 — Br) — Yult, an) (Bt — Bn)
— k(Bni1 — Brn) + hy(t, Brs1) + k(Bri1 — Br)
= f(t, Bnr1) + Pu(t, Br) (Bri1 — Bn) + 9(&, Brst)
+ P (t, @) Brss — Br) — ©u(t, Br) (Brs1r — Bn)
= Yy (6, an) (Brsr = Br) + hu(t, Brsa)
= f(&, Bn+1) + (&, Pns1) + A(E, Brs1)-

Yani B2, = f(t, Bus1) + g(t, Bns1) + h(t, Brst) OlUp By iist cOziimdiir. Sonug
olarak a,,; Ve By4qalt-iist ¢éziim ¢ifti ve a,41(0) < Br4+1(0) oldugundan Teorem

3.3.8°den @41 (t) < Brsq(t) olur. Boylece matematiksel indiiksiyon prensibiyle

A S S S Uy S Ay S Py S PSSP < Bo

olur. Standart argiimanlar (Arzela-Ascoli teoremi) kullanilarak bu dizilerin (5.1) in tek
¢oziimiine diizglin ve monoton yakinsadig1 gosterilebilir. Soyle ki a, ve S, sinirh
oldugundan her t € N i¢in |ay| <L, ve |By| < L, olacak sekilde L,, L, vardir.
Her m > 0 i¢in ay < B < Bo oldugundan dolay1 {B,,(t)} diizgiin stnirhidir. Benzer
sekilde {a,,(t)} de diizgiin snrl oldugu gosterilebilir. Simdi {B,,(t)} nin essiirekli

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 0 <t; <t, ve m > 0 i¢in
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|ﬁm (tl) - Bm (t2)|

Uy

+ ]0 (5 Brs () = K(Bn(5) — B ()15 o
- ]0 (5, B (5) = K(Bn(S) — B ()45

< [ 1 Brs(9) = KBn(5) = Ba )l

2

elde edilir ki {B,,(t)} ve {a,,(t)} dizileri diizgiin sinirh ve f(t,u), g(t, u), h(t,u)

fonksiyonlar1 sinirl oldugundan m den bagimsiz bir L vardir 6yle ki

|.8m (tl) . .Bm (tz)l
< f £ (5) Broos (5)) + 9(5) Braos (5))

— h(s, am_1(s))]|4s < L|t; — t,|

olur. Buradan her € > 0 i¢in |t; — t,| < & iken |B,,,(t;) — B (t;)| < € saglanacak
sekilde & = E > 0 segilirse {B,,(t)} essiirekli olur. Benzer sekilde {a,,(t)} nin de
egsiirekli oldugu gosterilebilir. Arzela-Ascoli teoremine gore {a,,(t)} ve {B,(t)}

dizileri (5.1) in tek ¢6ziimiine diizgiin ve monoton yakinsar. Benzer sekilde

yakinsamanin kuadratik oldugu gosterilebilir.

Teorem 5.4. (A;) ao(t),Bo(t) € Cr4[T,R] (5.1) in dogal tipten alt-iist ¢oziim ¢ifti
olsun.

(Az) 0yda  f(t,u) fonksiyonu, konveks ¢(t,u)fonksiyonu yardimiyla
konvekslenebilir,  g(t,u) fonksiyonu, (t,u) konkav fonksiyonu yardimiyla

konkavlanabilir ve h(t,u) fonksiyonu ise siirekli olsun. Burada f, (t,u), g,(t,u),

fin (6w, guu(tw), @, (t,w), @t w), Y, (t,u), Py (t,u) var ve sireklidir. O
zaman {a,(t)} ve {B,(t)} dizileri vardir dyle ki (5.1) in tek ¢6ziimiine yakinsar ve

bu yakinsama zayif kuadratiktir.
Ispat. f(t,u),g(t,u) fonksiyonlar a,(t) <u, <u; < f,(t) igin

Lipschitz sartlarini sagladig agiktir. Kolaylik olmasi agisindan
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F(t,u) = f(t,u) + e(t,u),

G(t,u) = g(t,w) +P(t,u),

olarak alacagiz. (A,) den u,v € 2, olmak iizere u = v i¢in, F(t,u) = f(t,u) +

@(t,u) konveks oldugundan

ftw = f(t,v) + [fu(t,v) + o, (t, V)] (w —v) + @(t,v) — o(t,u)

(5.22)
= F(t,v) + E,(t,v)(u —v) — (t,u)
G(t,u) = g(t,u) + Y(t,u) konkav oldugundan
gt,u) = g(t,v) + [g,(t,w) + ¥, (6, W] (u - v) + (¢, v) (5.23)
—(t,u) = G(t,v) + G, (t, w) (u— v) — P(t,u) '
yazilabilir. (5.22) ve (5.23) i goz Oniine alarak asagidaki
u? = w(t, u; ay, Bo)
= f(t, a¢) + g(t, ap) + h(t,u)
+ At ao) + @y (t, ag) — @, (t, Bo)](u — o) (5.24)
+ [9u (8, Bo) + Pu(t, Bo) — o (t, o)1 (w — o), u(0)
= Uy,
v2 = W(t,v;ay, o)
= f(t,B0) + g(t, Bo) + h(t,v)
+ [fu(t @o) + 0 (8 ap) — 9u(t, fo)](v — ap) (5.25)
+ [gu(tl BO) + l/)u(t, :80) - l/)u(t, aO)](v - ao), 17(0)
= U

yardimet lineer baslangic deger problemlerini ele alalm. (4;) den aj < f(t,a,) +

g(t, ay) + h(t,ay) oldugundan

f(t' ay) + g(t, ay) + h(t, ay) = w(t, agy; ag, Bo)

oldugu aciktir. Dolayisiyla
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ad < w(t, ap; ag, fo)

Yani a, (5.24) iin alt ¢oziimiidiir. Benzer sekilde, By, (5.1) in {ist ¢ozlimii oldugundan

BA = F(t,Bo) + g(t, Bo) + h(t, By) dir. (5.22) den

f(t, Bo) = f(t, ap) + [fu(t, ap) + @y, (8, ap)1(By — ap) + @(t, ap)
- (P(t, BO);

(5.23) ten

9(t, Bo) = g(t,aq) + [g,,(t, Bo) + Py (8, Bo)1(Bo — o) + (¢, ap)
- l/)(t' ﬁO)

yazilabilir. Elde edilen bu esitsizliklerde ortalama deger teoremi uygulanip yeniden

diizenlenirse,

B = f(t, ao) + [£u(t ao) + pu(t, o)1 (Bo — o)
— @u(t, Bo) (Bo — @) + g(t, o)
+ [9u(t, Bo) + Pu(t, B)1(Bo — o)
— P (t, a0) (Bo — ao) + h(t, Bo) = w(t, Bo; ao, Bo)

olur. Yani B& = w(t, Bo; @, Bo) olup By (5.24) iin iist ¢oziimiidiir. agy, S, (5.24)
denkleminin alt-iist ¢oziimleri oldugundan Teorem 3.3.8 den (5.24) iin a; (t) seklinde
tek ¢oziimil var ve a(t) < a,(t) < B, (t) dir. Benzer sekilde, @, ve B, 1n (5.25) in

alt-iist ¢oztimleri oldugu gosterilecektir.

(A)) denaf < f(t,ay) + g(t, ay) + h(t, ay) dir. (5.22) den

f(t,ag) < f(& Bo) + [fu(t, ao) + @ (t, @)l (@o — Bo) + (¢, Bo)
— o(t, @)
< (& Bo) + [fu(t, ag) + @u (¢, @o)1(ag — Bo)
— @u(t, Bo) (o — Bo)

(5.23) ten
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9t ag) < g(t, Bo) + [gu(t, Bo) + Pu(t, Bo)l(ag — Bo) + (¢, Bo)
— (¢, @)
< gt Bo) + [gu(t, Bo) + Pu(t, Bo)](ao — Bo)
— P, (&, ap) (g — Bo)

elde edilir. Elde edilen bu esitsizlikler yerine yazilirsa,

ap < f(t Bo) + [fu(t, ag) + ¢y, (t, ag)] (o — Bo)
= u (&, Bo)(ao — o) + g(t, Bo)
+ [9u (&, Bo) + Pu(t, Bo)l(ao — Bo)
— P, (¢, ap)(ag — Bo) + h(t, By) = W(t, ag; ay, o)

yazilir. Boylece

aél S W(t, ao; ao,ﬁo)

olup ay, (5.25) in alt ¢6ziimiuidiir. Benzer sekilde, f,, (5.1) in iist ¢6ziimii oldugundan

B = f(t,Bo) + g(t,Bo) + h(t,By) dur. Yani

& = f(t,Bo) +g(t, Bo) + h(t, By) = W (L, Bo; ao, Bo)-

Sonug olarak f,, (5.25) in iist ¢oziimiidiir. @, B, (5.25) denkleminin alt-iist ¢éziimleri
oldugundan Teorem 3.3.8 e gore (5.25) in B;(t) seklinde tek ¢oziimii var ve a,(t) <
B1(t) < Bo(t) dir. Simdi a,(t) < B,(t) oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in a, (t)

ve B;(t) in alt-iist ¢oziim ¢ifti oldugunu gostermek gerekir. (5.24) ten

a = f(t,ay) + g(t,ay) + h(t, a;)
+ [fu(t, a) + @y, (t, ag) — @y (8, Bo)l(a; — ap)
+ [gu(t, Bo) + Py (¢, Bo) — P (¢, a)](ay — )

elde edilir. (5.22) ve (5.23) ten sirasiyla
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ft o) < f(&ar) + [fu(t, o) + u(t, ap)l(ag — 1) + (¢, ay)
— o(t, ap)
< f(t ) + [fu(t ao) + @u(t, @p)](ao — ;)
+ @y (t, Bo) (@ — @),

9t ap) < g(t,ar) + [gu(t ay) + P, (¢, a)](ao — ay) + (¢, ay)
—P(t, ap)
< g(t ar) + [gu(t, ar) + ¥, (¢, a)](ap — ay)
+ P, (¢, ap) (ay — ap)

elde edilir. Buradan

ai < f(t,an) + [fu(t, o) + @u(t, ao)] (a0 — a1)
+ @y (t, Bo) (a1 — ap)
+ [fu(t, ao) + 0., (8 ap)](ay — ap)
— u(t, Bo)(ar — ap) + g(t, aq)
+ [9u (6 ay) + ¥, (¢ ay)](a — ay)
+ P (t, o) (ay — @)
+ (9 (6, ay) + ¥, (¢ ar)](ay — ap)
— Y (t, ap) (@, — ap) + h(t, ay)
=f(t,a,) + g(t, ;) + h(t, ay)

olur. Boylece

a? < f(t,ay) + g(t,ay) + h(t, )

olup a; alt ¢oziimdiir. Benzer sekilde (5.25) ten

B = W(t, a, Bo; B1)
= f(t, Bo) + (&, Bo) + h(t, B1)
+ [fu(t, ao) + @ (t, ap) — @u(t, Bo)1(B1 — Bo)
+ [gu (&, Bo) + Yu(t, Bo) — Yu(t, @o)1(By — Bo)

yazilir. By = f; oldugundan (5.22) ve (5.23) ten sirasiyla u - B, ve v - f;

dontigiimleri yapildiginda
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f(t,Bo) = f(t, B1) + E,(t, B1)(Bo — B1) — [o(t, Bo) — @(t, B1)],

9(t,Bo) = g(t, B1) + G, (&, Bo) (Bo — 1) — [Y(&, Bo) — (¢, B1)]
elde edilir. Yukarida elde edilen esitsizlikler yerine yazildiginda,

Bi = f(t,B) + E(t, 8)(Bo — B1) + 9(t, B1) — ¢ (t, Bo)
+ F, (6, ap) (By — Bo) — ¢u(t, Bo) (By — Bo) + g (&, B1)
+ Gy (t, Bo) (Bo — B1) + (¢, B1) — (L, Bo)
+ Gy (t, Bo) (B — Bo) — Yu(t, @) By — Bo) + h(¢, 1)

elde edilir. Ortalama deger teoremleri ve fonksiyonlarin konveks ve konkav 6zellikleri

kullanilip yeniden diizenlenirse,

Bi = f(t, B) + Eu(t, ao) (Bo — B1) + ¢ (&, Bo) (B1 — Bo)
+ F, (6, ap) (By — Bo) — ¢u(t, Bo) (By — Bo) + g(t, 1)
+ Gy, (t, Bo) (Bo — B1) + Y (t, @) (By — So)
+ Gy (t, Bo) (B1 — Bo) — P (t, ap) (Br — Bo) + h(t, B1)

olur. Sonug olarak

Bt = f(t,B1) + g(t, By) + h(t, By)

elde edilir. Boylece a; ve p; alt-iist ¢oziimler olur. a;(0) < f;(0) oldugundan

dolay1 Teorem 3.2.6 dan a4 (t) < B;(t) olur. Sonug olarak

ao(t) < a1 (t) < B1(t) < Bo(t)

olur. Benzer islemler yapilarak bir asama sonrasi olan a,(t) ve B,(t) nin varhigindan
Teorem 3.3.8 geregi ve siralamasindan Teorem 3.2.6 geregi bahsedilebilir. Bu islem

bu sekilde devam ettirilirse

ag(t) < ay(t) << ay(t) < B, (1) << Bo(2) < B1(8) < Bo(t)

elde edilir. {a,, (t)} ve {B,(t)} sirasiyla
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aréll+1 = W(t' Ay, :811; an+1); an+1(0) = U, (526)

:31?+1 =W (t, an, Bn; Pn+1)s Bn+1(0) = ug (5.27)

BDP ¢oziimleri olmakla birlikte diizgiin sinirhdir. Ayrica f(t,u), g(t,u) ve h(t,u)
sinirh oldugundan {aA (t)} ve {BA(t)} dizileri de T de diizgiin siirhdir. Bu ise
{a,(t)} ve {B,(t)} dizilerinin essiirekli oldugunu gosterir. Diziler diizgiin sinirh ve
esstirekli oldugundan Arzela-Ascoli Teoremi geregince {a,(t)} ve {B,(t)} dizileri
(5.1) in tek ¢Ozimii olan wu(t) ye diizgin ve monoton yakinsar. Simdi bu

yakinsamanin zayif kuadratik oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in

Pr+1(t) = u(t) — ap1(t) 20, ppy1(0) =0,

Gns1(t) = Brsr (&) —u(t) =0, g,4,1(0) =0

tanimlansin. Her tarafin delta tiirevi alinirsa,

A — 1,4 A
Pny1 = U —Qpyq

= f(t,u) + g(t,u) + h(t,u) — {f(t,a,) + g(t, ay)
+ h(t, apsq)

+ [E (¢ an) + Gu(t, Br) — 9u(t, Br)

— P (t, a)](an — @)

baz1 terimler eklenip yeniden diizenlenirse
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Prv = fFEw) + gt w) + h(t,w) — f(t, ay) — g(t, ay)
— h(t, anyq) — B, (¢ an) (ap4 —w)
— Bt an)(u — ap) — Gy (¢, Br)(@nsr — )
— Gy (8, Br) (u — an) + @ (¢, Br) (aps —w)
+ 0u (&, Br) (u — @) + ¥, (8, ay) (@pey —w)
+ (6 an) (u—ay) + ot u) — ot w) + ot ay)
— ot ay) +Ptu) — P, w) + (¢ ay) — (L ay)
=F(t,u) — F(t,a,) + G(t,u) — G(¢t, a,)
— B, (t, ap)(@nyr —u) — F, (¢ ) (U — ay)
— Gy (t, Br)(@nyr — W) — Gy (L, Br) (U — ay)
+ @u (&, Br) (aner — W) + @y (8, Br) (U — ay)
+ (8, an) (@n — W) + P (¢, @) (u — ay)
+ ot a,) —ot,w) + (¢, an) —P(t,uw) + h(t,w)
— h(t, an4q)
< E@tuw)(u—ay) + 6t a,)(u—ay)
+ Bt an) — @, (8, B)](w — anyy)
—E(t ap)(u—ag)
+ [Gu(t, Br) — (6 @) ](w — apyq)
— Gy (t, Br) (U — an) + @, (L, Br) (u — ay)
+ Pt a) (u — ay) — @, (6 w) (U — ay)
— Yot an)(u — ay) + h(t,u) — h(t, apeq)
= [E.@w) — E(t a)](u — ay)
+[Gu (6 an) — Gu (&, B — ap)
+ [[F.(t, @) — @ (t, B (u — @ysr)]
+ [G, (&, Br) — Y, (t, )1 (u — apy1)
+ [ou (&, Br) — ou(t, W] (u — @) + h(t,uw)
— h(t, anyq)

elde edilir. Ardindan ortalama deger teoremi uygulanip esitsizlik yeniden diizenlenirse
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Fr(t, @) (u — ap) (U — an) — Gy, (&, b) (Br — @) (u — @)
+ [F.(t an) — 00 (&, B (w — apyq)
+ [Gy (&, Bn) — Yu (6 @) ] (w — apyq)
+ Quu (8, ) (Br —wW(u — ay) + h(t,u) — h(t, apiq)

olur. Burada a,, < a<u, a, < b < Bp,u <c <, dir. Kapal bir kiimede siirekli

fonksiyonlar sinirlt oldugundan
IRt w| <4, |Gy, (t,w| <B,|F,(tu) —e,(t,w] <C,
|Gu(t;u) - lpu(t;u)l S D, |(puu(t;u)| S E, |h(t1u) - h(t:an+1)| S M

olarak alinabilir. Burada A, B,C,D, E, M pozitif sabitlerdir. O halde

Piv1 < Apf + Bpnqy + Bpi + Copi1 + DPnyr + Eppgn + M
= (A+B)p2+ B+ E)ppqn+ (C+D)ppyr + M

2 2
elde edilir. p,q, < %” + q;” Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

B+E B+E
Pn1 < (A+BIpp +———pi +——5—a + (C+ D)ppyy + M

24+3B , B+E ,

elde edilir ki bu ifade p,,,; ¢ gore lineerdir.

24+3B , B+E
2

pa — (C+D)ppys < pr+— qi+M

ifadesine Gronwall esitsizligi uygulamak i¢in
1= e—fot(c+D)As _ o-(c+D)t

olmak iizere esitsizligin her tarafim A ile carparsak,

e (CtD)tpd | — (C + D)e~C*Dip, .\

2A+ 3B B+ FE
A B ] o

108



2A+3B , B+E
[pnﬂe‘(“mt]AS[ er P+ er Gn + M| e~ (DL,

Bu ifade 0 dan t ye integre edildiginde,

pn+1e_(C+D)t < Pn+1(0)

/24 + 3B , (B+E\ ,
+f[( 2 )p"+( 2 )q"
0

+ M] e (C+D)(t=5) g
24+3B\ , (B+E\
=[( 2 )p”+( 2 )q"

t
+M]f e(C+D)(t=5) p g,
0

] = T* iizerinde maks alinirsa,

[<2A+3B) 2+(B+E) 2+M]e(C+D)f
2 4V P C+D

mc]lkslpn+1| < m(}ks

2A + 3By e(c*D)t

=( 2 ) cvp makslvil
B + E\ e(€+D)t e(C+D)t
( 2 )C+Dmc}k$|q’2‘|+Mc+D'

mc]lkSIu — Ay

| 2

maks|u — a,

2A + 3B\ e(c*D)t
<
<z e

2
B+ E e(C+D)t e(C+D)t

_ 2
+< 2 >C+Dm‘}kslﬁ" ult + M7

Boylece {a,, (t)} dizisi u(t) ye zayif kuadratik yakinsar. Benzer sekilde

Gn+1(t) = Prs1(®) —u(t) 2 0,g,4,(0) =0

tanimlansin. Her tarafin delta tiirevi alinirsa,
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Q€+1 = BrLLl+1 —uf
= f(t, Bn) + fu(t, ) (Brsr — Br) + g(t, Br)
+ [gu(t an) + oo (t, @)1 (Brir — Br)
— [@(t, Brs1) — @(t, Br)] + h(t, Br)
+ hy (€, Br) (Bris — Br)
—{ft,w) + gt w) + h(t,w)}
= f(t, Bn) + fu(t, an) (Bryr — Br) — f(E,0)
+ gt ) + [gu(t @) + @ (t, @) (Brss — Br)
— [p(t, Bus1) — @(&, Br)] — g(t,w) + h(t, Br)
+ hy (&, Bn) (Brir — Br) — (6, w)

olur. Bu ifade yeniden diizenlenirse,

A = [t Bn) — F& W] + £,(6 @) (Brsr — Br)
+[g(t, Br) + o(t, B)] — [g(tw) + o(t, W]
+ [gu(t, ) + @y (t, a1 (Bt — Br)
— [o(t, Bn+1) — @(t, W] + [A(t, B,) — h(t,u)]
+ hy (&, Br) (Brsr — Br)

yazilir. Burada kolaylik olmasi agisindan g(t,u) + @(t,u) = F(t,u) alinip yeniden

diizenlenirse,

1 = [F (6 By) — F(& W] + fu (6 @) (Brss — Bn)
+[F(t, Bn) — F(t, W] + E,(t, @) (Brsr — Br)
— [o(t, Brs1) — @(t, W] + [A(t, B) — h(t,W)]
+ hy (¢, Br) (Bt — Bn)

elde edilir. «, ve B, tammlar da dikkate alinip fonksiyonlara ortalama deger teoremi

uygulanirsa
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Ghs1 = fu(t, @A) (By — W) + f,(t, @) (Brar — Bn) + Fu(t, ) (B — )
+ F, (¢, a) (Brs1 — Brn) — @ (t, ) (Bry1 — u)
+ hy (& ) (B — W) + hy (& Br) (Brsr — Br)
= fu(t,A)qn + fu(t, ) (Gni1 — qn) + Fi(t,0)qy
+ E(t, an) (@it — Gn) — 9u(t, d)Gnir + M (6, ) qn
+ hy (&, Br) (Gne1 — Gn)d
= qulfu(t, @) — fu (6, an)] + Gne1 fu(t, @n)
+ qnlF,(t ¢) — E,(t, ay,)]
+ qn1[Fu (6 ) — @y (¢, d)]
+ qnlhu (& f) — hy (&, Br)] + Qa1 ha (8 Br)
< qulfu(t, Br) — fu(t ap)] + Gt fu(t, an)
+ qnlF. (8, Br) — Eu (¢, ay)]
+ Gns1[F(t an) — @, (8, ay)]
+ qnlhy (8, W) — hy (&, Br)] + qnerhu (8, Br)

elde edilir. Burada u<a<pf, u<c<pBpu<d<pPBpi, u<f<p, dr.

Fonksiyonlara bir kere daha ortalama deger teoremi uygulanirsa,

Gre1 S Qnfun(t D) (B — @) + £, (6, @n)Gnia
+ qnFp (t,e) (B — )
+ qn1[Fu (6 az) — 0u (&, an)] + gnhy (8 R) (w — Br)
+ hy (t, Br) qn+1
= qnfuu(t, D) (qn + Pr) + fu (6 @) s
+ qnFuu(t, €)(qn + py)
+ qn1[Fu (6 az) — 0u (& an)] + gnhu (8 R) (—q5)
+ hy (8, Bn) G+t
= i fuu (6, ) + Pnnfuu(t, b) + £, (€, ) G
+ qiEn(t e) + PpdnEu(t e)
+ @i [F (6 an) — 0y (t, an)] — qihuu (6 R)
+ hy (8, Bn) G+t

olur. Burada a, <b<p,, a,<e<PBp, u<h<p, dir. F(t,u)=g(u)+

@(t,u) olarak yeniden yazilirsa,
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An+1 < G fun (6 D) + PuGnfuu (6 D) + £, (¢, @n) Gnis
+ qrlguu(t.e) + @y (t, )]
+ PnGnlgun(t, €) + @y (t, e)]
+ qni1lgu(t an) + @u(t, an) — @y (t, az)]
— @i, (6 B) + By (&, Br) Qs
= qnfuu(t, D) + Pnnfuu (&, D) + £, (8, €2) qnia
+ 42 [Guu(t, €) + @y (8, €)]
+ Pndnlguu(t, €) + @uu(t e)] + gni19u (6 an)
— @i, (6 B) + By (&, Br) Qs

elde edilir. Kapali bir kiimede siirekli fonksiyonlar sinirli oldugundan
|fuu(t: u)l S N' |fu(t, u)l S M, |guu(t: u)l S L, |gu(t, u)l S K!
oW < B, |hy (W <C, |h(w|<A

olarak alinabilir. Burada N, M, L, K, C, B, A pozitif sabitlerdir.

Gni1 < GAN + pugnN + Mqpi1 + qi[L + Bl + prqulL + B]
+ Gni1K — q5C + Aquia

2 2
elde edilir. p,q, < p?” + q?” Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

3N N 3 1
q741.‘+1 < 7%% +§p721 + Mqn4q +§(L + B)q2 +§(L + B)p2
+ Kqni1 — qAC + AGnyq

3N 3 N 1
—— 4 — _ 2 4= 2
—(2+2(L+B) C)qn+<2+2(L+B)>pn

+ M+ K+ A)qniq
olur ki bu ise g,,+, e gore lineerdir.

ghi1 — (M + K + A)Gpia

3N 3 N 1
< | — — _ 2 _ _ 2
_(2+2(L+B) C)qn+<2+2(L+B)>pn

t
ifadesinin her tarafin1 A = e~ JoM+K+A4s — o~(M+K+A)t e carparsak
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e—(M+K+A)t]A

[qn+1

< l(37N+§(L+B)—c)qg

N 1
+ (5 + E(L + B)> p,zll g~ (MHK+A)

buifade 0 dan t ye integre edildiginde,

e~ (M+K+A)t

qn+1
< Gn+1(0)

+Lt[<%+;(L+B)—C)q%

N 1
+ (E + ;i (L + B)) p%l e~ (M+K+A)s p g

3N 3
- o i 2
(2 +2L+B) C)qn

¢
In+1 = f
0

+ (ﬁ + 2 (L+ B)) p,zll e (MHFAD(E=5) g
2 2

olur. J izerinde maks alinirsa,

3N 3
2 _ —
qn(2+2(L+B) C)

mcllkslqnﬂ | < mc]lks

2

N 1 t
+pil=+ 5 (L+B) J. e (MHKFA(E=5) g s
0

3N 3
q%(—+E(L+B)—C)

< mak
_mcjzs >

e (M+K+A)t _ 1

M+K+A

N 1
+pﬁ<§+E(L+B)>

3N 3
2 _ —
qn(2+2(L+B) C)

< mc]lks

(M+K+A)t

(N 1
MAVRFICREDS | Fvnyrany:

2
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mc}kSIﬁnH —ul

3N 3 (M+K+A)t
<(ZZ 42 +B) - C)——maks|B, —ul?
—(2 +7L+B) C>M+K+Amcjl S1Bn = ul

N 1 o (M+K+A)t

b= (L+B) ) —a,|?
+<2+2( + ))M+K+Am°}kslu @l

elde edilir. Bu sonug ise {B,(t)} dizisinin u(t) ye zayif kuadratik yakinsadigin

gosterir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

5.3. Farkh Tipten Alt-Ust Coziim Kullamlarak Kuasilineerizasyon Metodu

Sirada inceleyecegimiz teoremde daha 6nce dogal tipten alinan alt-iist ¢oziimler yerine
VII. tipten alt-iist ¢oziimler alinarak denklemin tek ¢oziimiine monoton ve diizgiin

yakinsayan c¢oziimler elde edildi ve yakinsama hiz1 incelendi.

Teorem 5.5. (Ay) ay(t),Bo(t) € C.4lT,R] (5.1) in VII. tipten alt-iist ¢oziim ¢ifti

olsun.

(A3) 0, da f(t,u) fonksiyonu konveks, g(t,u) fonksiyonu, ¢@(t,u) konveks
fonksiyonu yardimiyla konvekslenebilir ve h(t,u) fonksiyonu ise konkav olsun. O
zaman {a, (t)} ve {B,(t)} dizileri var ve (5.1) in tek ¢6ziimiine diizgiin ve monoton

yakinsar ve bu yakinsama kuadratiktir.
Ispat. f(t,u),g(t,u), h(t,u) fonksiyonlarn a,(t) <u, <u; < f,(t) igin

Lipschitz sartlarin1 sagladigi agiktir. (4,) den wu,v € 2, olmak lizere u=>v

icin f(t,u) konveks oldugundan

few = ftv) + fu(t,v)(u—v)
veya
few < ftv) + f,(tw(u —v), (5.28)

g(t,u) + ¢(t,u) konveks oldugundan

g(t,u) = g(t,v) + [g,(t, v) + @, (t,v)](u - v)
- [‘P(t; u) - (P(t: U)]
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veya

g(t,u) < g(t,v) + [g,(t,w) + @, (t, W] (u—v)
— [t u) —o(t,v)]

ve h(t,u) konkav oldugundan

h(t,u) = h(t,v) + h,(t,u)(u — v)

veya

h(t,u) < h(t,v) + hy,(t,v)(u—v)

yazilabilir.

u? = w(t, ag, Bo; v)
= f(&Bo) + fu(t, B) (W — Bo) + g(t, Bo)
+ [9u (6, Bo) + @u(t, fo)1(v = Bo)
— [o(t,v) — o(t, Bo)] + h(t, Bo)
+ hy, (&, Bo) (v — Bo), u(0) = u,,

v =W (t, ag, Bo; u)
= f(t, @) + fu(t, @o) (u — ap) + g(t, ap)
+ [9u (6 @) + @u (8, @) ] (u — o)
— [p(t,u) — o(t, ap)] + h(t, ap)
+ hy (t, @p) (U — ap), v(0) = uy,

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

yardimer lineer BDP ele alalm. (4,) den af < f(t,B,) + g(t,Bo) + h(t, Bo)

oldugu biliniyor. (5.31) den

f(t, Bo) + g(t, Bo) + h(t, Bo) = w(t, ay, Bo; Bo)

yazilir. Yani

ad < f(t,Bo) + gt Bo) + h(t, By) = w(t, ay, Bo; Po)-
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Dolayisiyla

aél < W(t' do, :80; ,80)

olup (5.31) in alt ¢oziimiidiir. Benzer sekilde, (4,) den B& = f(t, ap) + g(t, ap) +
h(t, ay) oldugu biliniyor. Ayrica (5.28) den

f(t ag) = f(t,Bo) + fu(t, Bo)(ao — Bo),

(5.29) dan

g(t,ap) = g(t, Bo) + [gu(t, Bo) + @y (t, Bo)](ag — Bo)
— [o(t, @) — @(t, Bo)]

ve (5.30) dan
h(t, ag) = h(t, Bo) + hy(t, ap)(ag — Bo)

elde edilir. Elde edilen bu esitsizlikler dikkate alindiginda,

Bs = f(t, Bo) + fu(t, Bo)(ato — Bo) + g (¢, Bo)
+ [9u. (¢, Bo) + u(t, Bo)l(ao — Bo)
— Lot ag) — @(t, Bl + h(t, Bo)
+ hy (¢, ap) (@ — Bo)
> f(t, Bo) + fu(t, Bo) (o — Bo) + g(t, Bo)
+ [9u(t, Bo) + @u(t, Bo)](ao = Bo)
— [o(t, ap) — @(t, Bo)] + h(t, Bo)
+ hy, (8, Bo) (@ — Bo) = w(t, ag, Bo; @)

olur. Yani

ﬁé‘ > w(t, ay, Bo; ao)

olur. Sonug olarak ay, By (5.31) denkleminin alt-iist ¢oztimleridir. Benzer sekilde, «
ve B 1n (5.32) nn alt-iist c¢oziimleri oldugu gosterilecektir. ad < f(t,By) +
g(t, Bo) + h(t, By) goz 6niine alindiginda (5.28)—(5.30) dan sirasiyla
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f(t' :80) < f(t' aO) + fu(t; ﬂO)(ﬁO - aO)r

gt Bo) < g(t, ap) + [9.(t, Bo) + @y, (t, Bo)1(Bo — ap)
- [‘P(t' ﬁO) - (P(t; aO)]J

h(t, Bo) < h(t,ap) + hy(t, ag)(By — @)

yazilir. Elde edilen bu esitsizlikler yerine yazilirsa,

ag < f(t, ap) + fu(t, ag)(Bo — @) + g(t, @)
+[gu(t, Bo) + @u(t, B)1(Bo — ato)
— (&, Bo) — (t, ag)] + h(t, a)
+ hy (¢, ap) (By — @)
= f(t, ap) + fu(t, Bo)(Bo — @) + g(t, ap)
+[9u(t, Bo) + @u(t, B)1(Bo — ato)
— (&, Bo) — (&, ag)] + h(t, a)
+ hy (t, @) (Bo — ag) = W (t, @, Bo; Bo)

olur. Dolayisiyla

af < W(t, ay, Bo; Bo)

olur. Benzer sekilde,

B = f(t,ap) + g(t, ap) + h(t, ay) = W(t, ay, Bo; ao)-

,Bél > W(t, ay, Bo; ap)

olur. Sonug olarak ay, 5, sirasiyla (5.32) denkleminin alt-iist ¢6ziimleridir. Teorem
3.3.8’den (5.31) ve (5.32) nin sirasiyla a4 (t) ve B;(t) seklinde tek ¢oziimii var ve
ay(t) < a,(t), B,(t) < Bo(t) dir. Simdi a,(t) < B,(t) oldugu gosterilecektir. (5.31)

den
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af = w(t, ag, Bo; Br)
= f(t,Bo) + £u.(t, Bo) (B — Bo) + g(t, Bo)
+ [9u(&, Bo) + @u(t, Bo)1(B1 — Bo)
— [o(t, B1) — @(t, Bo)] + h(t, Bo)
+ hy (¢, Bo) (By — Bo)

yazilir. (5.28)—(5.30) dan sirasiyla

f(t,Bo) < f(t, 1) + fu(t, Bo) (Bo — B1),

9(t, Bo) < g(t, B1) + [gu(t, Bo) + @y (t, B)1(Bo — B1)
- [(P(t; :80) - (P(t; ,81)];

h(t, Bo) < h(t,B:) + hy(t, B1)(Bo — B1)

yazilabilir. Yukarda elde edilen esitsizlikler yerine yazildiginda,

af < f(t,B) + fult, Bo) (Bo — B) + fu(t, Bo) (B — Bo) + g(t, B1)
+ [ (t, Bo) + @y (t, Bo)1(Bo — B1)
— o(t, Bo) — 9(t, B1)]
+ [gu(t, Bo) + @y (t, Bo)1(B1 — Bo)
—[o(t, B1) — @(t, Bo)] + h(t, 1)
+ hy (¢, B (Bo — B1) + hy (t, Bo) By — Bo)
< f(t,B1) + g(t, B1) + h(t, Bo).

Benzer sekilde (5.32) den

Bi = W(t, ag, Bo; 1)
= f(t, ap) + fu(t, @p)(ay — ag) + g(t, ap)
+ [gu(t ag) + @, (t, ap)](a; — ap)
— lo(t, ar) — @(t, ag)] + h(t, ap)
+ hy, (¢, ap) (@ — @)

yazilir. (5.28)—(5.30) dan sirasiyla
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f(t,ag) = f(t,ay) + f,(t, a1) (ap — ay),

gt ap) = g(t, ar) + [gy(t, 1) + @, (t, a)](ag — ;)
- [‘P(t' aO) - (P(t; 011)],

h(t' aO) 2 h(t, al) + hu(tJ aO)(aO - al)

elde edilir. Elde edilen bu esitsizlikler yerine yazilirsa

B = f(t, ) + fu(t, a)(ag — ay) + fiu(t, @) (ay — o) + g(t, ay)
+ [9u (6 ar) + ¢y (¢, a)](ag — 1)
= [p(t, ao) — (¢, ay)]
+ [9u (6 ag) + @, (¢, ap)](ay — ap)
— [o(t, a1) — o(t, ap)] + h(t, a;)
+ hy (¢ a0) (@ — a1) + hy (8, @) (@ — ap)
= f(t, a;) + g(t,a;) + h(t, ay)

elde edilir.

B = f(t,a) + g(t, ay) + h(t, ay)

olup a; ve B, alt-iist ¢6ziimler olur. a; (0) < B,(0) oldugundan dolay: Teorem 2.2.6

dan a,(t) < B,(t) olur. Sonug olarak

ag(t) < ay(t) < Bi(t) < Bo(t)

elde edilir. Simdi asagidaki baslangi¢ deger problemlerini ele alalim.

u? = w(t, ay, fy; v)
= f(t B + fu(t, B — ) + g(&, By)
+[9. (6, B1) + @u (¢, )] (v — B1) (5.33)
— lo(t,v) — (&, B1)] + h(t, 1)
+ hy (&, B1) (v = B1),u(0) = uy,
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vd = W(t, ay, B1;u)
=f(t, a)) + fu(t, a)(u—ay) + g(t, aq)
+ [9. (6 ay) + ¢, (¢, a)](u — ay) (5.34)
— ot w) — ¢(t, ay)] + k(¢ ay)
+ hy, (t, a)(u — ay),v(0) = u,.

af < f(t,B1) + gt By) + h(t, Br) = w(t, ay, By; 1)

oldugu asikardir. Yani

C(f < W(t, o1, :81; .81)

olur ve (5.33) iin alt ¢oziimudyir.

B = f(t,ay) + g(t, ;) + h(t, ;)

oldugu biliniyor. (5.28)—(5.30) dan sirasiyla

ft a) = f(&t, B + £ (&, B (@ — Br),

g(t,a) = g(t, B1) + [9.(t, B1) + @, (8, B (ay — B1)
- [(P(t: a1) - (P(t» ,31)],

h(t,a;) = h(t, B1) + hy(t, a;)(a; — B1)

yazilabilir. Elde edilen bu esitsizlikler B2 > f(t, a;) + g(t, a;) + h(t, ;) de yerine

yazilirsa,
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i = f(&,B1) + g(t, 1) + h(z, Br)
= f(¢t, 1) + fu(t, B)(ay — B1) + g(t, B1)
+ [9. (6 B1) + 9u (&, B](ay — B1)
— ot ar) — (¢, D] + (¢, B1)
+ hy, (¢, a)(ay — By)
= f(¢t, 1) + fu(t, B1)(ay — B1) + g(t, B1)
+ [9. (6 B1) + @u (&, B](ay — B1)
— [p(t, ay) — (¢, D] + (¢, B1)
+ hy (6, B1)(ay — 1) = w(t, ay, By; ar)

elde edilir. Sonug olarak S{ = w(t, ay, B1; ay) dir. Yani By, (5.33) iin iist ¢dziimiidiir.
Teorem 3.3.8 geregi (5.33) lineer denkleminin bir tek @, (t) ¢oziimii var ve a;(t) <
a,(t) < B,(t) dir. Simdi ise a; ve pB; in (5.34) iin alt-iist ¢oziimleri oldugu

gosterilip teorem geregi [, nin varhgin gosterecegiz. Teoremin hipotezinden

ai < f(t,B) + gt ) + h(t, Br)

yazilabilir. (5.28)—(5.30) dan sirasiyla

f&, ) < f(ta)+ £, BB —ay),

g, ) < g(t,ay) + [9,(t, B1) + @, (&, BBy — 1)
—[o(t, B1) — (t, ay)],

h(t, B1) < h(t, ay) + hy(t, a;)(By — ay)

elde edilir. Elde edilen bu esitsizlikler 1s1ginda
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ai < f(&B1) + g(t, B1) + h(t, B)
< f(ta)) + fu.(t, B) (B — a1) + g(t, a1)
+ (9. (6, B1) + u (&, BBy — ay)
— ot 1) — o(t,a))] + h(t, ay)
+ hy (¢, a) (B — ay)
< f(t a) + fu(t, a) (B — @) + g(t, )
+ [9u(6 ay) + ou (¢, a)](By — ay)
— ot 1) — o(t, a1)] + h(t, ay)
+ hy (8, ) (By — ay) = W(t, ay, By; B1)

olur. Yani af < W(t,ay, ;1) alt ¢dziimdiir. Benzer sekilde
ﬁlA 2 f(t, al) + g(t, al) + h(t, al) = W(t, al; ﬁlr al)

oldugundan B2 > W(t, ay, B1;a;) st ¢dziimdiir. Boylece Teorem 3.3.8 geregi
Lipschitz sartlar1 da saglandigindan (5.34) lineer denkleminin bir tek B,(t) ¢6zimii
var ve a,(t) < B,(t) < B,(t) dir. Benzer sekilde a,(t) < B;(t) gosterildigi gibi
Teorem 2.2.6 kullanilarak a,(t) < B,(t) oldugu gosterilebilir. Sonug olarak

ao(t) < a1 (t) < ay(t) < () < () < Bo(t)
olur. Bu islem bu sekilde devam ettirildigi takdirde
ao(t) < a1(6) < ay(t) << ay(t) < Br(t) << B1(2) < Bo(8)

elde edilir. {a,(t)} ve {B,(t)} dizilerinin her bir eleman sirasiyla

arlll+1 = w(t, @y, B Br+1), Ani1(0) = uy, (5.35)

ﬁ7€+1 =W (L, an, Br; Ani1), Prt1(0) = uq (5.36)

baslangi¢ deger problemlerinin ¢6ziimleri olmakla birlikte diizgiin sinirhdir. Ayrica
f(t,uw), g(t,u) ve h(t,u) simrh oldugundan {a2(t)} ve {BA(t)} dizileride T de

diizgiin smirhidir. Bu ise {a,,(t)} ve {B,(t)} dizilerinin essiirekli oldugunu gosterir.
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Diziler diizgiin sinirli ve essiirekli oldugundan Arzela-Ascoli Teoremi geregince
{a,(t)} ve {B,(t)} dizileri (5.1) in tek ¢oziimii olan u(t) ye diizgiin ve monoton

yakinsar. Simdi bu yakinsamanin kuadratik oldugu gosterilecektir. Bunun igin

pn(t) = u(t) - an(t) =0, Pn(O) =0,

qn(t) = ﬁn(t) - U(t) =0, qn(o) =0
tanimlansin. Her tarafin delta tirevi alinirsa,

ph =u —a, = f(t,w) + g(t,u) + h(t,u) — {f(t, Bn-1)
+ fu(t, Bn-1) (B — Bn-1) + 9 (t, Bn-1)
+ [gu(t, Br-1) + @u(t, B 1)1 (Bn — Br-1)
— ot Br) — ¢(t, Ba-1)] + h(t, frn1)
+ hy (6 an_1)(Bn — Ba-)} + (W) — 0(t,w)
= [f(tw) = f(& Bn-1)] — [fu(t, Bn-1(Bpn — Bn-1)
+ 96w + ot W]+ [g(&, Br-1) — (&, Br-1)]
— [gu(t, Br=1) + @, (t, B (B — Pn-1)
+ [o(t, Br) — o(t, W]
— [9u(t, Bn-1) + @, (t, Bn-1)1(Bp — Brn—1) + h(t,u)
— h(t, 1) — hu(t, an_1)(Br — Bn-1)

elde edilir. Burada kolaylik olmasi agisindan g(t,u) + ¢(t,u) = G(t,u) alinip

yeniden diizenlenirse

pi = [f @t w) — f(t, Bn-1)] = [£u(t, Bre D1 (Br — Br1)
+[G(t,w) — G(t, Br1)] — Gu(t, Bre1) (B — Bn1)
+ [, Br) — o(t, W]
— [9u(t, Br-1) + @u(t, Ba—1)1(Br — Br-1)

+ [a(t,w) — h(t, Bn-1)] = hy(t, 1) (Br — Br-1).

@, Ve f, in tamimlar1 da dikkate alinip fonksiyonlara ortalama deger teoremi

uygulanirsa
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Pr = —fult,@)(Bpy — W) — [fu(t, Bne )1 (Br — 1)
= Gy (t, D) (Br-1 — ) + @y (t, ) (B — )
= Gy (t, Bn-1) (Bn — Prn-1) — hu(t, DBy — )
— hy (&, an-1) (B — Bn-1)

elde edilir. Burada u < a < fp_,u<b<Bp_, u<c<pB, u<d<f,_, dr.

Pr < —fu(t, Wqno1 — [fu(t, Ba)](Gn — Gno1) — Gu(t,Wqn_4
+ @ (8, W) qn — Gy (8, Bre1) (qn — Gn-1)
— 1y (6, Bue1) o1 — M (8, @n—1)(Gn — Gn-1)
= qn-1[fu(t, Bu-1) — fu(t, W]
+ qn-1[Gu (&, fn—1) — Gu(t, 0]
+ Gno1 [ (6 an_1) — Iy (€, Broi)]
+ qnl—fu (€ Brn-1) + (6, w) — Gy (8, Br-1)
— hy(t, ap_1)]
< G- [fu (6 Br-1) — fu (G W]
+ qn-1[Gy (¢, Br=1) — G, (t, W]
+ qn-1lhy (t, 1) — Iy (8, Br—1)]
+ qnl—fu(t, Bao1) + @u (W) — gu(t, W) — @, (8, 1)
— Iy (t, ap—1)]
< i1 fuu(t,8) + qh_1 Gy (8,0)
— (Gn-1) M (&, 1) By — an_y)
+ qul—fu(t, Bn-1) — gu(t,u) — hy (¢, ay—1)]
= qp_1fuu(t,8) + qA_1 Gy (£,0)
— (G-I (&M (qn-1 + Pn-1)
+ qnl—fu(t, Brn-1) — gu(t, W) — 1y, (¢, @ty —1)]
= @1 [fuu (6, 8) + Guu (8,0 — oy (t,1)
+ qnl[—fu(t, Br-1) — gu(t, W) — 1y, (¢, @ty -1)]
— (Pn-1) (@n-1)hu (t,1)

elde edilir. Kapal1 bir kiimede siirekli fonksiyonlar sinirl oldugundan

PA < qi 1A+ quB — (Pr_1)(gn-1)C
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yazilabilir. Burada A,B,C pozitif sabitlerdir. p,_1q,_1

esitsizligi uygulanrsa

pr21—1 c— Qr21—1

2 2 ¢

pi < qn_1A+q,B —

2_ C
= —p"Z C+aiy [A—§]+an

elde edilir. Benzer sekilde

qn(t) = B (t) —u(t) 2 0,q9,(0) =0

ifadesinde her tarafin delta tirevi alinirsa,

< p121—1 + CI121—1
2 2

qé\ = .Bé‘ . uA = f(t; an—l) + fu(t: ,Bn—l)(an - an—l) + g(t’ an—l)

+ [gu(t: an—l) i Qou(t: an—l)](an r an—l)
- [(p(t; an) - (p(t: an—l)] + h(t: an—l)
+ hu(t: an—l)(an - an—l)

—{f(t,w) + gt w) + h(t, W} + @t u) — o(t,u)
= [f(t,an—1) — fFE& W]+ £, (t, Bu—1)(an — ay_1)

p(t,u) — @(t, ay)]

+
+
+ gu(t: an—l) + (pu(t: an—l)](an - an—l)
+

[
[
[
[

h(t, an-1) — h(t, W] + hy (¢, ay-1) (an —

gt an_y) + o(t,a,_1)] — [g(t,u) + o(t,u)]

p_1)

olur. g(t,u) + ¢(t,u) = G(t,u) ahnp yeniden diizenlenirse

an = [f (t, an—1) — (W] + £, (t, Br—1) (o, — ay—q)

+ [G(t ap—1) — G(t, W] + [o(t,u) — o(t, ay)]
+ Gu(t: an—l)(an - an—l) + [h(t: an—l) - h(t, u)]

+ hu(t' an—l)(an - an—l)

elde edilir. Ortalama deger teoremi uygulandiginda
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an = —fut ) — ap_1) + f,(t, Br-1)(an — 1)
— Gy (6, D) (U — an—1) + @y (t, ) (U — ay)
+ G, (¢ an_) (@ — anq) — hy (6, d)(u — ap_q)
+ hy (¢, an-1)(an — an-1)

t
= Jo (M+K+A)As —(M+K+A)t

elde edilir. Bu ifadenin her tarafin1 4 = e =e ile carparsak

C C
[pn+1e—(M+K+A)t]A < [p,% (N +L+B +E) + g2 E] o~ (M+K+A)t

olur. bu ifade de 0 dan t ye integre edildiginde,

+1e—(M+K+A)t
n

p
< Pn+1(0)

‘ C C
+ f [p,% (N +L+B+ E) +q2 E] e~ MHK+A)s A g
0

‘ c C
Pn+1 < f [p,% (N +L+B+ E) + q3 E] e MHKFA)(E=5) 4 g,
0

J tizerinde maks alinirsa,

c
p,%(N+L+B+E>

mcjzkslpnﬂl < mcjzks

t
f o (M+K+A)(t=5) 4 ¢
0

C
+Qr21§

, C 2C e(M+K+A)t_1
N+L+B —) —|—
p”( LAY Rl U1 vy e

o (M+K+A)

M+K+ A

< mcjzks

C C
p%<N+L+B+E>+q%E|

< maks
Jj
mc]lkSIu — Ay

maks|u — a,|?

C\ e(M+E+AL
>M+K+A J

S(N+L+B+E

C eM+K+A)L

- _ 2
oMkt amgksIh —ul

olur. Boylece {a, (t)} dizisi u(t) ye kuadratik yakinsar. Benzer sekilde
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Gn+1(t) = Brra(®) —u(t) =0, ¢,41(0) =0

tanimlanarak her tarafin delta tirevi alinirsa,

A — pA A
dn+1 = ﬁn+1 —u

= f(t, Bn) + fu(t, ) (Bry1 — Brn) + g(t, Br)

+ [gu(t an) + oo (t, @)1 (Brir — Br)

— [@(t, Brs1) — @(t, Br)] + h(t, Br)

+ hy (6, Br) (Bri1 — Br)

—{ft,w) + g(t,w) + h(t,w)}

= f(t, Bn) + fu(t, an) (Bryr — Br) — f(E,0)

+ gt ) + [gu(t, @) + @, (t, ar)](Brss — Br)
— [p(t, Bns1) — @ (&, Br)] — g(t,w) + h(t, Br)

+ hy (&, Bn) (Brir — Br) — (6, w)

elde edilir. Bazi terimler sadelestirilip yeniden diizenlenirse,

aher = [F (6, Bn) — F& W] + fu(t, @) (Busr — Br)
+[g(t, Br) + o(t, 8] — [g(t,w) + o(t, W]
+ [gu(t an) + @u(t, @)1 (Bris — Br)
— [o(t, Bn+1) — @(t, W] + [A(t, B,) — h(t,u)]
+ hy (¢, Bn) (Brs1r — Br)-

Burada kolaylik olmasi agisindan g(t,u) + @(t,u) = F(t,u) alinip yeniden

diizenlenirse,

A1 = [ (& B) = F& W] + £, (t, ) (Brsa — Br)
+ [F(t, ) — F(t,w)] + E,(t, an) (Brs1 — Bn)
— lo(t, Bns1) — @t W] + [A(t, B) — h(t,u)]
+ hy (&, Br) (Brs1 — Br)

elde edilir. «, ve f, m tanimlari da dikkate alinip fonksiyonlara ortalama deger

teoremi uygulanirsa
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Grs1 = fult, @) (B — w) + f,(t, ) Brs1 — Br) + E(t,0) (B, — u)
+ F, (¢, a) (Brs1 — Brn) — @ (t, ) (Bry1 — u)
+ hy (& ) (B — ) + hy (&, Br) (Brsr — Br)
= fu(t,)qn + fu(t, ) (Gns1 — qn) + Ei(t,0)qy
+ E(t, @) (@it — qn) — 9u(t, d)Gnr + M (6, ) qn
+ hy (& Br) (Gner — qn)
= qulfu(t, @) — fu(t, an)] + Gne1 fu(t @n)
+ qnlF,(t, ¢) — E,(t, ay,)]
+ qn1[Fu (6 ar) — oy (¢, d)]
+ qnlhu (&, ) — hy (&, Br)] + Qa1 ha (8 Br)
< qulfu(t, Br) — fu(t, ap)] + Qi fu (8, an)
+ qnlE. (8, Br) — Eu(t, an)]
+ Gns1 Bt an) — @, (8, )]
+ qnlhy (8, W) — by (&, Br)] + qnerhu (8, Br)

elde edilir. Burada u<a<p, u<c<pfpu<d<pfpi, u<f<p, dr.

Fonksiyonlara bir kere daha ortalama deger teoremi uygulanirsa,

Ahe1 < Gnfuu (6, D) (Bn — ) + fu(t, @) qnia
+ qnF (t, ) (B, — ay)
+ @1 [Fu (6 an) — (6 an)] + qnhuu (6 ) (w — Br)
+ hy, (t, Br) qn+1
= qnfuu(t, D) (qn + Pr) + fu (6 @n) s
+ qnFuu(t, e)(qn + pn)
+ qn1[Fu (6 az) — 0u (& an)] + qnhu (8 R) (—q5)
+ hy (8, Br) G+t
= i fuu (6, ) + Pnnfun (6, b) + £, (€, ) G
+ @i Fn(t e) + pranFu(t, e)
+ qni1[Fu(t an) — 0u (8, an)] — g hyu (t 1)
+ hy (8, Br) Gt

olur. Burada a, <b<p,, a,<e<PBp, u<h<p, dir. F(t,u)=g(u)+

@(t,u) olarak yeniden yazilirsa,
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A1 < G fun (6 D) + PuGnfuu (6 D) + £, (¢, @n) Gnis
+ qrlguu(t, ) + @y, (t, e)]
+ PnGnlGuu(t, €) + @y (t, €]
+ qni1l9u(t an) + @u(t, an) — @y (8, az)]
— @i, (6 B) + By (&, Br) Qs
= qnfuu(t, D) + PuGnfuu (8, b) + £, (¢, @n) G s
+ 42 [Guu(t, €) + @y (t,e)]
+ Pndnlguu(t ) + @uu(t, €)1 + qni194 (6 an)
— qihuu (6 h) + by (&, Br) Gnsr-

Kapali bir kiimede siirekli fonksiyonlar sinirl oldugundan

|fuu(t' u)l S N} |fu(t: u)l S M: |guu(t: u)l S L, |gu(t’ u')l S K!
lpuu (&, W] < B, |hy (W) <C, |h(tu)| <A

olarak alinabilir. Burada N, M, L, K, C, B, A pozitif sabitlerdir.

Gn1 < GAN + pugnN + Mqpiq1 + qi[L + Bl + prqulL + B]
+ qni1K — q5C + Aqpyia

2 2
elde edilir. p,q, < p?” + q?” Cauchy esitsizligi uygulanrsa,

3N N 3 1
Gne1 S 5 4Gn + 5P+ Man +5 (L + Bas +5 (L + B)p;
+ K1 — 47C + Adnsa

3N 3 N 1
—— 4 — _ 2 R 2
—<2+2(L+B) C)qn+<2+2(L+B)>pn

+ M+ K+ A)qniq
olur ki bu ise g, 4+, e gore lineerdir.

Gnir — M + K + A)qp4a

3N 3 N 1
< (7+§(L+B)—C)q%+<§+E(L+B)>p,%

t
ifadesinin her tarafi 1 = e~ JoM+K+As — o ~(M+K+D jle carpildign takdirde
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e—(M+K+A)t]A

[Qn+1

< l<37N+;(L+B)—C>q%

N 1
+ <§ +3 L+ B)> p,zll g~ (MHK+A)

elde edilir. Ardindan 0 dan t ye integre edildiginde,

o~ (M+K+A)t

qn+1
< Gn+1(0)

+Lt[<¥+;@+3)—c)qg

N 1
+ <E + 5 (L + B)> p%l e~ (M+K+A)s p g

3N 3
- _ _ 2
(2 +2(L+B) C)qn

¢
An+1 < f
0

+ (ﬂ + : L+ B)) p,zll e (MHKFAD(E=5) g
2 2

olur. J tizerinde maks alinirsa,

3N 3
2 _ —
qn<2+2(L+B) C)

mcjzkslqnﬂ | < mcjzks

N 1 t
+ p,zl E + E (L + B) f e M+K+A)(t=5) g
0

3N 3
q£<—+E(L+B)—C>

< mak
_mC]lS >

e (MH+K+A)E _ 1

M+K+A

N 1
+p,21<§+§(L+B)>

3N 3
2 _ —
qn<2+2(L+B) C)

< mC]lkS

(M+K+A)t

5 N 1
MV | Frnrany,

elde edilir. Boylece
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mc}kSI,BnH —ul

3N 3 e(M+K+A)t
< (420 +B) - C)———maks|B. —ul?
—(2 +5(L+B) C>M+K+Amcjl S1Bn = ul
N 1 o (M+K+A)t
S+ B) ) —— —a|?
+<2+2( + )>M+K+A"wf‘kslu @l

olur ve bu sonug ise {B,(t)} dizisinin u(t) ye kuadratik yakinsadigini gosterir.
Boylece ispat tamamlanmais olur.

131






6. TARTISMA VE SONUCLAR

Dordiincii boliimde zaman skalasinda Il1. tip alt-iist ¢6ziim ¢iftini kullanarak dinamik
bir baslangic deger problemine monoton iteratif teknigi uyguladik. ilgili fonksiyonlar
monoton azalmayan alindiginda, problemin I11. tip ekstremal (minimal ve maksimal)
¢Oziim ¢iftine monoton ve diizgiin yakinsayan diziler elde edildi. Alt-list ¢6ziim ciftleri
bagska tipten alindiginda da farkl: tipten ekstremal ¢6ziim ¢iftine yakinsayan diziler de
elde edilebilir. Sonug olarak dinamik BDP i¢in incelenen teoremin sartlarini saglayan

MIT e dayali niimerik bir ¢6ziim verdik.

Besinci boliimde ise zaman skalasinda karsilagtirma teoremleri ile alt-list ¢oziim
ciftleri kullanilarak lineer olmayan bir BDP ne kuasilineerizasyon ydntemini
uyguladik. Bu yontemin uygulanmasiyla elde edilen sonuglar, literatiirde klasik tiirev
ile verilen lineer olmayan bir diferansiyel denklem i¢in elde edilen sonuglara paralel
olarak benzer sonuglarin elde edildigi goriildii. Uygun sartlar altinda ana problemin
tek ¢Oziimiine monoton ve diizgiin yakinsayan monoton diziler elde edildi. Orijinal
problemdeki fonksiyonlara farkli sartlar ve oOzellikler getirilerek ve alt-list ¢6ziim
ciftlerinin farkl tipleri ele alinarak bu yakinsamalarin hizi incelendi. Yakinsamanin
sartlara gore bazi durumlarda kuadratik, yar1 kuadratik, veya zayif kuadratik oldugu

goriildil.
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