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Çalışmanın amacı, zamana bağlı elektrik alanı içerisinde hem spin-	ଵ

ଶ
		  

parçacıkları betimleyen Dirac denklemini hem de spin-0 ve spin-1 parçacıkları  
betimleyen  Duffın-Kemmer-Petiau (DKP) denklemini çözerek, böyle bir elektrik 
alanı içindeki kütleli Dirac ve DKP parçacıklarının  yaratılma olasılıklarını 
incelemektir. Zamana bağlı dış elektrik alanda ve (1+1) boyutlu uzay-zamanda 
Dirac ve DKP denklemlerinin alacağı diferansiyel biçim göz önüne alınarak tam 
çözümler bulunmuştur. Bu çözümler doğrultusunda  “pozitif” ve “negatif” frekanslı 
modlar belirlenmiştir.Ardından elde edilen çözümler için Bogoliubov katsayıları 
hesaplanarak parçacıkların yaratılma olasılık yoğunluğu bulunmuş ve sonuçlar 
grafiksel inceleme yapılarak karşılaştırılmıştır. 
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The purpose of this study is to solve both the Dirac equation which 

describes spin1/2 particles and the DKP equation which describes spin-0 and spin-
1 particles in a time-dependent electric field and to investigate the probability of 
the creation of Dirac and DKP particles with mass in such an electric field.. Exact 
solutions were obtained by considering the differential form Dirac and DKP 
equations will take, in an external electric field in (1+1) dimensional space-time. 
“Positive” and “negative” frequency modes were determined using these solutions. 
By calculating the Bogoliubov coefficients for the obtained solutions, the 
probability density for particle creation was determined and the results were 
compared graphically. 
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GENİŞLETİLMİŞ ÖZET 

 

Bu çalışmada amaç, zamana bağlı elektrik alanı içerisinde hem spin-	ଵ
ଶ
		  

parçacıkları betimleyen Dirac denklemini hem de spin-0 ve spin-1 parçacıkları  

betimleyen  Duffın-Kemmer-Petiau (DKP) denklemini çözerek, böyle bir elektrik 

alanı içindeki kütleli Dirac ve DKP parçacıklarının  yaratılma olasılıklarını 

incelemektir. Bunun için zamana bağlı dış elektrik alanda ve (1+1) boyutlu uzay-

zamanda Dirac ve DKP denklemlerinin alacağı diferansiyel biçim göz önüne 

alınarak tam çözümler bulunmuştur. Elde edilen çözümler için Bogoliubov 

katsayıları hesaplanarak parçacıkların yaratılma olasılık yoğunluğu bulunmuş ve 

sonuçlar grafiksel inceleme yapılarak karşılaştırılmıştır. 

     Çalışmanın giriş bölümünde parçacık yaratma süreci ve yöntemleri ile  

ilgili kısa bir bilgi  verilmiştir. Kaynak araştırmaları kısmında tez ile ilgili olarak 

göreli denklemlerden  kütleli ,yarım spinli  parçacıkları betimleyen Dirac ve kütleli 

ve spin-0,  spin-1 parçacıkları betimleyen  DKP  denklemleri ile ilgili kısa bir bilgi 

verilmiştir.  Bu denkleme olan ilgi parçacık ve çekirdek fiziğindeki gelişmelerden 

dolayı günümüzde önem kazanmıştır. Güçlü, durgun ve homojen  dış elektrik 

alanlarda parçacık oluşturma ile ilgili farklı yöntemlere ve tekniklere 

başvurulmuştur. Bu tekniklerden bir tanesi de Bogoliubov dönüşüm tekniğidir 

(Grib, Mamaev, Mostepanenko,1988). Bu tekniğin temelinde, elde edilen 

çözümleri kullanmak sureti ile pozitif ve negatif frekans çözümlerini türetmek 

yatmaktadır.  Ayrıca kaynak araştırmaları kısmında bu yöntemden bahsedilmiş ve 

bununla ilgili literatürde yapılan birkaç çalışmaya  değinilmiştir. 

Çalışmanın üçüncü bölümünde yer alan materyel ve metot bölümünde tez 

çalışmasında kullanılan Dirac ve  DKP denklemine kaynak oluşturan makalelerden 

iki tanesi ayrıntılı bir biçimde ele alınmıştır. Bu makalelerden bir tanesi eğri uzay 

zamanda (3+1 ) boyutunda bir metrik için çözülen Dirac denklemi diğeri ise (1+1) 

boyutta çözülen DKP denklemidir. 



IV 

Tezin dördüncü bölümünde  ele alınan bir genel metrik için katsayıların 

hesabı yapılmıştır. Bu denklemlerin çözümünde karşılaştığımız diferansiyel 

denklemler, değişkenlere ayırma yöntemi kullanılarak çözülmüştür. Daha sonra 

eğri uzay-zamanda (1+1) boyutta Dirac ve eğri uzay-zamanda (1+1) boyutta DKP 

denklemleri için ayrı ayrı genel  çözümler  elde edilmiştir. Daha sonra bu çözümler 

kullanılarak  ݀ݏଶ=−݀ݐଶ+coshଶ (ݐܪ) ݀ݔଶ metriği ve ܣଵ ൌ 	െ
ா

ு
sinhሺݐܪሻ	 

poatansiyeli için Dirac ve DKP denklemleri çözülmüştür. Bunun sonucunda her iki 

denklem için parçacık yaratma olasılık yoğunlukları hesaplanmıştır. 

Tezin sonuç bölümünde ise hesaplanan  parçacık yaratma sayı 

yoğunluklarının hem termal yapılara uygunluğu incelenmiş hem de 

MATHEMATICA yazılımı kullanılarak elde edilen grafikler kullanılarak DKP 

denklemi ile Dirac denkleminin parçacık  yaratma sayı yoğunlukları, genişleme 

parametresi  ve elektrik alan değişimleri  spin durumlarına göre  yorumlanmıştır.  

Sonuç olarak zamana bağlı bir elektrik alanda parçacık yaratma  sayı 

yoğunluğunun, spin ଵ
ଶ
 parçacıkları temsil eden Dirac ile spin1 parçacıklarını  

temsil eden DKP parçacıklarında farklı sonuçlar doğurduğu gözlemlenmiştir. 

Elektrik alan şiddetinin  spin1  parçacıklarında genişleme sabitine göre daha etkili 

olduğu sonucuna varılmıştır. 

 

 

 

 

 

 
  



V 

TEŞEKKÜR 

 

Bu tezin  hazırlanmasında önerilerinden yararlandığım ilk tez danışmanım  

Prof. Dr. Gülsen Önengüt’e, tez konusunun belirlenmesinde ve tez çalışmamın 

belirli aşamalarında  önerilerinden ve tartışmalarından yararlandığım Prof. Dr. 

Kenan Söğüt’e, tez çalışmam süresince benden desteğini  hiçbir zaman 

esirgemeyen Dr. Öğretim Üyesi Evrim Ersin Kangal’a sonsuz teşekkürlerimi 

sunarım.Ayrıca  danışman hocam Prof. Dr. Gülsen Önengüt’ ün emekli olmasından 

dolayı doktora savunma  sınavına birkaç hafta  kala danışman değişikliğinin 

gerekliliği ortaya çıktığında beni yalnız bırakmayıp tez danışmanlığımı kabul eden  

Prof. Dr. Aysel Kayış Topaksu’ya çok teşekkürler ederim. 

Aynı zamanda benden hayatım boyunca maddi ve manevi desteğini 

esirgemeyen anneme, babama ve kardeşime teşekkürü bir borç bilirim. 

Bu tez çalışmasına Ç. Ü. BAP FEF2011D30  adlı projeyle desteğini 

sağlayan Çukurova  Üniversitesine şükranlarımı sunarım. 

 

  



VI 

İÇİNDEKİLER                                                                                             SAYFA 

 

ÖZ .............................................................................................................................. I 

ABSTRACT ............................................................................................................. II 

GENİŞLETİLMİŞ ÖZET ....................................................................................... III 

TEŞEKKÜR ............................................................................................................. V 

İÇİNDEKİLER ....................................................................................................... VI 

ÇİZELGELER  DİZİNİ ....................................................................................... VIII 

ŞEKİLLER DİZİNİ ................................................................................................. X 

SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ ......................................................... XII 

1. GİRİŞ .................................................................................................................... 1 

2. KAYNAK ARAŞTIRMASI ................................................................................. 7 

2.1. Dirac Denklemi .............................................................................................. 7 

2.2. Duffin-Kemmer- Petiau (DKP) Denklemi ..................................................... 8 

2.3. Bogoliubov Dönüşüm Tekniği ..................................................................... 10 

3. MATERYAL VE METOT ................................................................................. 15 

3.1. Egri Uzay-Zamanda (3+1) Boyutta Dirac Denkleminin Çözümü  (Villalba 

and Greiner, 2002) ........................................................................................ 15 

3.2. Eğri Uzay-Zamanda  (1+1) Boyutta DKP Denkleminin Çözümü ve Proca 

Denklemi (Ünal, 2005) ................................................................................. 24 

4. BULGULAR VE TARTIŞMA ........................................................................... 35 

4.1. Çizgi Elemanının Seçimi ............................................................................. 35 

4.2. Çizgi Elemanına Ait Katsayıların Hesabı .................................................... 35 

4.2.1. Metrik Tensör ve Metrik Tensörün Tersi ........................................... 35 

4.3. Eğri Uzay-Zamanda (1+1) Boyutta Dirac Denkleminin İndirgenmesi ........ 43 

૛࢙܌ .4.3.1 ൌ െ࢚܌૛ ൅  ૛ Metriği İçin  Eğri Uzay-Zamanda࢞܌ሻ࢚ࡴ૛ሺܐܛܗ܋

(1+1)  Boyutta Dirac   Denkleminin Çözümü ................................... 45 

4.3.2. Spin  ૚/૛   Parçacık  Yaratılması .................................................... 53 



VII 

4.4. Eğri Uzay –Zamanda  (1+1) Boyutta DKP Denkleminin  İndirgenmesi ..... 57 

૛࢙܌			 .4.4.1 ൌ 	െ࢚܌૛ ൅  ૛ Metriği İçin Eğri Uzay-Zamanda (1+1)࢞܌ሻ࢚ࡴ૛ሺܐܛܗ܋

Boyutta DKP Denkleminin Çözümü ........................................................ 63 

4.4.2. Spin-1 Parçacık Yaratılması ..................................................................... 73 

5. SONUÇ VE ÖNERİLER .................................................................................... 79 

KAYNAKLAR ....................................................................................................... 91 

ÖZGEÇMİŞ ............................................................................................................ 99 

 

 

 

  



VIII 

ÇİZELGELER  DİZİNİ                                                                               SAYFA 

 

Çizelge 5.1. Elde edilen sonuçlar ............................................................................ 82 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



IX 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



X 

ŞEKİLLER DİZİNİ                                                                                      SAYFA 

 

Şekil 1.1.  Dirac Denizi     •  parçacıklar     •  antiparçacıklar ............................... 1 

Şekil 1.2.  Klein Paradoksu  .................................................................................. 2 

Şekil 5.1.  DKP ve Dirac parçacık yaratma sayı yoğunluklarının elektrik 

alanın  şiddetine  göre değişimi ( ܪ ൌ 1,04ሻ ..................................... 83 

Şekil 5.2.  DKP ve Dirac parçacık yaratma sayı yoğunluklarının elektrik 

alanının şiddetine  göre    değişimi  |ܪ ൌ 2,22| ................................. 84 

Şekil 5.3.  DKP ve Dirac parçacık yaratma sayı yoğunluklarının elektrik 

alanının şiddetine göre değişimi  ܪ ൌ |2,84| ..................................... 85 

Şekil 5.4.  DKP  ve Dirac parçacık  yaratma sayı yoğunluklarının  

genişleme sabitine göre değişimi   ሺܧ଴ ൌ 1,14ሻ ................................ 86 

Şekil 5.5.  DKP ve Dirac parçacık yaratma sayı yoğunluklarının genişleme 

sabitine göre değişim   grafiği E଴ ൌ 2.22 .......................................... 87 

Şekil 5.6.  DKP  ve  Dirac  parçacık  yaratma sayı yoğunluklarının  

genişleme sabitine  göre değişimi 	ܧ଴ ൌ 	4,46 ................................... 88 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



XI 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



XII 

SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

m : Kütle 

ψ : Dalga fonksiyonu  

 ఓ : Kemmer matrisleriߚ

 ఓ : Dirac matrisleriߛ

݃ఓఔ : Metrik tensörü 

 ௜  : Pauli spin matrisleriߪ

I : Birim matris 

݁ሺ௜ሻ
				ఓሺݔሻ : Bir matrisi düz uzay-zamandan eğri uzay- zamana dönüştüren iki ayak 

	݁				ఓ
ሺ௜ሻ ሺݔሻ : Bir matrisi eğri uzay-zamandan düz uzay- zamana dönüştüren iki ayak 

 ఓ  : Elektromanyetik alan tensörüܣ

 ௜௝ : Minkowski metriğiߟ

Г		ఓఔఈ  : Christoffel Sembolü 

Гఓ : Spin -	1 2ൗ 			bağlantı katsayısı 

 ఓ : Spin-1 parçacığının  spin bağlantı katsayısıߑ

DKP : Duffin –Kemmer –Petiau 

E : Elektrik Alanı 

e : Elektron Yükü 

⊗ : Dolaysız  Çarpım  

δ : Kroneker Delta  

12F  : Hipergeometrik  fonksiyonlar 

ܹ,ఓ	 : Whittaker Fonksiyonu 

ܵఓ : Spin Tensörü 

 

 

 



XIII 

 

 

 

 

 

 

 



1. GİRİŞ                                                                                                   Esra ALKIŞ 

1 

1. GİRİŞ 

 

Kuantum alan kuramı temel parçacıkların fiziğini tanımlamak ve anlamak  

amacı ile geliştirilen fizik ilkelerinin ve modern temel parçacık fiziğinin temelini 

oluşturan bir kuramdır. Bu kuram,  foton, elektron ve mezon  gibi parçacıkların 

yaratılıp yok  edilebildiği yüksek enerji çarpışmaları ve buna benzer başka süreçleri 

betimlemek amacıyla kuantum mekaniği ve  görelilik ilkelerinin birleştirilmesi 

sonucunda ortaya  çıkmıştır (Mahon, 2009). 

  Dirac 1928’de elektronlar için  göreli dalga denklemini türetmiştir. Dirac 

denkleminin çözümünde  dalga fonkisyonunun hem pozitif  hem de negatif 

çözümleri elde edilmiştir. Negatif çözümleri varsa Pauli dışlama ilkesine göre tüm 

negatif durumların doldurulması gerekirdi. Dirac bu problemi Dirac denizini ortaya 

atarak çözmüştür. Dirac denizi, Dirac denkleminin  öngördüğü negatif enerjili 

kuantum durumlarını açıklamak için ortaya atılmış  teorik bir modeldir ve negatif 

enerjiye sahip sonsuz parçacıklar denizi olarak tanımlanmıştır (Dirac,1928; 

Dirac,1930; Klein, 1934). 

 

      
Şekil 1.1. Dirac Denizi     •  parçacıklar     •  antiparçacıklar (Dirac,1928). 
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1929’ da teorik fizikçi Oscar Klein,  Dirac’ ın teorisinde  negatif enerjilerin 

kabul edilemez fiziksel sonuçlara yol açabileceğini bir örnekle açıklamıştır.Yüksek 

engelli bir potansiyelden elektron saçılması problemi için Dirac denklemini 

kullanarak ilginç bir sonuç elde etmiştir. Bu sonuca göre soldan gelen elektronun 

sağa iletilme olasığı sıfır olacaktı. Bu da negatif enerji durumunda ortaya 

çıkmaktadır.  Buna literatürede Klein Paradoksu denir (Klein, 1930; Greiner 2000) 

(Şekil 1.2). Klein'in paradoksunun arkasındaki fizik, güçlü elektromanyetik ve 

gravitasyonel alanlarda  temel parçacıkların üretimi ile bağlantılı olarak yeniden  

ilgi kazanmıştır (Bongaarts and Ruıjsenaar, 1975). 

 

 
Şekil 1.2. Klein Paradoksu (Grenier,2000). 
   

 Klein Paradoksunun ortaya çıkmasına neden olan  bu süreç  (Bir dış 

elektrik alanı tarafından elekron-pozitron çiftinin yaratılması süreci ) 1931 yılında 

Sauter tarafından daha ayrıntılı bir şekilde ele alınmış, buna paralel olarak  

Heisenberg ve Euler, Sauter’ın çalışmalarını genişletmiştir(Grenier,2000;Bongaarts 
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and Ruıjsenaar, 1975;Sauter 1931). 1951’de Schwinger,  Heisenberg ve Euler’in 

çalışmalarını yeniden değerlendirerek vakumda bir elektrik alanı tarafından 

parçacık oluşumunun teorik açıklamasını yapmıştır  (Sauter 1931; Heisenberg 

1936) . Bir dış elektrik alanı tarafından bir vakumda parçacık oluşturma, kuantum 

alanı teorisinde yaygın bir olgudur. Bu olgu,   Schwinger   mekanizması olarak  

bilinen  uzamsal olarak homojen bir sabit elektrik alanın varlığında  incelenmiş ve  

sonrasında bu olgu zamana bağlı farklı elektrik alanları için genişletilmiştir 

(Heisenberg and Euler, 1936; Schwinger, 1951; Nussinov, 1975; Kharzev , Tuchin 

,2005; Kharzev, Levin 2007; Castorina , Kharzev ,Satz ,2007). 

Güçlü bir elektromanyetik alanın yaratmış olduğu vakum kararsızlığından 

kaynaklı  parçacık yaratma olasılığını Schwinger öz zaman yöntemini kullanarak 

yeniden formüle etmiştir (Sauter 1931; Heisenberg and Euler ,1936): 

 

߱ ൌ
2ሺ݁ܧሻଶ

ሺ2ߨሻଷ
෍

1
݊ଶ
exp ቆ

െ݊݉ߨଶ

ܧ݁
ቇ

ஶ

௡ୀଵ

 

 

Yukarıdaki eşitlikte  E elektrik alan, m kütle, e ise elektron yüküdür. 

Zamana bağlı bir elektromanyetik alanda parçacık oluşumu  hem kuantum 

elektrodinamik (QED)  hem de kozmoloji alanı için etkin bir çalışma konusu 

olmuştur. Son yıllarda güçlü elektromanyetik alanlar tarafından parçacık üretimi ile 

ilgili birçok çalışma yapılmıştır (Greiner, Müller and Rafelski 1985; Grib, Mamaev 

and Mostepanenko,1988; Fradkin, Gitman and Shvartsman,1991). Bu 

çalışmalardan sonra Heisenberg, Euler (Heisenberg and Euler,1936.) ve Schwinger 

(Schwinger,1951.) öncülüğünde geliştirilen güçlü elektromanyetik alanlarda 

kendiliğinden çift yaratma mekanizması literatürde yaygın olarak tartışılmıştır 

(Grenier, Müller and Rafelski, 1985; Grib, Mamaev and Mostepanenko, 1988; 

Nikishov, 1979; Papov, 2002; Hayashinaka,Fujitac and Yokoyama,2016; 

Grib,Mostepanenko and  Frolov ,1972). Klasik elektromanyetizmanın temelinde 
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vakum kararsızlığı ve parçacık antiparçacık üretiminin olduğu uzun zamandan beri 

bilinmektedir. O zamandan bu yana da  çeşitli alternatif yaklaşımlarla aynı sonuç 

elde edilmiştir. Güçlü, durgun ve homojen elektrik alanlarda parçacık oluşturma ile 

ilgili farklı yöntemlere başvurulmuştur. Öz ve sanal zaman yöntemi  (Heisenerg 

and Euler,1936) ,WKB tekniği (Brezin and Itzykson, 1970; Papov, 1972; Papov 

and Morinov, 1977; Piazza, 2004; Dumlu and Dunne, 2010) , Schrödinger 

fonksiyonel yaklaşımı (Hallinand, Liljenberg, 1995) , kuantum kinetik eşitlikler 

(Smolyansky, et al,1997; Schmidt et al, 1998; Smolyansky ,et al, 1998; Kluger, 

Mottola and Eisenberg, 1998; Alkofer et  al, 2001; Hebenstreit,Alkofer and Gies, 

2008),  dış elektrik alanlarda çift üretim çalışmalarını genişletmek için türetilmiş 

yöntemlerdir. Bu teknikler içerisinde yer alan öz zaman yöntemi (Grenier, Müller , 

Rafelski, 1985; Grib, Mamaev, Mostepanenko,1988) ile hesaplamaların  yapılması 

oldukça zor olduğu için Bogoliubov dönüşüm tekniği (Grib, Mamaev, 

Mostepanenko,1988) kullanılmaktadır. Bu tekniğin temelinde, elde edilen 

çözümleri kullanmak sureti ile pozitif ve negatif frekans çözümlerini türetmek 

yatmaktadır. Birçok araştırmacı bu nedenle zamanla değişen elektrik alanlarda çift 

oluşturma problemi ile ilgili teorik çalışmalara odaklanmıştır( Brezin and 

Itzykson,1970; Hebenstreit, Alkofer and Gies, 2008; Papov, 1971; Papov 

1973,1974; Narozhny and Nikishov, 1974; Mostepanenko and Frolov, 1974; 

Hawking, 1975; Grib, Mamaev, Mostepanenko, 1988). Teorik çalışmaların yanısıra 

lazer ışınları (Brezin and Itzykson, 1970 ), ağır iyon çarpışmaları (Ringwald, 2001; 

Papov, 2001; Zeldovich, Papov, 1972) ve astrofizikte güçlü gamma ışını 

patlamaları gibi deneysel  çalışmalarda da ele alınmıştır (Papov and Morinov, 

1972; Dunne,Hall,1998; Kim, Page, 2002) . 

Kütleli ve spin-0 parçacıkları betimleyen göreli kuantum mekaniğinin 

temel denklemi  Klein-Gordon denklemidir. Kütleli ve yarım spinli  parçacıkları 

betimlemek için yaygın olarak çalışılan  denklem ise  Dirac denklemidir (Piazza, 

2004; Villalba and Grenier, 2002;  Villaba,1995) . Bu denklemlere ek olarak 

çalışılan başka bir göreli denklem de spin-0 ve spin-1 parçacıkları betimleyen 
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Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denklemidir. Bu denkleme olan ilgi parçacık ve 

çekirdek fiziğindeki gelişmelerden dolayı artmıştır( Villalba and Rojas, 2006; 

Nedjadi, Barrett)   

Bu çalışmada   zamana bağlı elektrik alan içerisinde hem spin-ଵ
ଶ
  

parçacıkları betimleyen Dirac denklemi hem de  spin-0 ve spin-1 parçacıkları 

betimleyen DKP  denklemi çözülmüştür ve buna bağlı olarak Bogoliubov 

katsayıları hesaplanarak parçacık yaratılma olasılıkları elde edilmiştir. Daha sonra  

hem Dirac hem de DKP için elde edilen sonuçlar grafiksel olarak  

karşılaştırılmıştır.  

Tez giriş bölümünün dışında, dört bölümden oluşmaktadır. Kaynak 

araştırmaları kısmında  Dirac denklemi, DKP denklemi ve Bogoliubov dönüşüm 

tekniği açıklanmış ve daha önce yapılan  çalışmalara yer verilmiştir. Materyal ve 

metot bölümünde  tezde kullanılan Dirac ve  DKP denklemine kaynak oluşturan 

makalelerden iki tanesi ayrıntılı bir biçimde ele alınmıştır. Bulgular ve tartışmalar 

bölümünde, zamana bağlı bir dış elektrik alanın varlığında eğri uzay-zamanda 

(1+1) boyutlu  DKP ve  Dirac denkleminin  çözümleri elde edilmiştir. Parçacık 

yaratma olasılıkları Bogoliubov dönüşüm tekniğiyle hesaplanmıştır. Tezin sonuç 

bölümünde her iki denklemden elde edilen sonuçlar grafikleri ile değerlendirilerek 

yorumlanmıştır. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

  Yüksek enerjideki olguların açıklanması göreli dalga denkleminin 

araştırılmasını gerektirir. Bu bölümde göreli dalga denklemlerinden Dirac 

Denklemi ve DKP denklemi ile parçacık yaratma sayısının hesaplanmasında 

kullanılan yöntemlerden biri olan ve tezde kullanılan  Bogoliubov dönüşüm 

yöntemiyle ilgili kısa bilgi verilmektedir. 

 

2.1. Dirac Denklemi 

Klein Gordon denklemi Schrödinger denkleminin göreli versiyonudur.  

Spin-0 parçacıkları temsil etmektedir. Klein Gordon denklemi kuantum teorisinde 

birkaç soruna yol açmaktadır. Bu sorunlardan bir tanesi negatif enerjili çözümlerin 

bulunuşu,  diğeri ise  negatif olasılık yoğunluğudır (Baumali ). Bu sorunları ortadan 

kaldırmak için Paul Dirac 1928’de enerji ve momentum arasında  lineer ilişki olan 

bir denklem yazmıştır. Dirac tarafından türetilen  bu denklem göreli bir dalga 

denklemi olup yarım spinli parçacıkları temsil etmektedir. Matematiksel olarak eğri 

uzay-zamanda aşağıdaki biçimde tanımlanmıştır (Dirac, 1925): 

 

ఓ൫ߛ݅ൣ ఓ߲ െ Гఓ ൅ ఓ൯ܣ݁݅ ൅ ݉൧߮ሺݐ, ሻݔ ൌ 0 .                                                           (2.1) 

 

Denklem  (2.1)’de ܣఓ vektör potansiyeli,	ߛఓ Dirac matrisi,  Гఓ
ଵ

ଶ
			spin 

bağlantı katsayısıdır. Dirac matrisleri arasında 

 

ሺ௕ሻߛሺ௔ሻߛ ൅ ሺ௕ሻߛሺ௔ሻߛ ൌ   ሺ௔௕ሻ                 (2.2)ߟ2

 

ilişkisi vardır. 

μ : Eğri uzay indisleri 
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a: Düz uzay indisleri 

Spin bağlantı katsayısı ise 

 

Г ൌ	െ
1
8
	݃ఓఈГఔ

ఈ 	ሾ	ߛఓ,  ሺ2.3ሻ																																																																																												ఔሿߛ

 

şeklinde tanımlanır. Denklem (2.3)’te   ݃ఓఈ	  metrik tensör , Гఔఈ   ise	 eğri uzay-

zaman  geometrisi ile ilgili bilgi içerir ve  Christoffel sembolleri diye adlandırılır. 

Christoffel sembolleri 

 

Гఔ
ఈ ൌ 	

1
2	
	݃ఈఉ൫ ఓ߲݃ఉఔ ൅ ߲ఔ݃ఉఓ െ ఉ߲݃ఓఔ	൯																																																																	ሺ2.4ሻ 

 

biçiminde tanımlanır (Dirac, 1925).  
 

2.2. Duffin-Kemmer- Petiau (DKP) Denklemi 

DKP denklemi spin 0 ve spin 1 parçacıkları temsil eden, birinci dereceden 

göreli bir dalga denklemidir (Pollock, 2010; Kemmer, 1938; Duffin, 1938; Petiau, 

1936) . Son zamanlarda parçacık fiziği ve nükleer fiziğe uygulanabilirliği nedeni 

ile bu denkleme olan ilgi artmıştır (Kemmer, 1938; Duffın 1938).  Literatürde 

yapılan çalışmaların çoğu DKP denkleminin yapısal biçiminin geliştirilmesi ve 

bunun ile birlikte elektromanyetik alanın varlığında vektör parçacıkların 

davranışlarının  incelenmesi üzerinedir (Merad, 2007). 

Klein-Gordon, Dirac denklemlerine karşın DKP denklemi 16 bileşenden 

meydana gelir.  Son yıllarda  Red’kov (Nejdadi, Barrett, 1993), Lunardi ve 

arkadaşları tarafından yapılan çalışmalar göreli DKP denklemini eğri uzay-

zamanda tanımlamayı amaçlamıştır (Yaşuk, Berkdemir, Berkdemir ,Önem ; Söğüt 

and Havare, 2010). 
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Dirac denklemindeki gama matrislerine karşılık DKP  denkleminde β	

matrisleri yer almaktadır. Buna göre  DKP denklemi aşağıdaki biçimde tanımlanır: 

 

ఓ൫ߚ݅ൣ ఓ߲ െ ఓߑ ൅ ఓ൯ܣ݁݅ െ ݉൧߰ሺݔሻ ൌ 0               (2.5) 

 

(2.5) denklemi elektromanyetik alan içindeki DKP denkleminin yazılımıdır. 

Burada ܣఓ  elektromanyetik alan tensörüdür. Bu denklemde ߚఓ, 16ൈ16 bileşenli  

Kemmer matrisi, m parçacığın kütlesi, ψ ise dalga fonksiyonudur. ߚఓሺߤ ൌ 0,1,2,3ሻ 

matrisleri aralarında          

 

ߚఔߚఓߚ ൅ ఓߚఔߚߚ ൌ ݃ఓఔߚ ൅ ݃ఔߚఓ               (2.6) 

 

komütasyon ilişkisini sağlayan DKP  matrisleridir ve DKP cebrini tanımlarlar. 

Denklem  (2.2)  deki  ݃ఓఔ		Minkowski uzay-zamandaki metrik tensörü ifade eder: 

݃ఓఔ ൌ		diag(1,−1,−1,−1) . 

Eğri uzay-zaman ile düz uzay- zaman   arasındaki ilişki iki ayaklar 

(diadlar) aracılığı ile sağlanır: 

 

݃ఓఔ ൌ 	 ݁ሺ௜ሻ
			ఓሺݔሻ݁ሺ௝ሻ

				ఔሺݔሻߟሺ௜ሻሻሺ௝ሻ  .                            (2.7) 

 

 .matrislerinin düz  Minkowski  uzay-zaman ilişkisi aşağıdaki gibidir	ߚ

 

ሻݔఓሺߚ ൌ ݁ሺ௜ሻ
			ఓߚሺ௜ሻ       ,                 (2.8) 

 

ఓߚ ൌ ఓߛ ⊗ I ൅ I ⊗  ఓ .                                        (2.9)ߛ

 

Denklem (2.9)  Kemmer matrislerinin eğri uzay-zamanda Dirac matrisleri 

biçiminde  yazılımıdır. Burada ߛఓ, standart Dirac matrisleridir. Eğri uzay-zamanda 
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ifade edilen  Dirac matrisleri ile düz uzay zaman matrisleri arasındaki ilişki 

aşağıdaki biçimde gösterilir ( Dirceu, Portes, Markos, Pinho and Hilaro, 2013 ): 

 

ఓߛ ൌ 	 ݁ሺ௜ሻ
			ఓߛሺ௜ሻ  .              (2.10) 

 

Eğri uzay için greek indisler eğri uzayı, latin indisler düz uzayı  temsil 

etmektedir. Denklem (2.5)’teki spin-1 parçacıklarını temsil eden ߑఓ	 ile spin- ଵ
ଶ
   

parçacıklarını temsil eden Гఓ	spin bağlantı katsayısı arasındaki ilişki aşağıdaki 

biçimde gösterilir: 

 

ఓߑ ൌ 	Гఓ ⊗ I ൅ I ⊗ Гఓ   .              (2.11) 

 

Spin- ଵ
ଶ
 parçacıkları için spin bağlantı katsayısı 

 

	Г ൌ	െ
1
8
ߥГߙߤ݃

ߙ ሾߤߛ,  ሿ               (2.12)ߥߛ

 

biçiminde yazılır. 
 

2.3. Bogoliubov Dönüşüm Tekniği 

Son zamanlarda bir dış kaynak tarafından parçacık yaratılması  problemi 

teorik açıdan oldukça ilgi çekmektedir. Eğri uzay-zamanda parçacık sayısı farklı 

yöntemlerle hesaplanır. Bu yöntemlerden biri de Bogoliubov dönüşüm tekniğidir. 

Bogoliubov dönüşümü, yaratma ve yok etme oparatörlerinden oluşan üniter bir 

dönüşüm tekniğidir. 1947 yılında N.N. Bogoliubov tarafından bozonik 

parçacıkların yaratma ve yok etme operatörlerinin lineer kanonik dönüşümü ile 

bağlantılı olarak tanımlanmıştır (Caracciolo,Palumbo,Viola,2008).  Daha sonraki 

yıllarda fermiyonik operatörlerin lineer kanonik dönüşümü kullanılarak 
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süperiletkenlik teorisinin matematiksel temelini oluşturmuştur (Xiao, 2009; 

Bogoliubov,1947; Bogoliubov, 1958; Valatin, 1958; Bogoliubov, Tyablikov, 1949; 

Tyablikov,1967). Benzer bir dönüşüm John George Valentin tarafından da ortaya 

atılmıştır. Önerilen bu yöntem oldukça etkili olmasından dolayı tüm lineer kanonik 

dönüşümler litaratürde Bogoliubov dönüşümü olarak adlandırılmıştır 

(Tyablikov,1967; Dadanov, 2007; Bogoliubov, 1958; 

Bogolibouv,Tolmachev,Schirkov, 1959; Valatin,1958). 

Kuantum  alan teorisinde alan denkleminin  iki ortogonal çözümü vardır: 

 

߰ ൌ ∑ ሺ௜ ܽ௜߮௜ ൅ ܽ௜
ற߮௜

∗ሻ ൌ ∑ ሺ ௝ܾߠ௝ ൅ ௝ܾ
றߠ௝

∗ሻ௝             (2.13) 

 

(߮௠,߮௡ሻ ൌ ∗௠௡      ve    ሺ߮௠ߜ , ߮௡∗ሻ ൌ   ௠௡,           (2.14)ߜ

 

 ሺߠ௠, ௡ሻߠ ൌ ௠ߠ௠௡ ve ሺߜ
∗, ௡ߠ

∗ሻ ൌ   ௠௡,                       (2.15)ߜ

 

(߮௠	, ߮௡∗ሻ ൌ ሺߠ௠	, ௡∗ሻߠ ൌ 0              (2.16) 

 

φ ve θ		kip		çözümleridir. 

ܽ௜ ൌ ∑ ሺߙ௝௜ ௝ܾ െ ௝௜ߚ
∗

௝ܾ
றሻ௝                      (2.17) 

 

௝ܾ ൌ ∑ ሺߙ௝௜∗ܽ௜ െ ௝௜ߚ
∗ ܽ௜

றሻ௜               (2.18) 

 

 :௝௜ Bogoliubov katsayılarıdır ve bu katsayılar aşağıdaki koşulları  sağlarߚ		௝௜veߙ

 

∑ ൫ߙ௜௠ߙ௝௠
∗ െ ௝௠ߚ௜௠ߚ

∗ ൯ ൌ ,௠	௜௝ߜ               (2.19) 

 

∑ ൫ߙ௜௠ߙ௝௠ െ ௝௠൯ߚ௜௠ߚ ൌ 0		.௠               (2.20) 
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Burada 

 

௝௜ߙ ൌ ሺߠ௠, ߮௡ሻ    ve  ߚ௠௡ ൌ െሺߠ௠, ߮௡∗ሻ şeklindedir.            (2.21) 

 

Aşağıdaki  iki boşluk durumu Fock uzayını betimler: 

 

│0௔ ൐∶ ܽ௜│0௔ ൐	ൌ 0		,               (2.22) 

 

│0௕ ൐∶ 	 ௝ܾ│0௕ ൐	ൌ 0		.	              (2.23) 

 

௝ܾ
ற
௝ܾişlemcisinin│0௔ ൐ durumunda beklenen değeri parçacık sayısını verir 

(Valatin, 1969; Söğüt ve ark, 2015) : 

 

൏0௔│ ௝ܾ
ற
௝ܾ│0௔ ൐ൌ 	∑ .௜		௝௜│ଶߚ│ 	 	 	 	 	 								ሺ2.24ሻ	

	

Litaratürlerde Bogoliubov dönüşüm tekniği ile ilgili birçok çalışma yer 

almaktadır. Aşağıda bu çalışmalarla ilgili kısa bir özet verilmiştir. 

1985 yılında K.H. Lotze (Lotze,1995). Dirac eşitliğini bir dış elektrik 

alanda çözümleyerek gravitasyonel ve elektromanyetik alandaki çözümlerinden 

elde ettiği parçacık sayısını Bogoliubov dönüşüm tekniğini kullanarak elde 

etmiştir. 

1994 yılında Jaume Garriga (Garriga,1994). (1+1) boyutlu de Sitter 

uzayında elektrik alanı tarafında yaratılan parçacıkların oranını Bogoliubov 

dönüşüm yöntemi ile hesaplamıştır.  

1995 yılında Villalba (Villalba,1995).  de Sitter uzayında sabit bir elektrik 

alanında Dirac denklemini çözmüştür. Bogoliubov dönüşüm tekniğini kullanarak 

elektrik alanı tarafından oluşturulan  spin 1/2 parçacıklarının oranını hesaplamış ve 

bu durumu skaler durumlar ile karşılaştırmıştır.  
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2001 yılında Carl  E. Dolby ve Stephen F. Gull (Dolby and Gull,2001). 

tarafından, zamanla değişmeyen elektrik alanı ve  bir adyabatik elektrik alanı 

durumları üzerinde yoğunlaşarak,  uzamsal  düzgün  elektrik alanında parçacık 

oluşturma çalışmaları  yapılmıştır. Bu çalışmada parçacık tanımını içeren genel S-

Matris elemanı türetilmiş ve  Bogoliubov katsayıları ile beklenen değeri 

bulunmuştur. Düzgün, uzamsal,  zamanla değişen elektrik alanı denklemlerinin 

Bogoliubov katsayıları hesaplanmıştır. Sabit bir elektrik alanda  denklemler 

çözülmüş ve sonuç oluşturulan parçacık çiftlerinin yoğunluğunu bulmak için 

kullanılmıştır. Aynı zamanda sonlu bir zaman sürecindeki akım yoğunluğu da 

bulunmuştur. 

2006 yılında V.M. Villalba (Villalba, 2006), pozitronların ve elektronların 

üretim mekanizmasını, genliği büyük zaman değerleri için yok olan uzaysal olarak 

homojen, zamana bağlı bir elektrik alanında tartışmıştır. Hamilton köşegenleştirme 

tekniğini kullanarak, zamanın bir fonksiyonu olarak oluşturulan parçacıkların 

yoğunluğunu hesaplamıştır. Zaman parametresi sonsuza kadar ilerledikçe, elektrik 

alanı tarafından oluşturulan çiftin dağılımının Bogoliubov katsayıları aracılığıyla 

hesaplanan sonuca indirgendiğini göstermiştir. 

2009  yılında  Sang  Pyo Kim ve Don N. Page (Kim and Page, 2009),  

Klein -Gordon denklemini ݀ݏଶ ve ݏ݀ܣଶ (de Sitter ve anti de Sitter )  uzayında sabit 

bir elektrik alan için çözmüşlerdir.  Bunun sonucunda  parçacık oluşum oranını  

Bogoliubov dönüşüm tekniği ile bulmuşlardır. 

2010 yılında Mokhtar  Falek ve Mahmoud Merad (Falek ve Merad,2010). 

Robertson-Walker uzay–zamanında (1 + 1) boyutlu DKP denklemini (spin 0 ve 

spin 1 için) çözmüşlerdir. Bunun sonucunda parçacık yaratma oranını Bogoliubov 

dönüşümleri tekniği ile hesaplamışlardır.  

2011 yılında S. Haouat ve R. Chekireb (Haouat and Chekireb, 2012). düz 

bir Robertson-Walker uzayında vakumdan parçacık oluşturma problemini 

incelenmişlerdir.    ܽଶ(η) = a + btanh(λη) + c	tanhଶ (λη) metriğini kullanarak  

Klein-Gordon denklemini çözmüşlerdir. Daha sonra Bogoliubov dönüşümüne 
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dayanan kanonik yöntem ile çift oluşturma olasılığını ve oluşturulan parçacıkların 

sayı yoğunluğunu   hesaplamışlardır. 

2012 yılında S. Haouat ve R. Chekireb (Haouat and Chekireb, 2012). 

elektromanyetik alanların etkisiyle  Robertson-Walker uzay-zamanında  vakum 

içindeki  skaler parçacıkların yaratılmasıyla ilgili çalışma yapmışlardır. Değişken 

elektrik alanlı ve sabit manyetik alanda  Bogoliubov  dönüşüm yöntemi ile Klein-

Gordon denklemini çözmüşlerdir. Bogoliubov  dönüşüm yöntemi, çift oluşturma 

olasılığını ve oluşturulan parçacıkların sayı yoğunluğunu hesaplamak için 

uygulanır. Elektrik alanın skaler parçacıkların oluşumunu arttırdığını, manyetik 

alanın ise en aza indirdiğini göstermişlerdir. 

2014 yılında Kangal ve arkadaşları (Kangal ve ark, 2014).    de Sitter 

uzayında  zamana bağımlı bir elektrik alanda DKP denklemini çözerek  

Bogoliubov dönüşümleri tekniği ile spin 1 bozonlarının yaratılma oranını  

hesaplamışlardır. Güçlü bir elektrik alanı ile elektrik alanının olmadığı durumlarda 

parçacık yaratma oranını karşılaştırarak analiz etmişlerdir.  
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3. MATERYAL VE METOT 

 

Bu bölümde yapılan araştırmalar sonucunda tez konusuyla bağlantılı olan  

iki çalışma  ele alınmıştır. İlk çalışmada  yöntemi tanıtmak amacıyla eğri uzay-

zamanda (3+1) Dirac denkleminin çözümünün elde edildiği bir çalışma yer 

almaktadır (Villalba and Greiner, 2002) . Bu çalışmada ayrıca Bogoliubov yöntemi 

ile parçacık yaratma olgusu da incelenmiştir. Diğer çalışma da ise eğri uzay-

zamanda  (1+1) boyutta DKP denklemi ile ilgili bir çalışma yer almaktadır (Ünal, 

2005). Bu çalışma   tezde DKP denkleminin çözümünde  örnek olmaktadır. 

 

3.1. Egri Uzay-Zamanda (3+1) Boyutta Dirac Denkleminin Çözümü  (Villalba 

and Greiner, 2002) 

Bu çalışmada eğri uzay-zamanda Dirac denklemi  sabit bir elektrik alanın 

varlığında çözülerek, parçacıkların yoğunluğu Bogoliubov dönüşümlerinin 

yardımıyla hesaplanmıştır. Ele alınan Bianchi I evrenini temsil eden çizgi elemanı 

ve vektör potansiyeli aşağıda yazıldığı gibidir : 

 

ଶݏ݀ ൌ െ݀ݐଶ ൅ ଶݔଶሺ݀ݐ ൅ ଶሻݕ݀ ൅  ଶ  ,                (3.1)ݖ݀

 

ఓܣ ൌ ሺ0,0,0, െݐܧሻ                  (3.2) 

 

Bu metrikler oluşturulurken Einstein alan denklemlerini sağlaması gerekir. 

Elekromanyetik alanda eğri uzay-zamanda Dirac denklemi aşağıdaki gibi yazılır: 

 

൛ߛఓ൫∂ఓ െ Гఓ െ ఓ൯ܣ݁݅ ൅ ݉ൟ߰ ൌ 0                (3.3) 

 

Burada ߛఓ gama fonksiyonları arasında antikomitasyon ilişkisi bulunmaktadır: 
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ሼߛఓ, ఔሽߛ ൌ 2݃ఓఔ .                 (3.4) 

 

Spin bağlantı katsayılarının  gösterimi aşağıdaki gibi yazılmaktadır: 

 

Гఓ ൌ
1
4
݃ఈ ൥൭

߲ܾఔ
ఉ

ఓݔ߲
൱ߙఉ

ఈ െ Гఔఓఈ ൩  ሺ3.5ሻ																																																																														ݏ

 

ݏ ൌ
1
2
൫ߛߛఔ െ  ሺ3.6ሻ																																																																																																		൯ߛఔߛ

 

ܽఉ
ఈ ,   ܾఈ

ఉ matrisleri eğri ߛఓ ve Minkowski ߛ෤ఓ		uzay zaman arasındaki bağlantıyı 

kuran Dirac matrisleridir: 

 

ఓߛ ൌ ܾఓఈߛ෤ఈ     ,     ߛఓ ൌ 	ܽఉ
ఓߛ෤ఉ                 (3.7) 

 

൫ߛ෤ߛ෤ఔ ൅ ෤൯ߛ෤ఔߛ ൌ  ఔ                 (3.8)ߟ2

 

Bu çalışmada denklem (3.1)’deki çizgi elemanı köşegen seçildiğinden, köşegen 

tetratlarla çalışılmıştır: 

 

ஜߛ ൌ 	ඥ|݃ఓఓ|ߛ෤ఓ                  (3.9) 

 

଴ߛ ൌ  ෤଴,                 (3.10)ߛ	

 

ଵߛ ൌ  ෤ଵ,                 (3.11)ߛݐ	

 

ଶߛ ൌ  ෤ଶ,                               (3.12)ߛݐ	
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ଷߛ ൌ  ෤ଷ.                (3.13)ߛ	

 

Denklem  (3.9),  denklem (3.5)’te yerine konulduğunda  spin bağlantı katsayıları 

aşağıdaki  biçimde  bulunur: 

 

Гଵ ൌ
1
2
 ሺ3.14ሻ																																																																																																																				෤ଵߛ෤଴ߛ

 

Гଶ ൌ
1
2
 ሺ3.15ሻ																																																																																																																				෤ଶߛ෤଴ߛ

 

Гଷ ൌ 0																																																																																																																														ሺ3.16ሻ 

 

Гସ ൌ 0																																																																																																																														ሺ3.17ሻ 

 

Yukarıda bulunan spin bağlantı katsayıları denklem (3.3)’deki  Dirac denklemine 

yerleştirildiğinde 

 

൜ߛ෤଴
∂
ݐ∂
൅
1
ݐ
	൬ߛ෤ଵ

߲
ݔ߲

൅ ෤ଶߛ
߲
ݕ߲
൰ ൅ ෤ଷߛ ൬

߲
ݖ߲

൅ ൰ݐܧ݁݅		 ൅ ݉ൠ߰଴ ൌ 0																									ሺ3.18ሻ 

 

elde edilir. Burada  ߰଴ ൌ  şeklinde tanımlanmıştır. Spin bağlantılarından gelen  ߰ݐ

katkıyı  iptal etmek için t çarpanı tanımlanmıştır. Denklem (3.18) iki tane birinci 

dereceden  diferansiyel  işlemcinin toplamı şeklinde  

 

൫ܭ෡ଵ ൅ 	෡ଶ൯ܭ ൌ 0 ,               (3.19) 

 

෡ଶܭ ൌ ݇ ൌ െܭ෡ଵ                (3.20) 
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yazılabilir. Buradaki k ayırma sabitidir.      ile  ߰଴ arasındaki ilişki şöyledir: 

 

෤଴߰଴ߛ෤ଷߛ ൌ 	                 (3.21) 

 

Ara  işlemlerden  sonra ܭ෡ଵ ve   ܭ෡ଶ  işlemcileri  

 

	෡ଵܭ ൌ 	ݐ ൤ߛଷ
߲
ݐ߲
൅ ଴ߛ ൬

߲
ݖ߲

െ ൰ݐܧ݁݅ ൅ 																																																				,଴൨ߛଷߛ݉ ሺ3.22ሻ 

 

	෡ଶܭ ൌ ൬ߛ෤ଵ
߲
ݔ߲

൅ ෤ଶߛ
߲
ݕ߲
൰  ሺ3.23ሻ																																																																																		෤଴ߛ෤ଷߛ

 

biçiminde  yazılır. Denklem (3.18) െ݅׏ ile değiştirilir. Dalga fonksiyonu  spinörü 

aşağıda yazıldığı gibidir: 

 

 ൌ ଴exp൫݅ ሬ݇Ԧ൯																			               (3.24) 

 

 ൌ ଴expቌ݅൫݇௫ݔ ൅ ݇௬ݕ ൅ ݇௭ݖ൯ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௞ሬԦ

ቍ              (3.25) 

 

Dirac matrislerinin seçimi aşağıdaki yazıldığı biçimdedir: 

 

෤଴ߛ ൌ 	 ቀെ݅ߪ
ଵ 0

0 ଵߪ݅
ቁ ,               (3.26) 

 

෤ଵߛ ൌ 	 ቀ 0 ݅
െ݅ 0

ቁ ,                                                                                                 (3.27) 

 

෤ଶߛ ൌ 	 ቀߪ
ଶ 0
0 െߪଶ

ቁ,																																																																																																								ሺ3.28ሻ 



3. MATERYAL VE METOT                                                                  Esra ALKIŞ 

19 

෤ଷߛ ൌ 	 ቀߪ
ଷ 0
0 െߪଷ

ቁ                                                                                   (3.29) 

 

෡ଶܭ ൌ ݇                 (3.30) 

 

Denklem (3.30) ’nin spinörleri arasıındaki ilişkinin belirlenmesine 

yardımcı olmaktadır. 

 

଴ ൌ 	 ൬
ଵ
ଶ
൰ ൌ 	ቌ

ଵ

݇௫ߪଶ

݅݇௬ െ ݇
ଵ
ቍ																																																																																		ሺ3.31ሻ 

 

biçimindedir. 

	݇ ൌ 	݅ට݇௫
ଶ ൅ ݇௬

ଶ																																																																																																								ሺ3.32ሻ 

 

Yukarıda yazılan  Dirac matrisleri  denklem  (3.31)’de  yerine konulup 

݇௭ ൌ 0 alındığında denklem  (3.22)  

 
݀߮ଵ
ݐ݀

൅
݇
ݐ
߮ଵ ൅ ሺ݉ ൅ ሻ߮ଶݐܧ݁݅ ൌ 0																																																																													ሺ3.33ሻ 

 

െ	
݀߮ଶ
ݐ݀

൅
݇
ݐ
߮ଶ ൅ ሺ݉ െ ሻ߮ଵݐܧ݁݅ ൌ 0																																																																							ሺ3.34ሻ 

 

biçimine indirgenir.  Denklem (3.18)’den denklem  (3.33) ve denklem (3.34) elde 

edilerek , ara işlemler sonucunda ikinci dereceden diferansiyel denklem 

 

݀ଶ߮ଶ
ଶݐ݀

൅ ൭െ
݇ଶ െ 2݇ ൅ 3

4ൗ

ଶݐ
൅ ݉ଶ	 ൅ ݁ଶܧଶݐଶ൱߮ଶ ൌ 0																																								ሺ3.35ሻ 
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elde edilir. 

 

߮ଶ ൌ 	 ݐ
ି
భ
మ	∅ଶ	                 (3.36) 

 

Denklem  (3.36)’daki değişken değiştirmesi yapıldığında denklem   

(3.35)’in çözümü Whittaker  fonksiyonlarıdır: 

 

߮ଶ ൌ ଶሻݐܧ,ఓሺ݅݁ܯଵܥ ൅ ଶܥ ܹ,ఓሺ݅݁ݐܧଶሻ              (3.37) 

 

Denklem  (3.37)’de   ve ߤ aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır: 

 

	 ൌ െ	
݅݉ଶ

ܧ4݁
																																																																																																																				ሺ3.38ሻ 

 

ߤ ൌ 	
݇
2
െ
1
2
																																																																																																																						 ሺ3.39ሻ 

 

߮ଵ ൌ 	 ݐ
ି
భ
మ	∅ଵ	                  (3.40) 

 

şeklinde yeni bir  tanmlama yapıldığında aşağıdaki denklem elde edilir. 

 

݀ଶ߮ଵ
ଶݐ݀

൅ ൭െ
݇ଶ െ 2݇ ൅ 3

4ൗ

ଶݐ
൅ ݉ଶ	 ൅ ݁ଶܧଶݐଶ൱߮ଵ ൌ 0																																								ሺ3.41ሻ 

 

Bu denklemin çözümü de  Whittaker  fonksiyonlarıdır: 

 

߮ଵ ൌ ଶሻݐܧ,ఓାଵሺ݅݁ܯଷܥ ൅ ସܥ ܹ,ఓାଵሺ݅݁ݐܧଶሻ																																																										ሺ3.42ሻ  
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Whittaker fonksiyonlarının ܯ௞,ఓሺݖሻ ve ௞ܹ,ఓሺݖሻ confluent hipergeometrik 

fonksiyonları cinsinden  yazılımı 

 

ሻݖ௞,ఓሺܯ ൌ 	 ݁
ି௭

ଶൗ ݖ	
ଵ
ଶൗ ାగ	ܯ ൬

1
2
൅ ߤ െ ݇, 1 ൅ ,ߤ2  ሺ3.43ሻ																																													൰ݖ

 

௞ܹ,ఓሺݖሻ ൌ 	 ݁
ି௭

ଶൗ ݖ	
ଵ
ଶൗ ାగ	ܹ ൬

1
2
൅ ߤ െ ݇, 1 ൅ ,ߤ2  ሺ3.44ሻ																																													൰ݖ

 

biçimindedir. Whittaker fonksiyonlarının   ݖ → 0 için  asimtotik davranışı; 

 

݁	~ሻݖ௞,ఓሺܯ
ି௭

ଶൗ ݖ	
ଵ
ଶൗ ାఓ																																																																																																ሺ3.45ሻ 

 

ݐ → 0 limitinde  pozitif ve negatif frekans kipleri aşağıdaki biçimde yazılır: 

 

߮଴
ା ൌ 	Ƈ	଴

ା	ܯ,ఓሺ݅݁ݐܧଶሻ		               (3.46) 

 

߮଴
ି ൌ 	 ൫Ƈ	଴

ା	ܯ,ఓሺ݅݁ݐܧଶሻ	൯
∗
ൌ 		 Ƈ	଴

ା	ሺെ1ሻܯ,ିఓ	ሺ݅݁ݐܧଶሻ																																						ሺ3.47ሻ  

 

Whittaker fonksiyonunun |ݖ| → ∞  iken asimtotik davranışı aşağıdaki 

biçimde yazılır: 

 

௞ܹ,ఓሺݖሻ~݁
ି௭ ଶൗ  ௞  .              (3.48)ݖ		

 

ݐ → ൅∞	 için negatif ve pozitif frekans kipleri 

 

߮ஶା ൌ 	Ƈ	ஶା			 ௞ܹ,ఓሺ݅݁ݐܧଶሻ  ,             (3.49) 
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߮ஶି ൌ Ƈ	ஶି	 ିܹ௞,ఓሺെ݅݁ݐܧଶሻ	               (3.50) 

 

biçimindedir. Burada Ƈ	ஶା			   ve  Ƈ	ஶି	 normalizasyon sabitleridir. Asimtotik ifadeleri 

kullanıldığında  aşağıdaki gibi yazılır: 

 

lim௔→ஶܯሺܽ, ܾ, െݖ⁄ܽ ሻሺܾሻ ൌ ݖ
భ
మ
ି
್
మ
	J௕ିଵ൫2√2൯																																																						(3.51) 

 

lim௔→ஶ ܷ ቀܽ, ܾ,
ି௭

ଶ
ቁ ሺ1 ൅ ܽ െ ܾሻ ൌ 	൅ഥ	݅݁ߨగ௜௕ݖ

భ
మ
ି
್
మ	ܪ௕ିଵ

ሺଵ,ଶሻ൫2√ݖ൯                   (3.52) 

 

ݐ → 0’daki  ߮ஶା				ve  ߮ஶି		frekans kiplerinin toplamı aşağıdaki biçimde yazılabilir: 

 

 ߮଴ା ൌ ஶା߮	ߙ	 ൅ ஶି߮ߚ	   .                           (3.53) 

 

Whittaker fonksiyonlarının aşağıdaki özelliği kullanılarak 

 

ሻݖ௞,ఓሺܯ ൌ 	
ሺଶఓାଵሻ

ቀఓି௞ାభ
మ
ቁ
݁ି௜గ௞	 ିܹ௞,ఓሺെݖሻ ൅

ሺଶఓାଵሻ

ቀఓା௞ାభ
మ
ቁ
	݁ି௜గቀ௞ିఓି

భ
మ
ቁ

௞ܹ,ఓሺݖሻ,      (3.54) 

 

denklem (3.1.54)’ü kullanılarak				߮଴ି  

 

߮଴
ି ൌ 	

ሺ2ߤ ൅ 1ሻ

ሺμ െ ൅ ଵ

ଶ
ሻ
	݁ି௜గ௞߮ஶି ൅

ሺ2ߤ ൅ 1ሻ

ሺଵ
ଶ
൅ μ ൅ ሻ

	ሺെ1ሻ
షభ
ర 	݁ି௜గቀିఓି

భ
మ
ቁሺ߮ஶିሻ∗				ሺ3.55ሻ 

 

biçiminde yazılır: 

 

ିܹ௞,ఓሺെݖሻ ൌ ቀ ௞ܹ,ఓሺݖሻቁ
∗
               (3.56) 



3. MATERYAL VE METOT                                                                  Esra ALKIŞ 

23 

ݐ → ∞ᇱdaki  ߮ஶି				ve  ሺ߮ஶିሻ∗				frekans kiplerinin toplamı aşağıdaki biçimde 

yazılabilir: 

 

߮଴
ି ൌ ஶି߮	ߙ	 ൅  ሺ߮ஶିሻ∗               (3.57)ߚ	

 

Denklem (3.57)’deki  Bogoliubov katsayıları için aşağıdaki ifade yazılır: 

 

ଶ|ߚ|

ଶ|ߙ|
ൌ 	 ݁ଶ௜గఓ

ቚ ቀଵ
ଶ
൅ ߤ െ ቁቚ

ଶ
	

ቚ ቀଵ
ଶ
൅ ߤ ൅ ቁቚ

ଶ 																																																																																	ሺ3.58ሻ 

 

  denklem (3.58)’de yerine yazılıp, Gama fonksiyonlarının aşağıda verilen		݁ݒ		ߤ

özelliği kullanıldığında, 

 

|ሺ݅ݕሻ|ଶ ൌ 	
ߨ

ݕߨinhݏݕ
																																																																																																				ሺ3.59ሻ 

 

 

ଶ|ߚ|

ଶ|ߙ|
ൌ 	 ݁ିగ୩ 	

ቀ୩	
ଶ
െ

௠మ

ସ௘ா
ቁ ݄݊݅ݏ ቀ

గ୩
ଶ
െ

గ௠మ

ସ௘ா
ቁ

ቀ୩	
ଶ
൅

௠మ

ସ௘ா
ቁ ݄݊݅ݏ ቀ

గ୩
ଶ
൅

గ௠మ

ସ௘ா
ቁ
																																																									 ሺ3.60ሻ 

 

elde edilir. Dirac parçacıkları için normalizasyon koşulu uygulandığında  parçacık 

yoğunluğu 

 

ଶ|ߙ| ൅ ଶ|ߚ| ൌ 1																																																																																																													ሺ3.61ሻ 

 

݊ ൌ ଶ|ߚ| ൌ ൥ቆ
ଶ|ߚ|

ଶ|ߙ|
ቇ
ିଵ

൅ 1൩

ିଵ

																																																																																		ሺ3.62ሻ 
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bulunur. Elektrik alanı olmadığında denklem (3.62)’nin  asimtotik davranışı analiz 

edildiğinde      

sinh~ݖ		ߠሺݖሻ
݁|௭|	
2
			 

 

݊ ൎ
ଶ|ߚ|

ଶ|ߙ|
ൌ  ሺ3.63ሻ																																																																																													٣ሻ݇ߨሺെ2݌ݔ݁

 

Parçacık yoğunluğu elde edilir. Bu da Fermi-Dirac istatistiğine uymaktadır. 

 

3.2. Eğri Uzay-Zamanda  (1+1) Boyutta DKP Denkleminin Çözümü ve Proca 

Denklemi (Ünal, 2005) 

DKP  denkleminin (3+1) boyutunda çözümü oldukça zordur. Çünkü DKP 

denkleminde yer alan dalga fonksiyonu 16 bileşenli olduğundan, 16 çiftlenimli  

denklem elde edilir. Bu boyutta  ortaya çıkan karmaşık diferansiyel denklemleri 

matematiksel olarak kolaylaştırmak için  bu denklem  (1+1) boyutunda  çalışılarak 

bu zorluk  giderilmiştir. Eğri uzay-zamanda  (1+1)  boyuttaki  DKP  denklemi  

 

ሺߛఓ ⊗ I ൅ I ⊗ ሻݔఓ߰ሺߨఓሻߛ ൌ 2݉߰ሺݔሻ                                                             (3.64) 

 

biçiminde  yazılır. I birim matrisi temsil etmektedir. Denklem (3.64)’deki    

 ሺߛఓ ⊗ I ൅ I ⊗  ,ఓሻߛ

ఓߚ ൌ ሺߛఓ ⊗ I ൅ I ⊗        ఓሻߛ

biçiminde  tanımlanır. Denklem (3.64)’deki ߨఓ	 ifadesinin açılımı aşağıdaki 

biçimde yazılır: 

 

	ఓߨ ൌ ൌ	ఓ׏݅ ݅ ൬݁ఓ		௔ሺݔሻ
߲
௔ݔ߲

െ Гఓ൰																																																																													ሺ3.65ሻ 
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Denklem  (3.65)’teki ݁ఓ		௔				 düz  uzay-zaman ile eğri uzay-zaman arasında  ilişkiyi 

kuran matristir ve aşağıdaki biçimde tanımlanır: 

 

݃ఓ ൌ		 	݁					ఓ
ሺ௔ሻ

	݁			
ሺ௕ሻሺ௔ሻሺ௕ሻ																																																																																																ሺ3.66ሻ 

 

Denklem  (3.66)’da  ሺ௔ሻሺ௕ሻ Minkowski metriğidir. Denklem (3.64)’te denklem 

(3.65)’teki eşitlik yazılıp düzenlendiğinde 

 

ሺߛఓ ⊗ I ൅ I ⊗ ఓሻ݅ߛ ቀ݁ఓ		௔ሺݔሻ
డ

డ௫ೌ
െ Гఓቁ߰ሺݔሻ ൌ 2݉߰ሺݔሻ          (3.67) 

 

elde edilir.  Her iki taraf i ile çarpıldığında  aşağıdaki biçimde   yazılır: 

 

ሺߛఓ ⊗ I ൅ I ⊗ ఓሻߛ ቀ݁ఓ		௔ሺݔሻ
డ

డ௫ೌ
െ Гఓቁ߰ሺݔሻ ൌ െ2݅݉߰ሺݔሻ          (3.68) 

 

Düz uzay-zaman matrisi ile eğri uzay-zaman matrisi arasındaki ilişki aşağıdaki 

bağıntı ile verilir: 

 

ఓߛ ൌ ݁௔
			ఓߛ௔  .                (3.69) 

 

Bu, (3.68)’e yerleştirilirse, 

݁௔
			ఓሺߛ௔ ⊗ I ൅ I ⊗ ௔ሻߛ ቀ݁ఓ		௔ሺݔሻ

డ

డ௫ೌ
െ Гఓቁ߰ሺݔሻ ൌ െ2݅݉߰ሺݔሻ                      (3.70) 

 

݁଴
଴ሺߛ଴ ⊗ I ൅ I ⊗ ଴ሻߛ ൬݁଴

		଴ሺݔሻ
߲
଴ݔ߲

െ Г଴൰ ൅ ݁ଵ
ଵሺߛଵ ⊗ I ൅ I ⊗ ଵሻߛ ൬݁ଵ

		ଵሺݔሻ
߲
ଵݔ߲

 

െГଵሻ߰ሺݔሻ ൌ െ2݅݉߰ሺݔሻ																																																																																													ሺ3.71ሻ 
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bulunur. Denklem (3.64)’deki spin bağlantı katsayıları referans alınan bu  

çalışmada aşağıdaki biçimde yazılmıştır: 

 

Гఓ ൌ
1
4
Гఓ௔௕൫ߑ௔௕ ⊗ I ൅ I ⊗  ሺ3.72ሻ																																																																											.	௔௕൯ߑ

 

Denklem (3.72)’deki  ߑ௔௕ 

 

௔௕ߑ ൌ
1
2
൫ߛ௔ߛ௕ െ  ሺ3.73ሻ																																																																																														௔൯ߛ௕ߛ

 

biçiminde tanımlanmıştır. Denklem (3.69)’daki denklem (3.72)’de yerine 

yazıldığında:  

 

Гఓ ൌ 	
1
4
݁ఓ		௖Г௖௔௕൫ߑ௔௕ ⊗ I ൅ I ⊗  ሺ3.74ሻ																																																																						௔௕൯ߑ

 

elde edilir. Denklem (3.74)’de  ߤ ൌ 0  alınırsa: 

 

Г଴ ൌ
1
4
݁଴
଴ሾГ଴଴ଵሺߑ଴ଵ ⊗ I ൅ I ⊗ ଴ଵሻߑ ൅ Г଴ଵ଴ሺߑଵ଴ ⊗ I ൅ I ⊗  ሺ3.75ሻ																		ଵ଴ሻሿߑ

 

Bu eşitlikte ݁଴଴	altı çizili indis  eğri uzayı temsil etmektedir.	I ise birim matristir. 

                 

Г଴ ൌ 	
1
4
݁଴
଴Г଴଴ଵ ൜൤

1
2
ሺߛ଴ߛଵ െ ଴ሻߛଵߛ 	⊗ I ൅ I ⊗ ሺߛ଴ߛଵ െ  ଴ሻ൨ߛଵߛ

								൅		Г଴ଵ଴ ቂ
ଵ

ଶ
ሺߛଵߛ଴ െ ଵሻߛ଴ߛ 	⊗ I ൅ I ⊗ ሺߛଵߛ଴ െ    ሺ3.76ሻ																														ଵሻቃቅߛ଴ߛ

 

bulunur. Referans alınan  bu çalışma  iki ayakları, denklem (3.76)’daki  ݁଴଴ 

biçiminde tanımlamıştır.  
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Г଴଴ଵ ൌ െГ଴ଵ଴						antisimetriktir. Buna göre 

 

Г଴ ൌ 	
1
2
݁଴
଴Г଴଴ଵ	ሺߛ଴ߛଵ ⊗ I ൅ I ⊗  ሺ3.77ሻ																																																																			ଵሻߛ଴ߛ

 

ߤ ൌ 1      için yazıldığında , 

Гଵ ൌ 	
1
4
݁ଵ
		ଵГଵ௔௕	൫ߑ௔௕ ⊗ I ൅ I ⊗  ሺ3.78ሻ																																																																					௔௕൯ߑ

       

Гଵ ൌ 	
1
4
݁ଵ
ଵሾГଵ଴ଵ	ሺߑ଴ଵ ⊗ I ൅ I ⊗ ଴ଵሻߑ ൅ Гଵଵ଴ሺߑଵ଴ ⊗ I ൅ I ⊗  ሺ3.79ሻ																ଵ଴ሻሿߑ

 

Гଵ ൌ 	
1
4
݁ଵ
ଵГଵ଴ଵ ൜൤

1
2
ሺߛ଴ߛଵ െ ଴ሻߛଵߛ 	⊗ I ൅ I ⊗ ሺߛ଴ߛଵ െ  ଴ሻߛଵߛ

															൅		Гଵଵ଴ ൤
1
2
ሺߛଵߛ଴ െ ଵሻߛ଴ߛ 	⊗ I ൅ I ⊗ ሺߛଵߛ଴ െ  ሺ3.80ሻ																						ଵሻ൨ൠߛ଴ߛ

 
elde edilir. Гଵ଴ଵ ൌ 	െГଵଵ଴ antisimetrik özelliğinden 
 

Гଵ ൌ 	
1
2
݁ଵ
ଵГଵ଴ଵ	 ൭ߛ଴ߛଵถ

ఙయ
⊗ I ൅ I ⊗ ଵถߛ଴ߛ

ఙయ
൱																																																															ሺ3.81ሻ 

 
denklem  (3.81) elde edilir. 
(3+1)  boyutundan   	(1+1) boyutuna geçildiğinde  lim ߛఓ →   .ఓ olurߪ
 

଴ߛ ൌ ௫ߪ ൌ ቀ0 1
1 0

ቁ  ,                        (3.82) 

 

ଵߛ ൌ 	െ݅ߪ௬	 ൌ 	 ቀ
0 െ1
1 0

ቁ ,              (3.83) 
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ଵߛ଴ߛ ൌ ௭ߪ	 ൌ 	 ቀ
1 0
0 െ1

ቁ               (3.84) 

 
Kullanılarak denklem (3.64) şöyle yazılır: 
 

݁଴
଴ሺߛ଴ ⊗ I ൅ I ⊗ ଴ሻ݁଴ߛ

		଴ሺݔሻ
߲
଴ݔ߲

െ
Г଴଴ଵ
2

݁଴
଴ሺߛ଴ ⊗ I ൅ I ⊗ ଴ሻ݁଴ߛ

		଴ሺߛ଴ߛଵ ⊗ I ൅	 

I ⊗ ଵሻߛ଴ߛ ൅ ݁ଵ
	ଵሺߛଵ ⊗ I ൅ I ⊗ ଵሻ݁ଵߛ

ଵ ߲
ଵݔ߲

െ
Гଵ଴ଵ
2

݁ଵ
			ଵሺߛଵ ⊗ I ൅	 

I ⊗ ଵሻ݁ଵߛ
ଵГଵ଴ଵሺߛ଴ߛଵ ⊗ I ൅ I ⊗ ሻݔଵሻሿ߰ሺߛ଴ߛ ൌ 	െ2݉݅߰ሺݔሻ          (3.85) 

 
Denklem   (3.85) düzenlendiğinde son hali şu şekli alır: 
 

ሺߛ଴ ⊗ I ൅ I ⊗ ଴ሻߛ
߲
଴ݔ߲

െ
Г଴଴ଵ
2

ሺߛ଴ ⊗ I ൅ I ⊗ ଵߛ଴ߛ଴ሻሺߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ଵሻߛ଴ߛ ൅	 

ሺߛଵ ⊗ I ൅ I ⊗ ଵሻߛ
߲
ଵݔ߲

െ
Гଵ଴ଵ
2

	ሺߛଵ ⊗ I ൅ I ⊗ ଵߛ଴ߛГଵ଴ଵሺ	ଵሻߛ ⊗ I ൅ 

I ⊗ ሻݔଵሻሿ߰ሺߛ଴ߛ ൌ 	െ2݉݅߰ሺݔሻ																																																																																ሺ3.86ሻ	 
 
Denklem (3.86)’daki matrisler aşağıdaki  biçimde yazılır:  
                                             

଴ߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ଴ߛ ൌ



















0010
0001
1000
0100

+



















0100
1000
0001
0010

= 



















0110
1001
1001
0110

         (3.87)
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ሺߛଵ ⊗ I ൅ I ⊗ ଵሻߛ ൌ














































0100
1000

0001
0010

0010
0001
1000

0100

 

                              =  
























0110
1001
1001

0110

,            (3.88) 

 

ଵߛ଴ߛ ൌ ቀ0 1
1 0

ቁ ቀ0 െ1
1 0

ቁ ൌ ቀ1 0
0 െ݅

ቁ ൌ  ଷ,                        (3.89)ߪ

 

ଵถߛ଴ߛ
ఙయ

⊗ I ൅ I⊗ ଵถߛ଴ߛ
ఙయ

ൌ 		













































1000
0100
0010
0001

1000
0100
0010
0001

 

             

 






















2000
0000
0000
0002

 ,           (3.90) 

 

ሺߛ଴ ⊗ I ൅ I ⊗ ଵߛ଴ߛ଴ሻሺߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ଵሻߛ଴ߛ ൌ





































2000
0000
0000
0002

0110
1001
1001
0110

 

                                                                          =  






















0000
2002
2002

0000

                (3.91) 
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ሺߛଵ ⊗ I ൅ I⊗ ଵߛ଴ߛଵሻሺߛ ⊗ I ൅ I⊗ ଵሻߛ଴ߛ ൌ 	










































2000
0000
0000
0002

0110
1001
1001

0110

	 

                           

                       =  






















0000
2002
2002

0000

,                      (3.92) 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ



















































00

00

00

00

00

00

00

00

xx

xx

xx

xx

൅ 	






















0000
00
00

0000

001001

001001 + 
























































00

00

00

00

11

11

11

11

xx

xx

xx

xx

൅






















0000
00
00

0000

101101

101101

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې




























0

0 ൌ 2i݉




























0

0 . 

                     (3.93) 
 
Denklem (3.93) matris eşitliğinden dört denklem elde edilir: 

 

െ2݉݅߰ା	 ൅ 2 ൬
߲
଴ݔ߲

െ
߲
ଵݔ߲

൰߰଴ ൌ 0	,																																																																								ሺ3.94ሻ 
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ቀ
డ

డ௫బ
െ Г଴଴ଵ ൅

డ

డ௫భ
൅ Гଵ଴ଵቁ߰ା െ 2݉݅߰଴ ൅ ቀ

డ

డ௫బ
൅ Г଴଴ଵ െ

డ

డ௫భ
൅ Гଵ଴ଵቁ߰ି ൌ 0,        (3.95) 

 

ቀ
డ

డ௫బ
െ Г଴଴ଵ ൅

డ

డ௫భ
൅ Гଵ଴ଵቁ߰ା െ 2݉݅߰଴ ൅ ቀ

డ

డ௫బ
൅ Г଴଴ଵ െ

డ

డ௫భ
൅ Гଵ଴ଵቁ߰ି ൌ 0,        (3.96) 

 

2 ൬
߲
଴ݔ߲

൅
߲
ଵݔ߲

൰߰଴ െ 2݉݅߰ି ൌ 0		.																																																																											ሺ3.97ሻ 

 

Denklem (3.95)’ten 

 

൬
߲
଴ݔ߲

൅ Гଵ଴ଵ൰ ሺ߰ା ൅ ߰ିሻ ൅ ൬
߲
ଵݔ߲

൅ Г଴଴ଵ൰ ሺ߰ା െ ߰ିሻ െ 4݉݅߰଴ ൌ 0													ሺ3.98ሻ 

 

elde edilir. Denklem (3.94) ve denklem (3.97) toplandığında 

 

2
߲
଴ݔ߲

ൌ ݅݉ሺ߰ା ൅ ߰ିሻ	,																																																																																															ሺ3.99ሻ 

 

ve denklem (3.94 )’den  denklem (3.97) çıkartıldığında  

 

െ2
߲
଴ݔ߲

ൌ 2݉ሺ߰ା െ ߰ିሻ	,																																																																																								ሺ3.100ሻ 

elde edilir. 

 

Denklem  ሺ3.98ሻ, ሺ3.99ሻ ve   ሺ3.100ሻ düzenlendiğinde  Proca denklemi 

elde edililir. DKP denkleminin serbest alanlar için çözümü Proca denkleminin 

çözümüne eşdeğer olmaktadır: 

 

൬
߲
଴ݔ߲

൅	ଵ଴ଵ൰ ቀ
ା െ ି
െ݅݉

ቁ െ ൬
߲
ଵݔ߲

൅	଴଴ଵ൰ ቆ
2݅଴
െ݅݉

ቇ ൌ ൫ା ൅ ି൯,													ሺ3.101ሻ 
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߲
଴ݔ߲

	൫ା ൅ ି൯ ൌ 	െ݉
ଶ݅ ቀ

ା െ ି
݉

ቁ,																																																																	ሺ3.102ሻ 

 

߲
ଵݔ߲

൫ା ൅ ି൯ ൌ 	െ݉
ଶ ቆ
2݅଴
െ݅݉

ቇ,																																																																											ሺ3.103ሻ 

 

ଵ଴ଵ ൌ െ
1

det ݁ିଵ
	
߲ det ݁ିଵ

଴ݔ߲
				,																																																																															ሺ3.104ሻ 

 

଴଴ଵ ൌ െ
1

det ݁ିଵ
	
߲ det ݁ିଵ

ଵݔ߲
		.																																																																																	ሺ3.105ሻ 

 

Denklem (3.104) ve denklem (3.105) toplanıp, denklem (3.101)’de yerine 

yazıldığında 

 

߲
଴ݔ߲

ቈ
ሺ߰ା െ ψିሻ

െ݅݉	det	݁
቉ െ

߲
ଵݔ߲

ቆ
െ2଴
݉ det ݁

ቇ ൌ
൫ା	 ൅ ି൯

det e
																																												ሺ3.106ሻ 

 

elde edilir. Denklem (3.102) ve denklem (3.103) düzenlendiğinde  

 

݁଴
଴෡ 	

߲
଴ݔ߲

det ଴ଵ෢ܨ	݁ ൌ ݉ଶ݁ଵ෡
ଵ  ሺ3.107ሻ																																																																																,		ଵ෡ܣ

 

݁ଵ
ଵ෡ 	

߲
ଵݔ߲

ሺെdet ଴ଵ෢ሻܨ	݁ ൌ ݉ଶ݁଴෡
଴  ሺ3.108ሻ																																																																												଴෡ܣ

 

elde edilir. Burada kısmi Minkowski koordinatları ൫0෠, 1෠൯ şeklinde gösterilir ve  

aşağıdaki gibi yazılır: 
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߲
଴ݔ߲

det ଴ଵ෢ܨ		݁ ൌ 	݉ଶ det ݁  ሺ3.109ሻ																																																																												,			ଵ෡ܣ

 
߲
ଵݔ߲

൫െdet ݁	 ଴ଵ෢ܨ	 	൯ ൌ ݉ଶ det ݁  ሺ3.110ሻ																																																																						,		଴෡ܣ

 

଴෡ܣ ൌ 	ቆ
െ2଴
݉ det ݁

ቇ						,							ܣଵ෡ ൌ ቀ
ା െ ି
݅݉det	݁

ቁ	,																																																								ሺ3.111ሻ 

 

଴෡ܣ ൌ 	ቆ
െ2଴
݉ det ݁

ቇ 	ൌ ଵ෡ܣ				,								଴෡ܣ		 ൌ 	 ቀ
ା െ ି
െ݅݉det	݁

ቁ ൌ െܣଵ෡		,																											ሺ3.112ሻ 

 

଴ଵ෢ܨ ൌ െܨ଴ଵ෢ ൌ
	ଵ෡ܣ߲
଴ݔ߲

െ
	଴෡ܣ߲
ଵݔ߲

ൌ
൫ା ൅	ି൯

det	݁
		,																																																					ሺ3.113ሻ	 

 

ఓܨ ൌ ଴ଵܨ ൌ 	 ݁଴
଴෡݁ଵ

ଵ෡ܨ଴ଵ෢ ൌ
൫ା ൅	ି൯
ሺdet	݁ሻଶ

			,																																																																ሺ3.114ሻ 

 

ఓܣ ൌ ൫݁଴
଴෡ܣ଴෡, ݁ଵ

ଵ෡ܣଵ෡൯ ൌ 	 ቈ݁଴
଴෡ ቆ

െ2଴
݁	ݐ݁݀݉

ቇ		 , ݁ଵ
ଵ෡ 		ቀ

ା െ ି
െ݅݉det	݁

ቁ቉					.																									ሺ3.115ሻ 

 

Yöntemin  anlaşılması için ele alınan bu çalışamada DKP denklemi (1+1) 

boyutta ele alınmıştır. Bu çalışmada ayrıca DKP denkleminin Proca denklemine 

eşdeğerliliği de verilmiştir 
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA  

 

4.1. Çizgi Elemanının Seçimi 

Eğri uzay zamanda her evren modeli, o evrenin özelliklerini belirten çizgi 

elemanları ile betimlenir. Bu çizgi elemanı kullanılarak, bir parçacığın, tanımlanan 

evrendeki davranışının betimlenmesi için parçacığın  dinamiğini veren denklemin 

çözümleri aranır. Bu çalışmada, DKP denklemi çözülürken 

 

dݏଶ ൌ െܥଵ
ଶdݐଶ ൅ ଶܥ

ଶdݔଶ                (4.1) 

 

metriği göz önüne alınmaktadır. 

 

4.2. Çizgi Elemanına Ait Katsayıların Hesabı 

4.2.1. Metrik Tensör ve Metrik Tensörün Tersi 

(4.1)’de ele alınan bu çizgi elemanı için metrik tensör 

 

݃ఓఔ ൌ 	ቆ
െܥଵ

ଶ 0
0 ଶܥ

ଶቇ                 (4.2) 

           

biçimindedir. Denklem  (4.2)’deki metrik tensörün determinantı 

 

det	݃ఓఔ ൌ 	െܥଵ
ଶܥଶ

ଶ                 (4.3) 

 

biçimindedir. Metrik tensörün tersi,  ݃ఓ  ise 

 

݃ఓఔ ൌ 	
cofac݃ఓఔ
det ݃ఓఔ

																																																																																																														 ሺ4.4ሻ 

 

ifadesi ile hesaplanır: 
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଴଴݂݃ܿܽ݋ܿ ൌ ଶܥ
ଶ  ,                 (4.5) 

 

଴ଵ݂݃ܿܽ݋ܿ ൌ 0  ,                  (4.6) 

 

ଵ଴݂݃ܿܽ݋ܿ ൌ 0  ,                  (4.7) 

 

଴଴݂݃ܿܽ݋ܿ ൌ ଵܥ
ଶ                  (4.8) 

 

olmak üzere denklem (4.4) kullanılarak metrik tensörün tersi aşağıdaki biçimde  

hesaplanır: 

 

݃଴଴ ൌ
଴଴݂݃ܿܽ݋ܿ
ఓ݃ݐ݁݀

ൌ	െ
1
ଵܥ
ଶ 		,																																																																																											ሺ4.9ሻ 

 

݃଴ଵ ൌ
଴ଵ݂݃ܿܽ݋ܿ
ఓ݃ݐ݁݀

ൌ	െ
0

െܥଵ
ଶܥଶ

ଶ ൌ 0		,																																																																								ሺ4.10ሻ 

 

݃ଵ଴ ൌ
ଵ଴݂݃ܿܽ݋ܿ
ఓ݃ݐ݁݀

ൌ	െ
0

െܥଵ
ଶܥଶ

ଶ ൌ 0	,																																																																										ሺ4.11ሻ 

 

݃ଵଵ ൌ
ଵଵ݂݃ܿܽ݋ܿ
ఓ݃ݐ݁݀

ൌ	െ
1
ଶܥ
ଶ 		.																																																																																									ሺ4.12ሻ 

 

Buna göre metrik tensörün tersinin matris gösterimi aşağıdaki biçimde yazılır: 

 

݃ఓఔ ൌ 	

ۉ

ۈ
ۇ
െ
1
ଵܥ
ଶ 0

0
1
ଶܥ
ଶ
ی

ۋ
ۊ
			.																																																																																														ሺ	4.13ሻ 
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Eğri uzay-zaman ile düz uzay- zaman   arasındaki ilişki iki ayaklar 

(diadlar) aracılığı ile sağlanır. Bu  iki ayaklar ile eğri  uzay- zamanda yazılan 

denklemler düz-uzay zamana taşınır: 

 

݃ఓఔ ൌ 	 ݁ሺ௜ሻ
			ఓሺݔሻ݁ሺ௝ሻ

				ఔሺݔሻߟሺ௜ሻሺ௝ሻ.              (4.14) 

 

Burda parantez içindeki ifadeler düz uzayı temsil etmektedir. η düz  uzay 

metriğinin seçimi aşağıdaki gibi alınır: 

 

ሺ௜ሻሺ௝ሻߟ ൌ ሺെ1,1ሻ,               (4.15) 

 

Denklem  (4.14)’te  			ߤ ൌ  ൌ 0   seçimi yapıldığında     

   

݃଴଴ ൌ ൫݁ሺ଴ሻ
					଴൯

ଶ
ሺെ1ሻ,                       (4.16) 

 

݁ሺ଴ሻ
				଴ ൌ

1
ଵܥ
		.																																																																																																																						ሺ4.17ሻ 

   

μ = 0  , ν = 1 ve   μ = 1 , ν =  0 durumları için 

 

݃଴ଵ ൌ ݃ଵ଴ ൌ 0,              (4.18) 

 

aynı biçimde 

 μ = 1    , ν =  1   için 

 

݃ଵଵ ൌ ൫݁ሺଵሻ
					ଵ	൯

ଶ,                         (4.19) 
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݁ሺଵሻ
				ଵ ൌ

1
ଶܥ
																																																																																																																									 ሺ4.20ሻ 

                         
elde edilir.  Elde edilen iki ayakların matris  gösterimi  

 

݁ሺ௜ሻ
				ఓ ൌ 	

ۉ

ۇ

1
ଵܥ

0

0
1
یଶܥ

 ሺ4.21ሻ																																																																																																							ۊ

                       

biçimindedir. Denklem (4.21)’deki matrisin tersi     
 

ఓ݁
ሺ௜ሻ ൌ

cofacሺ௜ሻ
			ఓ

detሺ௜ሻ
			ఓ 																																																																																																													ሺ4.22ሻ 

                                      

denklem (4.22)  ile hesaplanır. Daha önce ݃ఓ metrik tensörün tersi hesaplanırken 

yapılan işlemler sonucunda iki ayakların tersinin matris biçimindeki gösterimi 

aşağıdaki gibi yazılır: 

 

݁ఓ
ሺ௜ሻ ൌ 	 ൬

ଵܥ 0
0 ଶܥ

൰																																																																																																											ሺ4.23ሻ 

         
Eğri uzay-zaman  geometrisi ile ilgili bilgi içeren Christoffel sembolleri  
 

Гఓఔఈ ൌ ଵ

ଶ
݃ఈఉ൫ ఓ߲݃ఉఔ ൅ ߲ఔ݃ఉఓ െ ఉ߲݃ఓఔ൯           (4.24) 

 

ile ifade edilir. İlk önce α , β’ya  sıfır verildiğinde  denklem (4.24)  
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Гఓఔ଴ ൌ ଵ

ଶ
݃଴଴൫ ఓ߲݃଴ఔ ൅ ߲ఔ݃଴ఓ െ ߲଴݃ఓఔ൯           (4.25) 

 
biçiminde  yazılır. Denklem   (4.25)’te  μ = 0 ve ν = 0  durumları için  

 

Г଴଴
଴ ൌ ଵ

ଶ
݃଴଴ሺ߲଴݃଴଴ ൅ ߲଴݃଴଴ െ ߲଴݃଴଴ሻ           (4.26) 

 

Г଴଴
଴ ൌ 	

ଵሶܥ

ଵܥ
																																																																																																																								ሺ4.27ሻ 

 

bulunur. Denklem (4.27)’de  ܥଵሶ   zamana göre  türev  olarak tanımlanmıştır. Aynı 

şekilde ߤ ൌ 0			, ߥ ൌ 1   durumları için 

 

Г଴ଵ
଴ ൌ ଵ

ଶ
݃଴଴ሺ߲଴݃଴ଵ ൅ ߲ଵ݃଴଴ െ ߲଴݃଴ଵሻ            (4.28) 

 

elde edilir. Christoffel sembolleri simetrik olma özelliğinden dolayı   

Г଴ଵ
଴ ൌ Гଵ଴

଴ ൌ
ଵሖܥ

ଵܥ
																																																																																																														 ሺ4.29ሻ 

 

biçiminde gösterilir. Burda   ܥଵሖ   konuma  göre  türev olarak tanımlanmıştır. 

μ	 = 1 ,  ν = 1  durumları için Christoffel sembolleri  

 

Гଵଵ
଴ ൌ ଵ

ଶ
݃଴଴ሺ߲଴݃଴ଵ ൅ ߲ଵ݃଴ଵ െ ߲଴ ଵ݃ଵሻ	,           (4.30) 

        

Гଵଵ
଴ ൌ 	

ଶሶܥଶܥ

ଵܥ
ଶ 																																																																																																																				ሺ4.31ሻ 

 

biçiminde  yazılır. Bulunan değerlerin matris biçiminde yazılımı aşağıdaki gibidir. 
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Гఓఔ଴ ൌ 	

ۉ

ۈ
ۇ
ଵሶܥ

ଵܥ

ଵሖܥ

ଵܥ
ଵሖܥ

ଵܥ

ଶሶܥଶܥ

ଵܥ
ଶ
ی

ۋ
ۊ
		.																																																																																																	ሺ4.32ሻ 

 

İkinci olarak  α ,  β = 1  durumları için 

Гఓఔଵ ൌ
ଵ

ଶ
݃ଵଵ൫ ఓ߲݃ଵఓ ൅ ߲ఔ݃ଵఓ െ ߲ଵ݃ఓఔ൯                       (4.33) 

 

 
biçiminde yazılır. Aynı işlemler uygulanır ve  μ	 = 0 ,  ν = 0       alındığında 

 

Г଴଴
ଵ ൌ

ଵ

ଶ
݃ଵଵሺ߲଴݃ଵ଴ ൅ ߲଴݃ଵ଴ െ ߲ଵ݃଴଴ሻ                       (4.34) 

 

bulunur. Denklem (4.34)’de metrik tensörler yerine konulduğunda  

 

Г଴଴
ଵ ൌ 	

ଵሖܥଵܥ

ଶܥ
ଶ 																																																																																																																				ሺ4.35ሻ 

 

elde edilir. 

μ	 = 0 ,  ν = 1      alındığında  

 

Г଴ଵ
଴ ൌ

ଵ

ଶ
݃ଵଵሺ߲଴݃ଵଵ ൅ ߲ଵ݃ଵ଴ െ ߲ଵ݃଴ଵሻ,                         (4.36) 

 

Г଴ଵ
ଵ ൌ 	Гଵ଴

ଵ ൌ 	
ଶܥ
ଶܥ

ሶ
,																																																																																																											ሺ4.37ሻ 

 

Гଵଵ
ଵ ൌ

ଵ

ଶ
݃ଵଵሺ߲ଵ݃ଵଵ ൅ ߲ଵ݃ଵଵ െ ߲ଵ݃ଵଵሻ,                         (4.38) 
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Гଵଵ
ଵ ൌ 	

஼మ
஼మ

ሖ                    (4.39) 

 

şeklinde bulunan Christoffel sembolleri  matris biçiminde  yazıldığında 

 

Гఓఔଵ ൌ 	

ۉ

ۈ
ۇ
ଶሖܥଵܥ

ଶܥ
ଶ

ଶሶܥ

ଶܥ
ଶሶܥ

ଶܥ

ଶሖܥ

یଶܥ

ۋ
ۊ
																																																																																																				ሺ4.40ሻ 

 

elde edilir. Christoffel sembolleri  ile spin bağlantı katsayıları  arasındaki bağıntı 

 

Г ൌ	െ
ଵ

଼
݃ఓఈГఔ

ఈ ሾߛఓ,  ఔሿ              (4.41)ߛ

 

biçimindedir. Spin bağlantı katsayıları aşağıdaki gibi hesaplanır. Denklem 

(4.41)’de   = 0  değeri verildiğinde  

 

Г଴ ൌ 	െ
1
8
݃ఓఈГఔ଴

ఈ ሾߛఓ,  ሺ4.42ሻ																																																																																									,		ఔሿߛ

 

Г଴ ൌ 	െ
ଵ

଼
൫݃ఓ଴Гఔ଴

଴ ሾߛఓ, ఔሿߛ ൅ ݃ఓଵГఔ଴
ଵ ሾߛఓ,  ఔሿ൯           (4.43)ߛ

 

bulunur. ߤ ൌ 0	, ߥ ൌ 0  alındığında 

 

Г଴ ൌ 	
ଶሖܥଵܥ

2
 ሺ4.44ሻ																																																																																																												ଵߛ଴ߛ

 

elde edilir. Denklem (4.41)’de     = 1 durumu için  
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Гଵ ൌ 	െ
ଵ

଼
݃ఓఈГఔଵ

ఈ ሾߛఓ,  ఔሿ,              (4.45)ߛ

 

Гଵ ൌ 	െ
ଵ

଼
൫݃ఓ଴Гఔଵ

଴ ሾߛఓ, ఔሿߛ ൅ ݃ఓଵГఔଵ
ଵ ሾߛఓ,  ఔሿ൯                        (4.46)ߛ

 

elde edilir. Denklem (4.46),    ߤ ൌ 0	,  ൌ 0    değeri için 

 

Гଵ ൌ 	െ
ଵ

଼
ሺ݃଴଴Гଵଵ

଴ ሾߛ଴, ଵሿߛ ൅ ݃ଵଵГఔ଴
ଵ ሾߛଵ,   	ሺ4.47ሻ																																																									଴ሿሻߛ

 

biçimindedir. Bu işlem sonucunda    Гଵ    aşağıdaki gibi yazılır: 

 

Гଵ ൌ 	
ଶሶܥଶܥ

2
 	ሺ4.48ሻ																																																																																																									.		ଵߛ଴ߛ

 

Eğri uzay-zamanda ifade edilen  Dirac matrisleri ile düz uzay zaman 

matrisleri arasındaki ilişki aşağıdaki biçimde gösterilir: 

 

ఓߛ ൌ 	 ݁ሺ௜ሻ
			ఓߛሺ௜ሻ .              (4.49) 

 

݁ሺ௜ሻ
			ఓ daha önce bahsedildiği gibi düz uzay-zaman ile  eğri uzay-zaman arasındaki 

ilişki sağlayan matristir. İki ayaklar yardımıyla eğri uzay-zamandaki Dirac 

matrisleri 

 

଴ߛ ൌ 	 ݁ሺ଴ሻ
			଴ߛሺ଴ሻ ,              (4.50) 

 

଴ߛ ൌ ଵ

஼భ
 ሺ଴ሻ ,              (4.51)ߛ
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ଵߛ ൌ 	݁ሺଵሻ
			ଵߛሺଵሻ ,               (4.52) 

 

ଵߛ ൌ 	 ଵ
஼మ
 ሺଵሻ                                     (4.53)ߛ

 

biçimindedir. Buna göre spin bağlantı katsayılarını düz-uzay zamanda Dirac 

matrisleri cinsinden aşağıdaki biçimde yazılır: 

 

Г଴ ൌ 	
ଵሖܥ

ଶܥ2
 ሺ4.54ሻ																																																																																																							,	ሺଵሻߛሺ଴ሻߛ

             

Гଵ ൌ 	
ଶሶܥ

ଵܥ2
 ሺ4.55ሻ																																																																																																					.			ሺଵሻߛሺ଴ሻߛ

 

4.3. Eğri Uzay-Zamanda (1+1) Boyutta Dirac Denkleminin İndirgenmesi 

Spin 1 / 2’ li parçacıkları  betimleyen Dirac  denklemi eğri uzay-zamanda  

aşağıdaki gibi yazılır: 

 

ఓ൫ߛ݅ൣ ఓ߲ െ Гఓ ൅ ఓ൯ܣ݁݅ ൅ ݉൧߮ሺݐ, ሻݔ ൌ 0.            (4.56) 

 

Denklem (4.56)’nın  her iki tarafı  (െi )  ile çarpıldığında 

 

ఓ൫ߛൣ ఓ߲ െ Гఓ ൅ ఓ൯ܣ݁݅ െ ݅݉൧߮ሺݐ, ሻݔ ൌ 0            (4.57) 

 

elde edilir. Denklem  (4.49)’daki düz Minkowski  uzay-zaman ilişkisi denklem 

(4.57)’de yerine  yazıldığında  

 

ቂ݁ሺ௜ሻ
ఓ ሺ௜ሻ൫ߛ ఓ߲ െ Гఓ ൅ ఓ൯ܣ݁݅ െ ݅݉ቃ߮ሺݐ, ሻݔ ൌ 0            (4.58) 
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elde edilir. (1+1) boyutlu Dirac denkleminin açık hali aşağıdaki gibi yazılır: 

 

ൣ݁ሺ଴ሻ
				଴ߛሺ଴ሻሺ߲଴ െ Г଴ ൅ ଴ሻܣ݁݅ ൅ ݁ሺଵሻ

				ଵߛሺଵሻሺ߲ଵ െ Гଵ ൅ ଵሻܣ݁݅ െ ݅݉൧߮ሺݐ, ሻݔ ൌ 0 .   (4.59) 

 

Dirac denkleminin  denklem (4.1)’deki çizgi elemanına göre çözümü için   

denklem ሺ4.21ሻ′ de yazılan iki  ayaklar, denklem  (4.59)’da  yazıldığında  

          

൬
1
ଵܥ
ሺ଴ሻ߲଴ߛ െ

1
ଵܥ
ሺ଴ሻГ଴ߛ ൅

1
ଵܥ
଴ܣሺ଴ሻ݅݁ߛ ൅

1
ଶܥ
ሺଵሻ߲ଵߛ െ

1
ଶܥ
ሺଵሻГଵߛ ൅

1
ଶܥ
 ଵܣሺଵሻ݅݁ߛ

െ݅݉ሻ߮ሺݐ, ሻݔ ൌ 0               (4.60) 

 

elde edilir. Dirac matrislerinin  Pauli matrisleri cinsinden seçimi aşağıdaki 

biçimdedir: 

 

ሺ଴ሻߛ ൌ ௬ߪ݅	 ൌ 	 ቀ
0 1
െ1 0

ቁ,              (4.61) 

 

ሺଵሻߛ ൌ ௫ߪ	 ൌ 	 ቀ
0 1
1 0

ቁ			.              (4.62) 

 

Bölüm 4.2’de hesaplanan spin bağlantı katsayıları  denklem (4.60)’da yerine 

yazılıp  aynı zamanda   ߛሺ଴ሻ			ile çarpılıp düzenlendiğinde  

 

൤
1
ଵܥ
ቀെ1 0
െ0 െ1

ቁ ߲଴ െ
ଵሖܥ

ଶܥଵܥ2
ቀെ1 0
0 1

ቁ ൅
1
ଵܥ
ቀെ1 0
0 െ1

ቁ ଴ܣ݁݅ ൅
1
ଶܥ
ቀ1 0
0 െ1

ቁ ߲௫ 

െ
ଶሶܥ

ଶܥଵܥ2
ቀ1 0
0 1

ቁ ൅
1
ଶܥ
ቀ1 0
0 െ1

ቁ ଵܣ݁݅ െ ݅݉ ቀ 0 1
െ1 0

ቁ቉ ൬
߰ଵ
߰ଶ
൰ ൌ 	 ቀ0

0
ቁ																ሺ4.63ሻ 

 

elde edilir. Gerekli ara işlemlerden sonra Dirac denklemi bağlaşımlı  iki denkleme 

indirgenir: 
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ቆെ
߲௧
ଵܥ
൅

ଵሖܥ

ଶܥଵܥ2
െ
଴ܣ݁݅
ଵܥ

൅
߲௫
ଶܥ
െ

ଶሶܥ

ଶܥଵܥ2
൅
ଵܣ݁݅
ଶܥ

ቇ߰ଵ െ ݅݉߰ଶ ൌ 0	,																					ሺ4.64ሻ 

                

݅݉߰ଵ ൅		ቆെ
߲௧
ଵܥ
൅

ଵሖܥ

ଶܥଵܥ2
െ
଴ܣ݁݅
ଵܥ

൅
߲௫
ଶܥ
െ

ଶሶܥ

ଶܥଵܥ2
൅
ଵܣ݁݅
ଶܥ

ቇ߰ଶ ൌ 0				.																ሺ4.65ሻ 

 

Denklem (4.64)’ten   ߰ଶ		, ߰ଵ cinsinden yazılır: 

 

߰ଶ ൌ
1
݅݉

ቆെ
߲௧
ଵܥ
൅

ଵሖܥ

ଶܥଵܥ2
െ
଴ܣ݁݅
ଵܥ

൅
߲௫
ଶܥ
െ

ଶሶܥ

ଶܥଵܥ2
൅
ଵܣ݁݅
ଶܥ

ቇ߰ଵ		.																										ሺ4.66ሻ	 

 

Denklem (4.66),  denklem (4.65)’te yerine yazıldığında elde  edilen 

denklem genel bir denklemdir. Bu denklem bundan sonra yapılan tüm işlemlerde 

kullanılabilir. 

 

݉ଶଵ ൅ ቆെ
߲௧
ଵܥ
െ

ଵሖܥ

ଶܥଵܥ2
െ
଴ܣ݁݅
ଵܥ

െ
߲௫
ଶܥ
െ

ଶሶܥ

ଶܥଵܥ2
െ
ଵܣ݁݅
ଶܥ

ቇቆെ
߲௧
ଵܥ
൅

ଵሖܥ

ଶܥଵܥ2
െ
଴ܣ݁݅
ଵܥ

 

൅
߲௫
ଶܥ
െ

ଶሶܥ

ଶܥଵܥ2
൅
ଵܣ݁݅
ଶܥ

ቇଵ ൌ 0 . 									ሺ4.67ሻ 

 

૛࢙܌ .4.3.1 ൌ െ࢚܌૛ ൅   ૛ Metriği İçin  Eğri Uzay-Zamanda (1+1)࢞܌ሻ࢚ࡴ૛ሺܐܛܗ܋

Boyutta Dirac   Denkleminin Çözümü 

Denklem (4.67)’de bulunan genel eşitlikte çizgi elemanları ve vektör 

potansiyel aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 

ଵܥ  ൌ ଶܥ											,1 ൌ coshሺݐܪሻ,         

଴ܣ ൌ 0,                  (4.68) 

ଵܣ ൌ 	െ
ܧ
ܪ
sinhሺݐܪሻ. 
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ܴ ൌ  ,ଶ    Eğrilik yarıçapı Hubble (genişleme)  sabiti  ilişkisiܪ2

Dalga fonksiyonu ଵ 

 

߰ଵሺݐ, ሻݔ ൌ ݁௜௞௫߮ሺݐሻ                 (4.69) 

 

biçiminde  yazılır. Denklem (4.68) ve denklem (4.69)  denklem (4.67)’deki genel 

denklemde yerine yazıldığında  

 

൤െ߲௧ െ ݅݇sechሺݐܪሻ െ
ܪ
2
tanhሺݐܪሻ ൅

ܧ݁݅
݄
tanh	ሺݐܪሻ൨ ሾെ߲௧ ൅ ሻݐܪechሺݏ݇݅ െ 

ܪ
2
tanhሺݐܪሻ െ

ܧ݁݅
ܪ

tanhሺݐܪሻ൨ ߮ሺݐሻ ൌ 0																																																																			ሺ4.70ሻ 

 

elde edilir. Denklem (4.70) düzenlenip aşağıdaki gibi yazılır: 

 

݀ଶ߮ሺݐሻ

ଶݐ݀
൅ ሻݐܪtanhሺܪ

݀߮
ݐ݀

൅ ቈ				ቆ
ଶܪ

4
൅
݁ଶܧଶ

ଶܪ െ ݉ଶቇ ൅		ቆ
ଶܪ

4
൅ ܧ݁݅ ൅ ݇ଶ െ 

െ
݁ଶܧଶ

ଶܪ ቇ sechଶሺݐܪሻ ൅ ൬െ
ܧ2݇݁
ܪ

൅ ൰ܪ݇݅ sechሺݐܪሻ tanh	ሺݐܪሻ቉ ൌ 0.																ሺ4.71ሻ 

 

Bu denklemde ( Kim and  Page, 2009) 

 

߮ሺݐሻ ൌ
∅ሺݐሻ

ඥcoshሺݐܪሻ
																																																																																																							ሺ4.72ሻ 

 

dönüşümü yapılır ve bu dönüşümün birinci ve ikinci türevleri alınır. Denklem 

(4.72)’deki dönüşümün birinci ve ikinci türevleri aşağıdaki gibi yazılır: 

 
݀߮
ݐ݀

ൌ 	∅ሶ ሺݐሻcoshି	
భ
మሺݐܪሻ െ

ܪ
2
coshି		

య
మሺݐܪሻ sinhሺݐܪሻ ∅ሺݐሻ,																																		ሺ4.73ሻ 
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݀ଶ߮
ଶݐ݀

ൌ 	∅ሷ ሺݐሻcoshି	
భ
మሺݐܪሻ െ 	coshିܪ

య
మሺݐܪሻsinh	ሺݐܪሻ∅ሶ ሺݐሻ 

൅	
ଶܪ3

4
coshି	

ఱ
మሺݐܪሻݏinhଶሺݐܪሻ∅ሺݐሻ െ

ଶܪ

2
coshି	

భ
మሺݐܪሻ∅ሺݐሻ	.																				ሺ4.74ሻ 

 

Denklem (4.73) ve denklem (4.74)’de bulunan  birinci ve ikinci türevler 

denklem (4.71)’de yerine yazıldığında    

 

∅ሷ ሺݐሻ ൅ ቈ
ସܪ

4
tanhଶሺݐܪሻ െ

ଶܪ

2
൅ ݇ଶݏechଶሺݐܪሻ ൅ ݇ଶݏechଶሺݐܪሻ 

൅
ܧ2݇݁
ܪ

sechሺݐܪሻ tanhሺݐܪሻ ൅
݁ଶܧଶ

ଶܪ tanhሺݐܪሻ ൅
݉ଶ

4
቉∅ሺݐሻ ൌ 0																								ሺ4.75ሻ 

 

elde edilir. 

tanhଶሺݐܪሻ ൌ 1 െ sechଶሺݐܪሻ		 eşitliği denklem (4.75)’te yerine yazılıp 

düzenlendiğinde  

 

∅ሷ ሺݐሻ ൅ ቈቆ
݁ଶܧଶ

ଶܪ െ ݉ଶቇ ൅ ቆ݅݁ܧ ൅ ݇ଶ െ
݁ଶܧଶ

ଶܪ ቇ sechଶሺݐܪሻ ൅ ൬െ
ܧ2݇݁
ܪ

 

൅݅݇ܪሻ 		sechሺݐܪሻ tanhሺݐܪሻሿ߮ሺݐሻ ൌ 0                                                              (4.76) 

 

elde edilir. Bu denklemde  

 

ଶߙ ൌ 	ቆ
݁ଶܧଶ

ଶܪ െ ݉ଶቇ,																																																																																																			ሺ4.77ሻ 

 

ଶߚ ൌ ቆ݅݁ܧ ൅ ݇ଶ െ
݁ଶܧଶ

ଶܪ ቇ,																																																																																										ሺ4.78ሻ 
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ଶߛ ൌ ൬െ
ܧ2݇݁
ܪ

൅  ሺ4.79ሻ																																																																																																൰ܪ݇݅

 

biçiminde tanımlandığında denklem (4.76) aşağıdaki gibi yazılır: 

 

∅ሷ ൅ ሾሺߙଶ ൅ ሻݐܪଶsechଶሺߚ ൅ ଶߛ sechሺݐܪሻ tanh	ሺݐܪሻሻሿ∅ሺݐሻ ൌ 0.																							ሺ4.80ሻ  

 

Bu denklemde (Kim and Page, 2009) 

 

ݖ ൌ
1 ൅ ݅sinhሺݐܪሻ

2
																																																																																																							ሺ4	.81ሻ 

 

değişken değiştirmesi yapıldığında  

݀
ݐ݀

ൌ
ݖ݀
ݐ݀

݀
ݖ݀
		, 

 
݀
ݐ݀

ൌ 	
ܪ݅
2
ሺ4ݖ െ ଶሻݖ4

భ
మ
݀
ݖ݀
		,																																																																																										ሺ4.82ሻ 

 

݀ଶ

ଶݐ݀
ൌ
ଶܪ

8
ሺ4 െ ሻݖ8

݀
ݖ݀

െ
ଶܪ

4
ሺ4ݖ െ ଶሻݖ4

݀ଶ

ଶݖ݀
																																																									ሺ4.83ሻ 

 

elde edilir. Elde edilen bu ifadeler denklem (4.80)’de yerine yerleştirildiğinde 

aşağıdaki denklem elde edilir: 

 

ሺ1ݖ െ ሻݖ
݀ଶ∅
ଶݖ݀

൅
ሺ1 െ ሻݖ2

2
݀
ݖ݀

൅ ቈെ
ଶߙ

ଶܪ െ
ଶߚ

ሺ1ݖଶܪ4 െ ሻݖ
െ
ଶሺ1ߛ݅ െ ሻݖ2
ሺ1ݖଶܪ4 െ ሻݖ

቉ ∅ሺݐሻ ൌ 0. 

        (4.84) 

Denklem (4.84)’deki dalga fonksiyonu  
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∅ሺݐሻ ൌ ఘሺ1ݖ െ     ሺ4.85ሻ																																																																																																ሻݖሻ݂ሺݖ

 

olarak yeniden tanımlanır. Dalga fonksiyonunun birinci türevi ve ikinci türevi  

 
݀
ݐ݀

ൌ 	 ఘሺ1ݖ െ ሻݖ ൤
ߩ
ݖ
	݂ሺݖሻ െ


1 െ ݖ

	݂ሺݖሻ ൅
݂݀
ݖ݀
൨																																																				ሺ4.86ሻ 

 

݀ଶ
ଶݖ݀

ൌ ఘሺ1ݖ െ ሻݖ ቈ
݀ଶ݂
ଶݖ݀

൅ ൬
ߩ2
ݖ
െ

2
1 െ ݖ

൰
݂݀
ݖ݀

൅ ቆ
ଶߩ

ଶݖ
െ

ߩ2
ሺ1ݖ െ ሻݖ

൅
ଶ

ሺ1 െ ሻଶݖ
݂ሺݖሻ቉ 

ߩ
ଶݖ
	݂ሺݖሻ െ


ሺ1 െ ሻଶݖ

	݂ሺݖሻ൨																																																																																										ሺ4.87ሻ 

 

biçiminde  hesaplanır. Denklem   (4.86) ve (4.87) denklem  (4.84)’te yerine 

yazıldığında aşağıdaki eşitlik  elde edilir: 

 

ە
۔

ۓ
ሺ1ݖ െ ሻݖ

݀ଶ݂
ଶݖ݀

൅ ൤൬2ߩ ൅
1
2
൰ െ ߩሺ2ݖ ൅ 2൅ 1ሻ൨

݂݀
ݖ݀

൅

ۏ
ێ
ێ
ۍ

ۉ

ଶߩۇ െ
ߩ
2
െ

ଶߚ

ଶܪ4 െ
ଶߛ݅

ଶܪ4

ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇫ
ூభ

ی

 ൅ۊ

ۉ

ଶߩെ2ۇ െ 2ߩ ൅
ߩ
2
െ

2
െ
ଶߙ

ଶܪ ൅
ଶߙ݅

ଶܪ2

ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇫ
ூమ

ی

ݖۊ െ

ۉ

ଶߩۇ ൅ 2ߩ ൅ ଶ ൅
ଶߙ

ଶܪ

ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇫ
ூయ

ی

ۊ

ے
ۑ
ۑ
ې
ଶݖ

ۙ
ۘ

ۗ ݂ሺݖሻ
ሺ1ݖ െ ሻݖ

ൌ 0. 

        (4.88) 

 

Bu denklem aşağıdaki hipergeometrik denkleme benzemektedir (Abramowitz and 

stegun, 1974) : 

 

ሺ1ݖ െ ሻݖ
݀ଶ݂ሺݖሻ
ଶݖ݀

൅ ሾߛ െ ሺߤ ൅  ൅ 1ሻݖሿ
݂݀ሺݖሻ
ݖ݀

െ ሻݖሺ݂ߛߤ ൌ 0																										ሺ4.89ሻ 
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Denklem  (4.88)’in  denklem  (4.89)’daki hipergeometrik diferansiyel 

denkleme benzemesi için   ܫଵ ൌ ଶܫ			,0 ൌ െܫଷ ve ܽ. ܾ ൌ  ଷ olmalıdır. Denklemܫ

(4.88) denklem (4.89)’daki hipergeometrik diferansiyel denklem ile 

karşılaştırıldığında 

 

ߛ ൌ ൬2ߩ ൅
1
2
൰																																																																																																																	ሺ4.90ሻ 

 

bulunur. Diğer eşitlikler kullanılarak 

 

ଵܫ ൌ 0’dan 

 

ଶߩ െ
ߩ
2
ൌ

ଶߚ

ଶܪ4 ൅
ଶߛ

ଶܪ4 	,																																																																																																ሺ4.91ሻ 

 

ve 

 

ଶܫ ൌ െܫଷ′den  

 

ଶ െ

2
ൌ
ଶߛ݅

ଶܪ4 																																																																																																																ሺ4.92ሻ 

 

elde edilir. 

 

ߤ ൌ    ଷ′ten   deܫ

ቆߩଶ ൅ 2ߩ ൅ ଶ ൅
ଶߙ

ଶቇܪ ൌ 	 ሺߩ ൅  ൅ ߩሻሺߝ ൅ െ  	ሻߝ

 

bulunur. Yukarıda yapılan çarpımda  



4. BULGULAR  VE TARTŞMA                                                            Esra ALKIŞ 

51 

ߝ ൌ ݅
ߙ
ܪ
																																																																																																																													ሺ4.93ሻ 

 

olduğu görülmektedir. (4.77)’de tanımlanan (4.93) , ߙ’te yerine yazıldığında  

 

ߝ ൌ
݅
ܪ
ቆ
݁ଶܧଶ

ଶܪ െ݉ଶቇ

భ
మ

ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
ఠబ

																																																																																																		ሺ4.94ሻ 

 

elde edilir. Daha  önce denklem ሺ4.78ሻ  ve denklem (4.79)’da tanımlanan  ߚ ve 	ߛ  

denklem (4.91)’de yerine yazıldığında  

 

ଶߩ െ
ߩ
2
ൌ 	

1
ଶܪ4 ቈ݅݁ܧ ൅ ݇ଶ െ

݁ଶܧଶ

ଶܪ ൅ ൬െ
ܧ2݇݁
ܪ

െ  ሺ4.95ሻ																																							൰቉ܪ݇

 

elde edilir. (4.95)  denkleminin son hali aşağıdaki biçimde yazılır. 

 

ଶߩ െ
ߩ
2
ൌ
1
4
ቈ൬
݇
ܪ
െ
ܧ݁݅
ଶܪ ൰

ଶ

൅ ൬
ܧ݁݅
ଶܪ െ

݇
ܪ
൰቉	.																																																																ሺ4.96ሻ 

 

Denklem (4.96)’da    

 

൬
݇
ܪ
െ
ܧ݁݅
ଶܪ ൰ ൌ  ሺ4.97ሻ																																																																																																															ߜ

 

 Tanımlanırsa 

 

ଶߩ െ
ߩ
2
ൌ
1
4
቎൬
݇
ܪ
െ
ܧ݁݅
ଶܪ ൰

ଶ

ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ఋమ

൅ ൬
ܧ݁݅
ଶܪ െ

݇
ܪ
൰

ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ିఋ

቏																																																																	ሺ4.98ሻ 
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biçiminde yazılır.	ߩ ൌ ௡

ଶ
   alınıp denklem (4.98)’de yerine yazıldığında ikinci 

dereceden bir denklem elde edilir. 

 

݊ଶ െ ݊ െ ߜሺߜ െ 1ሻ ൌ 0                           (4.99) 

 

Bu denklemin çarpanlarından biri  aşağıda yazıldığı gibidir: 

 

݊ ൌ
݇
ܪ
െ
ܧ݁݅
ଶܪ 		.																																																																																																													ሺ4.100ሻ 

 

.ߤ	  ൌ   ଷ  çarpımında çarpanlarܫ

 

ߤ  ൌ ߩ ൅  െ  (4.101)              , ߝ

 

 ൌ ߩ ൅  ൅  (4.102)                                       ߝ

 

biçimindedir. Yapılan işlemler sonucunda ’nın ߩ’nun eşleniği olduğu görülür. 

Buna göre denklem (4.101)’de  ve ߩ yerine yazıldığında  

 

ߤ ൌ
݊
2
൅
݊∗

2
െ
݅
ܪ
ቆ
݁ଶܧଶ

ଶܪ െ ݉ଶቇ
ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

ఠబ
మ

భ
మ

																																																																													ሺ4.103ሻ 

elde edilir. n ve n’nin eşleniği yerine yerleştirilip  ara işlemler sonucunda  

 

ߤ ൌ
݇
ܪ
െ
݅߱଴

ܪ
			,																																																																																																												ሺ4.104ሻ 

 

ߥ ൌ
݇
ܪ
൅
݅߱଴

ܪ
		,																																																																																																													ሺ4.105ሻ 
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ߛ ൌ
1
2
൅
݇
ܪ
െ
ܧ݁݅
ଶܪ 																																																																																																								ሺ4.106ሻ 

 

biçiminde bulunur. (4.88) denkleminin genel çözümü aşağıda yazıldığı gibidir: 

 

∅ሺݐሻ ൌ ݖ
೙
మሺ1 െ ሻݖ

೙∗

మ ቂܥଵ 12F ሺߤ, ,ߥ ;ߛ ሻݖ ൅ ଵିఊݖଶܥ 12F ሺߤ െ ߛ ൅ 1, ߥ െ ߛ ൅ 1; 2 െ ;ߛ  ቃ.  (4.107)ݖ

 

Burada				ܥଵ ve  ܥଶ  boylandırma sabitleridir. Hipergeometrik fonksiyon 

açısından iki lineer bağımsız çözüm ifade edilebilir. 

 

4.3.2. Spin  ૚ ૛ൗ    Parçacık  Yaratılması    

Denklem (4.107)  zamana bağımlı olduğundan parçacık oluşumuna neden 

olmaktadır: 

 

∅௞
ሺଵሻሺݐሻ ൌ ݖ

೙
మሺ1 െ ሻݖ

೙∗

మ ଵܥ		 12F ሺߤ, ,ߥ ;ߛ     ሻ,                      (4.108)ݖ

 

∅௞
ሺଶሻሺݐሻ ൌ ݖ

೙
మ	ሺ1 െ ሻݖ

೙∗

మ ଵିఊݖଶܥ 12F ሺߤ െ ߛ ൅ 1, ߥ െ ߛ ൅ 1; 2 െ ;ߛ       ሻ              (4.109)ݖ

 

Hipergeometrik fonksiyon dönüşüm özelliklerinden (Abramowitz and 

Stegun,1974)  z→∞	iken	asimtotik					davranışı	

 

12F ሺܽ, ܾ, ܿ; ሻݖ 		ൌ 					
ГሺܿሻГሺܾ െ ܽሻ
ГሺܾሻГሺܿ െ ܽሻ

ሺെݖሻି௔ 12F ሺܽ	, ܽ ൅ 1 െ ܿ, ܽ ൅ 1 െ ܾ;
1
ݖ
	ሻ 

																		൅
	ГሺܿሻГሺܽ െ ܾሻ

ГሺܽሻГሺܿ െ ܾሻ
ሺെݖሻି௕ 12F ൬ܾ, ܾ ൅ 1 െ ܿ, ܾ ൅ 1 െ ܽ;	

1
ݖ
		൰										ሺ4.110ሻ 

 

biçiminde  verilir. (4.108) denkleminin (4.110) denklemine göre açılımı 

yapıldığında  
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∅௞
ሺଵሻሺݐሻ ൌ ݖ

೙
మሺ1 െ ሻݖ

೙∗

మ ଵܥ ൤
ГሺߛሻГሺߥ െ ሻߤ
		ГሺߥሻГሺߛ െ ሻߤ

ሺെݖሻିఓ 12F ሺߤ, ߤ ൅ 1 െ ,ߛ ߤ ൅ 1 െ ;ߥ
1
ݖ
	ሻ 

																					൅		
ГሺߛሻГሺߤ െ ሻߥ

ГሺߤሻГሺߛ െ ሻߥ
ሺെݖሻିఔ 12F ൬ߥ, ߥ ൅ 1 െ ,ߛ ߥ ൅ 1 െ ;	ߤ

1
ݖ
	൰቉					ሺ4.111ሻ 

 

biçiminde yazılır. Denklem (4.109) denklem (4.110)’a göre açıldığında  

 

∅௞
ሺଶሻሺݐሻ ൌ ݖ

೙
మሺ1 െ ሻݖ

೙∗

మ ଶܥ ൦
Гሺ2 െ ߥሻГሺߛ െ ሻߤ

		Гሺߥ െ ߛ ൅ 1ሻГሺ1 െ ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥߤ
ܭߙ

ሺെݖሻିఓ 12F ሺߤ െ ߛ ൅ 1, ,ߤ ߤ ൅ 1 െ ;ߥ
1
ݖ
	ሻ 

൅
Гሺ2 െ ߤሻГሺߛ െ ሻߥ

		Гሺߤ െ ߛ ൅ 1ሻГሺ1 െ ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥߥ
ఉ಼

ሺെݖሻିఔ 12F ሺߥ െ ߛ ൅ 1, ,ߥ ߥ ൅ 1 െ ;ߤ
1
ݖ
			ሻ൪											ሺ4.112ሻ 

 

elde edilir. Bu denklemde ߙ௄ ve ߚ௄ Bogoliubov katsayılarıdır. 

	

௄ߙ ൌ 	
ГሺߛሻГሺߥ െ ሻߤ
		ГሺߥሻГሺߛ െ ሻߤ

	ൌ 	
Г ቀ

ଵ

ଶ
൅

௞

ு
െ

௜௘ா

ுమቁ Г ቀ
ଶ௜ఠబ

ு
ቁ

Г ቀ
௞

ு
൅

௜ఠబ

ு
ቁ Г ቀ

ଵ

ଶ
െ

௜௘ா

ுమ ൅
௜ఠబ

ு
ቁ
	,																																	ሺ4.113ሻ	

	

௄ߚ ൌ 	
ГሺߛሻГሺߤ െ ሻߥ
		ГሺߤሻГሺߛ െ ሻߥ

	ൌ 	
Г ቀ

ଵ

ଶ
൅

௞

ு
െ

௜௘ா

ுమቁ Г ቀെ
ଶ௜ఠబ

ு
ቁ

Г ቀ
௞

ு
െ

௜ఠబ

ு
ቁ Г ቀ

ଵ

ଶ
െ

௜௘ா

ுమ െ
௜ఠబ

ு
ቁ
	,																																		ሺ4.114ሻ 

 

Denklem (4.113) ve denklem (4.114)’ ü oranladığımızda  

 

௄ߙ
௄ߚ

ൌ 	
Г ቀ

ଶ௜ఠబ

ு
ቁ Г ቀ

௞

ு
െ

௜ఠబ

ு
ቁ Г ቀ

ଵ

ଶ
െ

௜௘ா

ுమ െ
௜ఠబ

ு
ቁ

Г ቀ
௞

ு
൅

௜ఠబ

ு
ቁ Г ቀ

ଵ

ଶ
െ

௜௘ா

ுమ ൅
௜ఠబ

ு
ቁ Г ቀെ

ଶ௜ఠబ

ு
ቁ
																																																		ሺ4.115ሻ 
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elde edilir. Gama fonksiyonlarının dönüşüm özellikleri aşağıda  yazıldığı gibidir 

(Abramowitz, Stegun, 1974): 

 

|Гሺ݅ߪሻ|ଶ ൌ
ߨ

ሻߪߨሺ	sinhߪ
	,																																																																																												ሺ4.116ሻ 

 

|Гሺ1 ൅ ሻ|ଶߪ݅ ൌ
ߪߨ

sinh	ሺߪߨሻ
		,																																																																																						ሺ4.117ሻ 

 

ฬГ ൬
1
2
൅ ൰ฬߪ݅

ଶ

ൌ
ߨ

cosh	ሺߪߨሻ
	.																																																																																				ሺ4.118ሻ 

 

Denklem   (4.113)  ve denklem (4.114)’ten  elde edilen denklem (4.115), gama 

fonksiyonlarının dönüşüm özelliğine göre düzenlendiğinde 

 

௄|ଶߙ|

௄|ଶߚ|
ൌ 	

ቚГ ቀ
ଶ௜ఠబ

ு
ቁቚ
ଶ
ቚГ ቀ

௜௞ೣ
ு
െ

௜ఠబ

ு
ቁቚ
ଶ
ቚГ ቀ

ଵ

ଶ
െ

௜௘ா

ுమ െ
௜ఠబ

ு
ቁቚ
ଶ

ቚГ ቀ
௜௞ೣ
ு
൅

௜ఠబ

ு
ቁቚ
ଶ
ቚГ ቀ

ଵ

ଶ
െ

௜௘ா

ுమ ൅
௜ఠబ

ு
ቁቚ
ଶ
ቚГ ቀെ

ଶ௜ఠబ

ு
ቁቚ
ଶ 																												ሺ4.119ሻ 

 

biçiminde yazılır. Denklem (4.119)’da denklem (4.116) ve denklem (4.118)’deki 

gama fonsiyonları kullanıldığında  |ߙ௄|ଶ ve |ߚ௄|ଶ			 oranı aşağıdaki gibi yazılır: 

 

௄|ଶߙ|

௄|ଶߚ|
ൌ 	

sinhߨ ቀ
௞ೣ
ு
൅

ఠబ

ு
ቁ coshߨ ቀെ

௘ா

ுమ ൅
ఠబ

ு
ቁ

ቀ௞ೣ
ு
െ

ఠబ

ு
ቁ sinhߨ ቀ

௞ೣ
ு
൅

ఠబ

ு
ቁ coshߨ ቀ

௘ா

ுమ ൅
ఠబ

ு
ቁ
																																					ሺ4.120ሻ 

 

Denklem (4.120)’nin  daha sade bir ifade ile  yazılımı için 
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൞
ܺ ൌ

଴߱ߨ

ܪ

ܻ ൌ
ܧ݁ߨ
ଶܪ

																																																																																																																			ሺ4.121ሻ 

 

tanımlanması yapılır ve 

cosh (a + b) = cosh(a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b)    

sinh (a + b) = sinh(a) cosh(b)+cosh(a) sinh(b)    

özdeşlikleri   ve denklem (4.121)’deki tanımlamalar denklem (4.120)’de 

kullanıldığında   

 

௄|ଶߙ|

௄|ଶߚ|
ൌ
ቀ௞ೣ
ு
൅

ఠబ

ு
ቁ sinh ቀ

గ௞ೣ
ு
൅ ܺቁ cosh	ሺܺ െ ܻሻ

ቀ௞ೣ
ு
െ

ఠబ

ு
ቁ sinh ቀ

గ௞ೣ
ு
൅

ఠబ

ு
ቁ cosh	ሺܺ ൅ ܻሻ

																																													ሺ4.122ሻ	 

 

bulunur. Dirac denklemi Fermi-Dirac istatistiğine uyar ve aşağıda yazılan 

normalizasyon koşulunu sağlar:               

 

௄│ଶߚ│௄│ଶ൅ߙ│ ൌ 1.                         (4.123) 

 

Bogoliubov katsayıları için denklem (4.123)’deki normalizasyon koşulu 

kullanılarak aşağıdaki oran bulunur:  

 

ቈ
௄|ଶߙ|

௄|ଶߚ|
൅ 1቉

ିଵ

ൌ 	 ቎
ቀെ

௞ೣ
ு
െ

ఠబ

ு
ቁ coshሺܺ െ ܻሻ ൅ ቀ௞ೣ

ு
െ

ఠబ

ு
ቁ coshሺܺ ൅ ܻሻ

ቀ௞ೣ
ு
െ

ఠబ

ு
ቁ coshሺܺ ൅ ܻሻ

቏				ሺ4.124ሻ 

 

௄|ଶߚ| ൌ
ቀ௞ೣ
ு
െ

ఠబ

ு
ቁ cosh	ሺܺ ൅ ܻሻ

ቀെ
௞ೣ
ு
െ

ఠబ

ு
ቁ coshሺܺ െ ܻሻ ൅ ቀ௞ೣ

ு
െ

ఠబ

ு
ቁ cosh	ሺܺ െ ܻሻ

																								ሺ4.125ሻ 
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Denklem (4.125)’deki  |ߚ௄|ଶ~n  yaratılan parçacıkların sayı  yoğunluğunu 

gösterir. 

 

4.4. Eğri Uzay –Zamanda  (1+1) Boyutta DKP Denkleminin  İndirgenmesi 

Eğri uzayzamanda elektromanyetik alan içindeki spin-0 ve spin-1 

parçacığını betimleyen   DKP  denklemi aşağıdaki biçimde verilir: 

 

ఓ൫ߚ݅ൣ ఓ߲ െ ఓߑ ൅ ఓ൯ܣ݁݅ െ ݉൧߰ሺݐ, ሻݔ ൌ 0	.                      (4.126) 

 

Denklemin her iki tarafı  ( i )  ile bölündüğünde denklem 

 

ఓ൫ߚൣ ఓ߲ െ ఓߑ ൅ ఓ൯ܣ݁݅ ൅ ݅݉൧߰ሺݐ, ሻݔ ൌ 0          (4.127) 

 

biçiminde yazılır. Burada ߚఓ  Kemmer matrisleri,   vektör potansiyeli,		ߑఓ  ise 

spin-1 bağlantı katsayısıdır.	ߚఓ  Kemmer matrisleri ve 	ߑఓ  ise spin-1 bağlantı 

katsayısı 

 

ఓߚ ൌ ఓߛ ⊗ I ൅ I ⊗  ఓ ,                        (4.128)ߛ

 

ఓߑ ൌ Гఓ ⊗ I ൅ I ⊗ Гఓ             (4.129) 

 

biçiminde  gösterilir. Denklem (4.127)’nin  (1+1) boyutta açılımı   

 

ሾߚ଴ሺ߲଴ െ ଴ߑ ൅ ଴ሻܣ݁݅ ൅ ଵሺ߲ଵߚ െ ଵߑ ൅ ଵሻܣ݁݅ ൅ ݅݉ሿ߰ሺݐ, ሻݔ ൌ 0        (4.130) 

 

biçiminde yazılır. Düz Minkowski  uzay-zaman ilişkisi aşağıdaki gibidir: 

 

ሻݔఓሺߚ ൌ ݁ሺ௜ሻ
			ఓߚሺ௜ሻ.                         (4.131) 
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(4.130) nolu denklem düzenlenip  aşağıdaki biçimde yazılır: 

 

ൣ݁ሺ଴ሻ
			଴ߚሺ଴ሻሺ߲଴ െ ଴ߑ ൅ ଴ሻܣ݁݅ ൅ ݁ሺଵሻ

			ଵߚሺଵሻሺ߲ଵ െ ଵߑ ൅ ଵሻܣ݁݅ ൅ ݅݉൧߰ሺݐ, ሻݔ ൌ 0		ሺ4.132ሻ  

 

Denklem (4.132)’deki ఓ	,		spin -1 parçacıkları için spin bağlantı katsayısıdır ve Гఓ	  

spin- 1 2ൗ  parçacıkları cinsinden aşağıdaki gibi yazılır: 

 

଴ߑ ൌ 	Г଴ ⊗ I ൅ I ⊗ Г଴,             (4.133) 
 

଴ߑ ൌ 	
ଵሖܥ

ଶܥ2
൫ߛሺ଴ሻߛሺଵሻ ⊗ I ൅ I ⊗  ሺ4.134ሻ																																																									,				ሺଵሻ൯ߛሺ଴ሻߛ

 

ଵߑ ൌ 	Гଵ ⊗ I ൅ I ⊗ Гଵ ,            (4.135) 
 

ଵߑ ൌ 	
ଶሶܥ

ଵܥ2
൫ߛሺ଴ሻߛሺଵሻ ⊗ I ൅ I ⊗  ሺ4.136ሻ																																																											.		ሺଵሻ൯ߛሺ଴ሻߛ

 
İki ayaklar, spin bağlantı katsayıları kullanılarak denklem (4.132)’deki 

DKP denkleminin açık ifadesi  
 

൤
1
ଵܥ
൫ߛሺ଴ሻ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺ଴ሻ൯ߛ ߲଴ െ

ଵሖܥ

ଶܥଵܥ2
൫ߛሺ଴ሻ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺଵሻߛሺ଴ሻߛሺ଴ሻ൯ሺߛ ⊗ I ൅ 

I ⊗ ሺଵሻሻߛሺ଴ሻߛ ൅
1
ଵܥ
൫ߛሺ଴ሻ ⊗ I ൅ I ⊗ ଴ܣሺ଴ሻ൯݅݁ߛ ൅

1
ଶܥ
൫ߛሺଵሻ ⊗ I ൅ I ⊗  ሺଵሻ൯߲ଵߛ

െ
ଶሶܥ

ଶܥଵܥ2
൫ߛሺଵሻ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺଵሻߛሺ଴ሻߛሺଵሻ൯ሺߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺଵሻሻߛሺ଴ሻߛ ൅

1
ଶܥ
ሺߛሺଵሻ ⊗ I ൅ 

I ⊗ 	ଵܣሺଵሻሻ݅݁ߛ ൅ ݅݉൧	߰ሺݐ, ሻݔ ൌ 0             (4.137) 

 

biçiminde yazılır. Denklemin her iki tarafı   ߛሺ଴ሻ ⊗  ሺ଴ሻ     ile      çarpıldığındaߛ
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൤
1
ଵܥ
൫ߛሺ଴ሻ ⊗ ሺ଴ሻߛሺ଴ሻ൯൫ߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺ଴ሻ൯ߛ ߲଴ െ

ଵሖܥ

ଶܥଵܥ2
൫ߛሺ଴ሻ ⊗ ሺ଴ሻߛሺ଴ሻ൯ሺߛ ⊗ I ൅	

						I ⊗ ሺଵሻߛሺ଴ሻߛሺ଴ሻሻሺߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺଵሻሻߛሺ଴ሻߛ ൅
ଵ

஼భ
൫ߛሺ଴ሻ ⊗ ሺ଴ሻߛሺ଴ሻ൯ሺߛ ⊗ I ൅	

				I ⊗ ଴ܣ݁݅			ሺ଴ሻሻߛ ൅
ଵ

஼మ
ሺߛሺ଴ሻ ⊗ ሺଵሻߛ൫		ሺ଴ሻሻߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ߲ଵ		ሺଵሻ൯ߛ െ	

ଶሶܥ

ଶܥଵܥ2
ሺߛሺ଴ሻ ⊗ ሺଵሻߛሺ଴ሻሻ൫ߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺଵሻߛሺ଴ሻߛሺଵሻ൯ሻሺߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺଵሻሻߛሺ଴ሻߛ ൅	

1
ଶܥ
൫ߛሺ଴ሻ ⊗ ሺଵሻߛሺ଴ሻ൯൫ߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ଵܣሺଵሻ൯݅݁ߛ ൅ ݅݉ሺߛሺ଴ሻ ⊗ ,ݔሺ଴ሻሻሿ߰ሺߛ ሻݐ ൌ 0	

	 	 	 	 	 	 	 																																	(4.138) 

 

denklem (4.138) elde edilir. ሺ1൅1	 ሻ	 boyutta	 	 Dirac matrisleri Pauli  spin   

matrisleri cinsinden yazılır: 

 

ሺ଴ሻߛ ൌ ሺଵሻߛ			,				௭ߪ݅ ൌ  ௫  ,                      (4.139)ߪ

 

ሺ଴ሻߛ ൌ ቀ݅ 0
0 െ݅

ቁ ሺଵሻߛ			 ൌ 		 ቀ0 1
1 0

ቁ   .                       (4.140) 

 
Bu seçim yapıldığında denklem (4.138)’te yer alan matrislerin açık 

biçimleri aşağıdaki  yazıldığı gibidir: 

 

ሺ଴ሻߛ ⊗ ሺ଴ሻߛ ൌ 	























1000
0100
0010
0001

	 ,	 	 	 	 						(4.141) 
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ሺ଴ሻߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺ଴ሻߛ ൌ



















 i

i

2000
0000
0000
0002

 ,            (4.142) 

 

൫ߛሺ଴ሻ ⊗ ሺ଴ሻߛሺ଴ሻ൯൫ߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺ଴ሻ൯ߛ ൌ



















i

i

2000
0000
0000
0002

 ,       (4.143) 

 

ሺଵሻߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺଵሻߛ ൌ



















0110
1001
1001
0110

	,	 	 																																	(4.144) 

	 	  

൫ߛሺ଴ሻ ⊗ ሺଵሻߛሺ଴ሻ൯൫ߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺଵሻ൯ߛ ൌ























0110
1001
1001
0110

   ,                  (4.145) 

 

ሺଵሻߛሺ଴ሻߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺଵሻߛሺ଴ሻߛ ൌ























00
00
00

00

ii

ii

ii

ii

	 ,	 	 						(4.146) 

	

൫ߛሺ଴ሻ ⊗ ሺ଴ሻߛሺ଴ሻ൯൫ߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺଵሻߛሺ଴ሻߛሺ଴ሻ൯ሺߛ ⊗ I ൅ I ⊗ 	ሺଵሻሻߛሺ଴ሻߛ
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



















0220
0000
0000
0220

	 ,	 	 	                      (4.147) 

 

൫ߛሺ଴ሻ ⊗ ሺଵሻߛሺ଴ሻ൯൫ߛ ⊗ I ൅ I ⊗ ሺଵሻߛሺ଴ሻߛሺଵሻ൯ሺߛ ⊗ I ൅ I ⊗ 	ሺଵሻሻߛሺ଴ሻߛ

























ii

ii

2002
0000
0000
2002

	 ,	 	 	 	 																																	(4.148) 

 
Bulunan matrisler denklem (4.138)’e yerleştirildiğinde, 
 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1
ଵܥ



















i

i

2000
0000
0000
0002

ݐ߲ െ
ଵሖܥ

ଶܥଵܥ2


















0220
0000
0000
0220

൅ 

1
ଵܥ



















i

i

2000
0000
0000
0002

0ܣ݁݅ ൅
1
2ܥ























0110
1001
1001
0110

߲1 െ	 

ଶሶܥ

ଶܥଵܥ2






















ii

ii

2002
0000
0000
2002

൅
1
2ܥ























0110
1001
1001
0110

1ܣ݁݅ ൅	 

݅݉			























1000
0100
0010
0001

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې







































0
0
0
0

4

3

2

1






																																																													

(4.149) 
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 elde edilir. Denklem (4.149)’da dalga fonksiyonunun bileşenleri  

 

	ሺݐ, ሻݔ ൌ ൦

ଵ
ଶ
ଷ
ସ

൪                           (4.150) 

 

biçiminde  tanımlanmıştır. Gerekli işlemler yapıldıktan sonra aşağıda yazılan dört 

denklem elde edilir: 

 

ቆെ
2߲݅௧
ଵܥ

൅
଴ܣ2݁
ଵܥ

െ
ଶሶܥ݅

ଶܥଵܥ
െ ݅݉ቇ߰ଵ ൅	ቆെ

ଵሖܥ

ଶܥଵܥ
െ
߲௫
ଶܥ
െ
ଵܣ݁݅
ଶܥ

ቇ߰ଶ 

൅ቆെ
ଵሖܥ

ଶܥଵܥ
െ	
߲௫
ଶܥ
െ
ଵܣ݁݅
ଶܥ

ቇ߰ଷ ൅ ݅	
ଶሶܥ

ଶܥଵܥ
߰ସ ൌ 0						,																																												ሺ4.151ሻ 

 

               

൬
߲௫
ଶܥ
൅
ଵܣ݁݅
ଶܥ

൰߰ଵ ൅ ݅݉߰ଶ ൅ ൬
߲௫
ଶܥ
൅
ଵܣ݁݅
ଶܥ

൰߰ସ ൌ 0			,																																													ሺ4.152ሻ 

 

൬
߲௫
ଶܥ
൅
ଵܣ݁݅
ଶܥ

൰߰ଵ ൅ ݅݉߰ଷ ൅ ൬
߲௫
ଶܥ
൅
ଵܣ݁݅
ଶܥ

൰߰ସ ൌ 0									,																																							ሺ4.153ሻ 

 

െ݅
ଶሶܥ

ଶܥଵܥ
߰ଵ ൅ ቆെ

ଵሖܥ

ଶܥଵܥ
െ
߲௫
ଶܥ
െ
ଵܣ݁݅
ଶܥ

ቇ߰ଶ ൅ ቆെ
ଵሖܥ

ଶܥଵܥ
െ
߲௫
ଶܥ
െ
ଵܣ݁݅
ଶܥ

ቇ߰ଷ ൅ 

ቆ2
߲݅௧
ଵܥ

െ 2
଴ܣ݁
ଵܥ

൅ ݅
ଶሶܥ

		ଶܥଵܥ
െ ݅݉ቇ߰ସ ൌ 0								.																																																							ሺ4.154ሻ 

 

 Denklem (4.152) ve denklem  (4.153)’ten  ߰ଶ ൌ 	߰ଷ olduğu görülmektedir. 

Bu eşitlikten  
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െ
1
݅݉

൬
߲௫
ଶܥ
൅
ଵܣ݁݅
ଶܥ

൰ ሺ߰ଵ ൅ ߰ସሻ ൌ 	߰ଶ																																																																	ሺ4.155ሻ 

 

elde edilir.Denklem  (4.151) ve denklem (4.154) kendi aralarında önce toplanır 

sonra çıkartılır. Elde edilen denklemler ara işlemlerden sonra aşağıdaki biçimde  

yazılır: 

 

൜െ
2݅
ଵܥ
߲௧ ൤

1
݅݉

൬െ
2݅
ଵܥ
߲௧ ൅

଴ܣ2݁
ଵܥ

൰൨ ൅
଴ܣ2݁
ଵܥ

൤
1
݅݉

൬െ
2݅
ଵܥ
߲௧ ൅

଴ܣ2݁
ଵܥ

൰ 

െ
ଶሶܥ2݅

ଶܥଵܥ
		൤
1
݅݉

൬െ
2݅
ଵܥ
	߲௧ 	൅

଴ܣ2݁
ଵܥ

൰൨ 	െ ݅݉ ൅ 4ቆെ
ଵሖܥ

ଶܥଵܥ
െ
߲ଵ
ଶܥ

 

െ
ଵܣ݁݅
ଶܥ

൰ ൤െ
1
݅݉

൬
߲ଵ
ଶܥ
൅
ଵܣ݁݅
ଶܥ

൰൨ൠ ሺ߰ଵ ൅ ߰ସሻ ൌ 0		.																																																			ሺ4.156ሻ 

     

Denklem (4.156) genel bir denklemdir. Bu denklem bundan sonra yapılan 

tüm işlemlerde kullanılabilir.  

 

૛࢙܌			 .4.4.1 ൌ 	െ࢚܌૛ ൅  ૛ Metriği İçin Eğri Uzay-Zamanda (1+1)࢞܌ሻ࢚ࡴ૛ሺܐܛܗ܋

Boyutta DKP Denkleminin Çözümü 

 

ଵܥ		 ൌ 1			, ଶܥ ൌ coshሺݐܪሻ                      (4.157) 
 

ଵܣ ൌ െ
ܧ
ܪ
sinhሺݐܪሻ																																																																																																				ሺ4.158ሻ 

 

଴ܣ ൌ 0	  alındığında ܥሶଵ ൌ 0    olur.           (4.159) 

 

Daha önceki bölümlerde  bahsedildiği gibi   ࡯ሶ = Zamana göre türevi , ࡯ሖ  = Konuma 

göre türevi ifade etmektedir. 
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Gerekli işlemler yapıldığında denklem (4.156) aşağıdaki biçimde yazılmaktadır: 

 

ቂ߲௧ଶ ൅	
஼మሶ

஼మ
߲௧ െ 4 ቀడೣ

మ

஼మ
మ ൅ 2 ௜௘஺భడೣ

஼మ
మ െ ௘మ஺భ

మ

஼మ
మ ቁ ൅

௠మ

ସ
ቃ ሺ߰ଵ ൅ ߰ସሻ ൌ 0              (4.160) 

 

 (4.160)  denkleminde dalga fonksiyonu 
 

ሺ߰ଵ ൅ ߰ସሻ ൌ 	 ݁௜௞௫߮ሺݐሻ                            (4.161) 

 

olarak alınıp 

ଶܥ ൌ cosh	ሺݐܪሻ  . 

ሻݐሺܣ ൌ െ
ܧ
ܪ
sinh	ሺݐܪሻ 

seçimleri denklem (4.160)’ta yerine yerleştiridiğinde 

൤߲௧
ଶ ൅ ሻ߲௧ݐܪanhሺݐܪ െ ሺ	െ݇ଶsechଶሺݐܪሻ െ

ܧ2݇݁
ܪ

tanhሺݐܪሻ sech	ሺݐܪሻ 

 

െ
݁ଶܧଶ

ଶܪ tanhଶሺݐܪሻሻ ൅	
݉ଶ

4
቉ 	߮ሺݐሻ ൌ 0																																																																			ሺ4.162ሻ 

 

elde edilir. Daha düzenli şekilde aşağıdaki gibi yazılır: 

 

൤߲௧
ଶ ൅ ሻ߲௧ݐܪtanhሺܪ െ

ଵ

௖୭ୱ୦మሺு௧ሻ
ቀ݅݇ െ

௜௘ா

ு
sinhሺݐܪሻቁ

ଶ
൅

௠మ

ସ
൨ ߮ሺݐሻ ൌ 0.        (4.163) 

 

 (4.163) denklemine aşağıdaki dönüşüm uygulanır: 

 

߮ሺݐሻ ൌ
∅ᇱሺݐሻ

ඥcoshሺݐܪሻ
				.																																																																																														ሺ4.164ሻ	 
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Denklem (4.164)’deki dönüşümünün birinci ve ikinci türevleri aşağıdaki 

gibi yazılır: 

 
݀߮
ݐ݀

ൌ 	∅ሶ ᇱሺݐሻcoshି	
భ
మሺݐܪሻ െ

ܪ
2
coshି		

య
మሺݐܪሻ sinhሺݐܪሻ ∅ᇱሺݐሻ	,																												ሺ4.165ሻ 

 

			
݀ଶ߮
ଶݐ݀

ൌ 	∅ሷ ᇱሺݐሻcoshି	
భ
మሺݐܪሻ െ 	coshିܪ

య
మሺݐܪሻsinh	ሺݐܪሻ∅ሶ ᇱሺݐሻ 

൅	ଷு
మ

ସ
coshି	

ఱ
మሺݐܪሻݏinhଶሺݐܪሻ∅ᇱሺݐሻ െ ுమ

ଶ
coshି	

భ
మሺݐܪሻ∅ᇱሺݐሻ.                  (4.166) 

 

Denklem (4.165) ile denklem  (4.166)  denklem (4.163)’e  yerleştirildiğinde 

 

∅ሷ ᇱሺݐሻ ൅ ቈቆെ
ଶܪ

4
൅
݁ଶܧଶ

ଶܪ ൅
݉ଶ

4
ቇ ൅ ቆെ

ଶܪ

4
൅ ݇ଶ െ

݁ଶܧଶ

ଶܪ ቇ sechଶሺݐܪሻ 

						൅	
ܧ2݇݁
ܪ

sechሺݐܪሻ tanh	ሺݐܪሻ൨ ∅ᇱሺݐሻ ൌ 0																																																									ሺ4.167ሻ 

 

elde edilir ve aşağıdaki tanımlamalar yapılır: 

 

෤ଶߙ ൌ 	ቆെ
ଶܪ

4
൅
݁ଶܧଶ

ଶܪ ൅
݉ଶ

4
ቇ				,																																																																														ሺ4.168ሻ 

 

෨ଶߚ ൌ ቆെ
2ܪ

4
൅ ݇2 െ

2ܧ2݁

2ܪ ቇ						,																																																																													ሺ4.169ሻ 

 

෤ଶߛ ൌ
ܧ2݇݁
ܪ

					.																																																																																																													ሺ4.170ሻ 
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Denklem ሺ4.81ሻᇱdeki değişken değiştirmesi bu hesaplamalar için tekrar 

kullanıldığında    

 

ݖ ൌ
1 ൅ ݅sinhሺݐܪሻ

2
																																																																																																					ሺ4.171ሻ 

݀
ݐ݀

ൌ
ݖ݀
ݐ݀

݀
ݖ݀
	, 

 
݀
ݐ݀

ൌ 	
ܪ݅
2
ሺ4ݖ െ ଶሻݖ4

భ
మ
݀
ݖ݀
					,																																																																																					ሺ4.172ሻ 

 

݀ଶ

ଶݐ݀
ൌ
ଶܪ

8
ሺ4 െ ሻݖ8

݀
ݖ݀

െ
ଶܪ

4
ሺ4ݖ െ ଶሻݖ4

݀ଶ

ଶݖ݀
										,																																											ሺ4.173ሻ 

 

 

ሺ1ݖ െ ሻݖ
݀ଶ∅
ଶݖ݀

൅
ሺ1 െ ሻݖ2

2
݀
ݖ݀

൅ ൅ ቈ
ଶߙ

ଶܪ െ
ଶߚ

ሺ1ݖଶܪ4 െ ሻݖ
െ

ଶሺ1ߛ െ ሻݖ2
ሺ1ݖଶܪ4 െ ሻݖ

቉ ∅ᇱሺݐሻ ൌ 0 

      (4.174) 

 

denklemi elde edilir. Dalga fonksiyonu 

∅ᇱሺݐሻ ൌ ఘ෥ሺ1ݖ െ 	ሻݖሻ෨݂ሺݖ 	 	 	 	 	 							(4.175) 

 

biçiminde tanımlanır. Dalga fonksiyonunun birinci türevi ve ikinci türevi  

 

݀ᇱ

ݐ݀
ൌ 	 ఘ෥ሺ1ݖ െ ሻ෨ݖ ቈ

෤ߩ
ݖ
	݂ሺݖሻ െ

෨

1 െ ݖ
	݂ሺݖሻ ൅

݂݀
ݖ݀
቉																																																ሺ4.176ሻ 
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݀ଶᇱ

ଶݖ݀
ൌ ఘ෥ሺ1ݖ െ ሻ෨ݖ ൥

݀ଶ݂
ଶݖ݀

൅ ቆ
෤ߩ2
ݖ
െ

2෨

1 െ ݖ
ቇ
݂݀
ݖ݀

൅ ൭
෤ଶߩ

ଶݖ
െ

෤෨ߩ2

ሺ1ݖ െ ሻݖ
൅

෨
ଶ

ሺ1 െ ሻଶݖ
݂ሺݖሻ൩ 

෤ߩ
ଶݖ
	݂ሺݖሻ െ

෨
ሺ1 െ ሻଶݖ

	݂ሺݖሻ቉																																																																																								ሺ4.177ሻ 

 

biçiminde  yazılır. Denklem   (4.176) ve (4.177) denklem  (4.174)’ te yerine 

yazıldığında aşağıdaki eşitlik  elde edilir: 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ሺ1ݖ െ ሻݖ
݀ଶ݂
ଶݖ݀

൅ ൤൬2ߩ෤ ൅
1
2
൰ െ ෤ߩ൫2ݖ ൅ 2෨ ൅ 1൯൨

݂݀
ݖ݀

൅

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ۉ

ۈ
ۇ
෤ଶߩ െ

෤ߩ
2
െ

෨ଶߚ

ଶܪ4 െ
෤ଶߛ݅

ଶܪ4

ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇫ
ூబ

ی

ۋ
ۊ

 

+ 

ۉ

ۈ
ۇ
െ2ߩ෤ଶ െ 2෨ߩ෤ ൅

෤ߩ
2
െ
෨

2
െ
෤ଶߙ

ଶܪ ൅
෤ଶߙ݅

ଶܪ2

ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇫ
ூభ

ی

ۋ
ۊ
ݖ െ

ۉ

෤ଶߩۇ ൅ 2෨ߩ෤ ൅ ෨
ଶ
൅
෤ଶߙ

ଶܪ

ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇫ
ூమ

ی

ۊ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ଶݖ

ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

݂ሺݖሻ
ሺ1ݖ െ ሻݖ

ൌ 0. 

      (4.178) 

 

Denklem (4.178)  aşağıdaki hipergeometrik denkleme benzemektedir: 

 

ሺ1ݖ െ ሻݖ
݀ଶ݂ሺݖሻ
ଶݖ݀

൅ ሾܿ െ ሺܽ ൅ ܾ ൅ 1ሻݖሿ
݂݀ሺݖሻ
ݖ݀

െ ܾ݂ܽܿሺݖሻ ൌ 0					.																		ሺ4.179ሻ 

 

Denklem (4.178),  denklem (4.179)’daki hipergeometrik diferansiyel 

denklem ile karşılaştırıldığında 

	ܿ ൌ ෤ߩ2 ൅
ଵ

ଶ
	    olduğu görülür. 

଴ܫ			  ൌ 0’dan  
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෤ଶߩ െ
෤ߩ
2
ൌ

෨ଶߚ

ଶܪ4 ൅
෤ଶߛ݅

ଶܪ4 		,																																																																																													ሺ4.180ሻ 

 

ଵܫ		 ൌ െܫଶ’ den  

 

෨
ଶ
െ
෨
ଶ

2
ൌ 	

෨ଶߚ

ଶܪ4 െ
෤ଶߛ݅

ଶܪ4 																																																																																													ሺ4.181ሻ 

 

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapıldığında  

 

ሺ1ݖ െ ሻݖ
݀ଶ݂
ଶݖ݀

൅ ൤൬
1
2
൅ ෤൰ߩ2 െ ൫2ߩ෤ ൅ 2෨ ൅ 1൯ݖ൨

݂݀ሺݖሻ

ݖ݀
െ ൫ߩ෤ ൅ ෨ ൅ ෤ߩ൯൫̃ߝ ൅ ෨ െ ሻݖ൯݂ሺ̃ߝ ൌ 0 

            (4.182) 

 

bulunur. ܫଶ     ve    a.b= െܫଶ’ den  

ቆߩ෤ଶ ൅ 2෨ߩ෤ ൅ ෨
ଶ
൅
෤ଶߙ

ଶቇܪ ൌ 	 ൫ߩ෤ ൅ ෨ ൅ ෤ߩ൯൫̃ߝ ൅ ෨ െ  ,൯̃ߝ

෤ଶߙ

ଶܪ ൌ 	െ̃ߝ
ଶ, 

̃ߝ ൌ ݅
෤ߙ
ܪ

 

elde edilir. Daha önce denklem  (4.168)’de tanımlanan ߙ෤ ,  da yerine yazıldığında’̃ߝ

aşağıdaki ifade elde edilir: 

 

̃ߝ ൌ
݅
ܪ
	ቆെ

ଶܪ

4
൅
݉ଶ

4
൅
݁ଶܧଶ

ଶܪ ቇ

భ
మ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ఠబ෦

																																																																																ሺ4.183ሻ 

 

Denklem (4.169) ve denklem (4.170)’te tanımlanan  ߚ෨ଶ ve  ߛ෤ଶ denklem 

(4.180)’de yerine yazıldığında 
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෤ଶߩ െ
෤ߩ
2
ൌ

1
ଶܪ4 ቈቆെ

ଶܪ

4
൅ ݇ଶ െ

݁ଶܧଶ

ଶܪ ቇ ൅
ܧ2݅݁݇
ܪ

቉																																																ሺ4.184ሻ 

 

elde edilir. Denklem  (4.184)’te   ߩ෤ ൌ ௡෤

ଶ
   alındığında  ara işlemlerden sonra  

 

݊ଶ

4
െ
݊
4
ൌ
1
4
	ቈ൬

݇
ܪ
൅
ܧ݁݅
ଶܪ ൰

ଶ

െ
1
4
቉																																																																																ሺ4.185ሻ 

 

bulunur. Denklem (4.185)’te denklem (4.98) ve denklem (4.99)’dakine benzer 

işlemler sonucunda  

 

݊ ൌ
1
2
െ
݇
ܪ
൅
ܧ݁݅
ଶܪ 			,																																																																																																				ሺ4.186ሻ 

 

෤ߤ ൌ
1
2
െ
݇
ܪ
െ
݅ ෥߱଴
ܪ
	,																																																																																																						ሺ4.187ሻ 

 

෤ߥ ൌ
1
2
െ
݇
ܪ
൅
݅ ෥߱଴
ܪ
					,																																																																																																		ሺ4.188ሻ 

 

෤ߛ ൌ 1 െ
݇
ܪ
൅
ܧ݁݅
ଶܪ 																																																																																																								ሺ4.189ሻ 

        

bulunur. Bulunan denklemin genel çözümü 

 

∅ᇱሺݐሻ ൌ ݖ
೙෥
మሺ1 െ ሻݖ

೙෥∗

మ ቂܦଵ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ ሻݖ ൅ ଵିఊ෥ݖଶܦ 12F ሺߤ෤ െ ෤ߛ ൅ 1, ෤ߥ െ ෤ߛ ൅ 1; 2 െ ;෤ߛ  ቃݖ

      (4.190) 
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biçiminde yazılır. Burada		ܦଵ ve  ܦଶ  boylandırma sabitleridir. 

Elde edilen bu çözümler denklem (4.150)’deki dalga fonksiyonunun ilk ve 

son bileşenlerinin toplamıdır. Diğer bileşenler aşağıda anlatıldığı gibi bulunur: 

Denklem (4.152) ve denklem (4.153)’ten   

 

ଶ ൌ െ
1
݅݉

൬
߲௫
ଶܥ
൅
ଵܣ݁݅
ଶܥ

൰ ൫ଵ ൅ ସ൯																																																																							ሺ4.191ሻ	 

 

elde edilmişti.		ଶ ൌ ଷ’den   dalga fonksiyonunun üçüncü bileşeni de bulunur. 

Diğer birinci ve dördüncü bileşenler denklem (4.151) ve denklem (4.154)’ten elde 

edilir. Denklem  (4.151) ve  denklem (4.154) farkından 

 

ଵ െ ସ ൌ 	
1
݅݉

	൬െ2݅
߲௧
ଵܥ
൅ 2

଴ܣ݁
ଵܥ

൰ ൫ଵ ൅ ସ൯																																																					ሺ4.192ሻ 

 

elde edilir. Denklem (4.161)’de yazdığımız dalga fonksiyonu 

 

ሺ߰ଵ ൅ ߰ସሻ ൌ 	 ݁௜௞௫߮ሺݐሻ																																																																																														ሺ4.193ሻ 

 

biçimindedir. Bu dalğa fonksiyonunda  denklem (4.164) 

 

߮ሺݐሻ ൌ
∅ᇱሺݐሻ

ඥcoshሺݐܪሻ
				.																																																																																														ሺ4.194ሻ	 

 

dönüşümü yapılmıştı. Denklem (4.174) çözümü için denklem (4.164)’deki 

 

 ∅ᇱሺݐሻ ൌ ఘ෥ሺ1ݖ െ 	ሻݖሻ෨݂ሺݖ 	 	 	 	 	 							(4.195) 
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tanımlanmıştı. Buna göre  denklem (4.161)’de tanımlanan dalga fonksiyonu 

aşağıdaki gibi yazılır: 

 

ሺ߰ଵ ൅ ߰ସሻ ൌ 	 ఘ෥ሺ1ݖ െ ሻݖሻ෨݂ሺݖ
݁௜௞௫

ඥcoshሺݐܪሻ
																																																										ሺ4.196ሻ 

 

Denklem  (4.196ሻ’da  		݂ሺݖሻ 

݂ሺݖሻ ൌ ଵܦ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ ሻݖ ൅ 1െఊ෥ݖଶܦ 12F ሺߤ෤ െ ෤ߛ ൅ 1, ෤ߥ െ ෤ߛ ൅ 1; 2 െ ;෤ߛ  ሺ4.197ሻ						ሻݖ

biçiminde yazılır. Bu denklemdeki z denklem (4.81)’de tanımlandığı gibidir: 

 

ݖ ൌ
1 ൅ ݅sinhሺݐܪሻ

2
																																																																																																							ሺ4	.81ሻ 

 

Denklem (4.157)’de tanımlanan  

ଵܥ		 ൌ ଶܥ					1 ൌ cosh	ሺݐܪሻ                       

denklem (4.155)’te yazıldığında 

 

ଶ ൌ െ
1

݅݉coshሺݐܪሻ
	൬߲௫ െ

ܧ݁݅
ܪ

sinhሺݐܪሻ൰ ൫ଵ ൅ ସ൯																																				ሺ4.198ሻ	 

 

elde edilir. Denklem (4.196)’da ݖ ler de yerine yerleştiğinde karmaşık görünümü 

daha sade bir hale getirmek için 

 

ሺ߰ଵ ൅ ߰ସሻ ൌ  ሺ4.199ሻ																																																																																											ሻݖ௜௞௫݂ሺ݁	ܣ

 

biçiminde yazılabilir. Denklem ሺ4.199ሻ’da  

݂ሺݖሻ ൌ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ  ሻݖ

denklem ሺ4.197ሻ’de tanımlandığı biçimdedir. Bu durumda  
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ଶ ൌ െ
1

݅݉coshሺݐܪሻ
	൬߲௫ െ

ܧ݁݅
ܪ

sinhሺݐܪሻ൰ 	௜௞௫݁	ܣ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ  ሺ4.200ሻ																		ሻݖ

 

biçiminde yazılır. Türev alındığında  

 

ଶ ൌ െ
1

݅݉coshሺݐܪሻ
	൤൬߲௫ െ

ܧ݁݅
ܪ

sinhሺݐܪሻ൰ 	௜௞௫݁	ܣ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ ൨						ሻݖ 							ሺ4.201ሻ 

 

ଶ ൌ െ
௜௞௫݁	ܣ

݅݉coshሺݐܪሻ
	൬݅݇ െ

ܧ݁݅
ܪ

sinhሺݐܪሻ൰ 	 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ  ሺ4.202ሻ																														ሻݖ

 

elde edilir. Denklem (4.202)’deki ifade ଷ’e de eşittir. Denklem  (4.192)’deki 

denklemde ܥଵ ൌ ଴ܣ , 1 ൌ 0			ve denklem (4.199)’daki ൫ଵ ൅ ସ൯	yazıldığında   

 

ଵ െ ସ ൌ
1
݅݉

ሺെ2߲݅௧ሻܣ	݁௜௞௫	 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ  ሺ4.203ሻ																																																						ሻݖ

 

elde edilir.ଵ	 ve   ସ	  bileşenlerini bulmak için denklem (4.192) ve denklem 

(4.199)  kendi aralarında toplanıp çıkartıldığında aşağıdaki ifadeler elde edilir: 

 

ଵ ൌ
݁௜௞௫

2
൤
1
݅݉

ሺെ2߲݅௧ሻܣ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ ሻݖ ൅ ܣ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ  ሺ4.204ሻ																											ሻ൨ݖ

 

ସ ൌ
݁௜௞௫

2
൤െ

1
݅݉

ሺെ2߲݅௧ሻܣ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ ሻݖ ൅ ܣ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ  ሺ4.205ሻ																							ሻ൨ݖ

 

Denklem (4.150)’deki dalga fonksiyonunun bileşenleri aşağıdaki gibi yazılır: 
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ሺݐ, ሻݔ ൌ ݁௜௞௫

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1
2
൤
1
݅݉

ሺെ2߲݅௧ሻܣ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ ሻݖ ൅ ܣ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ ሻ൨ݖ

െ
ܣ

݅݉coshሺݐܪሻ
	൬݅݇ െ

ܧ݁݅
ܪ

sinhሺݐܪሻ൰ 	 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ ሻݖ

െ
ܣ

݅݉coshሺݐܪሻ
	൬݅݇ െ

ܧ݁݅
ܪ

sinhሺݐܪሻ൰ 	 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ ሻݖ

1
2
൤െ

1
݅݉

ሺെ2߲݅௧ሻܣ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ ሻݖ ൅ ܣ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ ےሻ൨ݖ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

									ሺ4.206ሻ 

 

Denklem  ሺ4.206ሻ’da yazılan dalga fonksiyonunun birinci ve dördüncü 

bileşenleri toplandığında 

 

ଵ ൅ ସ ൌ ௜௞௫݁ܣ 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ  ሺ4.207ሻ																																																																									,				ሻݖ

 

elde edilir. 

 

4.4.2. Spin-1 Parçacık Yaratılması  

Hipergeometrik fonksiyon açısından iki lineer bağımsız çözüm ifade 

edilebilir.  

 

∅ᇱ௞
ሺଵሻሺݐሻ ൌ ݖ

೙෥
మሺ1 െ ሻݖ

೙෥∗

మ ଵܦ		 12F ሺߤ෤, ,෤ߥ ;෤ߛ     ሻ                      (4.208)ݖ

 

∅ᇱ௞
ሺଶሻሺݐሻ ൌ ݖ

೙෥
మ	ሺ1 െ ሻݖ

೙෥∗

మ ଵିఊ෥ݖଶܦ 12F ሺߤ෤ െ ෤ߛ ൅ 1, ෤ߥ െ ෤ߛ ൅ 1; 2 െ ;෤ߛ   ሺ4.209ሻ													ሻݖ

 

Hipergeometrik fonksiyon dönüşüm özelliklerinden  z→∞    iken asimtotik 

davranışı		(Abramowitz, Stegun, 1974) 

 

 

 



4. BULGULAR  VE TARTŞMA                                                            Esra ALKIŞ 

74 

12F ሺܽ, ܾ, ܿ; ሻݖ 		 ൌ 					
ГሺܿሻГሺܾ െ ܽሻ

ГሺܾሻГሺܿ െ ܽሻ
ሺെݖሻെܽሺܽ	, ܽ ൅ 1 െ ܿ, ܽ ൅ 1 െ ܾ;

1

ݖ
	ሻ 

൅
	ГሺܿሻГሺܽ െ ܾሻ

ГሺܽሻГሺܿ െ ܾሻ
ሺെݖሻି௕ܨ൬ܾ, ܾ ൅ 1 െ ܿ, ܾ ൅ 1 െ ܽ;	

1
ݖ
		൰																																	ሺ4.210ሻ 

 

(4.208) denklemi  (4.210) denklemine göre açılırsa 

 

∅ᇱ௞
ሺଵሻሺݐሻ ൌ ݖ

೙෥
మሺ1 െ ሻݖ

೙෥∗

మ ଵܦ ൤
Гሺߛ෤ሻГሺߥ෤ െ ෤ሻߤ
		ГሺߥሻГሺߛ െ ሻߤ

ሺെݖሻିఓ෥ 12F ሺߤ෤, ෤ߤ ൅ 1 െ ,෤ߛ ෤ߤ ൅ 1 െ ;෤ߥ
1
ݖ
	ሻ 

																					൅		
Гሺߛ෤ሻГሺߤ෤ െ ෤ሻߥ
Гሺߤ෤ሻГሺߛ෤ െ ෤ሻߥ

ሺെݖሻିఔ෥	 12F ሺߥ෤, ෤ߥ ൅ 1 െ ,෤ߛ ෤ߥ ൅ 1 െ ;	෤ߤ
1
ݖ
	ሻ൨						ሺ4.211ሻ 

 

biçiminde yazılır. (4.209) denklemi  (4.210) denklemine göre açılırsa 

 

∅ᇱ௞
ሺଶሻሺݐሻ ൌ ݖ

೙෥
మሺ1 െ ሻݖ

೙෥∗

మ ଶܥ ൦
Гሺ2 െ ෤ߥ෤ሻГሺߛ െ ෤ሻߤ

		Гሺߥ෤ െ ෤ߛ ൅ 1ሻГሺ1 െ ෤ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥߤ
ఈ෥಼

ሺെݖሻିఓ෥	 12F ሺߤ෤ െ ෤ߛ ൅ 1, ,෤ߤ ෤ߤ ൅ 1 െ ;෤ߥ
1
ݖ
	ሻ 

൅
Гሺ2 െ ෤ߤ෤ሻГሺߛ െ ෤ሻߥ

		Гሺߤ෤ െ ෤ߛ ൅ 1ሻГሺ1 െ ෤ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥߥ
ఉ෩಼

ሺെݖሻିఔ෥ 12F 	 ൬ߥ෤ െ ෤ߛ ൅ 1, ,෤ߥ ෤ߥ ൅ 1 െ ;෤ߤ
1
ݖ
			൰

ے
ۑ
ۑ
ې
									ሺ4.212ሻ 

 

bulunur. Bu denklemde   ߙ෤௄ ve			ߚ෨௄   Bogoliubov katsayılarıdır. 

 

෤௄ߙ ൌ 	
Гሺߛ෤ሻГሺߥ෤ െ ෤ሻߤ

		Гሺߥ෩ ሻГሺߛ෤ െ ෤ሻߤ
	ൌ 	

Г ቀ1 െ
௞

ு
൅

௜௘ா

ுమቁ Г ቀ
ଶ௜ఠబ

ு
ቁ

Г ቀ
ଵ

ଶ
െ

௞

ு
൅

௜ఠబ

ு
ቁ Г ቀ

ଵ

ଶ
൅

௜௤ா

ுమ ൅
௜ఠబ

ு
ቁ
																												ሺ4.213ሻ	

 

෨௄ߚ ൌ 	
Гሺߛ෤ሻГሺߤ෤ െ ෤ሻߥ
		Гሺߤ෤ሻГሺߛ෤ െ ෤ሻߥ

	ൌ 	
Г ቀ1 െ

௞

ு
൅

௜௤ா

ுమ ቁ Г ቀെ
ଶ௜ఠబ

ு
ቁ

Г ቀ
ଵ

ଶ
െ

௞

ு
െ

௜ఠబ

ு
ቁ Г ቀ

ଵ

ଶ
൅

௜௤ா

ுమ െ
௜ఠబ

ு
ቁ
																												ሺ4.214ሻ 
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Denklem (4.213) ve denklem (4.214) oranlandığında 

 

෤௄ߙ
෨௄ߚ

ൌ 	
Г ቀ

ଶ௜ఠబ

ு
ቁ Г ቀ

ଵ

ଶ
െ

௞

ு
െ

௜ఠబ

ு
ቁ Г ቀ

ଵ

ଶ
൅

௜௘ா

ுమ െ
௜ఠబ

ு
ቁ

Г ቀ
ଵ

ଶ
െ

௞

ு
൅

௜ఠబ

ு
ቁ Г ቀ

ଵ

ଶ
൅

௜௘ா

ுమ ൅
௜ఠబ

ு
ቁ Г ቀെ

ଶ௜ఠబ

ு
ቁ
																																											ሺ4.215ሻ 

elde edilir.  

 

 Gama fonksiyonunun dönüşüm özellikleri 

 

|Гሺ݅ߪሻ|ଶ ൌ
ߨ

ሻߪߨሺ	sinhߪ
																																																																																													ሺ4.216ሻ	 

    

|Гሺ1 ൅ ሻ|ଶߪ݅ ൌ
ߪߨ

sinh	ሺߪߨሻ
																																																																																								ሺ4.217ሻ 

   

ฬГ ൬
1
2
൅ ൰ฬߪ݅

ଶ

ൌ
ߨ

coshሺߪߨሻ
																																																																																						ሺ4.218ሻ	 

 

kullanılarak  |ߙ෤௄|ଶ ve 		หߚ෨௄ห
ଶ  oranı aşağıdaki biçimde yazılır: 

 

෤௄|ଶߙ|

หߚ෨௄ห
ଶ ൌ 	

ቚГ ቀ
ଶ௜ఠబ

ு
ቁቚ
ଶ
ቚГ ቀ

ଵ

ଶ
െ

௞

ு
െ

௜ఠబ

ு
ቁቚ
ଶ
ቚГ ቀ

ଵ

ଶ
൅

௜௘ா

ுమ െ
௜ఠబ

ு
ቁቚ
ଶ

ቚГ ቀ
ଵ

ଶ
െ

௞

ு
൅

௜ఠబ

ு
ቁቚ
ଶ
ቚГ ቀ

ଵ

ଶ
൅

௜௘ா

ுమ ൅
௜ఠబ

ு
ቁቚ
ଶ
ቚГ ቀെ

ଶ௜ఠబ

ு
ቁቚ
ଶ 																							ሺ4.219ሻ 

 

 Denklem (4.219)’da  denklem (4.216) ve denklem (4.218)’deki özellikler 

kullanıldığında  

 

෤௄|ଶߙ|

หߚ෨௄ห
ଶ ൌ

coshπ ቀ
௞

ு
൅

ఠబ

ு
ቁ coshߨ ቀ

௘ா

ுమ ൅
ఠబ

ு
ቁ

coshߨ ቀ
௞

ு
െ

ఠబ

ு
ቁ coshߨ ቀ

௘ா

ுమ െ
ఠబ

ு
ቁ
																																																											ሺ4.220ሻ 
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elde edilir.Aşağıdaki tanımlamalar yapıldığında 

 

൞
෨ܺ ൌ

ߨ ෥߱଴
ܪ

෨ܻ ൌ
ܧݍߨ
ଶܪ

																																																																																																																				ሺ4.221ሻ 

 

denklem  (4.220)  aşağıdaki biçimde yazılır: 

 

෤௄|ଶߙ|

หߚ෨௄ห
ଶ ൌ

cosh ቀ
గ௞

ு
൅ ෨ܺቁ cosh൫ ෨ܺ ൅ ෨ܻ൯

cosh ቀ
గ௞

ு
െ ෨ܺቁ cosh൫ ෨ܺ െ ෨ܻ൯

																																																																				ሺ4.222ሻ 

 

cosh(a + b) = cosh (a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b)   eşitliği denklem (4.222)’de 

kullanıldığında  |ఈ෥಼|
మ

หఉ෩಼ห
మ ′			nin son hali aşağıdaki gibidir: 

 

෤௄|ଶߙ|

หߚ෨௄ห
ଶ ൌ

cosh൫ ෨ܺ ൅ ෨ܻ൯

cosh൫ ෨ܺ െ ෨ܻ൯
									.																																																																																						ሺ4.223ሻ 

 

DKP denklemi spin-0 ve spin-1 gibi tamsayılı spinleri temsil etmektedir. 

Bu parçacıklar simetrik dalga fonksiyonları ile tanımlanır ve bu parçacıklar  Bose –

Einstein istatistiğine uyarlar.  Bu parçacıklara bozon denilmektedir       

 

෨௄│ଶߚ│෤௄│ଶെߙ│ ൌ 1                                     (4.224) 

 

ve denklem  (4.224)’deki normalizasyon koşulunu sağlar (Petiau, 1936). 

Bogoliubov katsayıları için denklem (4.224)’deki normalizasyon koşulu 

kullanılarak aşağıdaki oran bulunur: 
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൥
෤௄|ଶߙ|

หߚ෨௄ห
ଶ െ 1൩

ିଵ

ൌ 	 ቈ
cosh൫ ෨ܺ ൅ ෨ܻ൯

cosh	ሺ ෨ܺ െ ෨ܻሻ
െ 1቉

ିଵ

				,																																																									ሺ4.225ሻ 

 

൥
෤௄|ଶߙ|

หߚ෨௄ห
ଶ െ 1൩

ିଵ

ൌ ቈ
cosh൫ ෨ܺ ൅ ෨ܻ൯ െ cosh൫ ෨ܺ െ ෨ܻ൯

cosh൫ ෨ܺ െ ෨ܻ൯
቉
ିଵ

						.																																			ሺ4.226ሻ 

 

൥
෤௄|ଶߙ|

หߚ෨௄ห
ଶ െ 1൩

ିଵ

ൌ หߚ෨௄ห
ଶ
ൌ
cosh	ሺ ෨ܺ െ ෨ܻሻ

inhݏ2 ෨ܺsinh ෨ܻ
																		.																																												 ሺ4.227ሻ 

 

bulunur. Denklem (4.227)’deki 		หߚ෨௄ห
ଶ
~n  yaratılan parçacıkların sayı yoğunluğunu 

gösterir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

 Bu tez çalışmasında zamana bağlı bir dış elektrik alan için  eğri uzayda 

Dirac denklemi ve DKP denklemi çözülmüştür. Bu denklemlerin çözümünde 

karşılaştığımız diferansiyel denklemlerden, değişkenlere ayırma yöntemi 

kullanılarak genel bir denklem elde edilmiştir. Bu genel denklem 	dݏଶ ൌ 	െdݐଶ ൅

coshଶሺݐܪሻdݔଶ  metriği için çözülmüştür. Elde edilen  çözümlerden yararlanılarak 

eğri uzay-zamanda Dirac  ve DKP denklemleri için Bogoliubov katsayıları 

bulunarak parçacık yaratma olasılık yoğunlukları  hesaplanmıştır.  

Dirac ve DKP denklemlerinin çözümleri kullanılarak  elde edilen parçacık 

yaratma sayı yoğunlukları çizelge 5.1’de gösterildiği gibi ݂ ൌ
ଵ

௘ሺ೐షഋሻ/ೖ೅		േ		ଵ
							biçiminde  termal bir dağılım göstermemektedir( Parker, 1968). Bu 

genel gösterimde (+ ) fermiyon, (-) bozonları temsil etmektedir. Elektrik alan 

arttırıldıkça Dirac ve DKP denklemlerinin parçacık yaratma sayı yoğunlukları 

termal biçime dönüşmektedir. Denklem (4.124)’te yazılan  Dirac  parçacık  sayı 

yoğunluğu aşağıda gösterilmiştir: 

 

ቈ
ଶߙ

ଶߚ
൅ 1቉

ିଵ

ൌ ቎
ቀെ

௞ೣ
ு
െ

ఠబ

ு
ቁ coshሺܺ െ ܻሻ ൅ ቀ௞ೣ

ு
െ

ఠబ

ு
ቁ cosh	ሺܺ ൅ ܻሻ

ቀ௞ೣ
ு
െ

ఠబ

ு
ቁ cosh	ሺܺ ൅ ܻሻ

቏

ିଵ

.								 

 

Denklem tekrar düzenlenip aşağıda yazılan dönüşümler kullanıldığında  

 

coshݔ ൌ
݁௫ ൅ ݁ି௫

2
														,																																																																																									ሺ5.1ሻ 

 

sinhݔ ൌ
݁௫ െ ݁ି௫

2
											,																																																																																															ሺ5.2ሻ 
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ቈ
ଶߙ

ଶߚ
൅ 1቉

ିଵ

ൌ 	
ሺ݁ଶ௑ିଶ௒ ൅ 1ሻ݁௑ା௒ ൅ ݁௑ି௒ሺ݁ଶ௑ାଶ௒ ൅ 1ሻ݁௑ା௒

݁ଶ௑ሺ݁ଶ௑ାଶ௒ ൅ 1ሻ
																												ሺ5.3ሻ 

 

ve 

 

ଶܧ

ଶܪ ≫ 1																																																																																																																														ሺ5.4ሻ 

 

limit durumunda denklem (5.3)  

 

ቈ
ଶߙ

ଶߚ
൅ 1቉

ିଵ

ൌ 	
ሺ݁ଷ௑ି௒ ൅ ݁ଷ௑ା௒ሻ݁௑ା௒

݁ସ௑ାଶ௒
									,																																																														ሺ5.5ሻ 

 

ቈ
ଶߙ

ଶߚ
൅ 1቉

ିଵ

ൌ 	
ሺ݁ସ௑ ൅ ݁ସ௑ାଶ௒ሻ

݁ସ௑ାଶ௒
												,																																																																							ሺ5.6ሻ 

 

ଶߚ ൌ
1

݁ିଶ௒ ൅ 1
																																																																																																																ሺ5.7ሻ	 

 

biçiminde yazılır.	െ2ܻ ൌ ܽ  tanımlanması yapıldığında 

 

ଶߚ ൌ
1

݁௔ ൅ 1
 

 

bulunur  ki bu da  Fermi–Dirac istatistiği ile uyumludur. Aynı işlemler DKP 

denklemi için yapıldığında DKP parçacık yaratma sayı yoğunluğunun   yazılımı 

aşağıdaki  gibi bulunur: 
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൥
෤௄ߙ

ଶ

෨௄ߚ
ଶ െ 1൩

ିଵ

ൌ ቈ
coshሺ ෨ܺ ൅ ෨ܻሻ

cosh	ሺ ෨ܺ െ ෨ܻሻ
െ 1቉

ିଵ

				,																																																																		ሺ5.8ሻ 

 

൥
෤௄ߙ

ଶ

෨௄ߚ
ଶ െ 1൩

ିଵ

ൌ ቈ
cosh൫X෩ ൅ Y෩൯ െ cosh	ሺX෩ െ Y෩ሻ

coshሺ ෨ܺ ൅ ෨ܻሻ
቉
ିଵ

			,																																															ሺ5.9ሻ 

 

൥
෤௄ߙ

ଶ

෨௄ߚ
ଶ െ 1൩

ିଵ

ൌ
݁൫෩ܺ൅෩ܻ൯൅݁ሺ෩ܺെ෩ܻሻ

2
െ	݁

൫෩ܺ൅෩ܻ൯൅݁ሺ෩ܺെ෩ܻሻ

2
݁൫෩ܺ൅෩ܻ൯൅݁ሺ෩ܺെ෩ܻሻ

2

																	,																																ሺ5.10ሻ 

 

൥
෤௄ߙ

ଶ

෨௄ߚ
ଶ െ 1൩

ିଵ

ൌ
൫݁ଶ௑෨ାଶ௒ ൅ 1൯݁௑෨ି௒෨ െ ݁௑෨ା௒෨൫݁ଶ௑෨ିଶ௒෨ ൅ 1൯݁௑෨ି௒෨

݁ଶ௑෨൫݁ଶ௑෨ିଶ௒෨ ൅ 1൯
						.																	ሺ5.11ሻ 

 

 Denklem (5.3)’ teki limit durumundan 

 

൥
෤௄ߙ

ଶ

෨௄ߚ
ଶ െ 1൩

ିଵ

ൌ 	
൫݁ଷ௑෨ା௒෨ െ ݁ଷ௑෨ି௒෨൯݁௑෨ି௒෨

݁ସ௑෨ିଶ௒෨
ൌ
݁ସ௑෨ െ ݁ସ௑෨ିଶ௒෨

݁ସ௑෨ିଶ௒෨
ൌ
݁ଶ௒෨ െ 1

1
														ሺ5.12ሻ 

 

ଶߚ ൌ
1

݁ଶ௒ െ 1
 

 

elde edilir. Bu da Bose –Einstein istatistiği ile uyumludur. 
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Çizelge 5.1.Elde edilen sonuçlar 
DIRAC DENKLEMİ 

İÇİN PARÇACIK 

YARATMA SAYI  

YOĞUNLUĞU 

௄|ଶߚ| ൌ
ቀ
௞ೣ
ு
െ

ఠబ

ு
ቁ coshሺܺ ൅ ܻሻ

ቀെ
௞ೣ
ு
െ

ఠబ

ு
ቁ coshሺܺ െ ܻሻ ൅ ቀ

௞ೣ
ு
െ

ఠబ

ு
ቁ cosh	ሺܺ െ ܻሻ

 

 

DIRAC  X ve Y ܺ ൌ
ߨ
ܪ
		൮
݁ଶܧଶ

ଶܪ െ ݉ଶ
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

ఠబ

൲

భ
మ

ܻ ൌ
ܧ݁ߨ
ଶܪ  

DKP DENKLEMİ İÇİN  

PARÇACIK 

YARATMA SAYI 

YOĞUNLUĞU 

หߚ෨௄ห
ଶ
ൌ
coshሺ ෨ܺ െ ෨ܻሻ

inhݏ2 ෨ܺsinh ෨ܻ
 

 

 

DKP ෨ܺ  ve	෩ܻ  

෨ܺ ൌ
ߨ
ܪ
൮െ

ଶܪ

4
൅
݁ଶܧଶ

ଶܪ ൅
݉ଶ

4ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ఠ෥బ

൲

భ
మ

 

෨ܻ ൌ
ܧ݁ߨ
ଶܪ  

 

Önceki bölümlerde elde edilen sonuçlar Çizelge 5.1’de gösterilmiştir. Bu 

sonuçların grafikleri aşağıda yorumlanmıştır. Hesaplanan  parçacık yaratma sayı 

yoğunlukları MATHEMATICA yazılımı kullanılarak çizimler yapılmış  ve bu 

çizimler karşılaştırılmıştır. Çizimler sonucunda DKP denklemi ile Dirac 

denkleminin parçacık  yaratma sayı yoğunlukları, genişleme parametresi  ve 

elektrik alan değişimleri karşılaştırılarak yorumlanmıştır.Grafikler elde edilirken 

(k,m,e =1) alınmıştır. 



5. SONUÇ VE ÖNERİLER                                                                     Esra ALKIŞ 

83 

 
Şekil 5.1. DKP ve Dirac parçacık yaratma sayı yoğunluklarının elektrik alanın  

şiddetine  göre değişimi ( |ܪ ൌ 1,04|ሻ 
 

Şekil 5.1.’deki  kırmızı renk DKP parçacığını, yeşil renk ise Dirac 

parçacığını temsil etmektedir. Grafik, genişleme sabitinin  |ܪ ൌ 1,04|		değerindeki  

DKP ve Dirac parçacık yaratma sayı yoğunluklarının elektrik alanının şiddetine 

göre değişimini  göstermektedir. Bu grafikte  Dirac’ın parçacık yaratma sayı 

yoğunluğunun  DKP parçacık yaratma sayı yoğunluğundan   daha fazla olduğu 

görülmektedir. 
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Şekil 5.2. DKP ve Dirac parçacık yaratma sayı yoğunluklarının elektrik alanının 

şiddetine  göre değişimi  ሺ|ܪ ൌ 2,22|ሻ 
 

Şekil 5.2.’deki grafik |ܪ ൌ 2,22| değerindeki  parçacık yaratma durumunu 

göstermektedir. Burada  DKP ve Dirac parçacık yaratma sayı yoğunluklarnın  

 .଴~2.3| değerinde bir değerde kesiştiği görülmektedirܧ|
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Şekil 5.3. DKP ve Dirac parçacık yaratma sayı yoğunluklarının elektrik alanının 

şiddetine göre değişimi  ሺܪ ൌ |2,84|ሻ 
 

Şekil 5.3.’teki grafik ܪ ൌ |2,84|	 değerindeki  parçacık yaratma durumunu 

göstermektedir. Bu üç  grafiğin karşılaştırılması sonucunda genişleme sabiti 

arttıkça, Dirac’ın daha  düşük  elektrik alanlarda   parçacık   yaratmaya  devam  

ettiği,  buna karşın DKP parçacık yaratma sayı yoğunluğunun düşük alanlarda sıfır 

olduğu görülmektedir. Bu da bize DKP’nin parçacık yaratması için daha şiddetli 

elektrik alanına  ihtiyacı olduğunu göstermektedir. DKP denklemi kütleli spin 1 

parçacığı olan bozonları temsil etmektedir. Yani bu parçacıklar Dirac 

parçacıklarından daha ağır parçacıklardır. Sonuç olarak, DKP’de parçacık yaratma 

sayı yoğunluğunun genişleme sabitinden çok elektrik alanının şiddetine  bağlı 

olduğu söylenebilir. Dirac parçacık sayı yoğunluğunun ise genişleme sabiti arttıkça 

daha az parçacık yarattığı görülmektedir. Aşağıda verilen üç grafikte ise, Dirac ve 
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DKP parçacık yaratma sayı yoğunluklarının  farklı elektrik alanlarında, genişleme 

sabitine göre değişimleri görülmektedir. 

 

 
Şekil 5.4. DKP  ve Dirac parçacık  yaratma sayı yoğunluklarının  genişleme 

sabitine göre değişimi   ሺܧ଴ ൌ |1,14|ሻ 
 

Şekil 5.4.’deki  grafikte  Dirac parçacık yaratma sayı yoğunluğun  ܧ଴ ൌ

|1,14| değerinde DKP parçacık yaratma sayı yoğunluğuna göre daha baskın olduğu 

görülmektedir. 
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Şekil 5.5. DKP ve Dirac parçacık yaratma sayı yoğunluklarının genişleme sabitine 
göre değişim   grafiği ሺܧ଴ ൌ |2.22|ሻ 

 

Şekil 5.5.’deki grafikte ܧ଴ ൌ |2.22| değerinde Dirac ve DKP parçacık 

yaratma sayı yoğunluklarının  ܪ ൌ 2		 değerinde kesiştiği görülmektedir. 
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Şekil 5.6. DKP  ve  Dirac  parçacık  yaratma sayı yoğunluklarının  genişleme 

sabitine  göre değişimi 	ሺܧ଴ ൌ 	 |4,46|ሻ 
               

Şekil 5.6.’daki grafik  ܧ଴ ൌ 	 |4,46|		değerindeki  parçacık yaratma 

durumunu göstermektedir. Bu üç  grafiğin karşılaştırılması sonucunda şiddetli  

elektrik alanlarda DKP daha düşük genişleme sabiti  ile parçacık yaratmaktadır. 

Yani DKP’de parçacık yaratma sayı yoğunluğunun genişleme  sabitinden çok  

elektrik alanın şiddetine  bağlı olduğu burada da görülmektedir. Bu karşılaştırma 

sonucunda,  

DKP parçacık yaratma sayı yoğunluğunun genişleme sabiti ile hızla 

azalmasına karşılık  Dirac  parçacıkları için bu azalma miktarı daha azdır.  Dirac 

parçacıkları daha hafif olduğundan (elektron gibi)  daha zayıf alanlarda parçacık 

yaratılmaktadır. 
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Sonuç olarak zamana bağlı bir elektrik alanda parçacık yaratma  sayı 

yoğunluğunun, spin ଵ
ଶ
 parçacıkları temsil eden Dirac ile spin1 parçacıklarını  

temsil eden DKP parçacıklarında farklı sonuçlar doğurduğu gözlemlenmiştir. 

Elektrik alan şiddetinin  spin1  parçacıklarında genişleme sabitine göre daha etkili 

olduğu görülmektedir. 
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