CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

Esra ALKIS

ZAMANA BAGLI ELEKTRIK ALAN iCERISINDE SPINLi
PARCACIK YARATILMASI

FiZiK ANA BILiM DALI

ADANA-2020



0z

DOKTORA TEZi

ZAMANA BAGLI ELEKTRIK ALAN iCERISINDE SPiNLi PARCACIK
YARATILMASI

Esra ALKIS

CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERi ENSTITUSU
FiZiK ANABILiM DALI

Danigsman : Prof. Dr. Aysel KAYIS TOPAKSU
Yil: 2020, Sayfa: 99
Jiiri : Prof. Dr. Aysel KAYIS TOPAKSU
: Prof. Dr. Kenan SOGUT
: Prof.Dr. Ayse POLATOZ
: Prof. Dr. Isa DUMANOGLU
: Dr. Ogr. Uyesi Evrim Ersin KANGAL

Calismanin amaci, zamana bagli elektrik alani igerisinde hem spin-%

pargaciklar1 betimleyen Dirac denklemini hem de spin-0 ve spin-1 pargaciklari
betimleyen Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denklemini ¢6zerek, bdyle bir elektrik
alan1 i¢indeki kiitleli Dirac ve DKP pargaciklarinin  yaratilma olasiliklarini
incelemektir. Zamana bagh dis elektrik alanda ve (1+1) boyutlu uzay-zamanda
Dirac ve DKP denklemlerinin alacagi diferansiyel bi¢im goz oniine alinarak tam
¢oziimler bulunmustur. Bu ¢6ziimler dogrultusunda “pozitif” ve “negatif” frekansh
modlar belirlenmistir.Ardindan elde edilen ¢dziimler igin Bogoliubov katsayilari
hesaplanarak parcaciklarin yaratilma olasilik yogunlugu bulunmus ve sonuglar
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The purpose of this study is to solve both the Dirac equation which
describes spinl/2 particles and the DKP equation which describes spin-0 and spin-
1 particles in a time-dependent electric field and to investigate the probability of
the creation of Dirac and DKP particles with mass in such an electric field.. Exact
solutions were obtained by considering the differential form Dirac and DKP
equations will take, in an external electric field in (1+1) dimensional space-time.
“Positive” and “negative” frequency modes were determined using these solutions.
By calculating the Bogoliubov coefficients for the obtained solutions, the
probability density for particle creation was determined and the results were
compared graphically.
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GENISLETILMIS OZET

Bu calismada amag, zamana bagl elektrik alani igerisinde hem spin-%

pargaciklar1 betimleyen Dirac denklemini hem de spin-0 ve spin-1 pargaciklar
betimleyen Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denklemini ¢6zerek, bdyle bir elektrik
alan1 icindeki kiitleli Dirac ve DKP pargaciklarinin  yaratilma olasiliklarim
incelemektir. Bunun i¢in zamana bagli dis elektrik alanda ve (1+1) boyutlu uzay-
zamanda Dirac ve DKP denklemlerinin alacagi diferansiyel bigim gbz Oniine
almarak tam ¢oOziimler bulunmustur. Elde edilen ¢oziimler ig¢in Bogoliubov
katsayilar1 hesaplanarak pargaciklarin yaratilma olasilik yogunlugu bulunmus ve
sonuglar grafiksel inceleme yapilarak karsilagtirilmistir.

Caligmanin giris boliimiinde pargacik yaratma siireci ve yontemleri ile
ilgili kisa bir bilgi verilmistir. Kaynak arastirmalar1 kisminda tez ile ilgili olarak
goreli denklemlerden kiitleli ,yarim spinli pargaciklar1 betimleyen Dirac ve kiitleli
ve spin-0, spin-1 parcaciklari betimleyen DKP denklemleri ile ilgili kisa bir bilgi
verilmistir. Bu denkleme olan ilgi pargacik ve ¢ekirdek fizigindeki gelismelerden
dolay1 giiniimiizde 6nem kazanmustir. Gii¢lli, durgun ve homojen dis elektrik
alanlarda pargactk olusturma ile ilgili farkli yontemlere ve tekniklere
basvurulmustur. Bu tekniklerden bir tanesi de Bogoliubov doniisiim teknigidir
(Grib, Mamaev, Mostepanenko,1988). Bu teknigin temelinde, elde edilen
coziimleri kullanmak sureti ile pozitif ve negatif frekans ¢oziimlerini tiiretmek
yatmaktadir. Ayrica kaynak arastirmalar1 kisminda bu yontemden bahsedilmis ve
bununla ilgili literatiirde yapilan birkag caligmaya deginilmistir.

Caligmanin {igiincli boliimiinde yer alan materyel ve metot boliimiinde tez
caligmasinda kullanilan Dirac ve DKP denklemine kaynak olusturan makalelerden
iki tanesi ayrintili bir bigimde ele alinmigtir. Bu makalelerden bir tanesi egri uzay
zamanda (3+1 ) boyutunda bir metrik i¢in ¢dziilen Dirac denklemi digeri ise (1+1)

boyutta ¢oziilen DKP denklemidir.
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Tezin dordiincii boliimiinde ele alinan bir genel metrik i¢in katsayilarin
hesab1 yapilmigtir. Bu denklemlerin ¢6ziimiinde karsilastigimiz diferansiyel
denklemler, degiskenlere ayirma yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir. Daha sonra
egri uzay-zamanda (1+1) boyutta Dirac ve egri uzay-zamanda (1+1) boyutta DKP
denklemleri i¢in ayr1 ayr1 genel ¢oziimler elde edilmistir. Daha sonra bu ¢ozlimler
kullanilarak  ds?=—dt?+cosh?® (Ht) dx? metrigi ve A; = —%sinh(Ht)
poatansiyeli i¢in Dirac ve DKP denklemleri ¢6ziilmiistiir. Bunun sonucunda her iki
denklem i¢in pargacik yaratma olasilik yogunluklar1 hesaplanmistir.

Tezin sonu¢ bolimiinde ise hesaplanan parcacik yaratma say1
yogunluklarinin  hem termal yapilara uygunlugu incelenmis hem de
MATHEMATICA yazilimi kullanilarak elde edilen grafikler kullanilarak DKP
denklemi ile Dirac denkleminin pargacik yaratma say1 yogunluklari, genigleme
parametresi ve elektrik alan degisimleri spin durumlarina gére yorumlanmistir.

Sonu¢ olarak zamana bagli bir elektrik alanda parcacik yaratma sayi

yogunlugunun, spin— % pargaciklar1 temsil eden Dirac ile spin—1 pargaciklarini

temsil eden DKP parcaciklarinda farkli sonuglar dogurdugu goézlemlenmistir.
Elektrik alan siddetinin spin—1 parcaciklarinda genisleme sabitine gore daha etkili

oldugu sonucuna varilmaistir.
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1. GIRIS Esra ALKIS

1. GIRIS

Kuantum alan kurami temel parcaciklarin fizigini tanimlamak ve anlamak
amaci ile gelistirilen fizik ilkelerinin ve modern temel parcgacik fiziginin temelini
olusturan bir kuramdir. Bu kuram, foton, elektron ve mezon gibi parcaciklarin
yaratilip yok edilebildigi yiiksek enerji ¢arpismalari ve buna benzer bagka stiregleri
betimlemek amaciyla kuantum mekanigi ve gorelilik ilkelerinin birlestirilmesi
sonucunda ortaya ¢ikmistir (Mahon, 2009).

Dirac 1928’de elektronlar i¢cin goreli dalga denklemini tiiretmistir. Dirac
denkleminin ¢6ziimiinde dalga fonkisyonunun hem pozitif hem de negatif
coziimleri elde edilmistir. Negatif ¢ozlimleri varsa Pauli dislama ilkesine gore tiim
negatif durumlarin doldurulmasi gerekirdi. Dirac bu problemi Dirac denizini ortaya
atarak c¢Ozmiistlir. Dirac denizi, Dirac denkleminin 0ngdrdiigii negatif enerjili
kuantum durumlarini agiklamak i¢in ortaya atilmis teorik bir modeldir ve negatif
enerjiye sahip sonsuz pargaciklar denizi olarak tanimlanmistir (Dirac,1928;

Dirac,1930; Klein, 1934).

Sekil 1.1. Dirac Denizi  * parcaciklar ! antiparcaciklar (Dirac,1928).



1. GIRIS Esra ALKIS

1929’ da teorik fizik¢i Oscar Klein, Dirac’ n teorisinde negatif enerjilerin
kabul edilemez fiziksel sonuglara yol agabilecegini bir drnekle agiklamigtir. Yiiksek
engelli bir potansiyelden elektron sagilmasi problemi i¢in Dirac denklemini
kullanarak ilging bir sonug elde etmistir. Bu sonuca gore soldan gelen elektronun
saga iletilme olasigi sifir olacakti. Bu da negatif enerji durumunda ortaya
¢ikmaktadir. Buna literatiirede Klein Paradoksu denir (Klein, 1930; Greiner 2000)
(Sekil 1.2). Klein'in paradoksunun arkasindaki fizik, giiglii elektromanyetik ve
gravitasyonel alanlarda temel pargaciklarin iiretimi ile baglantili olarak yeniden

ilgi kazanmistir (Bongaarts and Ruijsenaar, 1975).

‘V(z)

A |
Vo

{

S —————— ——

2

Sekil 1.2. Klein Paradoksu (Grenier,2000).

Klein Paradoksunun ortaya ¢ikmasina neden olan bu siire¢ (Bir dis
elektrik alani tarafindan elekron-pozitron ¢iftinin yaratilmasi siireci ) 1931 yilinda
Sauter tarafindan daha ayrintili bir sekilde ele alinmig, buna paralel olarak

Heisenberg ve Euler, Sauter’in ¢alismalarini genigletmistir(Grenier,2000;Bongaarts

2



1. GIRIS Esra ALKIS

and Ruijsenaar, 1975;Sauter 1931). 1951°de Schwinger, Heisenberg ve Euler’in
caligmalarin1 yeniden degerlendirerek vakumda bir elektrik alani tarafindan
parcacik olusumunun teorik agiklamasini yapmustir (Sauter 1931; Heisenberg
1936) . Bir dis elektrik alani tarafindan bir vakumda pargacik olusturma, kuantum
alani teorisinde yaygin bir olgudur. Bu olgu, Schwinger mekanizmasi olarak
bilinen uzamsal olarak homojen bir sabit elektrik alanin varliginda incelenmis ve
sonrasinda bu olgu zamana bagl farkli elektrik alanlari i¢in genisletilmistir
(Heisenberg and Euler, 1936; Schwinger, 1951; Nussinov, 1975; Kharzev , Tuchin
,2005; Kharzev, Levin 2007; Castorina , Kharzev ,Satz ,2007).

Giglii bir elektromanyetik alanin yaratmis oldugu vakum kararsizligindan
kaynakli pargacik yaratma olasiligini Schwinger 6z zaman yontemini kullanarak

yeniden formiile etmistir (Sauter 1931; Heisenberg and Euler ,1936):

_ 2(eE)? i 1 —nmm?
©="2n)3 n2 P\ e

n=1

Yukaridaki esitlikte E elektrik alan, m kiitle, e ise elektron yiikiidiir.

Zamana bagl bir elektromanyetik alanda pargacik olusumu hem kuantum
elektrodinamik (QED) hem de kozmoloji alani i¢in etkin bir ¢alisma konusu
olmustur. Son yillarda giiclii elektromanyetik alanlar tarafindan pargacik tiretimi ile
ilgili birgok ¢aligma yapilmistir (Greiner, Miiller and Rafelski 1985; Grib, Mamaev
and Mostepanenko,1988; Fradkin, Gitman and Shvartsman,1991). Bu
caligmalardan sonra Heisenberg, Euler (Heisenberg and Euler,1936.) ve Schwinger
(Schwinger,1951.) onciiligiinde gelistirilen giicli elektromanyetik alanlarda
kendiliginden ¢ift yaratma mekanizmas1 literatiirde yaygin olarak tartisilmistir
(Grenier, Miiller and Rafelski, 1985; Grib, Mamaev and Mostepanenko, 1988;
Nikishov, 1979; Papov, 2002; Hayashinaka,Fujitac and Yokoyama,2016;

Grib,Mostepanenko and Frolov ,1972). Klasik elektromanyetizmanin temelinde



1. GIRIS Esra ALKIS

vakum kararsizlig1 ve pargacik antipargacik {iretiminin oldugu uzun zamandan beri
bilinmektedir. O zamandan bu yana da ¢esitli alternatif yaklagimlarla ayn1 sonug
elde edilmistir. Gii¢lli, durgun ve homojen elektrik alanlarda pargacik olusturma ile
ilgili farkli yontemlere basvurulmustur. Oz ve sanal zaman yontemi (Heisenerg
and Euler,1936) ,WKB teknigi (Brezin and Itzykson, 1970; Papov, 1972; Papov
and Morinov, 1977; Piazza, 2004; Dumlu and Dunne, 2010) , Schrodinger
fonksiyonel yaklasimi (Hallinand, Liljenberg, 1995) , kuantum kinetik esitlikler
(Smolyansky, et al,1997; Schmidt et al, 1998; Smolyansky ,et al, 1998; Kluger,
Mottola and Eisenberg, 1998; Alkofer et al, 2001; Hebenstreit,Alkofer and Gies,
2008), dis elektrik alanlarda cift liretim ¢alismalarini genisletmek icin tiiretilmis
yontemlerdir. Bu teknikler icerisinde yer alan 6z zaman ydntemi (Grenier, Miiller ,
Rafelski, 1985; Grib, Mamaev, Mostepanenko,1988) ile hesaplamalarin yapilmasi
oldukca zor oldugu i¢in Bogoliubov doniisiim teknigi (Grib, Mamaeyv,
Mostepanenko,1988) kullanilmaktadir. Bu teknigin temelinde, elde edilen
coztimleri kullanmak sureti ile pozitif ve negatif frekans ¢oziimlerini tliretmek
yatmaktadir. Birgok arastirmact bu nedenle zamanla degisen elektrik alanlarda cift
olusturma problemi ile ilgili teorik c¢aligmalara odaklanmistir( Brezin and
Itzykson,1970; Hebenstreit, Alkofer and Gies, 2008; Papov, 1971; Papov
1973,1974; Narozhny and Nikishov, 1974; Mostepanenko and Frolov, 1974;
Hawking, 1975; Grib, Mamaev, Mostepanenko, 1988). Teorik ¢aligmalarin yanisira
lazer 1gmnlar (Brezin and Itzykson, 1970 ), agir iyon ¢arpigsmalari (Ringwald, 2001;
Papov, 2001; Zeldovich, Papov, 1972) ve astrofizikte giicli gamma 1511
patlamalar1 gibi deneysel c¢alismalarda da ele alinmigtir (Papov and Morinov,
1972; Dunne,Hall,1998; Kim, Page, 2002) .

Kiitleli ve spin-0 parcaciklari betimleyen goreli kuantum mekaniginin
temel denklemi Klein-Gordon denklemidir. Kiitleli ve yarim spinli parcaciklari
betimlemek i¢in yaygin olarak calisilan denklem ise Dirac denklemidir (Piazza,
2004; Villalba and Grenier, 2002; Villaba,1995) . Bu denklemlere ek olarak

calisilan baska bir goreli denklem de spin-0 ve spin-1 pargaciklart betimleyen
4
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Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denklemidir. Bu denkleme olan ilgi pargacik ve
¢ekirdek fizigindeki gelismelerden dolayr artmustir( Villalba and Rojas, 2006;
Nedjadi, Barrett)

Bu ¢aligmada zamana bagh elektrik alan igerisinde hem spin—%

pargaciklar1 betimleyen Dirac denklemi hem de spin-0 ve spin-1 parcaciklari
betimleyen DKP  denklemi ¢ozilmiistir ve buna bagli olarak Bogoliubov
katsayilar1 hesaplanarak parcacik yaratilma olasiliklar1 elde edilmistir. Daha sonra
hem Dirac hem de DKP igin elde edilen sonuglar grafiksel olarak
kargilagtirilmasgtir.

Tez giris boliimiiniin disinda, dort bolimden olusmaktadir. Kaynak
aragtirmalari kisminda Dirac denklemi, DKP denklemi ve Bogoliubov doniisiim
teknigi agiklanmis ve daha once yapilan calismalara yer verilmistir. Materyal ve
metot boliimiinde tezde kullanilan Dirac ve DKP denklemine kaynak olusturan
makalelerden iki tanesi ayrintili bir bigimde ele alinmistir. Bulgular ve tartismalar
boliimiinde, zamana bagl bir dis elektrik alanin varliginda egri uzay-zamanda
(1+1) boyutlu DKP ve Dirac denkleminin ¢ozlimleri elde edilmistir. Pargacik
yaratma olasiliklart Bogoliubov doéniisiim teknigiyle hesaplanmistir. Tezin sonug
boliimiinde her iki denklemden elde edilen sonuglar grafikleri ile degerlendirilerek

yorumlanmuisgtir.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI Esra ALKIS

2. KAYNAK ARASTIRMASI

Yiiksek enerjideki olgularin agiklanmasi goreli dalga denkleminin
aragtirilmasini  gerektirir. Bu boliimde goreli dalga denklemlerinden Dirac
Denklemi ve DKP denklemi ile parcacik yaratma sayisinin hesaplanmasinda
kullanilan yontemlerden biri olan ve tezde kullanilan Bogoliubov doniisiim

yontemiyle ilgili kisa bilgi verilmektedir.

2.1. Dirac Denklemi

Klein Gordon denklemi Schrodinger denkleminin goreli versiyonudur.
Spin-0 parcaciklar temsil etmektedir. Klein Gordon denklemi kuantum teorisinde
birka¢ soruna yol agmaktadir. Bu sorunlardan bir tanesi negatif enerjili ¢6ziimlerin
bulunusu, digeri ise negatif olasilik yogunlugudir (Baumali ). Bu sorunlar1 ortadan
kaldirmak i¢in Paul Dirac 1928’de enerji ve momentum arasinda lineer iliski olan
bir denklem yazmustir. Dirac tarafindan tiiretilen bu denklem goreli bir dalga
denklemi olup yarim spinli par¢aciklari temsil etmektedir. Matematiksel olarak egri

uzay-zamanda asagidaki bi¢imde tanimlanmigtir (Dirac, 1925):
[iy#(8, — T, + ied,) + mlop(t,x) = 0. (2.1)

Denklem (2.1)’de A, vektdr potansiyeli, y# Dirac matrisi, FM—% spin

baglant1 katsayisidir. Dirac matrisleri arasinda

iligkisi vardir.

u : Egri uzay indisleri
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a: Diiz uzay indisleri

Spin baglant1 katsayisi ise

1
I;= ) guargi [vHvY] (2.3)

seklinde tanimlanir. Denklem (2.3)’te g, metrik tensor , IS, ise egri uzay-

zaman geometrisi ile ilgili bilgi icerir ve Christoffel sembolleri diye adlandirilir.

Christoffel sembolleri

1
V= 7 g“ﬁ((')#gﬁv +0v9pu — OpGuv ) (24)
bi¢ciminde tanimlanir (Dirac, 1925).

2.2. Duffin-Kemmer- Petiau (DKP) Denklemi

DKP denklemi spin 0 ve spin 1 pargaciklar temsil eden, birinci dereceden
goreli bir dalga denklemidir (Pollock, 2010; Kemmer, 1938; Duffin, 1938; Petiau,
1936) . Son zamanlarda parcacik fizigi ve niikleer fizige uygulanabilirligi nedeni
ile bu denkleme olan ilgi artmistir (Kemmer, 1938; Duffin 1938). Literatiirde
yapilan g¢aligmalarin ¢gogu DKP denkleminin yapisal bi¢iminin gelistirilmesi ve
bunun ile birlikte elektromanyetik alanin varliginda vektér pargaciklarin
davranislarinin incelenmesi iizerinedir (Merad, 2007).

Klein-Gordon, Dirac denklemlerine karsin DKP denklemi 16 bilesenden
meydana gelir. Son yillarda Red’kov (Nejdadi, Barrett, 1993), Lunardi ve
arkadaglar1 tarafindan yapilan c¢aligmalar goreli DKP denklemini egri uzay-
zamanda tanimlamay1 amaglamistir (Yasuk, Berkdemir, Berkdemir ,Onem ; Sogiit

and Havare, 2010).



2. KAYNAK ARASTIRMASI Esra ALKIS

Dirac denklemindeki gama matrislerine karsilik DKP  denkleminde £

matrisleri yer almaktadir. Buna gére DKP denklemi asagidaki bicimde tanimlanir:
[ip#(0, — Z, + ieA,) —m]|p(x) =0 (2.5)

(2.5) denklemi elektromanyetik alan i¢indeki DKP denkleminin yazilimdir.
Burada A, elektromanyetik alan tensoriidiir. Bu denklemde f#, 16x16 bilesenli
Kemmer matrisi, m pargacigin kiitlesi, y ise dalga fonksiyonudur. #(u = 0,1,2,3)

matrisleri aralarinda
BEEVB + BBV = gHV B+ g (2.6)

komiitasyon iliskisini saglayan DKP matrisleridir ve DKP cebrini tanimlarlar.
Denklem (2.2) deki g*V Minkowski uzay-zamandaki metrik tensorii ifade eder:
g*v = diag(1,-1,-1,-1).

Egri uzay-zaman ile diiz uzay- zaman  arasindaki iligki iki ayaklar

(diadlar) araciligi ile saglanir:

g = ey (egy (0 2.7)
[ matrislerinin diiz Minkowski uzay-zaman iliskisi asagidaki gibidir.

B = e SBD (2.8)
Br=yFRQI+IRQ Y. (2.9)

Denklem (2.9) Kemmer matrislerinin egri uzay-zamanda Dirac matrisleri

biciminde yazilimidir. Burada y*, standart Dirac matrisleridir. Egri uzay-zamanda
9
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ifade edilen Dirac matrisleri ile diiz uzay zaman matrisleri arasindaki iliski

asagidaki bicimde gosterilir ( Dirceu, Portes, Markos, Pinho and Hilaro, 2013 ):
vh = e r® . (2.10)

Egri uzay i¢in greek indisler egri uzayi, latin indisler diiz uzayr temsil
etmektedir. Denklem (2.5)’teki spin-1 pargaciklarini temsil eden X, ile spin- %

parcaciklarini temsil eden I', spin baglanti katsayisi arasindaki iliski agagidaki

bigimde gosterilir:
2, =T, QI+IQT, . (2.11)

Spin- % parcaciklari igin spin baglanti katsayisi

1
Fr= =59, vy (2.12)
biciminde yazilir.

2.3. Bogoliubov Doniisiim Teknigi

Son zamanlarda bir dig kaynak tarafindan pargacik yaratilmasi problemi
teorik agidan oldukea ilgi cekmektedir. Egri uzay-zamanda parcgacik sayis1 farkli
yontemlerle hesaplanir. Bu yontemlerden biri de Bogoliubov doniisiim teknigidir.
Bogoliubov doniisiimii, yaratma ve yok etme oparatérlerinden olusan iiniter bir
dontistim  teknigidir. 1947 yilinda N.N. Bogoliubov tarafindan bozonik
parcaciklarin yaratma ve yok etme operatorlerinin lineer kanonik doniistimii ile
baglantili olarak tanimlanmistir (Caracciolo,Palumbo,Viola,2008). Daha sonraki
yillarda fermiyonik operatorlerin lineer kanonik doniisiimii kullanilarak

10
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stiperiletkenlik teorisinin matematiksel temelini olusturmustur (Xiao, 2009;
Bogoliubov,1947; Bogoliubov, 1958; Valatin, 1958; Bogoliubov, Tyablikov, 1949;
Tyablikov,1967). Benzer bir doniisiim John George Valentin tarafindan da ortaya
atilmustir. Onerilen bu yéntem oldukga etkili olmasindan dolay: tiim lineer kanonik
donisiimler  litaratiirde  Bogoliubov ~ donidsiimii  olarak  adlandirilmigtir
(Tyablikov,1967; Dadanov, 2007; Bogoliubov, 1958;
Bogolibouv,Tolmachev,Schirkov, 1959; Valatin,1958).

Kuantum alan teorisinde alan denkleminin iki ortogonal ¢6ziimii vardir:

¥ = Ni(ap; + af 9}) = X;(b;6; + b 6)) (2.13)
(®m» Pn) = Omn ve  (Qm ®¥n) = Omn, (2.14)
(O, 07) = Om ve (0" 02") = Sns (2.15)
(@m . 93) = (0, 65) = 0 (2.16)

@ ve @ kip ¢oziimleridir.

a; = ¥j(ajib; — Bib]) (2.17)
by = Yi(i"a; — Bjia)) (2.18)
aj;ve Bj; Bogoliubov katsayilaridir ve bu katsayilar asagidaki kosullar1 saglar:

Ym(@im @ = BimBjm) = 84, (2.19)

Zm(aimajm - .Bim.Bjm) =0. (2.20)

11
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Burada
@i = O, Pn) V€ Pmn = —(Om, 9, ") seklindedir. (2.21)

Asagidaki iki bosluk durumu Fock uzayimi betimler:
lo, > a;|0,>=0, (2.22)
|0, >: b;|0,>=0. (2.23)

b]Tbjislemcisinin|Oa > durumunda beklenen degeri parcacik sayisini verir

(Valatin, 1969; Sogiit ve ark, 2015) :
<0, | b'b; [0, >= % 8. (2.24)

Litaratiirlerde Bogoliubov doniigiim teknigi ile ilgili bir¢cok g¢alisma yer
almaktadir. Asagida bu calismalarla ilgili kisa bir 6zet verilmistir.

1985 yilinda K.H. Lotze (Lotze,1995). Dirac esitligini bir dis elektrik
alanda ¢oziimleyerek gravitasyonel ve elektromanyetik alandaki ¢oziimlerinden
elde ettigi pargacik sayisimi Bogoliubov doniisiim teknigini kullanarak elde
etmigtir.

1994 yilinda Jaume Garriga (Garriga,1994). (1+1) boyutlu de Sitter
uzayinda elektrik alani tarafinda yaratilan parcaciklarin oranin1 Bogoliubov
doniisiim yontemi ile hesaplamustir.

1995 yilinda Villalba (Villalba,1995). de Sitter uzayinda sabit bir elektrik
alaninda Dirac denklemini ¢dzmiistiir. Bogoliubov doniisiim teknigini kullanarak
elektrik alani tarafindan olusturulan spin 1/2 pargaciklarmin oranini hesaplamis ve

bu durumu skaler durumlar ile karsilagtirmistir.
12
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2001 yilinda Carl E. Dolby ve Stephen F. Gull (Dolby and Gull,2001).
tarafindan, zamanla degismeyen elektrik alan1 ve bir adyabatik elektrik alani
durumlari tizerinde yogunlasarak, uzamsal diizgiin elektrik alaninda pargacik
olusturma ¢aligmalar1 yapilmistir. Bu ¢aligmada pargacik tanimini igeren genel S-
Matris elemani tiiretilmis ve  Bogoliubov katsayilar1 ile beklenen degeri
bulunmustur. Diizgiin, uzamsal, zamanla degisen elektrik alani1 denklemlerinin
Bogoliubov katsayilar1 hesaplanmistir. Sabit bir elektrik alanda  denklemler
¢Oziilmiis ve sonug¢ olusturulan parcacik ciftlerinin yogunlugunu bulmak ig¢in
kullanilmistir. Ayn1 zamanda sonlu bir zaman siirecindeki akim yogunlugu da
bulunmustur.

2006 yilinda V.M. Villalba (Villalba, 2006), pozitronlarn ve elektronlarin
iiretim mekanizmasini, genligi bilyiik zaman degerleri icin yok olan uzaysal olarak
homojen, zamana bagl bir elektrik alaninda tartismistir. Hamilton kdsegenlestirme
teknigini kullanarak, zamanin bir fonksiyonu olarak olusturulan pargaciklarin
yogunlugunu hesaplamigtir. Zaman parametresi sonsuza kadar ilerledikge, elektrik
alan1 tarafindan olusturulan ¢iftin dagiliminin Bogoliubov katsayilar1 araciligiyla
hesaplanan sonuca indirgendigini gostermistir.

2009 yilinda Sang Pyo Kim ve Don N. Page (Kim and Page, 2009),
Klein -Gordon denklemini ds, ve Ads, (de Sitter ve anti de Sitter ) uzayinda sabit
bir elektrik alan igin ¢ézmiislerdir. Bunun sonucunda parcacik olusum oranini
Bogoliubov doniisiim teknigi ile bulmuslardir.

2010 yilinda Mokhtar Falek ve Mahmoud Merad (Falek ve Merad,2010).
Robertson-Walker uzay—zamaninda (1 + 1) boyutlu DKP denklemini (spin 0 ve
spin 1 igin) ¢6zmiislerdir. Bunun sonucunda parcacik yaratma oranini Bogoliubov
dontistimleri teknigi ile hesaplamiglardir.

2011 yilinda S. Haouat ve R. Chekireb (Haouat and Chekireb, 2012). diiz
bir Robertson-Walker uzayinda vakumdan parcacik olusturma problemini
incelenmislerdir. a?(y) = a + btanh(Ay) + ctanh? (Ay) metrigini kullanarak

Klein-Gordon denklemini ¢6zmiislerdir. Daha sonra Bogoliubov doniisiimiine
13
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dayanan kanonik yontem ile ¢ift olusturma olasiligini ve olusturulan pargaciklarin
say1 yogunlugunu hesaplamislardir.

2012 yilinda S. Haouat ve R. Chekireb (Haouat and Chekireb, 2012).
elektromanyetik alanlarin etkisiyle Robertson-Walker uzay-zamaninda vakum
icindeki skaler pargaciklarin yaratilmasiyla ilgili calisma yapmislardir. Degisken
elektrik alanl ve sabit manyetik alanda Bogoliubov doniisiim yontemi ile Klein-
Gordon denklemini ¢ozmiislerdir. Bogoliubov doniigiim yontemi, ¢ift olusturma
olasiligmm1 ve olusturulan pargaciklarin sayr yogunlugunu hesaplamak ig¢in
uygulanir. Elektrik alanin skaler pargaciklarin olugsumunu arttirdigini, manyetik
alanin ise en aza indirdigini gostermislerdir.

2014 yilinda Kangal ve arkadaslari (Kangal ve ark, 2014). de Sitter
uzayinda  zamana bagimli bir elektrik alanda DKP denklemini ¢dzerek
Bogoliubov doniistimleri teknigi ile spin 1 bozonlarin yaratilma oranini
hesaplamiglardir. Giiglii bir elektrik alani ile elektrik alaninin olmadigi durumlarda

pargacik yaratma oranini karsilagtirarak analiz etmislerdir.

14
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boéliimde yapilan arastirmalar sonucunda tez konusuyla baglantili olan
iki calisma ele alinmustir. Ik ¢alismada yontemi tanitmak amaciyla egri uzay-
zamanda (3+1) Dirac denkleminin ¢o6ziimiiniin elde edildigi bir c¢alisma yer
almaktadir (Villalba and Greiner, 2002) . Bu ¢alismada ayrica Bogoliubov yontemi
ile pargacik yaratma olgusu da incelenmistir. Diger calisma da ise egri uzay-
zamanda (1+1) boyutta DKP denklemi ile ilgili bir ¢calisma yer almaktadir (Unal,

2005). Bu calisma tezde DKP denkleminin ¢6zliimiinde 6rnek olmaktadir.
3.1. Egri Uzay-Zamanda (3+1) Boyutta Dirac Denkleminin Coziimii (Villalba
and Greiner, 2002)

Bu calismada egri uzay-zamanda Dirac denklemi sabit bir elektrik alanin
varliginda ¢oziilerek, parcaciklarin yogunlugu Bogoliubov doniisiimlerinin
yardimiyla hesaplanmistir. Ele alinan Bianchi I evrenini temsil eden ¢izgi elemam
ve vektor potansiyeli asagida yazildig: gibidir :
ds? = —dt? + t?(dx? + dy?) + dz? , (3.1)

A, = (0,0,0,—Et) (3.2)

Bu metrikler olusturulurken Einstein alan denklemlerini saglamas1 gerekir.

Elekromanyetik alanda egri uzay-zamanda Dirac denklemi asagidaki gibi yazilir:
{y#(0,-T,—ieA,)+mphp =0 (3.3)

Burada y* gama fonksiyonlari arasinda antikomitasyon iliskisi bulunmaktadir:

15
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{y#. vV} =29". (3.4)

Spin baglanti katsayilarinin gosterimi asagidaki gibi yazilmaktadir:

B
1 ab
r,= 19 K_ax‘l/‘) ag — Ff,‘ul st (3.5)
Av 1 A\, V v, A
s# ==y =vr?) (3.6)

af;‘ , bg matrisleri egri y# ve Minkowski ##* uzay zaman arasindaki baglantiy1

kuran Dirac matrisleridir:
Vu=Dbi¥a » Y*= apif (3.7)
T + 77 = 2™ (3.8)

Bu calismada denklem (3.1)’deki ¢izgi elemani kdsegen segildiginden, kosegen

tetratlarla ¢alisilmusgtir:

Y = JlghH|# (3.9)

o= 70 (3.10)
Y= t9, (3.11)
v? = t7?, (3.12)

16
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3

y:= 7 (3.13)

Denklem (3.9), denklem (3.5)’te yerine konuldugunda spin baglant1 katsayilari
asagidaki bicimde bulunur:

r, = %7071 (3.14)
[y = %7072 (3.15)
Iy =0 (3.16)
r, =0 (3.17)

Yukarida bulunan spin baglant1 katsayilar1 denklem (3.3)’deki Dirac denklemine

yerlestirildiginde
(02 112 152 2) 55 (Lh tome) 4 mbyy =0 215

elde edilir. Burada 1y, = ty seklinde tanimlanmistir. Spin baglantilarindan gelen
katkiy1 iptal etmek igin ¢ ¢arpani tanimlanmistir. Denklem (3.18) iki tane birinci

dereceden diferansiyel islemcinin toplami seklinde
(K1 +K)® =0, (3.19)

K,® =kd = —K,® (3.20)

17
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yazilabilir. Buradaki k£ ayirma sabitidir. @ ile 3, arasindaki iligki s0yledir:

727% = @ (3.21)

Ara islemlerden sonra K; ve K, islemcileri

Kid=t [y3i+ y° (i— ieEt) + my3y°] (3.22)
! ot 0z ’ '

- 0 0

K, ® = (Nl— 72 —) 77370 3.23
2 Vot ay) VY (3.23)

biciminde yazilir. Denklem (3.18) —iV ile degistirilir. Dalga fonksiyonu ® spinorii
asagida yazildig: gibidir:

@ = dgexp(ik) (3.24)

® = Dyexp | i(kyx + kyy + k,z) (3.25)
3

Dirac matrislerinin se¢imi asagidaki yazildigi1 bicimdedir:

70 = (_ioCrl igl)’ (3.26)
7= (_Ol. é) (3.27)
7? = (“02 ) (3.28)

18
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3
~3 _ (O 0
73 = (o _03) (3.29)
K,® = kd (3.30)

Denklem (3.30) ®’nin spinorleri arasundaki iliskinin belirlenmesine

yardime1 olmaktadir.

® s
D, = ( 1) = | kyo? (3.31)
2 ik, —k !
y
bi¢imindedir.

k=i /kxz +k,’ (3.32)

Yukarida yazilan Dirac matrisleri denklem (3.31)’de yerine konulup

k, = 0 alindiginda denklem (3.22)

d k

% + TP + (m+ieEt)p, =0 (3.33)
d k

- %+?(p2 + (m—ieEt)p; =0 (3.34)

bi¢imine indirgenir. Denklem (3.18)’den denklem (3.33) ve denklem (3.34) elde

edilerek , ara islemler sonucunda ikinci dereceden diferansiyel denklem

g, | (_ k* -2k +3/,

e 2 +m? + e2E2t2> @, =0 (3.35)
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elde edilir.

1
P, =120, (3.36)

Denklem  (3.36)’daki degisken degistirmesi yapildiginda denklem
(3.35)’in ¢oziimii Whittaker fonksiyonlaridir:

@, = C; M, (ieEt?) + C,W, , (ieEt?) (3.37)

Denklem (3.37)’de A ve u asagidaki sekilde tanimlanmistir:

A== (3.38)
Ny (3.39)
=272 :
_1
p1=1t20, (3.40)

seklinde yeni bir tanmlama yapildiginda asagidaki denklem elde edilir.

A, [ Kk -2k+ 3/,
dt? t2

+m? + eZE2t2> p,=0 (3.41)

Bu denklemin ¢6ziimii de Whittaker fonksiyonlaridir:

Q1 = C3M/1’#+1(ieEt2) + C4Wﬂ’u+1(ieEt2) (3.4‘2)
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Whittaker fonksiyonlarmin My ,(z) ve Wy ,(z) confluent hipergeometrik

fonksiyonlari cinsinden yazilimi

- 1
My, (z) = e %2 g2t m (E +u—k1+2y z) (3.43)

_ 1
Wiu(2) = e 7' w (E +u—k 142y z) (3.44)
bi¢cimindedir. Whittaker fonksiyonlarinin z — 0 i¢in asimtotik davranisi;
M, (2)~ e 2 7 2tk (3.45)

t — 0 limitinde pozitif ve negatif frekans kipleri asagidaki bicimde yazilir:

ot = CE M, ,(ieEt?) 3.46
0 0 MAu

o5 = (CE My, GeEt?)) = C§ (=M, _, (ieEt?) (3.47)

Whittaker fonksiyonunun |z| - oo iken asimtotik davranisi asagidaki

bicimde yazilir:
Wiu(2)~e~l2 28 . (3.48)
t — +oo i¢in negatif ve pozitif frekans kipleri

ok = C& W, (ieEt?) : (3.49)
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P = CouW_y ,(—ieEt?) (3.50)

bi¢imindedir. Burada C% ve C normalizasyon sabitleridir. Asimtotik ifadeleri

kullanildiginda asagidaki gibi yazilir:
1 b
limg-co M(a, b, ~%/q) T(b) = 2272 ], (22) (3.51)
- _ g 1B
limgeo U (0,5, Z) T (1 +a—b) = F ime™ 22z "D (2v7) (3.52)

t - 0°daki ¢% ve @ frekans kiplerinin toplami asagidaki bi¢imde yazilabilir:

Ps = apd + Bos - (3.53)
Whittaker fonksiyonlarinin asagidaki 6zelligi kullanilarak

ep+1) mep+1)  —in(k-p—2
(@) = e ™ W)+ s e I, ), 059
2 2

denklem (3.1.54)’i kullanilarak  ¢g

ru+1 . r,u+1 =1 (1
0 = —( K )1 e~ ink - 1( K ) (—1)Tle lrc(ﬁ. u 2)((/)0_0)* (3.55)
F(u—?»+z) F(E+u+k)
biciminde yazilir:
W_yu(—2) = (Wk,ﬂ(z)) (3.56)
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t > oo'daki  @x ve (@x)* frekans Kkiplerinin toplami asagidaki bigimde

yazilabilir:

Yo = A Px + B(Px)" (3.57)

Denklem (3.57)’deki Bogoliubov katsayilari i¢in asagidaki ifade yazilir:

G-
EE

(3.58)

u ve A denklem (3.58)’de yerine yazilip, Gama fonksiyonlarinin asagida verilen

ozelligi kullanildiginda,

C@I? = ——— 3.59
Gyl ysinhmy ( )
k; m nk, mm
ﬁ_ —nk, (T_E)Smh( 2 4eE)
| |2 =€ k m2 k m? (3'60)
a (—l + —) sinh (—L + —)
2 4eE 2 4eE

elde edilir. Dirac pargaciklari i¢in normalizasyon kosulu uygulandiginda pargacik

yogunlugu
lal? + 1817 =1 (3.61)

2\ 1
n=|ﬁ|2=[<%> +1

-1

(3.62)
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bulunur. Elektrik alan1 olmadiginda denklem (3.62)’nin asimtotik davranigi analiz
edildiginde
elzl

sinhz~ 8(2) 5

1BI?
n =~ W = exp(—2mk)) (3.63)

Parcacik yogunlugu elde edilir. Bu da Fermi-Dirac istatistigine uymaktadir.

3.2. Egri Uzay-Zamanda (1+1) Boyutta DKP Denkleminin Co6ziimii ve Proca
Denklemi (Unal, 2005)

DKP denkleminin (3+1) boyutunda ¢oziimii olduk¢a zordur. Ciinkii DKP
denkleminde yer alan dalga fonksiyonu 16 bilesenli oldugundan, 16 g¢iftlenimli
denklem elde edilir. Bu boyutta ortaya ¢ikan karmasik diferansiyel denklemleri
matematiksel olarak kolaylagtirmak i¢in bu denklem (1+1) boyutunda c¢alisilarak

bu zorluk giderilmistir. Egri uzay-zamanda (1+1) boyuttaki DKP denklemi
G ®T+1QyMmp(x) = 2mp(x) (3.64)

bi¢ciminde yazilir. I birim matrisi temsil etmektedir. Denklem (3.64)’deki

P RI+1®7vH),

Br=*Q1I+1Q7yH)

bi¢ciminde tanimlanir. Denklem (3.64)’deki 7, ifadesinin agilimi asagidaki

bicimde yazilir:
0
My = 1%, = i (000 5z ~ T (3.65)
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Denklem (3.65)teki ¢,* diiz uzay-zaman ile egri uzay-zaman arasinda iliskiyi

kuran matristir ve asagidaki bicimde tanimlanir:

b
guv= %100 (3.66)

Denklem (3.66)’da Ma)(b) Minkowski metrigidir. Denklem (3.64)’te denklem

(3.65)’teki esitlik yazilip diizenlendiginde
. d
W @ 1+1Q 79 (€,2() 52 — T (x) = 2map(x) (3.67)
elde edilir. Her iki tarafi ile carpildiginda asagidaki bicimde yazilir:
d .
* @ 1+1Q7#) (e.4() 50 — I ) W(x) = —2imp(x) (3.68)

Diiz uzay-zaman matrisi ile egri uzay-zaman matrisi arasindaki iligki asagidaki

bagint1 ile verilir:
yE = ety . (3.69)

Bu, (3.68)’¢e yerlestirilirse,
e @I+1® 7 (€,4(0) 52 — T, ) Y(x) = —2imap(x) (3.70)

0 0
00" ®1+187%) (e’ 55— To) +ei(r' @ 1+1®71) (e W) 5~

—T)Y () = —2im(x) (3.71)
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bulunur. Denklem (3.64)’deki spin baglanti katsayilari referans alman bu

caligmada asagidaki bi¢imde yazilmistir:

1 ab ab
r#=zrﬂab(z RI+1Q zb). (3.72)

Denklem (3.72)’deki X@P

1
2 =Sy’ —v"r?) (3.73)

biciminde tanimlanmistir. Denklem (3.69)’daki denklem (3.72)’de yerine

yazildiginda:
1 c ab ab
Ty = e Teap(Z9 @ T+1Q Z9b) (3.74)

elde edilir. Denklem (3.74)’de u =0 alinirsa:
1
T, = Zeé’ [Foo1 (TP RT+1Q® 1) + Ty, RI+1Q® 219)] (3.75)

Bu esitlikte e alt1 gizili indis egri uzay1 temsil etmektedir. I ise birim matristir.

1 1
Io= Zegrom {[E @yt =vY?) I+1Q® (%' - Ylyo)]

1
+ Towo s 70 =) ®1+1® (r'y° =¥V} (3.76)
bulunur. Referans alinan bu c¢aligma iki ayaklari, denklem (3.76)’daki eg

bi¢ciminde tanimlamistir.
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Esra ALKIS

[Fgo1 = —To10 antisimetriktir. Buna gore

1
[y = Eegrom Y RI+1Qy%H

u=1 ic¢inyazildiginda,
1
r, = ZefFlab TP RI+1Q x2)

1
Fl = Zell[r‘lol (201 ® I + I ®201) + Fllo(zlo ® I + I ®210)]

1 1
Iy = zeilio {[5 Gyt =yy?) I1+1Q (%' —v'y®)

1
+ T110 [5 G =y QI+1® (yy° - VO)’I)]}

elde edilir. I';g; = —TI'11¢ antisimetrik 6zelliginden

2 ——
3

1
Fl = _eilr‘lol (ﬁ}i} ® I + I ® y0y1>
0-3

denklem (3.81) elde edilir.

(3+1) boyutundan (1+1) boyutuna ge¢ildiginde lim y* — g# olur.

V°=ax=((1) é)
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3. MATERYAL VE METOT Esra ALKIS

Yyt = o, = ((1) _01) (3.84)

Kullanilarak denklem (3.64) soyle yazilir:

d r
(° ®T+1® ¥’ () 75—’ ®T+1@y)e’ ¢y @1+

1 d r
I®YY) +er (' ®I+1®@yDel -5 —— e ' (' ® 1+

I®y1eilipn (Y @ T+1Q vy HIY(x) = —2mih(x) (3.85)
Denklem (3.85) diizenlendiginde son hali su sekli alir:

1-‘001

d
(y°®I+I®y°)m—7(y°®1+1®y°)(y°y1®1+1®y°y1)+

o T
G RI+HI®Y) g7~ (' ®I+IQY) N (Y @1+

I® Yy (x) = —2miy(x) (3.86)

Denklem (3.86)’daki matrisler agsagidaki bi¢imde yazilir:

001010100 01 10
y°®l+l®y°=0 0 0 1+1 0 0 O: 1 0 01 (3.87)

1 0 0 0 |0 O O 1 1 0 01

01 001]00T1FPO0 01 10
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0 0
0 0
1 0
0 1

{

PrRI+IRyH)

(3.88)

},

0
0

-1
-1

-1 -1
0 O
0 O
I 1

0
1
1
0

(3.89)

-1
0

0 1)/0
1 0/\1

Yoyt = (

N——
o3

Yy RI+1Qy%t =

(3.90)

S © o O

S O O O

AN o o O

oS O O O

S O O O

N o O O

S — = O

-_— 0 O v

—_— 0 O

S - - O

{

Y°RI+IQRYOHFY' @I+1®y%yh)

(3.91)
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Esra ALKIS
0O -1 -1 0|2 O 0 O
@14 1® )G @1 41® o) = 1 0 0 —-140 O O O
Y v YT 0 0 —1f0o 0 0 0
0 1 010 0 0 -2
0 0 0 O
2 0 0 =2
= , (3.92)
2 0 0 =2
0 0 0 O
o 2 9
ox Ox 0 00 0
9 5 o 9
ox’ ox’ n Lo 0 0 ool "
9 4 o 9 Ly 0 0 T,
ox° ox” 0 00 0
o 2 9
L ox’ o’ |
I R
X X
e I R | | L V.
ox! ox! n L 0 0 I, Y — 2im Y
il 0 0 _il Ly 0 0 Iy, ¥V, ¥V,
ox Ox 0O 0 0 O 78 v_
0 0
0 — — 0
L ox X i
(3.93)
Denklem (3.93) matris esitliginden dort denklem elde edilir:
] 0 0
—2mup+ +2 (ﬁ - ﬁ) ll)o =0, (394)
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2 2 . d 2
(ﬁ —loor +55+ I‘101) Yy — 2mih, + (ax_o +Tloo1 =55+ I‘101) Y- =0, (3.95)

2 2 . 2 2
(ﬁ —loor +55+ I‘101) Yy — 2mip, + (w +Too1 =53+ F101) Y- =0, (3.96)

2 (i + i) Yo —2miy_ =0 . (3.97)

Denklem (3.95)’ten

] d
(@ + F101) Wy +y_) + (_ + F001) Wy =) —4mihy, =0 (3.98)

Ox1

elde edilir. Denklem (3.94) ve denklem (3.97) toplandiginda

d
255 = im@. +9.), (3.99)

ve denklem (3.94 )’den denklem (3.97) ¢ikartildiginda

d
25507 2m(y =), (3.100)

elde edilir.

Denklem (3.98), (3.99) ve (3.100) diizenlendiginde Proca denklemi
elde edililir. DKP denkleminin serbest alanlar i¢in ¢dziimii Proca denkleminin

¢Oziimiine esdeger olmaktadir:

d v, v d 2iy,
(@ + F101) (——im ) - (ﬁ + FOOl) (—im = (\|j+ + \ll_): (3.101)
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d VTV

o5 (v, +v.) = —m? (+T) (3.102)
d 20y

2 — 2 0

0 (v, +v.) m (_im>, (3.103)

N 1 ddete?! 3104
1017 dete-1  9x© ’ (3104)

1 Oddete?!
FOOl = . (3105)

“dete=!  ox!

Denklem (3.104) ve denklem (3.105) toplanip, denklem (3.101)’de yerine

yazildiginda
0 [@e=w] 9 (2w ) _ (v, tv) (6.106)
0x% | —imdete| 0Jx!\mdete dete '
elde edilir. Denklem (3.102) ve denklem (3.103) diizenlendiginde
0 % Gete FOT = m2el 4T 3.107
€ 35 ete =m‘e A", (3.107)
1 0 0Ty _ 2,0 40
ej ﬁ(—deteF ) =mez A (3.108)

elde edilir. Burada kismi Minkowski koordinatlart (@, i) seklinde gosterilir ve

asagidaki gibi yazilir:
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0 _ ~
mdete FO' = m2dete Al , (3.109)
0 o1 2 0
@(—dete FOl) =m?deteA® , (3.110)
5 =2y, i (YW
AY = 0 Al =(E=2—— 3.111
(m det e> ’ (imdete ) ’ ( )
=2y, 5 W, — V. 1
As = 0.1 = 40 A= (E—=)=-AT 112
g <m det e) - (—imdet e) ’ G )
g g 04 040 (vt v) (3.113)
01— T 0x0  9xt dete ’ '
o1 Wt y)
F,, = Fp1 = eeiFq = (c+1et—e)2 , (3.114)
6. 1 of ¥ : (VW
— (0. 212 = |0 0 1 + -
Ay, = (€94, el4s) [eo (m = e) el (_im o e)] . (3.115)

Yontemin anlasilmasi i¢in ele alman bu ¢alisamada DKP denklemi (1+1)
boyutta ele alinmigtir. Bu ¢alismada ayrica DKP denkleminin Proca denklemine

esdegerliligi de verilmigtir
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4. BULGULAR VE TARTSMA Esra ALKIS

4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Cizgi Elemaninin Se¢imi

Egri uzay zamanda her evren modeli, o evrenin &zelliklerini belirten ¢izgi
elemanlari ile betimlenir. Bu ¢izgi eleman1 kullanilarak, bir par¢acigin, tanimlanan
evrendeki davraniginin betimlenmesi i¢in pargacigin dinamigini veren denklemin

¢Oziimleri aranir. Bu ¢alismada, DKP denklemi ¢oziiliirken

ds? = —C£dt? + CZdx? 4.1)
metrigi gdz Oniine alinmaktadir.

4.2. Cizgi Elemanina Ait Katsayilarin Hesabi

4.2.1. Metrik Tensor ve Metrik Tensoriin Tersi

(4.1)’de ele alinan bu ¢izgi elemani i¢in metrik tensor

—-C2 0
I = < 0 C22> (4.2)

bigimindedir. Denklem (4.2)’deki metrik tensoriin determinanti
det g,, = —C{C3 (4.3)
bi¢imindedir. Metrik tensoriin tersi, g,,, ise

cofacg,,

det g, (4.4)

g =

ifadesi ile hesaplanir:
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cofacgog = C? , 4.5)
cofacgy; =0 , (4.6)
cofacgio =0 , 4.7
cofacggy = C? (4.8)

olmak tizere denklem (4.4) kullanilarak metrik tensoriin tersi asagidaki bi¢imde

hesaplanir:

00 — CofanOO — _i
detg,, ct’

01 _ cofacgoq _ 0 y
detg,, —CiC?

10 _ cofacgqg _ 0 _
detg,, —CEC3

11 — Cofacgll — _i
detg,, c: -

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

Buna gore metrik tensoriin tersinin matris gosterimi asagidaki bicimde yazilir:

c?
1

g = :
0 J—
C;

(4.13)
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Egri uzay-zaman ile diiz uzay- zaman  arasindaki iliski iki ayaklar
(diadlar) aracilig: ile saglanir. Bu iki ayaklar ile egri uzay- zamanda yazilan

denklemler diiz-uzay zamana taginir:
gt = e(igt(x)e(j;’(x)n(i)(f). (4.14)

Burda parantez igindeki ifadeler diiz uzayir temsil etmektedir. # diiz uzay

metriginin se¢imi agagidaki gibi alinir:

n®0 = (-1,), (4.15)
Denklem (4.14)’te u=v=0 secimi yapildiginda
2
9% = (ey) (-D), (4.16)
o 1
e(o) :C_ . (4‘.17)
1

u=0,v=1ve u=1,v= 0durumlar igin
gt =gt =0, (4.18)

ayn1 bicimde

u=1 ,v=1 1i¢in

gt = (ew))’, (4.19)
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1 1

elde edilir. Elde edilen iki ayaklarin matris gosterimi

! 0
C
ew = 1 1 (4.21)
C,

bigimindedir. Denklem (4.21)’deki matrisin tersi

. cofac, X
® @)
e =0 (4.22)
n T
det(i)

denklem (4.22) ile hesaplamir. Daha 6nce g,,, metrik tensortin tersi hesaplanirken

yapilan islemler sonucunda iki ayaklarin tersinin matris bigimindeki gosterimi

asagidaki gibi yazilir:

W _ (G 0)
e = (5 c. (4.23)
Egri uzay-zaman geometrisi ile ilgili bilgi iceren Christoffel sembolleri

1
F;Ofv = Egaﬁ(augﬁv + avgﬁu - aﬁguv) (4.24)

ile ifade edilir. ik énce &, B’ya sifir verildiginde denklem (4.24)
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1
ng = Egoo(augOv + 61/90/4 - aoguv) (4.25)

biciminde yazilir. Denklem (4.25)’te u=0ve v=0 durumlar1 igin

1
oo = 5900 (30900 + 30900 — 909o0) (4.26)
C
p oG 427
0= 7, (4.27)

bulunur. Denklem (4.27)’de C; zamana gore tiirev olarak tanimlanmistir. Ayni

sekildey =0 , v=1 durumlar igin

1
Fgl = 5900(60901 + 01900 — 90901) (4.28)

elde edilir. Christoffel sembolleri simetrik olma 6zelliginden dolay1
c

9 =T == (4.29)
Gy

bi¢iminde gosterilir. Burda €; konuma gére tiirev olarak tanimlanmistir.

4 =1, v=1 durumlari i¢gin  Christoffel sembolleri

1
r, = 5900(60901 + 01901 — 00911) » (4.30)
C,C
ro, = % (4.31)
1

biciminde yazilir. Bulunan degerlerin matris bigiminde yazilimi asagidaki gibidir.
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(Cl Cl\

c, C

ro =1 1. 4.32

MG Gl (32
=y

Ikinci olarak o, f=1 durumlari igin

1
F;lw = Egll(auglu + avglu - alguv) (4.33)

biciminde yazilir. Ayni islemler uygulanir ve =0, v=0  alindiginda

1
TG0 = 5911(60910 + 90910 — 91900) (4.34)

bulunur. Denklem (4.34)’de metrik tensorler yerine konuldugunda

C,C

Ml = —o= (4.35)
C2
elde edilir.

#=0, v=1 alindiginda

1

o, = 5911(60911 + 01910 — 901901), (4.36)
C
Iy = Tl = =, (4.37)
C,
1
i, = 5911(61911 + 01911 — 01911); (4.38)
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rt, = o (4.39)

seklinde bulunan Christoffel sembolleri matris bigiminde yazildiginda

CléZ CZ
c? ¢
ri — 2 2 4.40
v 6, 6 (4.40)
G, G

elde edilir. Christoffel sembolleri ile spin baglanti katsayilar1 arasindaki baginti
1
Fy= =< ualvilv*,v"] (4.41)

bicimindedir. Spin baglanti katsayilar1 asagidaki gibi hesaplanir. Denklem
(4.41)’de A=0 degeri verildiginde

1
Fo = —g9ualVly* v, (4.42)

1
Lo = — 2 (guolPolr*, v*1 + g Tholr*, v*1) (4.43)
bulunur. u = 0,v = 0 alindiinda

6.
Lo = ==y (4.44)

elde edilir. Denklem (4.41)’de A =1 durumu i¢in
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M= = gualSalyh "], (4.45)
M= =2 (guol % ™ v ] + gl lrh v]) (4.46)
elde edilir. Denklem (4.46), pu=0,v=0 degeriicin

M= =2 (gool %1 [y v + guaTholyL, v°D) (447)
bi¢imindedir. Bu islem sonucunda I'; asagidaki gibi yazilir:

C,C
r, = %yoyl . (4.48)

Egri uzay-zamanda ifade edilen Dirac matrisleri ile diiz uzay zaman

matrisleri arasindaki iligki agagidaki bigimde gosterilir:
vE=edv®. (4.49)

e(l.é‘ daha 6nce bahsedildigi gibi diiz uzay-zaman ile egri uzay-zaman arasindaki

iliski saglayan matristir. ki ayaklar yardimiyla egri uzay-zamandaki Dirac

matrisleri

Y0 = ey ®, (4.50)
1

yo=—y©® (4.51)
1
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vt = eqyy®, (4.52)
1

yt= C—y(l) (4.53)
2

bicimindedir. Buna gore spin baglanti katsayilarmi diiz-uzay zamanda Dirac

matrisleri cinsinden asagidaki bigimde yazilir:

G

i — 0),,(1) 4.54

0= 26,7 Y (4.54)

r, = &Y(O)y(l) . (4.55)
2C,

4.3. Egri Uzay-Zamanda (1+1) Boyutta Dirac Denkleminin Indirgenmesi

Spin 1 / 2’ 1i parcaciklar1 betimleyen Dirac denklemi egri uzay-zamanda
asagidaki gibi yazilir:
[iv#(9, — T, + ied,) + m]o(t,x) = 0. (4.56)
Denklem (4.56)’nin her iki tarafi (—i) ile ¢arpildiginda

[y#(8, — T, + ied,) — im]p(t,x) = 0 (4.57)

elde edilir. Denklem (4.49)’daki diiz Minkowski uzay-zaman iligkisi denklem
(4.57)’de yerine yazildiginda

lelsyy© (8, = T, + ieA,) — im] p(t,x) = 0 (4.58)
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elde edilir. (1+1) boyutlu Dirac denkleminin agik hali asagidaki gibi yazilir:
lecoy ¥ @@ — T + iedy) + 3y (8, — Ty + ied;) — im]o(t,x) = 0. (4.59)

Dirac denkleminin  denklem (4.1)’deki c¢izgi elemanma gore ¢éziimil igin

denklem (4.21)'de yazilan iki ayaklar, denklem (4.59)’da yazildiginda

1 1 1 1 1 1
—y®g. — —5Or 4+ _—yOjeg, + —yDg, — —7y O, + —3Djeq
(Cll’ 0 C1y 0 C1y leAy Czy 1 Czy 1 Czy leAa;

—im)p(t,x) =0 (4.60)

elde edilir. Dirac matrislerinin ~ Pauli matrisleri cinsinden se¢imi asagidaki

bigimdedir:
. 0 1
y© = ig, = (_1 0), (4.61)
0 1
vy = g, = (1 o) _ (4.62)

Boliim 4.2’de hesaplanan spin baglanti katsayilar1 denklem (4.60)’da yerine

yazilip ayni zamanda y(© ile arpilip diizenlendiginde

1, ¢, /- 1, 1
e a3y Ve Dieatz(g 2

C 1
- zclzc2 ((1) (1)) + C_Z(é _01) ied; —im (_01 (1))] (ii) = (8) (4.63)

elde edilir. Gerekli ara islemlerden sonra Dirac denklemi baglagimli iki denkleme
indirgenir:
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9, C, iedy, 9, C, N ied, , _ 0 164
o V206 "¢ Y., TG T )i =0, (4.64)
9, C, ied, 0, C, ieA,
] + (-7 +—=- +— =0 . 4.65
im, ( otz ¢ Tt gt (4.65)
Denklem (4.64)’ten 1, , P cinsinden yazilir:
1( 98 C iedy 0, C, ied,;
=—|-—+ - +-=— : 4.66
Y2 = ( C, 2C,C, C C, 26,6 G ¥ (4.66)

Denklem (4.66), denklem (4.65)’te yerine yazildiginda elde edilen

denklem genel bir denklemdir. Bu denklem bundan sonra yapilan tiim islemlerde

kullanilabilir.

4.3.1. ds? = —dt? + cosh?(Ht)dx? Metrigi I¢cin Egri Uzay-Zamanda (1+1)

Boyutta Dirac Denkleminin Coziimii
Denklem (4.67)’de bulunan genel esitlikte ¢izgi elemanlar1 ve vektor

potansiyel agagidaki gibi tanimlanir:

C, =1, C, = cosh(Ht),
A, =0, (4.68)
A = E i h(Ht)
1= —pgsin .
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R = 2H? Egrilik yarigapt Hubble (genisleme) sabiti iliskisi,
Dalga fonksiyonu v,

P1(t,x) = e (L) (4.69)

biciminde yazilir. Denklem (4.68) ve denklem (4.69) denklem (4.67)’deki genel

denklemde yerine yazildiginda

H jeE
—0; — iksech(Ht) — Etanh(Ht) + %tanh(Ht) [—0; + iksech(Ht) —
H ieE
-anh(He) - 7tanh(bn:)] o(t) = 0 (4.70)

elde edilir. Denklem (4.70) diizenlenip asagidaki gibi yazilir:

d?(t) do H? e?E? 5 H? 5
7+Htanh(Ht)E+ T-i— 2 -—m° |+ T-I—leE-I-k =

2p2 2keE
BT sech?(Ht) + (—T + ikH) sech(Ht) tanh(Ht)| = 0. (4.71)

Bu denklemde ( Kim and Page, 2009)

@(t)

+/cosh(Ht)

p(t) = (4.72)

donisiimii yapilir ve bu doniisiimiin birinci ve ikinci tiirevleri alinir. Denklem

(4.72)’deki doniisiimiin birinci ve ikinci tiirevleri agagidaki gibi yazilir:

do . _1 H _3 .
— = @(t)cosh™ z(Ht) — Ecosh z(Ht) sinh(Ht) @(t), (4.73)

dt
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2 1 3
C(iin = @(t)cosh™z(Ht) — Hcosh™ z(Ht)sinh(Ht)3(t)
3H? s _ H? _1
+ Tcosh 2(Ht)sinh?(Ht)®(t) — 7cosh 2(Ht)D(¢) . (4.74)

Denklem (4.73) ve denklem (4.74)’de bulunan birinci ve ikinci tiirevler

denklem (4.71)’de yerine yazildiginda

. H4- HZ
o) + TtanhZ(Ht) - + k?sech?(Ht) + k?sech?(Ht)

2E2 2

2keE m
+ tanh(Ht) + 7y @()=0 (4.75)

sech(Ht) tanh(Ht) + 2

elde edilir.
tanh?(Ht) = 1 — sech®?(Ht)  esitligi denklem (4.75)’te  yerine yazlip

diizenlendiginde

. e’E? e’E? 2keE
2 . 2 _ 2 _
o(t) + [( gz m ) + <l€E +k 2 )sech (Ht) + ( T
+ikH) sech(Ht)tanh(Ht)]p(t) =0 (4.76)
elde edilir. Bu denklemde
e?E?
a? = < - —m2>, (4.77)

B2 (4.78)

Il
7T
I~
ey}
+
==

N

[

aQ
) N
N

N
N——
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2keE
Y= (—

+ ikH ) (4.79)
biciminde tanimlandiginda denklem (4.76) asagidaki gibi yazilir:
@ + [(a? + B2sech?(Ht) + y? sech(Ht) tanh(Ht))]8(t) = 0. (4.80)

Bu denklemde (Kim and Page, 2009)

1 + isinh(H¢t)
zZ=—

> (4.81)
degisken degistirmesi yapildiginda
d _ dz d
dt dtdz’
d iH ,id
Frie 7(42 — 4z )ZE , (4.82)
d*> H? d H? d?
e L R Ly PPV Yl 4.
a2~ g T8 g T (e o (483)

elde edilir. Elde edilen bu ifadeler denklem (4.80)’de yerine yerlestirildiginde
asagidaki denklem elde edilir:

d?o 1-22)d a? 2 iy?(1 -2z
aoplP 0 d p ri(1—22)

2 dz HZ 4H2z(1-2) 4H2z(1 - 2)

@(t) = 0.

(4.84)
Denklem (4.84)’deki dalga fonksiyonu
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B(t) = 2°(1 - 2)*f(2) (4.85)
olarak yeniden tanimlanir. Dalga fonksiyonunun birinci tiirevi ve ikinci tiirevi

d
R Y (O Ry O

dt i

(4.86)

)df < 2p2 A

a¢_ d*f
dz? 201 = )i[ +<z dz+ 7z z(l—z)+(1—z)2f(z)
P A

@) ~ o f @) (487)

biciminde hesaplanir. Denklem  (4.86) ve (4.87) denklem (4.84)’te yerine
yazildiginda agagidaki esitlik elde edilir:

12(1—2) Zf [<2p+%)—z(2p+21+1)]%+ pr—=———— — +

I, I3 \
p A a? Laz\ / ) az\ } f(2)
2 - — = — 2 =
p 2/1p+2 > T 2H2 z Kp +2p+ A" + z A-2

(4.88)

Bu denklem asagidaki hipergeometrik denkleme benzemektedir (Abramowitz and

stegun, 1974) :

d? d
d]; (ZZ) I@ _ ) =0 (4.89)

+[y—(u+ v+ 1)z 1z
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Denklem (4.88)’in denklem (4.89)’daki hipergeometrik diferansiyel
denkleme benzemesi i¢in [; =0, I, = —I; ve a.b = I3 olmalidir. Denklem
(4.88) denklem (4.89)’daki hipergeometrik diferansiyel denklem ile
karsilastirildiginda

y = (2 ot %) (4.90)

bulunur. Diger esitlikler kullanilarak

I; = 0’dan
p_ B 7
2 —
P T (4.91)
ve
12 = _I3Iden
A iy?
ﬂz - E = m (492)
elde edilir.

uv=1I3"ten de

aZ
<p2+2/1p+/12+m>= (p+A+e)p+A—c¢)

bulunur. Yukarida yapilan ¢arpimda
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=i 493
e=iy (4.93)
oldugu goriilmektedir. (4.77)’de tanimlanan a , (4.93)’te yerine yazildiginda

1
i (e?E? 5 2
e=ﬁ< 2 -m ) (4.94)

Wo

elde edilir. Daha o6nce denklem (4.78) ve denklem (4.79)’da tanimlanan S ve y
denklem (4.91)’de yerine yazildiginda

JULIR N P (ZkeE k) 495
I y7El L T A U TR (4.95)

elde edilir. (4.95) denkleminin son hali asagidaki bigimde yazilir.

-+ (-5

Denklem (4.96)’da

k ieE
Tanimlanirsa
, p_1 (k ieE)2 +(ieE k) 198
P27 4|\n ™ m2 HZ H (4.98)
52 -5
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biciminde yazilir. p =% almip denklem (4.98)’de yerine yazildiginda ikinci

dereceden bir denklem elde edilir.
n—-n-66-1)=0 (4.99)
Bu denklemin ¢arpanlarindan biri asagida yazildig: gibidir:

k ieE
n= ﬁ — m . (4100)

U. v= I3 carpiminda ¢arpanlar
u=p+i—-e, (4.101)
v=p+Aite (4.102)

bi¢imindedir. Yapilan islemler sonucunda A’nin p’nun eslenigi oldugu goriiliir.

Buna gore denklem (4.101)’de A ve p yerine yazildiginda

n n* i [e’E? 2
ALY L - (4.103)

p=———, (4.104)

(4.105)
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-— (4.106)
bi¢ciminde bulunur. (4.88) denkleminin genel ¢6ziimii asagida yazildig: gibidir:
() = Z;(l - Z)n?* [61 Fi(uv,y;2) + Gzt dFi(u—y+Lv—y+1;2—y; z]. (4.107)

Burada C; ve C, boylandirma sabitleridir. Hipergeometrik fonksiyon

agisindan iki lineer bagimsiz ¢6ziim ifade edilebilir.

4.3.2. Spin — 1/2 Parcacik Yaratilmasi

Denklem (4.107) zamana bagimli oldugundan pargacik olusumuna neden

olmaktadir:
o0(t) =22 (1 - 2)% Cr2Fi(wv,7:2), (4.108)
0P =22 (1-2)2Cz Y Fi(u—y + Lv—y + 1,2 —y:2) (4.109)

Hipergeometrik  fonksiyon doniisim  6zelliklerinden  (Abramowitz  and

Stegun,1974) z—oo iken asimtotik davranisi

/1 (a,b,62) = %(—Z)_%F(a,a+l—c,a+1—b;%)
T'(c)T'(a — b) _ 1
m(—z) byF (b,b+1—c,b+1—a,;) (4.110)

bigiminde  wverilir. (4.108) denkleminin (4.110) denklemine gore agilimi
yapildiginda
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n n* r T _

rrp—v)
r@ry —v)

1
(—z)y " "2Fi(pu+1—y,u+ 1—1/;;)

1
(=2)7V2F1 (v,v+ 1-yv+1 —,u;;)] (4.111)

biciminde yazilir. Denklem (4.109) denklem (4.110)’a gore acildiginda

n n r—-y)riv- 1
(D(kz)(t) =2z2(1-2)2C, I‘(v(— y)fl-)lgll/"(lﬂ—)y) (—z2)y *2Fi(u—y+1Lupu+1-— v;;)
F2-—y)ru—-v) Y y 1
F(,u—y+1)[‘(1—v)(_z) 2hiv—-y+1Lv,v+1 w ) (4.112)

Bk

elde edilir. Bu denklemde ay ve Sx Bogoliubov katsayilaridir.

1, k ieE\ (2

g = LTV =) r(G+ 5~ 5) T (4113)
TN - p (L) (IR ) :

H H 2 H H

1 k ieE 2i
8, = FMIu-v) _ F(5+;—‘§—2)r(— 1:1"0) 1
T T@ry - op(E (Il :

H H 2 HZ H
Denklem (4.113) ve denklem (4.114)’ i oranladigimizda

2iwg k  iwg 1 ieE  iwg

x PG G- G *.’) (4.115)

Bk F(§+i‘"_°)r(l_ie_E+i‘*’_0)F(_21wo)

H 2 H? H
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elde edilir. Gama fonksiyonlarinin déniigiim 6zellikleri agagida yazildigi gibidir

(Abramowitz, Stegun, 1974):

IT(io)|? = osinh(no) (4.116)
. _ o

IT(1+i0)|? = Sinh(o) ’ (4.117)
1 2 s T

|F(§+10'> —m. (4118)

Denklem (4.113) ve denklem (4.114)’ten elde edilen denklem (4.115), gama

fonksiyonlarinin doniisiim 6zelligine gore diizenlendiginde

2i00\ [? |1 (x _ 100\ |1 (1 _ EeB _ iwo)[?
it _ [T (=590 IG5 - ) Mias)

B e 20 -2 ) r ()

biciminde yazilir. Denklem (4.119)’da denklem (4.116) ve denklem (4.118)’deki

gama fonsiyonlar1 kullanildiginda |ay|? ve |Bx|?> oram asagidaki gibi yazilir:

H

|'8K|2_(%—a;)smhn( )cosh( + )

k w eE w
2 i kx | @0 _¢E 0)
|| smhn(H + H)coshn( 7

(4.120)

Denklem (4.120)’nin daha sade bir ifade ile yazilimi i¢in
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Wy
X =220
H

ek
= F

(4.121)

tanimlanmasi yapilir ve

cosh (a + b) = cosh(a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b)

sinh (a + b) = sinh(a) cosh(b)+cosh(a) sinh(b)

Ozdeslikleri ve denklem (4.121)’deki tanimlamalar denklem (4.120)’de
kullanildiginda

lagl? (%+%) sinh (nTkx+X) cosh(X —Y)
|Bx|* - (%—%) sinh (”Hﬁ+ %) cosh(X +7Y)

(4.122)

bulunur. Dirac denklemi Fermi-Dirac istatistigine uyar ve asagida yazilan

normalizasyon kosulunu saglar:

| ag | 24| B |2 = 1. (4.123)

Bogoliubov katsayilari i¢in denklem (4.123)’deki normalizasyon kosulu

kullanilarak agagidaki oran bulunur:

o[G0 Hesarn)
1Bk |2 (I;—" - %) cosh(X +Y) .

~ (% — %) cosh(X +7Y)
R e P e e B

56



4. BULGULAR VE TARTSMA Esra ALKIS

Denklem (4.125)’deki |Bg|?~n yaratilan pargaciklarin say1 yogunlugunu

gosterir.
4.4. Egri Uzay —Zamanda (1+1) Boyutta DKP Denkleminin Indirgenmesi

Egri uzay-zamanda elektromanyetik alan igindeki spin-0 ve spin-1

parcacigini betimleyen DKP denklemi asagidaki bigimde verilir:

[ip#(0, — Z, + ieA,) —m]Y(t,x) = 0. (4.126)
Denklemin her iki tarafi (i) ile boliindiigiinde denklem

[B#(0, — Z, + ieA,) + im]y(t,x) = 0 (4.127)

bigiminde yazlir. Burada , Kemmer matrisleri, A, vektor potansiyeli, X, ise

spin-1 baglanti katsayisidir. 8, Kemmer matrisleri ve X, ise spin-1 baglanti

katsay1si
=7 QRI+IQy*, (4.128)
2, =T, QI+IQTl, (4.129)

biciminde gosterilir. Denklem (4.127)’nin (1+1) boyutta agilimi
[B°(0g — 2y + ieAy) + B0, — Xy + iedy) + im]yY(t,x) =0 (4.130)
bigiminde yazilir. Diiz Minkowski uzay-zaman iliskisi agagidaki gibidir:

BH(x) = ey BY. (4.131)
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(4.130) nolu denklem diizenlenip asagidaki bigimde yazilir:
le)B® (89 — Zo + ieAy) + e SBD (0, — 21 + ied;) + imy(t,x) = 0 (4.132)

Denklem (4.132)’deki %, , spin -1 pargaciklari i¢in spin baglanti katsayisidir ve T,

spin- 1/2 pargaciklar cinsinden asagidaki gibi yazilir:

2y=Ty®I+1QT,, (4.133)
Ci o) ©4 (1)

20=E(V YORI+1®yOy®) | (4.134)

=T QI+I®TI,;, (4.135)
G, (0),,(1) (0),,(1)

21:2_61(" YO RI+1Qy@OyD) . (4.136)

Iki ayaklar, spin baglant: katsayilar1 kullamlarak denklem (4.132)deki
DKP denkleminin agik ifadesi

¢
— (O RI+1YO)rOyV @1+
26,C;

1
[C—(y“’) RI+1®y®)a, -
1

1 1
[@yOY) + (O @I+10y)iedy + —(r@ @1+1®@y™),
1 2

C 1
— o (PP @I+ YD)V R I+I® YOy + (D @1+
2C,C, C,
1QyM)ied; +im]p(t,x) =0 (4.137)

bigiminde yazilir. Denklemin her iki tarafi y©® ® y(® ile carpildiginda
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Cy
2C,C,

1
QYNNG RI+1QY YD)+ =(r@ @y )¢ P @1+

[Cl GORYO) YO @1+1®@y®)d, - GO QyO)y© @1+
1

[®y©®) ied, + Ciz(y“’) Qv YV RI+1QyW) 8, —

¢
S Q@Y (D @ 1+1@ YOOy D @1+10 v Oy®) +
1%~2

(0 ®yO)rD @1+187D)ie; +im(y® @Y O)Y(x0) = 0
2

(4.138)

denklem (4.138) elde edilir. (1+1 ) boyutta Dirac matrisleri Pauli spin

matrisleri cinsinden yazilir:

y®=is, , y® =g, , (4.139)
0) — i 0 1 — 0 1
rO=( ) v= @ o) (4.140)

Bu se¢im yapildiginda denklem (4.138)’te yer alan matrislerin agik
bicimleri asagidaki yazildigi gibidir:

-10 0 0
1 0 0
Oy = , 4.141
r¥ ey 0 01 0 (4.141)
0 00 -1
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200 0 O
0 0 0 O
YO RI+1Qy©® = 0 00 o , (4.142)
0 0 0 -2
-2i 0 0
0 0 0
GO QyO)(y©O QI+1Qy©®) = 0 00 , (4.143)
0 0 0 2i
0110
1 0 01
YORI+1QyM = Lo oo 1l (4.144)
0110
0 -1 -1 0
1 0 0 1
GO @y (YO RI+1QyD) = , (4.145)
1 0 0 1
0 -1 -1 0
0 i 0
-i 0 0 i
YOy @ 1+1QyOyw = | o (4.146)
—-i 0 0 i
0 —-i -1 0

(O Ry (YO 1+1Qy@)FOyD @1 +1Q y©@y®)
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(4.147)

|
S ©oO O O
N O O
\C I e I ]
S O©O O O

(O Ry (YD @1+1Q yD)FOyD @1 +1Q y©y®)
2i 0 —-2i
0
0
—2i

(e

, (4.148)

o O O
oS O O

2i

Bulunan matrisler denklem (4.138)’e yerlestirildiginde,

[
1
L
|

C

|

[y

S O O O

oS O O O

N O O N

N O O N

S © O O
+

1

G

—2i
0
0
0
—2i
0 a
0 1
0

oS O O O
o o o O
~=
Q
oS
(=]

+

2i
¢, |0
26,631 0

+ eA; +
0] Cl1 0 o0 !

0 Wi
W

W4

0
1
1
0
~2i 0 -1 -1 0
0 11 0 0 1],
, }
0

S O O O
S O O O

(4.149)

(e)
S o = O
S = O O
[e)
|
S O O O
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elde edilir. Denklem (4.149)’da dalga fonksiyonunun bilesenleri

vt =, (4.150)

biciminde tanimlanmistir. Gerekli islemler yapildiktan sonra asagida yazilan dort

denklem elde edilir:

2i0, 2eA iC C 9, ieA
(2o 2t Gy, (L 2 ),

& G GG GG G G
¢, 0, ied C,
—_——— = —— | ——— Y, = 4.151
d, ieA; d, ied,
— [ = =0 4.152
(CZ C, ) Yo+ i, + (Cz A )lp‘* ’ (4.152)
(a" + ieAl) + ims + (a" ieAl) =0 4153

C C 0 ied C 0 ied

—1 2 ¢1+ __1__x_ 1 1/)2 __1__x_ 1 3_|_
C1C, GiC G G GiC G G

ziat zeA°+' G _, =0 4.154
G . i .G im |y, = . (4.154)

Denklem (4.152) ve denklem (4.153)’ten 3, = 3 oldugu goriilmektedir.
Bu esitlikten
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_.i(a_x_l_ieA1
im\C, C,

) (W1 +¥4) = Yy (4.155)

elde edilir.Denklem (4.151) ve denklem (4.154) kendi aralarinda 6nce toplanir

sonra cikartilir. Elde edilen denklemler ara islemlerden sonra asagidaki bigimde

yazilir:
{_ﬁat i(_ﬁat + ZeAO)] + 2eA, i (_ﬁat + 26‘A0>
C; im\ ( C; C; Lim\ ( Cy
g (g 2 v 5 -imr a2
- (2 0o,

Denklem (4.156) genel bir denklemdir. Bu denklem bundan sonra yapilan

tiim islemlerde kullanilabilir.

4.4.1. ds? = —dt? + cosh?(Ht)dx? Metrigi i¢cin Egri Uzay-Zamanda (1+1)
Boyutta DKP Denkleminin Co6ziimii

C; =1, C, =cosh(Ht) (4.157)
E

Ay = - sinh(Ht) (4.158)

Ay =0 almdiginda C; =0 olur. (4.159)

Daha 6nceki boliimlerde bahsedildigi gibi C= Zamana gore tiirevi , € = Konuma

gore tlirevi ifade etmektedir.
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Gerekli islemler yapildiginda denklem (4.156) asagidaki bicimde yazilmaktadir:

ieA,0, e?A?
2

Cy? C

¢ a2 2
|02 + C—iat—4(c—22+2 )+ @+ =0 (4.160)

(4.160) denkleminde dalga fonksiyonu

(1 +s) = e"Fo(t) (4.161)
olarak alinip
C, = cosh(Ht) .
5
A(t) = —Esinh(Ht)

secimleri denklem (4.160)’ta yerine yerlestiridiginde

2keE
0% + Htanh(Ht)0d, — ( —k?sech?(Ht) — tanh(Ht) sech(Ht)
o2E2 m2
2 _
I tanh“(Ht)) + T] () =0 (4.162)

elde edilir. Daha diizenli sekilde asagidaki gibi yazilir:

1

9f + Htanh(H)9, — -0

(ik - i%Esinh(Ht))Z + ’”Tz] () =0. (4.163)

(4.163) denklemine asagidaki doniisiim uygulanir:

o(t) = _re (4.164)

+/cosh(Ht)
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Denklem (4.164)’deki doniisiimiiniin birinci ve ikinci tlirevleri asagidaki

gibi yazilir:
dp . _1 H _3 .
T @' (t)cosh™ z2(Ht) — icosh z(Ht) sinh(Ht) @' (t) , (4.165)
dz(p . _1 _3 . 51
T @'(t)cosh™ 2(Ht) — Hcosh™ 2(Ht)sinh(Ht)®'(t)
3H? =3 H? _1
+ =,—cosh 2(Ht)sinh?(Ht)®'(t) — — cosh™ 2(HD)®' (©). (4.166)

Denklem (4.165) ile denklem (4.166) denklem (4.163)’e yerlestirildiginde

H? e?E? m? H? e?E?
A’ 2 2
@(t)+|:<—7+ 2 +T>+<_T+k — 12 )sech (Ht)

4 ZReE eehhn) tanh(Ht)] @'(t) = 0 (4.167)

elde edilir ve asagidaki tanimlamalar yapilir:

v (L1 + cE + m 4.168
=TT T Ty ) (4.168)
H? e’E?

Q2 2

S S ¥ ) 4.169
N E Ry ae

2keE
2= (4.170)
H
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Denklem (4.81)'deki degisken degistirmesi bu hesaplamalar igin tekrar
kullanildiginda

_ 1+ isinh(Ht)

4171

. (#171)

d _ dz d

dt  dtdz’

d _iH 4z — 422); d 4.172

- = — 2 — .

- 2wy (4.172)

d? H? d H? d?

— —_— (4 — S, — 472y

=g -8 - Uz-4) 5 (4.173)

d’¢ (1-22)d a’ B? Y2(1 - 22)
—_ —_— _— _— —_ ’ t)=20

A=zt Y wmma=n anzza-2|°®
(4.174)

denklemi elde edilir. Dalga fonksiyonu

9'(t) = zP(1 — 2)*f (2) (4.175)

biciminde tanimlanir. Dalga fonksiyonunun birinci tiirevi ve ikinci tiirevi

d¢ 7P A df

T — P(1 =2 |E - —_

T (1-2) - f(2) 1= f(2) + 17 (4.176)
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d24 d2f (25 22 \df (p*  2p% 7
dzz (1~ ) @-F(? 1—Z>dz+<z_2_z(1—z)+(1—z)2f(z)

p
s

f(2) -

A
T (Z)] (4.177)

biciminde yazilir. Denklem (4.176) ve (4.177) denklem (4.174)’ te yerine
yazildiginda asagidaki esitlik elde edilir:

/‘x
N
™
.=
[\S]
|;
[\

z(1—z)—+ [(2p 1)—z(2,o+2ﬂb+ 1)]d—f+{

%f
+
Iy Ip
A @ ia? / . &2\
—2p? —2/1p+—————+l_ Z_Kﬁ2+2}uﬁ+/12+— 21D __,

2 HZ 2H? H2 z(1—2)
)
(4.178)
Denklem (4.178) asagidaki hipergeometrik denkleme benzemektedir:
d*f(z
2(1—2) d];(z)+[c—(a+b+1)]g—abf(z)—o . (4.179)

Denklem (4.178), denklem (4.179)’daki hipergeometrik diferansiyel
denklem ile karsilastirildiginda

c=2p +% oldugu goriilir.

I, = 0°dan
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S (4.180)

11 = _12’ den
~2 ~
2 A p?  iy?
T2 e (#180)
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda
d*f /1 N . df (z) A0V, .
z(1 _Z)ﬁ—l_ [(§+ Zp) —(2p+22+ 1)2] P (P+i+8)(p+Ai-8)f(=0
(4.182)
bulunur. I, ve a.b=-—I," den
A w2 @2 ~ g
<ﬁ2+2/1ﬁ+/1 +ﬁ> =(p+i+8&)(p+i-9),
~2
0{_ = &2
H? '
N
E=ig

elde edilir. Daha 6nce denklem (4.168)’de tanimlanan & , £’da yerine yazildiginda

asagidaki ifade elde edilir:

i ( H* m? eZEZ%
§:ﬁ<_T+T+ H2> (4.183)

0

Denklem (4.169) ve denklem (4.170)’te tanimlanan (2 ve #2 denklem
(4.180)’de yerine yazildiginda
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L, P 1 H? K e?E? N 2iekE 4184
P |\ " e H2 H (4.184)
elde edilir. Denklem (4.184)’te p =§ alindiginda ara igslemlerden sonra
n?> n 1 (k ieE )2 1
4 4 4 (\H H? 4

(4.185)

bulunur. Denklem (4.185)’te denklem (4.98) ve denklem (4.99)’dakine benzer
islemler sonucunda

1k ieE 186
"= TH T HE (4.186)
~_1 k iw, 4187
f=s-—g—7 - (4.187)
= k+iw° 4.188
V=54 ) (4.188)
=1 k| L 4189

bulunur. Bulunan denklemin genel ¢6zimii

n a* -
') =22(1—2)2 [D1 2FI(i,7,7;2) + D,z TRl (i -7+ 1,7 -7+ 1,2 — 7 z]

(4.190)
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bi¢ciminde yazilir. Burada D; ve D, boylandirma sabitleridir.
Elde edilen bu ¢6ziimler denklem (4.150)’deki dalga fonksiyonunun ilk ve
son bilesenlerinin toplamidir. Diger bilesenler asagida anlatildigi gibi bulunur:

Denklem (4.152) ve denklem (4.153)’ten

v =-—(a+ C, )(l//l +v,) (4.191)

elde edilmisti. y, = y,’den  dalga fonksiyonunun igiincii bileseni de bulunur.

Diger birinci ve dordiincii bilesenler denklem (4.151) ve denklem (4.154)’ten elde
edilir. Denklem (4.151) ve denklem (4.154) farkindan

v, — v =i(—2iﬁ+2ﬂ)(1// +y,) (4.192)
1 4 im C, A 1 4

elde edilir. Denklem (4.161)’de yazdigimiz dalga fonksiyonu

(W1 +s) = e o(t) (4.193)

bi¢imindedir. Bu dalga fonksiyonunda denklem (4.164)

o'(t
o(t) = 2 (4.194)
v/ cosh(Ht)
dontistimii yapilmisti. Denklem (4.174) ¢6ziimii i¢in denklem (4.164)’deki
0'(t) = zP(1 — 2)*f (2) (4.195)
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tanimlanmigti. Buna gore denklem (4.161)’de tanimlanan dalga fonksiyonu

asagidaki gibi yazilir:
_ N elkx
W1+ ) = 2P(1 = 2)f(2) —= (4.196)
+/ cosh(Ht)

Denklem (4.196)’da f(2)
f(2) = D1 2F1(ji,7,7;2) + Dpz Vo (i — 7+ 1,7V -7+ 1;2—7;2)  (4.197)
biciminde yazilir. Bu denklemdeki z denklem (4.81)’de tanimlandig: gibidir:

1 + isinh(H¢t)
I =

> (4.81)
Denklem (4.157)’de tanimlanan
C; =1 C(, = cosh(Ht)
denklem (4.155)’te yazildiginda
- ! (a ek h(Ht))( +v,) 4198
V2= imcosh(Ht) \'* H st it Ve (4-198)

elde edilir. Denklem (4.196)’da z ler de yerine yerlestiginde karmasik goriiniimi

daha sade bir hale getirmek i¢in

(Y1 + ) = Ae™f(2) (4.199)

bi¢ciminde yazilabilir. Denklem (4.199)’da

f(@) = 2k1(1,9,7; 2)
denklem (4.197)’de tanimlandig1 bigimdedir. Bu durumda
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= ! (a ek h(Ht))A tkx S F (@, 7, 7; z) 4.200
V2= imcosh(Ht) \'* H st e ALYy 2 (4.200)

bi¢ciminde yazilir. Tiirev alindiginda

= ! [(a ek h(Ht))A tkx S Fy (i, 7, 7; 2) ] 4201
V2= imcosh(Ht) I\'"* H sl e ALYy 2 (4.201)

A eikx (

. ieE —
~ TmcoshtHD) ik ——smh(Ht)) 21 (i1, ,7; z) (4.202)

v, = H

elde edilir. Denklem (4.202)’deki ifade y,’e de esittir. Denklem (4.192)’deki
denklemde C; = 1,45 = 0 ve denklem (4.199)’daki (1//1 + l//4_) yazildiginda

1 .
v, — Wy, = %(—Ziat)A e ™ 2y F1(fi, v, 7; 2) (4.203)

elde edilir.y; ve y, bilesenlerini bulmak i¢in denklem (4.192) ve denklem
(4.199) kendi aralarinda toplanip ¢ikartildiginda asagidaki ifadeler elde edilir:

eikx 1

vi=—~ | (=2i0) AP ({1, V,7; 2) + A2F (i, 7, 7; Z)] (4.204)
eikx - 1

vy = |- o (200D AR T2 + AF T z)] (4.205)

Denklem (4.150)’deki dalga fonksiyonunun bilesenleri asagidaki gibi yazilir:
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F 111 ]
5 [% (=2i0)A2F1 ({1, 7,7;2) + A2F1 (5,7, 7; Z>]

ieE
- (k= = sinh(HD)) F 1 (2,7,7;7)
ie,x) = e lmcoilh(m) ifE (4.206)
~ sy ik = G sinh () 2F1@9,7:2)

1 1
> [—%(—Ziat)A 2P, Y, 7;2) + A2F ([, 0, 7; Z)]

Denklem (4.206)’da yazilan dalga fonksiyonunun birinci ve doérdiincii

bilesenleri toplandiginda
v, + v, = Ae™ 2RI (1,7,7;2) (4.207)
elde edilir.

4.4.2. Spin-1 Parcacik Yaratilmasi
Hipergeometrik fonksiyon acisindan iki lineer bagimsiz ¢6ziim ifade

edilebilir.

o' () = z2(1 —2)7 Dy 2F1(,9,7; 2) (4.208)
(3’5{2)(15) =2z2(1-2) 2D,z VoFi(fi—7+ 1,7 -7+ 1;2 —¥;2) (4.209)

Hipergeometrik fonksiyon doniisiim 6zelliklerinden z—oco  iken asimtotik

davranis1 (Abramowitz, Stegun, 1974)
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2Ft (a,bc;z) = %(—z)"“(a,a+l—c,a+l—b;%)
I'(c)'(a — b) ~ 1
T@rc—n 2 bF(b,b+1—c,b+1—a,;) (4.210)

(4.208) denklemi (4.210) denklemine gore agilirsa
L ror@re - m

(1)
Q) =2z2(1—2)2 Dy | —F——=<
¢ =2 Tare—w

F(MriE —v)
r@r -7

~ 1
D PF@A+ -7 A+1-72)

-~ 1
(=2)7V 2F1(17,17+1—)7,17+1—ﬁ;2) (4.211)

biciminde yazilir. (4.209) denklemi (4.210) denklemine gore acilirsa

-

n v | re-pre-a
0RO =0~ 9%0

ag

(_Z)_ﬁ ZFl(ﬁ—]7+1,ﬁ,ﬁ+1—17, )

Z

(2 — ) —v)
r@—7+ Drd -7
Fr ]

~ 1
(—z)7V2F1 (17 - V+1,9,7V+1-— ﬁ;; )} (4.212)

bulunur. Bu denklemde @y ve Bx Bogoliubov katsayilaridir.

Crore-p . TR
T rrg - m _FG_SJFWTO)FGJFZ_EJF%O) (4.213)
B = TOIE=Y) PG+ (-5 4214)

F@ry - r(%_g_i“’_O)p(l+W_E_w_o)
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Denklem (4.213) ve denklem (4.214) oranlandiginda

- Ziwg 1_5_1'&)_0) (1 ie_E_iw_o)
Ak F(H)F(z H H F2+H2 H

— = - : (4.215)
1 k iwg ieE iwg 2iwg
P rG-a+rGHE 5 (-50)
elde edilir.
Gama fonksiyonunun doniisiim 6zellikleri
IF(io) osinh(ma) ( )
P+ i0)|2 = —F (4.217)
~ sinh(no) '
r(3eio)| == 218
2T T cosh(mo) (4:218)
kullanilarak |@x|? ve |EK|2 orani asagidaki bi¢imde yazilir:
2iwg 2 1 k iwg LeE iwg 2
nl? r rfz——- r — ——
o _ () g r () -

Bel” rG-5+5)

2
(e 2

()

Denklem (4.219)’da denklem (4.216) ve denklem (4.218)’deki 6zellikler
kullanildiginda

I&K|2 coshm (S + %) coshm (f_l—b; + %)
|ﬁ~K| "~ coshr (— - %) coshm (Z—b; — %) (4.220)
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elde edilir.Asagidaki tanimlamalar yapildiginda

- Td,
=5
. mwqE (4.221)
Y = ?
denklem (4.220) asagidaki bi¢cimde yazilir:
k ~ ~ ~
@.|2 cosh =4+ X cosh(X+ Y)
4l _ (i + %) (4.222)

|,[§K|2 "~ cosh (z—k—)?) cosh(X - Y)

cosh(a + b) = cosh (a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b) esitligi denklem (4.222)’de

7|24
:;K;Z " nin son hali agagidaki gibidir:
K

kullanildiginda

lagl? cosh(X +7)
|‘§K|2 B cosh(X — ¥)

(4.223)

DKP denklemi spin-0 ve spin-1 gibi tamsayili spinleri temsil etmektedir.
Bu pargaciklar simetrik dalga fonksiyonlar1 ile tanimlanir ve bu pargaciklar Bose —

Einstein istatistigine uyarlar. Bu pargaciklara bozon denilmektedir
| |28 |2 =1 (4.224)
ve denklem (4.224)’deki normalizasyon kosulunu saglar (Petiau, 1936).

Bogoliubov katsayilar i¢in denklem (4.224)’deki normalizasyon kosulu

kullanilarak asagidaki oran bulunur:
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o o »
ar - [M B 1] ’ (4.225)
| Bx| cosh(X — 1)
] . o o
I TR
| k| cosh(X — ¥)
|t |2 1'—1 i |2 _ cosh(X-7) .
AP TP T 2sindsinny (4.227)

bulunur. Denklem (4.227)’deki |EK |2~n yaratilan parcaciklarin say1 yogunlugunu

gosterir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda zamana bagli bir dig elektrik alan i¢in egri uzayda
Dirac denklemi ve DKP denklemi ¢oziilmiistir. Bu denklemlerin ¢oziimiinde
karsilagtigimiz ~ diferansiyel denklemlerden, degiskenlere ayirma ydntemi
kullanilarak genel bir denklem elde edilmistir. Bu genel denklem ds? = —dt? +
cosh?(Ht)dx? metrigi igin ¢dziilmiistiir. Elde edilen ¢dziimlerden yararlamlarak
egri uzay-zamanda Dirac ve DKP denklemleri i¢in Bogoliubov katsayilari
bulunarak parcacik yaratma olasilik yogunluklari hesaplanmustir.
Dirac ve DKP denklemlerinin ¢oziimleri kullanilarak elde edilen pargacik

yaratma sayt yogunluklari ¢izelge 5.1’de  gosterildigi gibi f =

1
e(e_ﬂ)/kT + 1

bi¢giminde termal bir dagilim gostermemektedir( Parker, 1968). Bu
genel gosterimde (+ ) fermiyon, (-) bozonlar1 temsil etmektedir. Elektrik alan
arttirtldikca Dirac ve DKP denklemlerinin pargacik yaratma sayi yogunluklar
termal bigime donlismektedir. Denklem (4.124)’te yazilan Dirac parcacik say1

yogunlugu asagida gosterilmistir:

[az n 1]_1 _ (_% B %) cosh(X —Y) + (];—x — %) cosh(X +Y) -

2 (ﬁ - w") cosh(X +7Y)

H H

Denklem tekrar diizenlenip asagida yazilan doniisiimler kullanildiginda

e*+e7*
coshx = — , (5.1)
eX — =X
sinhx = — , (5.2)
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o2 -1 (e2X-2Y 4 1)eX+Y 4 oX=Y (g2X+2Y 4 {)X+Y

E t1f = e2X (e2X+2Y 1 1) (5.3)
ve

EZ
el > 1 (5.4)
limit durumunda denklem (5.3)

a? -1 (e3X—Y 4 @3X+Y)pX+Y

B2 1 = o AX+2Y ’ (5:5)
a? -1 (e*X + eX+2Y)

[ﬁ + 1] = e , (5.6)
[ —— (5.7)

e %Y +1

bi¢ciminde yazilir. —2Y = a tanimlanmasi yapildiginda

1
et +1

p? =

bulunur ki bu da Fermi-Dirac istatistigi ile uyumludur. Aym islemler DKP
denklemi i¢in yapildiginda DKP parcacik yaratma say1 yogunlugunun yazilim

asagidaki gibi bulunur:

80



Esra ALKIS

5. SONUC VE ONERILER
(5.8)

cosh(X + ¥) . -
cosh(X — V) ’
. o 4-1 - - - — -1
ax _ cosh(X + Y) —cosh(X—-Y) cg
B B cosh(X + Y) ' -9
FAT) 1 oB-T)  o(XHT) 4 oK)

2 2 ) (5.10)

1-1

e(X+7) 4 o(X-T)

_2_1
2

(62}?+2Y + 1)3)?—17 r e}?+?(62)?—217 + 1)6)?—17 (5.11)

1
Y __ 4| =
- 62)?(82)?—217 r 1)

Denklem (5.3)’ teki limit durumundan
2Y 1
(5.12)

3)?—17)6)?—}7 e
- ]

(es)?+}7 —e

1
i’ )
e4X—2Y

elde edilir. Bu da Bose —Einstein istatistigi ile uyumludur.
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Cizelge 5.1.Elde edilen sonuglar

DIRAC DENKLEMI o (% - 22) cosh(x + 1)
. Bx|? =
iCIN PARCACIK (B - 2) cosh(®X — 1) + (5~ 22 cosh(x - v)
YARATMA SAYI
YOGUNLUGU
1
2
m [ e?E? neE
DIRAC XveY X = — - m?|lY=—
H | _H? H?
Wo
DKP DENKLEMI ICIN E |2 cosh(X — 1)
PARCACIK Pl = SinhXsinh?
YARATMA SAYI
YOGUNLUGU
I T H? e?E? m? ’

“H\ 72wt

DKP X veY -
. meE
Y = F

Onceki boliimlerde elde edilen sonuglar Cizelge 5.1°de gdsterilmistir. Bu

sonuglarin grafikleri asagida yorumlanmistir. Hesaplanan pargacik yaratma say1

yogunluklan MATHEMATICA yazilimi kullamilarak ¢izimler yapilmis ve bu

cizimler karsilagtirilmistir.

denkleminin pargacik yaratma say1r yogunluklari, genisleme parametresi

Cizimler

sonucunda DKP denklemi

ile Dirac

Ve

elektrik alan degisimleri karsilastirilarak yorumlanmigtir.Grafikler elde edilirken

(k,m,e =1) alinmustir.
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25!
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0.5

0.0

Eo
Sekil 5.1. DKP ve Dirac parcacik yaratma say1 yogunluklarinin elektrik alanin
siddetine gore degisimi ( |H = 1,04])

Sekil 5.1.°deki kirmizi renk DKP parcacigini, yesil renk ise Dirac
parcacigini temsil etmektedir. Grafik, genisleme sabitinin |H = 1,04| degerindeki
DKP ve Dirac pargacik yaratma sayt yogunluklarmin elektrik alaninin siddetine
gore degisimini gostermektedir. Bu grafikte Dirac’in parcacik yaratma say1
yogunlugunun DKP pargacik yaratma say1 yogunlugundan daha fazla oldugu

goriilmektedir.
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25/

20

1.5}

BZ

1.0

05!

0.0

Eo
Sekil 5.2. DKP ve Dirac pargacik yaratma say1 yogunluklarinin elektrik alaninin
siddetine gore degisimi (|JH = 2,22])

Sekil 5.2.deki grafik |H = 2,22| degerindeki pargacik yaratma durumunu
gostermektedir. Burada DKP ve Dirac parcacik yaratma sayr yogunluklarnin

|Ey~2.3| degerinde bir degerde kesistigi goriilmektedir.
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2.0

1.5

Bz

1.0

0.5

0.0

Eo
Sekil 5.3. DKP ve Dirac parcacik yaratma say1 yogunluklarinin elektrik alaninin
siddetine gore degisimi (H = |2,84|)

Sekil 5.3.’teki grafik H = |2,84| degerindeki parcacik yaratma durumunu
gostermektedir. Bu ii¢  grafigin karsilastirilmasi sonucunda genigleme sabiti
arttikca, Dirac’in daha diislik elektrik alanlarda pargacik yaratmaya devam
ettigi, buna karsin DKP pargacik yaratma say1 yogunlugunun diisiik alanlarda sifir
oldugu goriilmektedir. Bu da bize DKP’nin pargacik yaratmasi i¢in daha siddetli
elektrik alanina ihtiyact oldugunu gostermektedir. DKP denklemi kiitleli spin 1
pargacigl olan bozonlar1 temsil etmektedir. Yani bu pargaciklar Dirac
pargaciklarindan daha agir parcaciklardir. Sonug olarak, DKP’de parcacik yaratma
say1 yogunlugunun genisleme sabitinden ¢ok elektrik alaninin siddetine bagh
oldugu séylenebilir. Dirac pargacik say1 yogunlugunun ise genisleme sabiti arttikca

daha az parcacik yarattig1 goriilmektedir. Asagida verilen ii¢ grafikte ise, Dirac ve
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DKP parcacik yaratma say1 yogunluklarinin farkli elektrik alanlarinda, genisleme

sabitine gore degisimleri gorilmektedir.

25!

20

1.5

B?

1.0

0.5

0.0

H
Sekil 5.4. DKP ve Dirac pargactk yaratma sayr yogunluklarinin genisleme

sabitine gore degisimi (E, = |1,14])

Sekil 5.4.°deki grafikte Dirac pargacik yaratma say1 yogunlugun E, =
|1,14| degerinde DKP pargacik yaratma say1 yogunluguna gore daha baskin oldugu

goriilmektedir.
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25- |

20

BZ

Sekil 5.5. DKP ve Dirac pargacik yaratma say1 yogunluklarinin genigleme sabitine
gore degisim grafigi (E, = |2.22|)

Sekil 5.5.°deki grafikte E, = |2.22| degerinde Dirac ve DKP pargacik

yaratma say1 yogunluklarinin H = 2 degerinde kesistigi goriilmektedir.

87



5. SONUC VE ONERILER Esra ALKIS

BiGk-

Sekil 5.6. DKP ve Dirac pargacik yaratma sayr yogunluklarinin genisleme
sabitine gore degisimi (E, = |4,46])

Sekil 5.6.’daki grafik E, = |4,46| degerindeki  pargacik yaratma
durumunu gostermektedir. Bu ii¢ grafigin karsilastirilmasi sonucunda siddetli
elektrik alanlarda DKP daha diisiik genisleme sabiti ile parcacik yaratmaktadir.
Yani DKP’de parcacik yaratma sayi yogunlugunun genisleme sabitinden ¢ok
elektrik alanin siddetine bagli oldugu burada da goriilmektedir. Bu karsilagtirma
sonucunda,

DKP pargacik yaratma sayr yogunlugunun genisleme sabiti ile hizla
azalmasina kargilik Dirac parcaciklari i¢in bu azalma miktar1 daha azdir. Dirac
parcaciklar1 daha hafif oldugundan (elektron gibi) daha zayif alanlarda pargacik

yaratilmaktadir.
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Sonu¢ olarak zamana bagli bir elektrik alanda pargacik yaratma say1
yogunlugunun, spin— % parcaciklar1 temsil eden Dirac ile spin—1 pargaciklarini

temsil eden DKP parcaciklarinda farkli sonuglar dogurdugu goézlemlenmistir.
Elektrik alan siddetinin spin—1 parcaciklarinda genisleme sabitine gore daha etkili

oldugu goriilmektedir.
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