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1. GIRIS

1. GIRIS

Miihendislik ve fizik biliminin bircok dalinda, gercek hayat problemlerini
modellemek i¢in kullanilan kismi diferansiyel denklemler 18. Yiizyildan itibaren
calisilmaya baslanmistir. Bunun yani sira biyoloji, bilgisayar, ekonomi ve kimya gibi
farkli bilim dallarinda da kullanildig1 goriilmektedir. Bu durum, bagimsiz degiskenler
arasindaki etkilesimin yer aldigi her alanda kismi diferansiyel denklemlerin ortaya

ciktigini gostermektedir.

Bir u(xy; x5; ... x;,,) fonksiyonu igin kismi diferansiyel denklemlerin genel formu,

F(xq, X5, o X, Uy UX1, UX, .. UXy) = 0; (1.2)

seklindedir. Burada x4, x5, ... x,, bagimsiz degiskenleri, u bilinmeyen fonksiyonu ve ux;
kismi tiirev % 'yi belirtir. Kismi diferansiyel denklemlerin analizinin bir¢ok yonii vardir.

19. yiizyllda hakim olan klasik yaklasim, agik ¢oziimler bulmak icin ydntemler
gelistirmistir. Kismi diferansiyel denklemlerin miithendislik ve fizikteki nemi nedeniyle,
yeni kismi diferansiyel denklem smifinin ¢éziimiinii saglayan her matematiksel gelisim
miihendislik ve fizigin ilerlemesine katki saglamaktadir. Bu gelismelerden biri olan
Fourier yontemi 1s1 transferi gelisiminde etkili olmustur (Ming 2017). Son yillarda 1s1
transferinin alt dallarindan biri olan akigkanlar mekanigindeki modeller arastirmacilarin
ilgisini ¢ekmektedir. Fizik ve miihendislikte gerek 1s1 transferi gerekse akiskanlar
mekanigi, ¢ok genis bir uygulama alan1 bulmaktadir. Bu ylizden bu alanlardaki her tiirlii

ilerleme pek ¢ok siirecin etkinligini ve verimini artirmaktadir.

Kismi diferansiyel denklemler pratikte hala ¢oziilmemis olan bir¢ok problemi
teoride ¢ozmektedir. Teknik ilerlemeleri, ¢oziimiin yapisini anlamayr hedefleyen teorik
gelismeler izler. Amag, gercekte hesaplamadan 6nce ve bazen de tam bir ¢6ziim olmadan
¢Ozlimiin baz1 6zelliklerini kesfetmektir. Kismi diferansiyel denklemlerin teorik analizi
sadece akademik ¢ikarlar i¢in degil, ayn1 zamanda bir¢ok uygulama i¢in kullanilmaktadir.
Bilgisayarlarla bile ¢oziilemeyen denklemler i¢in yapabilecek tek sey ¢oziim hakkinda

nitel bilgi edinmektir. Genel olarak, denklem bir fiziksel model veya miihendislik
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probleminden olugsmaktadir. Kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmenin birgok yolu vardir.
Bu nedenle, denklemi ¢6zmeden dnce veya ¢0ziim sirasinda kapsamli bir analiz yapmak
onemlidir (Pinchover and Rubinstenin 2005). 20. yiizyildan beri, bilgisayarlarin
gelisimiyle beraber, lineer (dogrusal) olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
arastirtlmasi farkli bir¢ok bagimsiz alan olusturmustur. Bu alanlardan biri de bu denklem

¢cozlimlerinin sayisal (niimerik) ve sembolik hesaplanmasidir (Maghsoudi 2019).

Temel teorik soru, denklem ve buna bagli yan kosullardan olusan problemin iyi
ortaya konulup konulmadigidir. Fransiz matematik¢i Hadamard iyi olma kavramin
ortaya atmistir (Mandelbrojt and Schwartz 1965). Tanimina gore, bir sorun asagidakilerin

tiimiind tatmin ederse iyi olarak adlandirilmaktadir.

1. Varhk: Problemin bir ¢ozlimii olmali,

2. Teklik: Problemin birden fazla ¢oziimii olmamali,

3.Kararhhk: Denklemde baslangic ve/veya smir kosullarda kiicik bir
degisiklik, ¢oziimde kiigiik degisiklige neden olmalidir.

Yukaridaki kosullardan biri veya daha fazlasi gegerli degilse, problemin iyi
olmadigint sdylemek miimkiindiir. Fizigin temel problemlerinin iyi belirlendigini
soylenebilinir. Ancak, bazi mithendislik uygulamalarinda iyi tanimli olmayan sorunlarla
basa ¢ikabiliriz. Uygulamada, bu tiir problemler ¢oziimsiizdiir. Bu nedenle, iyi tanimli
olmayan bir problemle karsilagtigimizda, ilk adim problemi uygun sekilde degistirmek

olmalidir (Pinchover and Rubinstenin 2005).

1.1. Sonlu Elemanlar Yontemi

Bir¢ok problem i¢in kismi diferansiyel denklemler analitik olarak ¢oziilemez. Bu
yiizden, yaklasik sonuglarin ¢oziimlenmesinde niimerik yontemler kullanilmaktadir.
Genel olarak matematiksel problemlerin ¢6ziimii i¢in niimerik yontemler en uygun
sonuglar1 veren teknikleri gelistirmektedir. Sonlu Elemanlar Yontemi (SEY) de bu
baglamda ortaya ¢ikmis diferansiyel denklemlerle belirtilen problemlerin ¢oziimiinde

kullanilan bir sayisal yontemdir.
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Sonlu elemanlar yontemi ile mithendislik problemleri basta olmak {izere birgok
fiziksel ve matematiksel problemin ¢6ziimiinde kullanilan sonlu elemanlar yonteminden
bahsedilecektir. Sonlu elemanlar yontemi, Sonlu farklar yonteminden daha yaygin bir
yontemdir. Bu yontem ile karmasik veya biiyiik bolgelerde tanimlanan problemlerin, daha
basit alt bolgelere ayristirilmasiyla, her alt bolge iizerinde bulunan c¢oziimlerin

birlesiminden, gercek ¢ozlime yaklasik bir ¢dzliimiin bulundugu sayisal yontemdir.

Y 6ntemin ti¢ temel 6zelligi bulunur:

1. llki, karmasik olan ¢oziim bolgesinin sonlu elemanlar olarak daha basit alt
bolgelere ayrilir. Elemanlar arasindaki iligki, diigiim noktalar1 adi verilen
noktalarla belirlenir.

2. lkincisi, her elemanin ¢dziimii, cebirsel polinomun lineer kombinasyonlarindan
olusan elemanlarin siirekli fonksiyonlar olarak tanimlanmasidir.

3. Sonuncusu, bilinmeyen fonksiyonlarin, her eleman iizerinde tanimlanan

denklemlerin belli noktalardaki ¢oziimleri ile bulunur.

Uygulanan yaklasim fonksiyonlari, genel olarak polinomlardan belirlenir.
Belirlenen polinomlarin derecesi ise ¢oziilmesi gereken problemin derecesine ve ¢dziim
yapilacak elemanin ayriklastirma nokta sayisiyla iligkilidir. Bu yontemde, eleman
bazinda bilinmeyenler, denklemin ¢6zlimiiniin ayriklastirma noktalarindaki sonuglaridir

(Topgu ve Tasgetiren 2011; Ciftci 2012).

1.2. Sonlu Elemanlar Yonteminin Tarihsel Gelisim

Sonlu elemanlar yéntemi ilk olarak yapi analizi alaninda kullamlmugtir. Ilk
caligmalar Hrennikoff (1941) ve Henry (1943)’nin gelistirdikleri yar1 analitik analiz
metotlaridir. Hrennikoff ve Henry gerilme ¢dziimleri i¢in bir boyutlu dogru elemanlarini
kullanmislardir. Richard Courant gerilme ¢oziimlerini varyasyonel bir formda kullanmay1
Onermistir ve sonrasinda Courant yaklasik niimerik ¢éztimler elde etmek igin problemin
tanim bolgesini olusturan alt tiggensel bolgelerde pargali sekil fonksiyonlarini ifade
etmistir.1947 yilinda Levy esnek (diger adi ile kuvvet) yontemini gelistirmistir. Levy’nin

bu yontemle ulastigi tiim denklemler analitik olarak kolayca ¢oziilebilir oldugundan ¢ok
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fazla kullanilmamigtir. Bilgisayar yazilimlarinin artmasi ile Levy’nin benimsedigi
yontem uygulanmaya baglamistir. Argyis ve Kelsey (1954) enerji prensibini ele alarak
“matrix structural analysis” (matrislerin yapisal analizi) metodunu gelistirmislerdir. Bu
gelisim sayesinde, sonlu elemanlar metodunda enerji prensibi etkin derecede yer
kazanmistir. Turner et al. (1956) iki boyutlu elemanlar konusunda g¢aligmalar
yiirlitiilmiistiir. Bu konu {izerinde 6nemli isler ortaya koymustur. Kiris ve Kafes eleman,
dikdortgen ve tiggen olarak iki boyutlu eleman matrisini (rijitlik matrisini) meydana
getirmislerdir. Iki ve ii¢ boyutlu problemlerin ¢dziimiinde kullanilan Sonlu elemanlar
terimi ilk kez Ray W. Clough (1960) tarafindan dikdortgen ve liggen birimlerin diizlemsel
gerilme analizi uygulanirken kullanilmistir. Iki boyutlu teoriden sonra, ii¢ boyutlu

problem ¢oziimleri de kolayca yapilmaya baglanmistir (Argyis 1964).

Diizgiin bilikiime sahip dikdortgensel plaka elemanlarinin matrisi Melosh
tarafindan 1961 yilinda gelistirilmistir. U¢ boyutlu yap1 analizlerinde kullanilan eksenel
ve simetrik ilk gercek kabuk elemanlardir (Grafton and Strome 1963). Daha sonra bu
elemanlar1 diger kabuk ve silindirik elemanlar takip etmislerdir. Dogrusal olmayan
problemlerle 1960’11 yillardan itibaren bilim insanlari ilgilenmeye baslamistir. Geometrik
olarak dogrusal olmayan problemleri ¢ozmek i¢in yeni bir teknik bulunmustur (Turner et
al. 1960). Martin (1965) ise sonlu elemanlar yontemiyle ilk defa kararlilik analizini ele
almistir. Daha sonra Sonlu elemanlar yontemi kullanilarak statik problemler ile beraber
dinamik problemlerde ele alinmaya baslanmistir (Koening and Davids 1966; Zienkiewicz
et al. 1966). Richard Courant bir burulma problemini 1943 yilinda bolgesel siirekli

dogrusal yaklagim kullanarak ¢ozmiistiir.

Yap1 alan1 disindaki problemlerin sonlu elemanlar yontemiyle ¢éziimii 1960’11
yillarda baslamistir. Sonlu elemanlar yontemini kullanarak Zienkiewicz and Cheung
(1965) Poisson diferensiyel denklemini ¢6zmiistiir. Sonlu elemanlar yontemini Doctors
(1970) da potansiyel akisa uygulamistir. Sonlu elemanlar metodunda ¢okga kullanilan
“varyasyonel formiilasyon” terimi de ilk Melosh (1963) taratindan kullanilmis ve Szabo
and Lee (1969) tarafindan da “agirlikli rezidii yontemi” nin sonlu elemanlar metoduna
uygulanmasi gerceklesmistir. Sonlu elemanlar yontemi gelistirilerek 1s1 transferi, yeralti
sularmin akisi, manyetik alan ve bircok alandaki problemlerin ¢dziimlerinde

kullanilmistir (Logon 2010; Cift¢i 2012).
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1970’li yillardan beri sonlu elemanlar paket programlari ortaya c¢ikmistir.

Glintimiizde pek ¢ok sonlu elemanlar analizi yapan Ansys, Abaqus, Adina, COMSOL
Multiphysics, Nastran, FreeFEM, Calculix, Elmer, GetFEM++, OOFEM gibi paket

programlar1 mevcuttur. Ilerleyen bilgisayar teknolojisi dogrultusunda sonlu elemanlar

yontemi daha verimli ve hizli yontemleri gerceklestirecektir (Ciftgi 2012).

1.3. Sonlu Elemanlar Yonteminin Avantajlari

Geometrisi karmasik sekilleri kolay bir sekilde modelleyebilmesi,

Bolgenin yapisina gore farkli sonlu elemanlar kullanilabilir olmasi,

Eleman denklemleri ayr1 ayri siiflandirildigindan birkag farkli materyallerden
olusan yapilarin modellenebilmesi,

Sinirsiz sayida ve ¢esitte sinir kosullarinin ele alinabilmesi,

Gerekli goriildiigli yerlerde kiigiikk elemanlarin kullanimi ig¢in elemanlarin
boyutlarinin degistirilebilmesi ve daha hassas hesaplamalar yapilabilmesi,

Sonlu eleman modelinin daha kolay ve ucuza degistirilebilmesi, (Logan 2016).

Bu yonleriyle Sonlu elemanlar yontemi diger sayisal yontemlere gore daha esnek

ve kullanighdir.

1.4. Sonlu Elemanlar Yonteminin Dezavantajlar:

A o np e

Baz1 problemlere uygulanmasinda bazi zorluklar vardir,

Ulasilan sonucun dogrulugu verilerin dogruluguna baglhdir,

Bilgisayar kullanimina gereksinim duyar,

Kabul edilebilir dogru sonuca ulasilabilmesi i¢in bdlgenin ayriklastiriimasi
deneyim gerektirir,

Diger yaklasik yontemlerde oldugu gibi, Sonlu Elemanlar Yontemi ile ulasilan
sonucun dogrulugu {iizerinde dikkat edilmeli ve fiziksel problem 1yi
irdelenmelidir. Ulasilacak sonug¢ Onceden kestirilmeli ve sonu¢ ona gore

belirlenmelidir (Yahnioglu 2012).



1. GIRIS

1.5. Sonlu Elemanlar Yonteminin Diferansiyel Denklemlere Uygulanmasi

Bu kisimda sonlu elemanlar yonteminin diferansiyel denklemlere uygulanmasi

asagidaki gibi incelenecektir (Reddy 2005).

¢ Bolgenin sonlu elemanlara ayrilmasi.

e Zayif veya agirlikli integral formiilasyonunun elde edilmesi.

e Sekil fonksiyonlarinin belirlenmesi.

e Zayif form ile sonlu elemanlar yonteminin gelistirilmesi.

e Alt eleman matrisi ile bulunan denklemlerin ana matrise eklenmesi.
e Sinir sartlarinin uygulanmasi

e Cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii.

1.5.1. Ayriklastirma

Sonlu elemanlar probleminin ilk adimi, elemanin saptanmasi ve elemanin tiiriine
gore problemin ¢oziim bolgesinin alt bolgelere (elemanlara) ayrilmasidir. Problem
coziilirken gerekli olan islem siiresini, bellek miktarin1 ve yaklagik c¢oziimiin

yakinsakligini, Problemin tanim bdlgesinin ayriklastirilmasi etkilemektedir.

Problemin ¢o6ziim bolgesine en ideal eleman tiiri belirlenmelidir. Ayrica
elemanlarin boyutlar1 ve sayilar1 da var olan problemi en iyi sekilde temsil edecek,
hesaplamalar1 da minimuma indirgeyecek diizeyde seg¢ilmelidir. Yani, degisken bazi
bolgelerde ani bir degisim gosteriyorsa, elemanlar bu bdlgelerde yogun olarak segilir.
Dogru elemanin secilmesi kadar bu elemanlarin ve onlarin ayriklastirma noktalarinin
(diigiim noktalarinin) yerleri ve bu ayriklagtirma noktalarinin dogru numaralandirilmasi
bu yontemin dogru ¢aligmasini etkileyen faktorler arasindadir (Cepni ve Deniz 2005;
Selvitopi 2016).

Sonlu elemanlar yontemiyle bir bdlgenin ¢oziimii i¢in ayriklagtirilmas: bu
bolgenin basit ve daha kiiciik alt bolgelere ayrilmasidir. Yani, her bir alt bolge tizerinde
yapilan sade yaklasimlariyla ¢ikan ¢oziimler var olan problemin ¢oziimiine yaklasik

coziimler elde edilir (Selvitopi 2016).
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16 17 18 19 20

—— = Eleman
141 15

®
0

¢ & & & ) {= Diigiim Noktasi
1 2 3 4 S

Sekil 1.1. Ayriklagtirma noktalarinin numaralandirilmasi (Ciftci 2012)

1.5.2. Elemanlar

Problemin tanim bdlgesi sonlu elemanlar yontemiyle, eleman olarak nitelenen
daha basit alt bolgelere ayrilir (ayriklastirma islemi). Bu elemanlarin belli noktalarda
birbirlerine baglanarak olusturdugu noktalara diigiim noktasi (node) denir. Digiim
noktalar1 haricinde yani elemanin igerisinde ya da kenarlar1 iizerinde de noktalar
secilebilir. Diiglim noktalarinin ve secilen bu noktalarin hepsine ayriklastirma noktalar
denir (Selvitopi 2016).

Eleman

—— > Diigiim Noktas1

Ayriklastirma Noktalari

Sekil 1.2. Sonlu elemanlar modelinde elemanlar ve ayriklastirma noktalar1 (Selvitopi
2016).
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1.5.3. 2-D elemanlar

Genel olarak iki boyutlu uzayda iicgen ve dortgen tiirii elemanlar segilir. Bu
grubun esas eleman, {i¢ diigiimlii olan iiggen elemandir. Uggen elemanindan alt1, dokuz
ve daha cok ayristirma noktalar1 da secilebilir. Secilecek sekil fonksiyonlarinin
derecesine gore Ayriklastirma nokta sayisi belirlenir. Diizgiin olmayan bdlgelerin
ayriklastirilmasinda genellikle {iggen eleman tercih edilir. Bu yiizden iiggen eleman,
cokea tercih edilen ve kullanish olan bir eleman tiirtidiir. Dogrusal (lineer) liggen eleman;
ayriklastirma noktasi tiggenin kose noktalarindan segilmesiyle, kuadratik (quadratic)
ticgen eleman ise ayriklastirma noktalarinin tiggenin kose noktalarindan ve her bir
kenarindan bir nokta se¢ilmesiyle olusur. Dortgen eleman ise genelde tanim bolgesinin
geometrik yapisina uygun oldugu yerlerde secilen eleman tiirtidiir. Dértgen elemanda dort

veya daha fazla ayriklastirma noktasi bulunabilir (Reddy 2005; Cift¢i 2012).

X3
i i i i X13 ﬁ X23
x4 Y2

X12
Lineer liggen eleman Kuadratik iiggen eleman Uggen eleman  Kiibik iiggen eleman

" Dért iiggenden olusmus

Dortgen eleman o Iki iiggenden olusmus >
dortgen eleman

dortgen eleman

Bilineer dikdortgen

eleman Bikuadratik dikdortgen eleman Kiibik dikdortgen eleman

Sekil 1.3. iki boyutlu elemanlar (Breas 2011)
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1.5.4. Sekil fonksiyonlar

Sonlu elemanlar yonteminde bdlgenin ayriklastirilmas: ile bulunan ve bu
elemanlar tizerinde segilip ayriklagtirma noktalarinda tanimlanan sekil fonksiyonlarinin
(N;) dogrusal (lineer) kombinasyonu olarak; bilinmeyen fonksiyon u(x) , e elemanina

yaklagik diigiim noktalarindaki u; degerleri ile

n

u() = uf(0) = ) uENE) (12)

i=1

seklinde tanimlanir. Sekil fonksiyonlarinin iki boyutlu uzayda kullanilan 6zellikleri ve

bu ¢alismada kullanilan tiirleri agagida belirtilmistir.

1.5.5. Ucgen eleman sekil fonksiyonlari

Uggen elemanlarla modelleme de yapilacak ilk sey, ¢oziim bdlgesinin iiggenlerle
ayriklastirilmasidir. Ayriklastirma yapilirken bolgede hi¢ bosluk kalmayacak sekilde
ticgenlere ayrilmasia ve tliggenlerin birbiri lizerine ¢ikmamasina dikkat edilir. Ayrica
licgenlerin koselerinden birbirlerine bagli olmasi gerekir. Oyle ki; bir {icgenin kdsesi
diger bir licgenin kenarina denk gelmemelidir. Bu ana sartlara ek olarak baska sartlarda
vardir. Uggenlerin eskenar iiggene yakin secilmesi en iyi sonucu bulmamizi saglar.
Uggenlerin i¢ agis1 kiigiildiikce hata orami artmaktadir. Uggenin i¢ acisini kiigiiltmek
yerine boyutu daha kiiciik i¢ agis1 daha biiyiik tiggen kullanmak daha iyi sonuglar elde
etmemizi saglar. Ucgenleri tamimlamak icin kdse noktalar1 kullanilir ve bu kdse noktalar
diiglim noktalarin1 olusturur. Boylelikle bir liggen elemanin ii¢ kenar1 ve li¢ diiglim
noktas1 bulunmaktadir. Uggenlerin kose noktalar: ya saat yoniinde ya da saat yoniiniin
tersi yoniinde olacak sekilde yazilir ve bu kdse noktalar: istenilen koseden baslanarak
yazila bilinir. Burada 6nemli olan husus hangi kdseden baslanirsa baslansin diger iki
noktanin da kullanilan doniis yoniine gore yazilmasi gerekliligidir. Bu sekilde bolge
ticgenlere ayriklastirilir. Her bir liggen iizerinde de noktalar secilip, sekil fonksiyonlari

belirlenir (Selvitopi 2016).
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1.6. Ucgen Eleman icin Sayisal Integral

Sonlu elemanlar metodu ile iggen eleman tizerinde alan integralleri sayisal olarak
hesaplanirken ¢cogunlukla Gauss-Kuadratiir yontemi tercih edilir. Bu yontemi uygularken
esas olan Gauss noktalar1 ve karsilik gelen agirlik katsayilari ise literatiirde tablo halinde
sonlu sayida verilmistir. Burada, ek olarak Hussain ve Karim (2012) tarafindan 6nerilen

sayisal integral hesaplama yontemi kullanilacaktir.

y
C(-LD
c
t
n
S
S g
—_— —_—
A
B
X A(-1-1) B (1,-1)
i i i N (2) (s,t) koordinat sisteminde (3) (&) koordinat sisteminde
1(x,y) koordinat sisteminde herhangi bir iiggen normallestirilmis iiggen karesel bolge

Sekil 1.4. Sayisal Integral Bolge Doniisiimii (Selvitopi 2016)
1.4.°deki (1) tiggensel bolgesi, ilk olarak (2)’deki liggensel bdlgeye, sonrasinda
ise (2)’deki tiggensel bolge, (3)’deki karesel bolgeye doniistiiriilir. Bu doniisiim ile

karesel bolge iizerinde Legendre polinomunun kokleri istenilen derecede ve istenilen

sayida nokta kullanilarak sayisal integral hesaplanir.

Yukarida verilen bolge dontistimleri asagidaki gibidir.

Sekil 1.4.°de (1)’deki rastgele secilen bir iiggensel bolgeyi (2)’deki

normallestirilmis licgensel bolgeye doniistiirelim:

(1)’deki tiggensel bolgenin kose noktalart A(xq,y,), B(xg,y5), C(x3,y3) olsun.

Burada x4, y1, X2, V2, X3, Y3 € R dir. aq, by, ¢4, a5, by, ¢, € R olmak tizere;

10
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I = ff(x,y) dxdy (1.3)
Q

integrali hesaplayalim. ilk olarak bolge doniisiimleri gosterilecek olursa;
X =a;+b;s+cyt (1.4)
Yy =a, + bys + ¢yt

Esitlikleri ile yapilir. Sekil fonksiyonlari ise;

1

le_z

(s +1t),N, = %(s +1),N; = %(t + 1) gibidir. (1.5)

(1.4)°deki esitliklerde Sekil 1.4.’deki (1) ve (2)’deki bolgelerin kose noktalart

kullanilirsa;
Xy =a,—by—c,
yi=a;—by— ¢,
X, =a;+b—¢ (1.6)
Y2=0a+b; —¢;

X3=a1—b1+C1

11
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Y3 =a; —b; +¢;

esitlikleri elde edilir. (1.6)’daki esitlikler matris formunda yazilirsa;

1 -1 —-1](% X1

N

1 -1 1llg X3 (1.7)
1 -1 —1](% Y1

[ 5 -6

1 -1 1lle V3

seklinde  olacaktir.  (1.6)’daki  esitliklerden a4, by,a,, b,, a3, b;  ifadeleri
X1,Y1, X2, V2, X3, Y3 tiirlinden asagidaki sekilde gibi elde edilir.

Xy + X3
a, = 2
xZ_xl
b1= 2
X3 — X1 1.
(=52 (L8)
Y2+ Y3
a, = >
YV2—WM1
b2 = >

12



Jacobian matrisinin determinanti ise;

Jx 0x Xy — X1 X3 — X1
dy Ody Y2—Y1 Y3~ )1
ds Ot 2 2 (1.9)

_ (xz ; x1) (Y3 ;3’1) _ (x3 ;x1) (3’2 ;)’1)
ALAN

1
= Z{(xz —x) s —y1) — (3 —x)Q@ —y)} = 7

olarak bulunur. (1.3)’deki integral,

ALAN f_ f_ f(x(s t),y(s, t))dtds (1.10)

integraline dontisiir. Bu sekilde Sekill.4.’deki (1) bolgesi (2) bolgesine doniistiirilmiis

olur. (2) bolgesini (3) bolgesine doniistiirmek i¢in ise;

[9%)
I
~N

almip (1.8)’deki esitliklerle birlikte (1.4) esitliginde kullanilirsa;

X -;xg + (Xz ;961)Z + (x3£x1) <(1 — 5)2(1 +1) _ 1) (1.12)

13
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= eryg N (yz ;yl)z N (ygéyl) <(1 - ()2(1 +n) 1)

ulagilir. Bu bolge doniisiimii i¢in Jacobain matrisinin determinant1 hesaplandiginda;

ds OJs . 0
a¢ an 1-¢
Ul=15; a¢ ‘ (2+77) 2( >
a_( % (1.13)

olarak bulunur. Bu doniisiimleri (1.10) integralinde yerine yazarsak;

;- ALAN ' fl f<>c<{,(1_o(1+n)—1),
n=-1

4 Jeern 2
(1.14)
1-001+ 1-
y(c,( O +m) 1))( z)dtds
2 2
ulasilir. Dolayisiyla I integrali;
m n
1-, (1—3)(1 +n;)
I = ALAN Z z (T‘) wow,f <gl., -1 (1.15)
i=1 j=1
sayisal olarak bu sekilde hesaplanir.
Sekil fonksiyonlari ise;
(1.16)

1 1 1

Ny=-(n—-¢—m+1), N=-{(+1, N3=-(n—{—-{n+1)

T4 T2 T4

14
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olarak bulunur.

1.7. Konveksiyon-Difiizyon-Reaksiyon Olay1

Kimyasal potansiyel farkinin bulundugu bolgede molekiillerin bir noktadan baska
bir noktaya olan hareketine kiitle aktarimi denir. Kiitle aktarimi, derisim farki bulunan bir
sistemde ya molekiiler (diflizyon) ya da konveksiyonla gerceklesmektedir (Bucholz

2015).

Bir ortamda 1s1 enerjisinin yiikselmesi sonucunda sicaklik artar ve sicakligin
arttig1 bolgelerde hacimce genlesme ortaya ¢ikar. Genlesen hacim ise maddenin ortalama
yogunlugunun azalmasina sebep olur. Ortalama yogunlugu azalan madde ortamda
yiikselir ve onun bosalttig1 yere sicakligi diisiik yani ortalama yogunlugu yiiksek olan
madde gecer. Isinan madde yiikseldik¢e sogur ve yogunlugu artar. Yogunlugun artmasi
cekim etkisini de artirir ve madde ortam iginde alcalir. Bu arada yiikselen maddenin
yerine gecen daha soguk madde de 1sinir ve bu olaylar aynen tekrarlanir. Is1 enerjisinin
ortam iginde sebep oldugu yer degistirme hareketine konveksiyon hareketi denir. (Sanver
1983). Diger bir ifadeyle mekanik karigtirma, akiskan akiminda tiirbiilans, gibi faktorlerle
ortaya c¢ikan konveksiyon sonucu Eddy akimlarindan dolayr olusan kiitle aktarimina,

tiirbiilansh difiizyon veya konvektif aktarim denir (Anthony and Verma 2021).

Difiizyon, molekiillerin rastgele hareketleri sonucu yer degistirmeleri olarak
tanimlanir yani molekiillerin bireysel hareketleriyle gergeklesen kiitle aktarimina
molekiiler (difiizyon) aktarim denir. Maddenin biitiin hallerinde farkli 6zellik ve hizda
meydana gelebilir. Difiizyonun ana prensibi, maddenin yogunlugu yiiksek bir ortamdan
yogunlugu diisiik bir bolgeye kendiliginden yayilmasidir (Ince 2001). iki ortamin
yogunlugu esitlenene kadar transfer devam eder. Miirekkebin suda, kolonyanin havada,

sekerin ¢ayda parfiimiin odaya yayilmas1 difiizyona o6rnektir.

Konveksiyon, difiizyon, reaksiyonun 6nemi, bir ortamda dagitilan bir veya daha
fazla maddenin konsantrasyonunun, nasil degistigini fiziksel problemler kullanarak
aciklar. Konveksiyon, tasima ortami nedeniyle maddelerin hareketini sunar. Difiizyon,

uygulamalara bagli olarak maddenin daha yiiksek bir konsantrasyondan daha diisiik bir

15
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konsantrasyona ve bunun tersi hareketini dogrulayarak maddenin diizgiin dagilimini
korur ve reaksiyonda etkilesimdir. Yani Konveksiyon-Difiizyon-Reaksiyon (CDR)
modeli, madde konsantrasyonunun nasil dagildigini ifade eden matematiksel bir modeldir

(Lima et al. 2021). Bu tezde, bu problemin ¢oziimii sayisal olarak incelenecektir.

1.7.1. Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemi

Bilimde ve modern yasamda, konveksiyon-difiizyon-reaksiyon diferansiyel
denklemleri faydali, etkili ve hayati bir matematiksel model saglar (Lima et al. 2021).
Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemleri, yakit hiicrelerinde, iyon tagmiminda
(Asinari et al. 2007; Suzue et al. 2008), ve gézenekli ortamlarda yilizey reaksiyonlari gibi
miithendislik uygulamalarinda skaler niceliklerin (kiitle ve konsantrasyon) evrimini
tanimlamak i¢in yaygin olarak kullanilmaktadir (Wang et al. 2007; Willingham et al.
2008). Bunlara ek olarak Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemi, asagidaki yer alan

birgok dnemli konuda da uygulanmaktadir (Lima et al. 2021).

e Havacilik,

e Toprak kirleticileri,

e Notron diflizyonu

e Elastikiyet ile 1s1 iletimi

e (ida isletmeciligi,

e Kimyasal tiirlerin reaksiyonu,

e Yarn iletkenlerin ve biyolojik sistemlerin modellenmesi
e Dogrusal olmayan akustik ve akiskanlar mekanigi,

e Gaz dinamigi, trafik ve sayi teorisi,

Karmasik ve dogrusal olmamasi nedeniyle, Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon
denklemlerinin genellikle sayisal olarak ¢oziilmesi gerekir. Bu denklemler i¢in geleneksel
sayisal yontemler, sonlu fark, sonlu eleman, spektral yontemler ve benzerleridir (Baliga

et al. 1980; Izadkah et al. 2015; Morton et al. 2019; Xie et al. 2021).

Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemi, u skaler degerli fonksiyon, Dirichlet

smir kosullar1 ve Q tanim bolgesinde, (0,T] smirinda tamimlh € difiizyon katsayisi,

16
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T(x) reaksiyon katsayisi, g(x) sabit veya sabit olmayan taginim katsayist olmak {izere

zaman bagimsiz konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemi su sekilde yazilir;
—eV2u+ g(x)Vu+Ttu=nh (1.17)

o(t, x,y) reaksiyon katsayisi, g(t) zamana bagh tagimim katsayisi olmak tizere zaman

bagimli konveksiyon-diflizyon-reaksiyon denklemi ise su sekilde yazilir;

S — eVu+ g(t)Vu+ou=h (0,T] x Q (1.18)

u(x.t) bu denklemin bir ¢6ziimiidiir. Iyi tanimlanmis probleme sahip olmak igin sinir

kosullari; Dirichlet tipi (u = %) , Neymann tipi (Z—Z = _) , @ Ve u sabitler olmak tizere;
Karisik tipi (au + ,ug—z = g) olarak alina bilinir. % = u(x,y,t), g = q(x,y,t) ve
g(x,y,t) fonksiyonlardir. Ayrica 9Q ¢oziim bolgesinin sinirin1  gostermek iizere
baslangi¢ ve sinir kosulu su sekilde verilir.

U(x,0) = Uy(x) (1.19)

U@dQ,t) = Uy(x,t)

17
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2. KAYNAK OZETLERI

Konveksiyon-difiizyon problemlerinin ¢6ziimii igin yapilan bir ¢alismada sayisal
bir metot olusturulmustur. U¢ boyutlu problemlerle de gelistirilebilecegi gibi, metot genel
olarak iki boyutlu problemler i¢in formiile edilmistir. Hesaplama alani ii¢ diigiimli
ticgenlere boliindiikten sonra elde edilen elemanlarin merkezinden karsilik gelen
kenarlarin orta noktalarina birlestirmek suretiyle cokgen kontrol hacimleri ile elde edilir.
Her elemanda, ortalama hiz vektorii dogrultusunda ve buna dik yonde bagimh degisken
enterpole edilmektedir. Bu fonksiyonlar sifira yaklastik¢a lineer hale gelirken, Peclet
sayisina cevap vermektedir. Ayriklasma denklemlerinin elde edilmesi i¢in ise, ¢okgen
kontrol hacimlerine uygulanan integral korunum denklemlerine cebirsel yaklagimlar

kullanilmaktadir (Baliga et al. 1980).

Tezduyar ve Park (1986) calismasinda, Konveksiyonun ve reaksiyonun baskin
oldugu akislarda keskin i¢ ve sinir tabakalar1 hakkindaki salinimlari en aza indirmek i¢in

SUPG (Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin) yontemini tanimlamistir.

Zaman bagimsiz Konveksiyon-difiizyon denkleminin kararli halinin ve difiizyon

katsayili konum degisken halinin analitik ¢oziimiinii incelemistir (Vilhena 1992).

Codina (1998) yaptig1 ¢aligmasinda zamana bagli Lineer difiizyon-konveksiyon-
reaksiyon denklemini ¢ézmek icin birkag¢ sonlu eleman yontemini karsilastirmistir.
Bunlardan SUPG yonteminin de bulundugu birgok yontem arasindaki benzerlik ve
farkliliklar belirlenmistir. Kararli sonlu elemanlar yontemlerinin uygulanmasindaki ana
fikir, zamana bagli denklemin zamansal ayriklastirilmasindan sonra, denklemin kararlt

hal konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemi formunu almasidir.

Bu calismada hp-sonlu elemanlar yontemi ile Konveksiyon-difiizyon denkleminin

¢Ozlimiinii incelemislerdir (Melenk et al. 1999).

En kiigiik kareler yontemi ile sonlu elemanlar metodunun singiiler pertiirbe

konveksiyon-difiizyon problemlerinin ¢éziimlerini incelemislerdir (Lazarov et al. 2000).
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Burman and Hansbo (2004) yaptiklari ¢alismada, sonlu elemanlar1 yontemi ile
konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemleri ve Stokes problemleri igin bir kenar
kararlilik yontemini uygun bulmuslardir. Yontem, eleman sinirlart boyunca gradyan

sigramalarinin en kiigiik kare kararlilig1 ele alinmistir.

Lai and Tseng (2005) calismalarinda kutupsal koordinatlarda verilen degisken
katsayili konveksiyon-difiizyon denklemini sonlu farklar ydntemini kullanarak

preconditioned conjugate gradient (PCG) yontemi ile ¢ézlimiinii incelemislerdir.

Bu calismada, Konveksiyon-Diflizyon-Reaksiyon problemleri ¢ercevesinde
Petrov-Galerkin yonteminin birkag yaklasimini ele almiglardir. SUPG, Galerkin Least
square (GLS) yonteminin ve Subgrid Scale yonteminin davranisi gesitli yollarla
arastirilmistir (Chaple 2006).

Knobloch (2006) yaptig1 calismasinda iicgen pargali lineer sonlu elemanlar
kullanarak skaler iki boyutlu siirekli taginim-difiizyon denklemlerinin sayisal ¢oziimii i¢in
Mizukami-Hughes yontemini ele almistir, Ayrica Mizukami-Hughes yonteminin
konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemlerine ve ii¢ boyutlu problemlere nasil

uygulanabilecegini gostermistir.

Zaman bagimli konveksiyon-difiizyon denklemlerinin siireksiz Galerkin sonlu

elemanlar yontemi ile ¢6ziimiinii ve uygulamasini incelemistir (Sudirham et al. 20006).

Skaler zamana bagli konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemleri i¢in uygun
sonlu eleman metotlar1 tanimlamanin ilk asamalarini belirtildigi bir ¢alismada farkl
parametrelere sahip SUPG metotlar1, gesitli SOLD (Spurious Oscillations at Layers
Diminishing) metotlari, bir LPS (Local Projection Stabilization) semasi ve iki FEM-FCT
(Finite Element Method - Flux Corrected Transport ) metotu gibi uygun olan metotlarin
cogu sayisal olarak karsilastirilir. Bilindigi kadariyla, bu metotlarinin cogu simdiye kadar
zamana bagli problemlerin simiilasyonunda heniiz kullanilmamaistir. Ayrica, konveksiyon
baskin ve reaksiyon baskin denklemlerin sonlu eleman metotlarinin stabilizasyonu i¢in

FEM-FCT metotlar1 daha geleneksel semalarla oldugu goriiniiyor. Bu ¢alismanin esas

20



2. KAYNAK OZETLERI

amaci, SUPG metoduyla ulasilan ¢oziimi Onemli Ol¢lide gelistirmeyi saglayacak

metotlar1 belirlemektir (John et al. 2008).

Burman (2010) calismasinda, Siireksiz adveksiyon denkleminin zaman/uzay
ayriklagtirmasi Petrov—Galerkin yontemiyle ele alinmistir. Yontemde, zaman tiirevinin
kararlilik terimine dahil edilmesi tutarlilik gostermektedir. Hem ileriye dogru Euler
yontemi, hem Crank-Nicolson semas1 hem de ikinci dereceden geriye dogru farklilagsma

formiilii kullanilir ve bu semalar i¢in yari-optimal yakinsama kanitlanmustir.

Sinir tabakast iceren bir boyutlu konveksiyon-difiizyon denklemini, normal sonlu
eleman metodunda kullanilan sekil fonksiyonlarinin sinir tabakasinin oldugu yerde, sinir
tabakas1 iceren aymi yapida ek fonksiyonlar ile gelistirilmesi ile elde edilen yeni

formiilasyon ile ¢oziimiine ulasilmistir (Kellogg et al. 2010).

Sonlu elemanlar yontemi, makine miihendisligi konularindan olan akigkanlar
dinamigi ve yapisal analiz gibi alanlarda problemleri ¢6zmek i¢in gelistirilmis olan bu
calismada, bir¢ok agidan Sonlu elemanlar yontemi, sonlu farklar yontemi ile benzerlik
gostermektedir. Her iki yontem de genellikle aymi fiziksel sorunlari ¢ézmek ig¢in
kullanilabilir ve her iki yontem de sonunda Ax = b bi¢iminde bir matris-vektor

denkleminin tersine gevrilmesi ile elde edilmektedir (Nagel 2012).

Zhong et al. (2018) calismasinda, kararsiz difiizyon-konveksiyon-reaksiyon
denkleminin ¢6zlimii i¢in gelistirilmis spektral Galerkin yontemine dayali a¢ik bir sayisal
algoritma sunmakta olup, Sonlu elemanlar yontemi ile sayisal ¢oziimler iki Ornek

tizerinden karsilastirilarak yontemin etkili oldugu gosterilmistir.

Bu caligmada Bakhvalov tipi aglar iizerinde konveksiyon-difiizyon denklemi
lineer sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziilmektedir. Coziimde, ilk kez Bakhvalov tipi aglar

tizerinde asir1 yakinlik sonucu elde edilmistir (Zhang and Liu 2021).
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3.1. Konveksiyon Difiizyon Reaksiyon Problemi

Bu boliimde ilk olarak konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denkleminin giiglii hal,
zay1f hal ve varyasyonel hal olmak {izere ii¢ farkli durumu incelenecektir.

3.1.1. Giiglii hal

Konveksiyon-diflizyon-reaksiyon denklemi € bolgesinde;

3—1; —eV?u+ g(t)Vu+ou=h 3.1
esitligi
u(x,y,0) =0 (3.2)
u(0Q,t) =0

baglangi¢ ve smir kosullari ile tanimlanir. Denklemde u bilinmeyen fonksiyon g(t)

zamana bagli konveksiyon katsayisi ve h ise dig fonksiyon olmak iizere;

V2u(x,y) = V.Vu = div grad u = b + 24
uCr,y) =V.Vu=divgradu=-— 52
Ju du (3.3)
Vu(x,y) = grad u = (ﬂ'@)

(Vi = 6u+ u
g u—!hax gzay

olarak yazilabilir.
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Bilinmeyen  u fonksiyonu, denklemi Q bolgesinde ve smir sartlarmi tim

siirlarda saglayacagindan, problemin bu haline gii¢lii hal (strong form) denir (Ciftgi
2012).

3.1.2. Zayif hal

[lk olarak asagidaki bazi uzaylari tantyalim.

L’(Q) = {u:ﬂ — ]Rl:f lu()|? dx < 00}
Q

(3.4)
HY(Q) = {u € 12(Q):u' € L2(Q)}
V=H}Q)={ueHQ):u=0 00}
Oyle ki;
L*(Q) : (1 bolgesinde ikinci dereceden integrallenebilir fonksiyonlar uzayin,
H(Q) :L?(Q) uzayinm alt uzaymni,
H}(Q) Q) siirinda  sifir  de@erini  alan H'(Q) uzaymmin alt uzaymi

simgelemektedir.

Konveksiyon difiizyon reaksiyon probleminin zayif halini bulmak i¢in ilk olarak
yukarida verilen diferansiyel denklemin giiclii haline ulagsmasini saglayan u € V igin,
giiclii hali homojen formda yazilir, sonra problemin tanim boélgesinde bir agirlik
fonksiyonu w ile ¢arpilip integral alinarak degeri sifira esitlenir. Bu uygulanan yonteme

agirlikli rezidii yontemi denir (Selvitopi 2016).
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Ju
f (E —eViu+ g(t)Vu+ou—h )wdxdy =0
Q

biciminde olur. Burada —VZuw terimine Divergence teoremi uygulanirsa;

f VPWwdQ = — f VuvwdQ + fw(nVu)ds
Q Q r

elde edilir. (3.6) denklemi (3.5)’de yerine yazilirsa;

du
f (E w + VuVw + g(t)Vuw + ouw —hw ) dxdy — %w(nVu)ds =0
Q r

elde edilir. Burada, n = (nx, ny) I’ sinirinda birim vektordiir.

oldugundan (3.5) denklemi

ou
j (E w + VuVw + g(t)Vuw + ouw —hw ) dxdy — iquds =0
Q r

denklemine indirgenir. Bu haline zayif hal denir (Cift¢i 2012).
3.1.3.VVaryasyonel hal

(1 bolgesindeki bilinmeyen u fonksiyonu her bir e elemani iizerinde;

n

u() = us () = ) ufNE (o)

i=1
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ayriklastirilmis formda tanimlansin.

Esitlikte uf = u(x;) ,N7(x) ve 6;; kronecker delta fonksiyonunu goéstermek

lizere;

1, i=jise (3.11)
Nf (%) = 6y = {0 i +jise

ozelliginde olan lineer sekil fonksiyonlaridir.

Yaklagik ¢6ziim degerinin gercek ¢oziime yakinsamasi igin ujf(x) yaklagimi

tizerinden asagidaki durumlar belirtilmektedir.

uy (x) eleman ve elemanlarin baglanti noktalari tizerinde stirekli olmalidir.
Baz polinomlarina ait biitiin terimler lineer bagimsiz olmalidir.

uy (x) yi belirten polinomlar tam olmalidir.

Problemin zayif halinde sonlu elemanlar yaklagiminin yerine yazilmasi ile elde
edilen integral esitligi, (1 bolgesinin ayriklastirildig her bir alt bolge tizerinde hesaplanir.

Boylece problemin varyasyonel (ayriklastirilmis) hali elde edilir.

Iki boyutlu uzayda varyasyonel halini inceleyelim. Denklem (3.9)’da u yerine

denklem (3.10)’ da ki yaklasim yazilirsa;
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k

o LONF awse AN dwso NP o, ONf (3.12)
w. E Ul —+—) ui—+—) uj +qw E uf —
Lot ax,llax ay,llay - ox

1= 1= 1=

n
i=1

=0

i=1

aNie N epne
+ WO’Zui N — whidxdy —ff wq, ds
dy r

=1

e

esitligi elde edilir. Problemin bu haline ayriklastirilmis hali denir. Agirlik fonksiyonu da

sekil fonksiyonu tiiriinden yazilirsa,

o - (ONF ONF o S (ONE ONPY (3.13)
W_Z ox ' 0y u—Z ox ' 0y U

esitlikleri kullanilarak,

(]

+ N —— + g, Nf =
T3t Tox ax "oy ay DY g TN 5

L

Y <Nef’Nf ONf ONf 0N ON? IN® aNe (3.14)
=1

+ UNjeNie> uf

dxdy—jh]\/fdxdy—jg wq,ds =0 ,j
Q r

e

=12,..n
esitligi elde edilir.

3.2. Cranck Nicolson Semasi

Cranck-Nicolson semast ilk kez 1947 yilinda Cranck ve Nicolson tarafindan
bulunmustur. Zamanda geriye dogru merkezi fark yontemi, fonksiyonun zamana gore
tiirevini birinci mertebeden hesaplarken Crank-Nicolson semasi tek asama yerine
zamanda simdiki ve sonraki adimin toplaminin yarisini ifade eder ve ikinci mertebeden

olur.
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Cauchy problemi uygun baglangi¢ kosullarinda, vektorel veya skaler durumlarda,
bir diferansiyel denklemin ¢dziimiiniin bulunmasini icerir. Ozellikle skaler durumda

I t, ‘11gerecek sekilde R nin bir aralig1 olmak iizere, Cauchy problemi;

y' =fty), tel (3.15)
Yo = y(to)
denklemini saglayan y € C*(I) fonksiyonunu bulmaktir. Burada f(t,y) fonksiyonu,

S =1 X (—o0,00) {izerinde gergel degerli ve her iki degiskene gore siireklidir. Eger f
fonksiyonu t ye gore siirekliyse asagidaki ¢oziim saglanir.

. (3.16)
y© - y(t) = [ f(ey@)dr
to

Tersine y fonksiyonu tanimli ise I da siireklidir ve y(ty) = y, dir. Ayrica y
fonksiyonu f(.,y(.)) siirekli fonksiyonun ilkeli oldugu icin y € C*(I) dir ve y' =
f(t,y) denklemi saglanir. Boylelikle cauchy probleminde f siirekli ise, integral
denklemine denktir (Quarteroni et al. 2000).

Crank-Nicolson yénteminde verilen integral denkleminde [ f (¢, y)dt integraline
f nin t, ve t,,, in orta noktasindaki interpolasyon polinomu yazilarak ulagilir.

h .
Yn+1 =Yn t+ E [f(tn' Vo) + f(tn+1' yn+1)] (3.17)

Yonteminin mertebesine ulasilmasi icin gercek ¢oziim denklemde yazilarak
y(t,+1) t, civarinda taylor serisine agilirsa;

h
y(tn+1) - y(tn) - E [f(tn» :V(tn)) + f(tn+1' y(tn+1))]

1
= ¥t + kv (6) + 525" () + 0G| = ¥t
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h
~ 3 (6 +'(t) + hy" (6) + O(h2)) 19

= 0(h®) = 0(hP*Y)

sonucuna ulasilir. Burada p = 2 dir. Boylelikle Crank-Nicolson yonteminin mertebesi 2

olduguna ulasilir (Quarteroni et al. 2000).

3.3. Sonlu Elemanlar Yonteminin Konveksiyon Difiizyon Reaksiyon Denklemine
Uygulanmasi

Gergek hayattan kaynaklanan sorunlara analitik bir ¢6ziim bulmak ¢ok zordur; bu
yiizden sayisal yontemler, yaklasik ¢oziimler elde etmemize 6nemli 6lgiide yardimci
olabilir. Sonlu elemanlar yontemi en verimli sayisal yontemlerden biridir. Sonlu
elemanlar yontemi, diferansiyel denklemlerin sonlu sayida ag noktalarina giiclii bir
sekilde ayriklastirilmasi ve ardindan ¢oziime yaklagmasi ile taninir (Lima et al. 2021). Bu
boliimde, konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denkleminin sayisal ¢6ziimi i¢in SEY

kullanilarak formiile edilecektir.

u

ri eV2u+ Gt)Vu+ou=nh (3.19)

denklemine agirlikli rezidii yontemi uygulanirsa;

9]
j [W (a—l; —eVPu + G(t)Vu + ou — h) dxdy] =0 (3.20)
Q

esitligi elde edilir. Denklem (3.20)’de —V?uw terimine Divergence teoremi

uygulanirsa;
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[ () e
w| =) dxdy
q \0t

+ ef VuVwdxdy
(3.21)

+ (91 +92) f Vuwdxdy

+afu.wdxdy—fhwdxdy=0

esitligi elde edilir. Zaman degiskeni i¢in sonlu farklar yontemi kullanilarak,

un+1 _un dxd
fQW —At xay

- ef[G(Vu”“Vw) + (1 — 8)(Vu"Vw)]dxdy

+ j-[e(gi‘wl +g?+1)vun+lw (3.22)
+ (1 -0)(gt +gHVuwldxdy
+ af[@u"“w + (1 — 0)u™wldxdy — f hwdxdy

=0
esitligi elde edilir.
Q tlizerinde yaklasik sonlu eleman u fonksiyonu

n (3.23)
u(y,0 ~ ) uf(ONF (x,)

i=1
bi¢iminde tanimlansin.

w = N£.(x,y) (3.24)
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n n e e e
4 ene ONZ ON7  ONZONFY i
ZZ At (N‘M)+9<6x'6x+6y oy u

n+1 eaNje n+1 eaNje n+1
tO0lg9i N5 -+ 9: Niw u

+ 0ONZ NP u™t

ONf ONf AN ONf
=+ n
ox Ox dy 0dy

n ealvje n ealvje n
—(1-0)(grN; W"‘Qz]\h By u

n
s 0—(1 - H)Nle. IVje.un + 2 the
i=1

elde edilir. Denklemde yer alan terimler gruplandirilir ise;

Ms = j Nielvj'edXdy
Qe

e_j aNie aNje_I_aNieaNje +oNe.Ne\dxd
ij_anx'(')x dy dy oA axay

L e =J gn+1Nf3 aNje_I_gn+1Nf3 aNje dxdy
1ij 0 1 i Ox 2 i ay

e Ne

IN¢
L% = nNe—L 4 gnNe —Lbdxd
2” fﬂ{gl i ax +g2 i ay} X y

h{ = f h(x,y,t)Nf dxdy
Q

elde edilir. Denklem sistemi,
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[% M] {un+1} + Q[K]{uTHl} + H[Ll]{un“} (3.27)

1
- [a M] W — (1 - O)[K]{u"} + (1 — )[L,]{u™}

+ {h}
biciminde matris formunda yazilabilir.

n % n boyutlarinda denklem sistemi elde edilir.

ileri fark (3.28)

0 = Crank Nicolson

PN~ o

geri fark
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

ORNEK 1.

Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemi;

ou

T eViu+ g)Vu+ou=nh t >0, (x,y) €Q (4.1)

esitligi ve u(x,y,0) =0, u(0Q,t) = 0 sinir kosullarmdah=1,g;,=1,g, =1

o = 1 ve asagida verilen sartlar altinda incelenecektir.

Y =

06K

0.4 =

02"

o WAAAAAAAAAAAAAN A4 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Sekil 4.1. Coziim bolgesinin ayriklastirilmast.

Denklem (4.1)'de verilen problemin farkli & degerleri ve g(t) fonksiyonu igin
Q =1[0,1] x [0,1] bolgesinde sayisal ¢6ziim elde edilmistir. Ayrica ¢6ziim asamasinda

biitiin durumlar i¢in zaman adim uzunlugu t = 0,01 olarak alinmigtir.

(4.1)’de ki probleme tezde Onerilen sayisal sema uygulanirken 6 = 1/2 alinarak

zaman yonii i¢cin Crank-Nicolson sayisal semasi Onerilmistir.

Sekil 4.1’de problem ¢6ziim bélgesinin ayriklastirilmasi verilmistir. Problem
¢ozlim bolgesi ayriklastirilirken, 529 diigiim noktasi kullanilarak 968 eleman elde

edilmis ve ¢6zilim stirecinde kullanilmistir.
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Sekil (4.2) — (4.7) ile e = 0,1 ve g(t) = (1,1) degerleri i¢in sayisal ¢ozliimler
kontur egrisi ve 3-boyutlu model ile verilmistir. Elde edilen sayisal ¢6ziimler

irdelendiginde zaman ilerledik¢e ¢6ziim degerlerinin biiytidiigii gozlemlenmistir.

u(x.y.0.10)

u(xy.0.10)

0.098
0.085
0.07

0.055
0.04

0.025
0.005

Sekil 4.2. u fonksiyonunun e = 0,1,0 = 0,5, t = 0,1 i¢in sayisal ¢6ziimiiniin kontur

egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

u(x,y.0.30)
ufxy.0.30) 0.285
0.285 0.26 v
0.26 0.2
02
0.14
008
002

Sekil 4.3. u fonksiyonunun e = 0,1,0 = 0,5, t = 0,3 i¢in sayisal ¢6ziimiiniin kontur
egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).
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u(x.y.0.50)
0.42
0.34 Y

Sekil 4.4. u fonksiyonunun ¢ = 0,1,6 = 0,5, t = 0,5 i¢in sayisal ¢ozliimiiniin kontur

egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

u(xy.1.00)
uixy.1.00) 086
06 055 Y
0.5

0.55

0.45

08
045 04
04 035
035 03

Sekil 4.5. u fonksiyonunun e = 0,1,0 = 0,5, t = 1 i¢in sayisal ¢6ziimiiniin kontur

egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

u(xy.1.50)
uix,y,1.50) !
0.65 3 Y
05 2
035 X
0.2
005

Sekil 4.6. u fonksiyonunun e = 0,1,0 = 0,5, t = 1,5 igin sayisal ¢ézlimiiniin kontur
egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).
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| u(x,y.2.00)
ufxy,2.00} 0715
0715 063 Y

055 X
0.85
055 045

0.45 035
035 025

025 015
0.15 0.05

005

Sekil 4.7. u fonksiyonunun € = 0,1, & = 0,5, t = 2 i¢in sayisal ¢ozlimiiniin kontur

egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

Sekil 4.8 ve Sekil 4.9'de e = 0,01 ve g(t) = (¢, t) degerleriicint = 0,1,0,3,0,5
ve t = 0,81 zaman adimlarinda sayisal ¢oziimler elde edilmistir. (4.1)’de verilen
denklem 1si-tiir oldugu igin ™ [u]"** — u]'| < ts sartimi saglayan (n + 1) inci zaman
seviyesinde kararli ¢6ziim elde edilir. Burada ts = tdlerans say:ist olarak sembolize

edilmektedir.

Sekil (4.8) ve Sekil (4.9) ile e = 0,01 ve g(t) = (t,t) degerleri i¢in problem
(4.1) in sayisal ¢oziimleri sunulmustur. Céziim elde edilirken ts = 1072 olarak
alinmis ve kararli ¢6ziim t = 0,81 zaman adiminda elde edilmistir. Elde edilen
sayisal ¢ozlimler irdelendiginde zaman ilerledik¢e ¢6ziim degerlerinin blyidugi

gozlemlenmistir.

u(x.y.0.10)
4 Y

Sekil 4.8. u fonksiyonun € = 0,01, 8=0,5, t = 0,1 ve i¢in sayisal ¢dziimiiniin kontur
egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).
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u(x,y.0.30)

Sekil 4.9. u fonksiyonun € = 0,01, 8 = 0,5, t = 0,3 Ve igin sayisal ¢éziimiiniin kontur

egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

u(x,y,0.50)

0.45
035
0.25
0.15

005

0.45
0.35
0.25
0.15
0.05

u(x,y.0.50)

Sekil 4.10. u fonksiyonun ¢ = 0,01, & = 0,5, t = 0,5 ve i¢in sayisal ¢ozliimiiniin kontur

egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

u(x.y.0.81)

Sekil 4.11. u fonksiyonun ¢ = 0,01, 8 = 0,5, t = 0,81 ve i¢in sayisal ¢oziimiiniin

kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda iki boyutlu konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemine

uygulanan sayisal yontemler ve elde edilen sonuglar irdelendiginde,

e Crank-Nicolson/Sonlu elemanlar hibrit sayisal yonteminin zamana bagl
konvektif  katsayili  konveksiyon-difiizyon-reaksiyon = denklemi igin

uygulanabilir bir yontem oldugu gézlemlenmistir.

e Sabit ve zamana bagl konvektif katsayili konveksiyon-difiizyon-reaksiyon
denklemi i¢in kararli sonlu elemanlar yontemine gerek duyulmaksizin kararlt
sayisal ¢ozlimler elde edilmistir. Bu durum ise sayisal ¢ozliim elde edilmesini

daha ekonomik hale getirmistir.

e Bu tezde uygulanan hibrit sayisal yontem zamana bagli katsay1 i¢eren diger

problemlere kolaylikla uygulanabilir.

e Bu tez calismasinda iki boyutlu uzayda sayisal ¢oziimii elde edilen problemin,

i¢c boyutlu modelinin ¢6ziimii ayni sayisal yontem ile elde edilebilir.
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