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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Kinetik denklemler; gaz dinami¼gi, plazma �zi¼gi, biyoloji ve sosyo-ekonomi gibi birçok

farkl¬alanda çok parçac¬kl¬sistemlerin istatistiksel tasviri olarak kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r.

Klasik kinetik denklemlere örnek olarak Liouville, Fokker-Plank ve Boltzmann denklem-

leri verilebilir (Alexeev 1982, Libo¤ 2003, Markowich, Ringhofer and Schmeiser 1990,

Pöschel and Brilliantov 2003).

Bu çal¬̧smada zamana ba¼gl¬ ve saç¬l¬m terimi içeren kinetik denklemler için baz¬ ters

problemlerin çözülebilirli¼gi ve say¬sal çözümleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu problemlerin say¬sal

çözümleri elde edilirken üç boyutlu durumda sonlu fark yöntemi ve yamuk yöntemi kul-

lan¬lm¬̧st¬r. Bu amaçla bilgisayarda MATLAB yaz¬l¬m¬kullan¬larak bir bilgisayar prog-

ram¬yaz¬lm¬̧st¬r. Yaz¬lan program¬n kullan¬m¬ile elde edilen yaklaş¬k çözümler, çizelge

ve gra�kler yard¬m¬ ile kesin çözümlerle kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Çizelgelerde maksimum ve

minimum hatalara, ayr¬ca hesaplama sürelerine yer verilmi̧stir.

Bu tezin ikinci bölümünde, ters problem tan¬m¬üzerinde durulmuş ve baz¬uygulamalar¬na

yer verilmi̧stir. Bu kapsamda ters problemlerin önemli bir uygulama alan¬olarak t¬bbi

görüntüleme teknikleri incelenmi̧stir.

Üçüncü bölümde,


T = f(x; v; t) : x 2 D � Rn; v 2 G � Rn; t 2 (0; T )g

bölgesinde verilen

Lu � @u

@t
+

nX
j=1

�
@H

@vj

@u

@xj
� @H
@xj

@u

@vj

�
� �(x; v; t) = 0 (1.1)

Liouville denklemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada u(x; v; t); faz uzay¬ndaki parçac¬klar¬n da¼g¬l¬m

fonksiyonu, H(x; v; t) Hamiltonian fonksiyonu olup,

fH; ug =
nX
j=1

�
@H

@vj

@u

@xj
� @H
@xj

@u

@vj

�
eşitli¼gi; u ve H fonksiyonlar¬n¬n Poisson parantezi olarak adland¬r¬l¬r.

1



(1.1) denkleminde �(x; v; t) bilinmeyen kaynak fonksiyonudur. Burada x ve v s¬ras¬yla

konum ve h¬z vektörlerini, t ise zaman¬göstermektedir.

Üçüncü bölüm kapsam¬nda, (1.1) denklemi için bir ters problemin çözülebilirli¼gi araşt¬r¬l-

m¬̧s ve sonlu fark yaklaş¬m¬kullan¬larak say¬sal çözümü elde edilmi̧stir. Önerilen say¬sal

çözüm yöntemi çeşitli örnekler üzerinde test edilmi̧s, elde edilen sonuçlar gra�kler ve

çizelgeler yard¬m¬yla kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Dördüncü bölümde, zamana ba¼gl¬ve saç¬l¬m terimi içeren

Lu(x; v; t) � @u

@t
+ fH; ug+ I1(u)� �(x; v; t) = 0; (x; v; t) 2 
T ;

I1(u) =

Z
G

� (x; v; t; v0)u(x; v0; t)dv0

kinetik denklemi için bir ters problemin çözümünün varl¬¼g¬, tekli¼gi ve say¬sal çözümü

araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Say¬sal çözüm için sonlu fark metoduna ek olarak yamuk yöntemi kul-

lan¬lm¬̧st¬r. Geli̧stirilen bu yaklaş¬m farkl¬fonksiyon yap¬lar¬içeren örnek ters problem-

lere uygulanm¬̧s, bulunan çözümler kesin çözümler ile gra�kler ve çizelgeler arac¬l¬¼g¬yla

kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Kinetik denklemler için çeşitli ters problemlerin çözülebilirli¼gi Amirov (2001) ve Anikonov

(2001) taraf¬ndan incelenmi̧stir. Kinetik denklemler için ters problemler hem teorik hem

de pratik aç¬dan büyük önem taş¬maktad¬r. Bu problemler �ziksel olarak parçac¬k et-

kileşim kuvvetlerinin, saç¬l¬m göstergelerinin, radyasyon kaynaklar¬n¬n ve di¼ger �ziksel

parametrelerin bulunmas¬n¬içerir. Amirov, Gölgeleyen and Rahmanova (2009), Amirov,

Ustao¼glu and Heydarov (2011) ve Gölgeleyen (2013)�de zamandan ba¼g¬ms¬z kinetik ve

transport denklemleri için baz¬ters problemlerin say¬sal çözümleri elde edilmi̧stir.
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1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde, tezde gerekli olan baz¬temel tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir.

Tan¬m 1.1 (Kompakt Support) G � Rn boş kümeden farkl¬olmak üzere, G�nin Rn�de

kapan¬̧s¬G şeklinde gösterilir. G � 
 ve G; Rn�in kompakt altkümesi (kapal¬ve s¬n¬rl¬)

ise, G b 
 olarak yaz¬l¬r. u; G üzerinde tan¬ml¬ bir fonksiyon ise, u fonksiyonunun

supportu

supp (u) = fx 2 G : u (x) 6= 0g

kümesi biçiminde tan¬mlan¬r. Buna göre supp(u) b 
 ise, 
 bölgesinde u fonksiyonunun
kompakt supportu vard¬r denir (Adams and Fournier 2003, s. 2).

Tan¬m 1.2 (Cm (
) ; C1 (
) Uzaylar¬) 
 � Rn bir bölge, m negatif olmayan bir tam-

say¬ve j�j � m olsun. Her m için, D�� k¬smi türevleri 
 bölgesinde sürekli olan tüm �

fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu vektör uzay¬Cm (
) ile gösterilir.

Özel olarak, C0 (
) � C (
) ve C1 (
) =
T1
m=0C

m (
) şeklinde tan¬mlan¬r (Adams and

Fournier 2003, s. 10).

Tan¬m 1.3 (C0 (
), C10 (
) Uzaylar¬) C0 (
) ve C
1
0 (
) uzaylar¬, s¬ras¬yla, C (
) ve

C1 (
) s¬n¬f¬ndan olan ve 
 bölgesinde kompakt supporta sahip tüm fonksiyonlar¬n oluş-

turdu¼gu uzaylard¬r (Adams and Fournier 2003, s. 10).

Tan¬m 1.4 (Lp (
) Uzay¬) 
 � Rn bir bölge ve p pozitif reel say¬olsun. 
 bölgesindeZ



ju (x)jp dx <1

şart¬n¬sa¼glayan tüm ölçülebilir u fonksiyonlar¬n¬n uzay¬Lp (
) ile gösterilir.

1 � p <1 olmak üzere

kukp =
�Z




ju (x)jp dx
� 1

p

ile tan¬mlanan k�kp fonksiyoneli Lp (
) üzerinde bir normdur. (0 < p < 1 olmas¬duru-

munda bir norm de¼gildir) (Adams and Fournier 2003, s. 23).
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Tan¬m 1.5 (Genelleşmi̧s Fonksiyon) C10 (
) üzerinde aşa¼g¬daki yak¬nsakl¬k yard¬m¬

ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay¬denir. Bu uzay, D (
) ile

gösterilir:

1) Öyle bir K � 
 kompakt cümlesi vard¬r;

8k 2 N için supp'k � K;

2) Her � = (�1; �2; : : : ; �n) ve k !1 iken

D�
'k(x)

! D�
'(x)

yak¬nsamas¬
 bölgesinde düzgün ise, k !1 için 'k
D(
)! ' yak¬nsar denir.

D (
) topolojik uzay¬nda tan¬ml¬ sürekli, lineer fonksiyonellere, genelleşmiş fonksiyon

denir. Genelleşmiş fonksiyonlar s¬n¬f¬D0 (
) ile gösterilir (Vladimirov 1971, s. 66).

Tan¬m 1.6 (Genelleşmi̧s Türev) f 2 D0 (
) olmak üzere, f genelleşmiş fonksiyo-

nunun D�f (genelleşmiş) türevi,

(D�f; ') = (�1)j�j (f;D�') ; ' 2 D (
)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Vladimirov 1971, s. 79).

Tan¬m 1.7 (Hk
0 (
) Uzay¬) H

k
0 (
) uzay¬, C

k
0

�


�
uzay¬n¬n k:kHk(
) Sobolev normuna

göre tamlan¬̧s¬d¬r (Reddy 1998, s. 243).

Tan¬m 1.8 (Hk (
) Sobolev Uzay¬) Hk (
), kendisi ve k: mertebeye kadar tüm genelleş-

miş türevleri L2 (
)�ya ait olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir.

Hk (
), üzerinde tan¬mlanan

(f; g)Hk(
) =
X
j�j�k

Z



D�fD�gdx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkHk(
) =

0@X
j�j�k

Z



jD�f j2 dx

1A1=2

biçimindedir (Mikhailov 1978, s. 121).
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Teorem 1.1 (Fubini Teoremi) f fonksiyonu Rm+n üzerinde ölçülebilir bir fonksiyon

olsun. Aşa¼g¬daki integrallerden en az birinin var oldu¼gunu ve sonlu oldu¼gunu kabul edelim:

I1 =

Z
Rm+n

jf (x; y)j dxdy;

I2 =

Z
Rm

�Z
Rn
jf (x; y)j dx

�
dy;

I3 =

Z
Rn

�Z
Rm
jf (x; y)j dy

�
dx:

I2 için yukar¬daki ifadenin anlam¬şudur: Rn üzerinde bir g integrallenebilir fonksiyonu

vard¬r öyle ki hemen hemen her y için g (y) içerideki integrale eşittir. I3 için de benzer

şekildedir. Bu durumda,

i) Hemen hemen her y 2 Rm için f (�; y) 2 L1 (Rn) :

ii) Hemen hemen her x 2 Rn için f (x; �) 2 L1 (Rm) :

iii)
R
Rm f (�; y) dy 2 L

1 (Rn) :

iv)
R
Rn f (x; �) dx 2 L

1 (Rm) :

v) I1 = I2 = I3 (Adams and Fournier 2003, s. 19).

Tan¬m 1.9 (Steklov Eşitsizli¼gi) Her f 2 H1
0 (
) için

kfk2L2(
) � C
Z



jrf j2 dx

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada C > 0 say¬s¬sadece 
 bölgesine ba¼gl¬d¬r (Mikhailov 1978, s.

149).

Teorem 1.2 (Ostrogradskii Formülü) @
 2 C1 olmak üzere,

A(x) = (A1(x); A2(x); :::; An(x));


 üzerinde bir vektör ve Ai(x) 2 C
�


�
\ C1 (
) ; i = 1; 2; :::; n olsun. Bu durumdaZ




divA(x)dx =

Z
@


A(x)n(x)dS

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada n; @
�n¬n d¬̧s normal vektörüdür (Mikhailov 1978, s. 103).
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Teorem 1.3 (·Iz (Trace) Teoremi) 
 s¬n¬rl¬bir bölge ve @
 2 C1 olsun. Bu durumda;

i) E¼ger f 2 H1 (
) \ C
�


�
ise Tf = f j@
 ;

ii) Her bir f 2 H1 (
) için kTfkL2(@
) � C kfkH1(
)

özelliklerini sa¼glayan s¬n¬rl¬bir lineer

T : H1 (
)! L2 (@
)

operatörü vard¬r. Burada C > 0 say¬s¬sadece 
 bölgesine ba¼gl¬olup f�den ba¼g¬ms¬zd¬r.

T operatörüne iz operatörü, Tf�e de, f fonksiyonunun @
 üzerindeki izi denir ve s¬ras¬yla

kTfkL2(@
) ; kfkL2(@
) ile ifade edilir (Evans 1997, s. 258).
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BÖLÜM 2

TERS PROBLEMLER VE BAZI UYGULAMALARI

Ters problemler, direkt problemlerin kaŗs¬t¬d¬r. Basit anlamda bir direkt problemde; ne-

denden sonuç elde edilmeye çal¬̧s¬rken, ters problemde ise bilinen sonuçtan nedene ulaş¬l-

mak istenir.

Ters problemler, bir nesnenin (ortam¬n) bilinmeyen baz¬özelliklerinin, bu nesneye gön-

derilen sinyallere kaŗs¬l¬k al¬nan cevab¬n ölçümünden faydalan¬larak belirlenmesidir. Bu

nedenle ters problemler teorisi, uzaktan alg¬lama ve tahribats¬z de¼gerlendirme alanlar¬n¬n

teorik temelini oluşturur. E¼ger bir düzlemsel ses dalgas¬ cisim üzerine gönderiliyor ve

saç¬lan alanlar bu cisimden uzak noktalarda veya d¬̧s bir bölgede gözlemleniyorsa bu

durumda ters problem, bu cismin şeklinin ve materyal özelliklerinin belirlenmesi olarak

kaŗs¬m¬za ç¬kar. Böyle problemler, örne¼gin, uçan nesnelerin (uçaklar, füzeler vb.) veya

su alt¬ndaki nesnelerin (denizalt¬, bal¬k hareketleri vb.) belirlenmesi aç¬s¬ndan önem-

lidir. Jeo�zikte, yer yüzeyinden, kayna¼g¬n konumu de¼gi̧stirilerek, farkl¬frekanslarda ses

dalgalar¬ gönderilir ve saç¬lan bu alanlar özel ayg¬tlar kullan¬larak toplan¬r. Buradaki

ters problem, yerin alt¬ndaki homojenli¼gin bozuldu¼gu bölgelerin belirlenmesidir. Bu yolla

ilgili bölgelerin bir petrol yata¼g¬, ma¼gara veya bir maden oldu¼gu tespit edilebilir. Bu du-

rum t¬pta, insan vücudunda ortaya ç¬kan bir tümör yada baz¬normal olmayan yap¬lar¬n

varl¬¼g¬n¬ ifade eder. E¼ger bir ortamdaki homojenli¼gin bozuldu¼gu noktalar, bu saç¬lan

alanlar¬n ölçümüyle tespit edilebiliyorsa bu ortama ulaşmak için �ziksel olarak bir tahri-

bat yapmaya, örne¼gin, bir delik açmaya ya da cerrahi bir i̧slem yapmaya ihtiyaç kalmaz.

Böylece masra�¬ ve tahribatl¬ de¼gerlendirmelerden kaç¬n¬lm¬̧s olunur. Uzaktan alg¬la-

man¬n bu pratik avantaj¬ters problemleri önemli hale getirir (Ramm 2005).

T¬bbi tomogra�de direkt problem şöyle ifade edilebilir. ·Iç organlar¬n¬n yap¬s¬bilinen bir

hastadan ne tür bir tomogra�k görüntü elde edilece¼gini belirlemek bir direkt problemdir.

·Ilgili ters problem ise farkl¬aç¬lardan al¬nan X-¬̧s¬n¬projeksiyonlar¬kullan¬larak hastan¬n

iç organ¬n¬n üç boyutlu görüntüsünün elde edilmesidir (Şekil 2.1).
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Şekil 2.1 Direkt ve ters problem

(Siltanen and Mueller 2012).

Ters problemler genel olarak kötü konulmuş problemlerdir ve bunlar¬n çözümleri özel bir

yaklaş¬m gerektirmektedir (Siltanen and Mueller 2012, s. 3). Bu kavram¬aç¬klamak için

öncelikle Jacques Hadamard (1865-1963) taraf¬ndan tan¬mlanan iyi konulmuş problem

kavram¬n¬vermek gerekir.

Tan¬m 2.1 (Hadamard Anlam¬nda ·Iyi Konulmuş Problem) U ve F metrik uzay-

lar, A : U ! F bir operatör olmak üzere

Au = f (2.1)

denklemini ele alal¬m. (2.1) denkleminin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan çözümünün bu-

lunmas¬ problemine (U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problem

denir;

i ) Her f 2 F için U uzay¬nda problemin çözümü vard¬r.

ii ) Problemin çözümü U uzay¬nda tektir.

iii ) Problemin koşullar¬F uzay¬nda az de¼gişti¼ginde problemin çözümü de U uzay¬nda az

de¼gişir (kararl¬l¬k koşulu) (Lavrent�ev et al. 1986, s. 26).

Bu şartlardan herhangi birinin sa¼glanmamas¬durumunda problem, (U; F ) uzay çifti için

Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problem olarak adland¬r¬l¬r.
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2.1 GÖRÜNTÜLEME YÖNTEMLER·I

Görüntüleme yöntemleri, insan organlar¬n¬n ve biyolojik sistemlerin analizi için güçlü bir

araçt¬r. Bu amaçla birçok tomogra� ve mikroskopi yöntemi mevcuttur. Bunlar¬n or-

tak özelli¼gi, veri i̧sleme sürecinin matematiksel modelinin yap¬lmas¬ve bilinmeyen nesne

hakk¬ndaki verilerle ilgili denklemlerin çözümleri için say¬sal metodlara ihtiyaç duyul-

mas¬d¬r.

Tomogra�, bir do¼grular ailesi boyunca verilen bir fonksiyonun integralinden bu fonksi-

yonun belirlenmesi problemidir. X-¬̧s¬n¬tomogra�sinde fonksiyonlar¬n integralleri X-¬̧s¬n¬

görüntülerine dayan¬r. X-¬̧s¬n¬görüntüleri matematik ile gerçek dünya aras¬nda bir ili̧s-

kiyi ortaya ç¬kar¬r (Kolehmainen and Siltanen 2003). Bilgisayarl¬Tomogra�, elde edilen

gözlem verilerini bilinmeyen �ziksel parametrelerle ili̧skilendiren denklemleri oluşturmak

için X-¬̧s¬n¬so¼gurumunun matematik modeline ve bu denklemlerin çözümü için de baz¬

metodlara ihtiyaç duyar. Böyle bir yöntemle radyogra�k verilerde bulunan çok büyük

miktarda bilginin ortaya ç¬kar¬lmas¬mümkün olur. Yani insan vücudunun üç boyutlu

görüntüsü elde edilebilir. Bilgisayarl¬Tomogra��deki bu yeni �kirler k¬sa süre sonra di¼ger

t¬bbi görüntüleme yöntemlerinde de kullan¬lm¬̧st¬r (Siltanen and Mueller 2012, s. 3).

1895 y¬l¬nda Alman �zikçi Wilhelm Conrad Röntgen�in X-¬̧s¬nlar¬n¬buluşundan çok k¬sa

bir zaman sonra görüntüleme yöntemleri h¬zla geli̧stirilmi̧stir. Yüzy¬ll¬k bir süre içerisinde

Röntgen�in bilimsel buluşu, günümüz teknolojisiyle birleşmi̧s, yeni, modern ve h¬zl¬görün-

tüleme yöntemleri ve teknikleri ortaya ç¬km¬̧st¬r (Kaya, Adap¬nar ve Özkan 1997). T¬bbi

Görüntüleme, en basit hali ile insan vücudunun iç yap¬s¬n¬n çeşitli yöntemler ile görülebilir

hale getirilmesidir. Tan¬sal radyolojinin röntgen, bilgisayarl¬tomogra� (BT), manyetik

rezonans (MR), ultrasonogra� (US) ve radyonüklid görüntülemeden oluşan beş temel

yöntemi vard¬r (Aydo¼gdu, Aydo¼gdu ve Yak¬nc¬2017). Bu görüntüleme yöntemleri farkl¬

�ziksel prensiplere dayanmaktad¬r. Görüntü elde etmek için kullan¬lan enerji ve görüntü

al¬c¬sistemleri farkl¬d¬r. Görüntüleme yöntemlerinde başl¬ca üç ana prensip kullan¬lmak-

tad¬r (Şekil 2.2).

� Emisyon (yayma): Enerji kayna¼g¬vücuttad¬r ve görüntüyü oluşturmak için vücut-

tan sal¬nan enerjinin al¬nmas¬ve i̧slenmesi gerekir. Manyetik Rezonans (MR) ve

Radyonüklid Görüntüleme (RG) de bu prensip kullan¬lmaktad¬r.
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� Re�eksiyon (yans¬ma): Üretilen enerji vücuda gönderildikten sonra, vücuttan yan-

s¬yan enerji al¬narak görüntüleme sa¼glan¬r. Ultrasonogra� (USG) yöntemi ref-

leksiyon prensibi ile geli̧stirilmi̧stir.

� Transmisyon (geçme): Bu prensipte görüntülemede kullan¬lan enerji vücudu geçer

ve di¼ger taraftaki al¬c¬ya ulaşt¬r¬l¬r. Enerji kayna¼g¬ve al¬c¬farkl¬d¬r. Burada kul-

lan¬lan enerjinin vücudu geçebilecek kadar güçlü olmas¬gerekmektedir. Röntgen ve

Bilgisayarl¬Tomogra� (BT)�de transmisyon prensibi söz konusudur.

Şekil 2.2 Görüntüleme yöntemlerinin ana prensipleri

(Kaya 2010).

Manyetik Rezonans Görüntüleme (MR):MRyönteminde vücutta bulunan manyetik

özelli¼ge sahip atomlardan yararlan¬lmaktad¬r. Bu atomlar çekirdeklerinde tek say¬da pro-

ton içeren ve dönme yapan atomlard¬r. Bu atomlar içinde, çekirde¼ginde bir proton bu-

lunan hidrojen atomu, vücutta bol miktarda bulundu¼gu ve çok iyi sinyal gönderdi¼gi için

görüntülemede en avantajl¬olan¬d¬r. Hasta manyetik alana girdi¼ginde, vücuttaki proton-

lar¬n m¬knat¬s¬n oluşturdu¼gu manyetik alana paralel hale gelmesi sa¼glanmaktad¬r. Daha

sonra verilen radyo dalgas¬n¬n enerjisi ile bu hidrojen atomlar¬, manyetik alan ile be-

lirli bir aç¬oluşturmaktad¬r. Radyo dalgas¬kesildikten sonra hidrojen atomlar¬ tekrar

manyetik alan¬n etkisi ile eski konumlar¬na dönmektedirler. Bu s¬rada hidrojen atom-

lar¬n¬n içlerinde bulunduklar¬moleküler yap¬ya göre farkl¬zamanlarda tekrar manyetik

alana paralel konuma gelmeleri söz konusudur. Hidrojen atomlar¬ndan farkl¬zamanlarda

sinyaller al¬narak görüntüleme oluşturulmaktad¬r (Kaya, Adap¬nar ve Özkan 1997).
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Radronüklid Görüntüleme (RG): Radyolojinin temel yöntemlerinden biridir. Ülke-

mizde nükleer t¬p ad¬alt¬nda ayr¬bir uzmanl¬k dal¬olarak faaliyet göstermektedir. Radyo-

nüklid maddelerin de¼gi̧sik yollarla doku ve organlara ulaşt¬r¬lmas¬ neticesinde yayd¬k-

lar¬gamma ¬̧s¬nlar¬n¬n taray¬c¬lar taraf¬ndan (Gamma kamera, SPECT, PET) planar ya

da tomogra�k yöntemle alg¬lanarak i̧slenmesi ve görüntü şeklinde oluşturulmas¬esas¬na

dayan¬r. Radyonüklid görüntülerinin ço¼gunda, elde edilen görüntünün iyileştirilmesi için

bir bilgisayar kullan¬l¬r. Tek foton emisyon bilgisayarl¬ tomogra� (single photon emis-

sion computerized tomography �SPECT) olarak bilinen bu teknikte, kamera etraf¬n¬zda

dönerek gama ¬̧s¬nlar¬n¬n pek çok aç¬dan görüntülerini al¬r. Bilgisayar, bu bilgiyi, çok

daha detayl¬ve kesin bir görüntü geli̧stirmek için kullan¬r. Günümüzde kanser tan¬s¬nda

en yayg¬n olarak kullan¬lan Pozitron Emisyon Tomogra�si (PET), radyonüklid görüntüle-

menin di¼ger bir türüdür.

Ultrasonogra�: Ultrasonogra�de radyoloji prati¼gindeki di¼ger görüntüleme yöntemlerin-

den farkl¬olarak elektromanyetik radyasyon olmayan ses enerjisi kullan¬lmaktad¬r. Ses

enerjisi mekanik bir enerji olup ortamdaki moleküler titreşimin bir dalga halinde yay¬l-

mas¬ndan ibarettir. Elektrik enerjisini sese, sesi ise elektri¼ge dönüştüren çevirici trans-

duser ad¬verilen ayg¬tlar ultrasonogra� cihaz¬n¬n prob bölümünü oluşturmaktad¬r. Elek-

trik �ses �elektrik dönüşümü ise piezoelektrik olay olarak adland¬r¬l¬r. Ultrasonogra�

ayg¬tlar¬n¬n gönderdikleri ses dalgas¬vücuttaki doku ara yüzeylerine geldi¼ginde sesin bir

k¬sm¬ilerlemeye devam eder, bir k¬sm¬da yans¬maktad¬r. Yans¬ma, arayüzü oluşturan

dokular¬n akustik empedans farkl¬l¬¼g¬na, arayüz boyutu ve yüzey özelli¼gine, ultrason dal-

gas¬n¬n geli̧s aç¬s¬na ve ultrason dalga boyu ile yans¬t¬c¬yüzey aras¬ili̧skiye ba¼gl¬d¬r. Ult-

rasonogra� cihazlar¬sadece transdusere dönen yans¬malar¬alg¬lar. Yans¬yan sesin hangi

derinlikten geldi¼gi, yans¬ma süresi hesaplanarak belirlenir ve görüntü oluşur.

Röntgen ve Dijital Röntgen: Wilhelm Conrad Röntgen�in X-¬̧s¬nlar¬n¬buluşundan

sonra X-¬̧s¬n¬n¬n röntgen tan¬s¬nda kullan¬lmas¬n¬sa¼glayan baz¬özellikleri oldu¼gu

keşfedilmi̧stir.

� X-¬̧s¬n¬penetrasyon özelli¼gi sayesinde vücudu geçer (transmisyon). Vücut dokular¬n¬

geçen ¬̧s¬nlar, de¼gi̧sik görüntü al¬c¬lar üzerine düşürülerek görüntü oluşturur.
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� X-¬̧s¬n¬n fotogra�k emülsiyona olan etkileri, radyogra� i̧sleminde foto¼graf pla¼g¬n¬n

emülsiyon tabakas¬ndaki gümüş bromür ba¼glar¬nda gevşemeye neden olarak fo-

togra�k görüntü oluşmas¬n¬sa¼glar.

� X-¬̧s¬n¬n¬n �oresan maddelerle etkileşimi, �oroskopi ekran¬veya ranforsatörlerden

görülebilir ¬̧s¬k sal¬nmas¬na yol açar ve bu özelli¼ginden, hem �oroskopi hemde radyo-

gra� i̧slemlerinde yararlan¬l¬r.

X-¬̧s¬nlar¬maddeyi (vücudu) geçerken enerjileri so¼gurulma ve saç¬lma nedeniyle azal¬r.

Vücut yap¬lar¬nda de¼gi̧sik oranda oluşan so¼gurulma ve saç¬lmadan dolay¬�lmin üzeri-

ne de¼gi̧sik enerji düzeylerinde ulaşan ¬̧s¬nlar, �lmde objenin bir gölgesi şeklinde görüntü

oluştururlar (Şekil 2.3).

Şekil 2.3 Röntgende X-¬̧s¬n¬uygulamas¬

(Kaya, Adap¬nar ve Özkan 1997)

Bilgisayarl¬Tomogra� (BT): Bilgisayarl¬Tomogra�Allan MacLeod Cormack taraf¬n-

dan 1963 y¬l¬nda teorize edilen kesitsel görüntüleme yöntemidir. BT cihaz¬n¬n ilk örnekleri

1970�li y¬llar¬n baş¬nda üretilmi̧stir (Kaya, Adap¬nar ve Özkan 1997). Uygulama 1967-

1971 y¬llar¬aras¬nda Sir Godfrey N. Houns�eld taraf¬ndan gerçekleştirilmi̧stir. Tomogra�,

vücuttan kesit şeklinde görüntü alma i̧slemini tan¬mlar. Bilgisayarl¬tomogra�de kesitsel

görüntü, bilgisayarlar yard¬m¬ile elde edilir.

Bilgisayarl¬Tomogra�, röntgen oluşumu ile ayn¬ prensibe sahip olsa bile farkl¬ olarak

vücuda X-¬̧s¬n¬demeti inceltilerilerek çizgisel bir şekilde gönderilmektedir (Şekil 2.4).
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Şekil 2.4 BT ve Röntgende X-¬̧s¬n¬

uygulamas¬(Kaya 2010).

X-¬̧s¬n¬gönderen tüp ve dedektör hastan¬n etraf¬nda birbirine ba¼gl¬olarak dönme hareketi

yapt¬r¬l¬r. Bu hareket esnas¬nda X-¬̧s¬n¬, vücuttan geçerek dedektöre görüntü oluşumunu

sa¼glayacak gerekli verileri taş¬r. Dedektörler, dokular aras¬ndaki so¼gurma farkl¬l¬klar¬

sayesinde hastay¬geçerek zay¬�ayan X-¬̧s¬nlar¬n¬n enerjilerinin rakamsal dönüşüme imkan

veren özel görüntü al¬c¬lar¬d¬r. Rakamsal de¼gerler bilgisayarlara aktar¬larak bir ters prob-

lemin çözümü yap¬l¬r. Bulunan çözümler, ·Ingiliz �zikçi Godfrey Houns�eld taraf¬ndan

geli̧stirilen -1000 ile +1000 aras¬nda de¼gi̧sen rakamlarla temsil edilen bir gri skalada görün-

tüye dönüştürülmektedir (Şekil 2.5).

Şekil 2.5 Houns�eld skalas¬(Kaya 2010).
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BT görüntü oluşumu şema olarak Şekil 2.6 da basit bir biçimde gösterilmi̧stir. Burada

A: yap¬lan taramay¬, B: dedektörlerde elde edilen rakamsal verileri, C-D: görüntü mat-

risini belirleyen rakamsal verilerin hesaplanmas¬n¬, E-F: örnek görüntüdeki piksellerin

oluşumunu, G: gerçek BT görüntüsünü belirtir.

Şekil 2.6 BT de görüntü oluşumu

(Kaya 2010).

BT görüntüleri tümüyle dijitaldir ve say¬sal verilerden oluşur. Bu özelli¼gi nedeniyle,

görüntüler i̧slenebilir, istenilen bölgelerin yo¼gunluklar¬ölçülebilir ve bilgisayar teknolo-

jisinin tüm olanaklar¬ndan yararlan¬larak de¼gi̧sik düzlemlerde ya da üç boyutlu olarak

görüntüler elde edilebilir.
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BÖLÜM 3

LIOUVILLE DENKLEM·I ·IÇ·IN BAZI TERS PROBLEMLER·IN

ÇÖZÜLEB·IL·IRL·I¼G·I VE SONLU FARK YÖNTEM·I ·ILE SAYISAL

ÇÖZÜMLER·I

Bu bölümde, ilk olarak Liouville denklemi için bir ters problemin çözümünün varl¬¼g¬ve

tekli¼gi araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Daha sonra bu problemin üç boyutlu durumda sonlu fark yöntemi

ile say¬sal çözümleri elde edilmi̧stir. Burada say¬sal çözümü araşt¬r¬lan problem üçüncü

mertebeden k¬smi türevli denklem için bir Dirichlet problemidir.

Önerilen say¬sal çözüm metodu MATLAB program¬kullan¬larak de¼gi̧sik örnekler üzerinde

test edilmi̧stir. Elde edilen say¬sal çözümler ile problemin kesin çözümü çizelge ve gra�kler

yard¬m¬yla kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak sunulmuştur.

3.1 LIOUVILLE DENKLEM·I ·IÇ·IN B·IR TERS PROBLEM

Bu bölümde, 
T = f(x; v; t) : x 2 D � Rn; v 2 G � Rn; t 2 (0; T )g bölgesinde verilen

Lu � @u

@t
+ fH; ug = �(x; v; t) (3.1)

Liouville denkleminin u(x; v; t) çözümünün ve �(x; v; t) bilinmeyen sa¼g taraf¬n¬n bulun-

mas¬ters problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Bu problemin çözülebilirli¼gi araşt¬r¬lm¬̧s ve sonlu fark

metodu kullan¬larak say¬sal çözümü elde edilmi̧stir. Liouville denklemi için direkt prob-

lemler üzerine birçok çal¬̧sma vard¬r (Libo¤ 2003). Ters problemler ise Amirov (2001) ve

Anikonov (2001) taraf¬ndan araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca Amirov, Gölgeleyen and Rahmanova

(2009), Amirov, Ustao¼glu and Heydarov (2011) ve Gölgeleyen (2013) de dura¼gan kinetik

ve transport denklemleri için baz¬ters problemlerin yaklaş¬k çözümleri elde edilmi̧stir.
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Problem 3.1 H(x; v; t) fonksiyonu ve s¬n¬rda (3.1) denkleminin u(x; v; t) çözümünün izi

verilmiş olsun:

uj@
T = u0: (3.2)

(3.1) denklemini ve (3.2) şart¬n¬sa¼glayan u(x; v; t) ve �(x; v; t) fonksiyonlar¬n¬n belirlen-

mesi ters problemini ele alal¬m.

Problem 3.1�in çözümünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi hakk¬nda Anikonov and Amirov (1983) ve

Amirov (1995) taraf¬ndan aşa¼g¬daki teoremler verilmi̧stir.

Teorem 3.1 Kabul edelim ki Hamiltonian H(x; v; t) 2 C2
�

T
�
verilsin. Her

(x; v; t) 2 
T ; � 2 Rn için; �1 ve �2 pozitif say¬lar olmak üzere

nX
i;j=1

@2H

@vi@vj
�i�j � �1 j�j2 ;

nX
i;j=1

@2H

@xi@xj
�i�j � ��2 j�j2 (3.3)

eşitsizlikleri sa¼glans¬n. Ayr¬ca �(x; v; t) fonksiyonu

bL� � nX
j=1

@2�

@vj@xj
= 0 (3.4)

diferensiyel denklemini sa¼glas¬n. Bu durumda Problem 3.1, u 2 C2
�

T
�
; � 2 C2 (
T )

olacak biçimde en çok bir (u; �) çözümüne sahiptir:

Problem 3.1�in çözümünün varl¬¼g¬Galerkin yöntemi ile araşt¬r¬ld¬¼g¬ndan aşa¼g¬daki homo-

jen s¬n¬r koşullu problem ele al¬nm¬̧st¬r:

Problem 3.2 F 2 H2(
T ) fonksiyonu verilsin. 
T bölgesinde

Lu = �(x; v; t) + F (x; v; t); (3.5)

uj@
T = 0; bL� = 0 (3.6)

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glayan (u; �) fonksiyonlar çiftinin belirlenmesi problemi.

Teorem 3.2 Teorem 3.1�in hipotezi alt¬nda Problem 3.2�nin (u; �) 2 H1(
T )� L2(
T )

olacak şekilde bir çözümü vard¬r.

16



Teorem 3.1 ve Teorem 3.2�nin ispatlanmas¬nda 
T bölgesinin geometrisi önem arz etmek-

tedir. Burada belirtmek gerekir ki yar¬grup teorisi kullan¬larak Problem 3.1�in çözülebilir-

li¼gine ili̧skin daha genel sonuçlar elde etmek mümkündür. Çünkü L := fH; �g operatörü

bir daralma operatörü yar¬ grubunun sonsuz üreticisidir (Zhenglu 2002). Bu nedenle

Problem 3.1�in çözümünün varl¬¼g¬, tekli¼gi ve kararl¬¼g¬Prilepko (2000, s. 489) da kul-

lan¬lan yönteme dayal¬olarak gösterilebilir.

3.2 PROBLEM 3.1�·IN SONLU FARK METODU ·ILE SAYISAL

ÇÖZÜMÜ

Türevler için sonlu fark yaklaş¬mlar¬, diferensiyel denklemleri çözmenin en basit ve en eski

yöntemlerinden biridir. 1-boyutlu durumda L. Euler (1707-1783) taraf¬ndan ele al¬nan

ve 2-boyutlu duruma C.Runge (1856-1927) taraf¬ndan geni̧sletilen bu yöntemin say¬sal

uygulamalarda kullan¬lmas¬, 1950�lerin başlar¬nda gerçekleşmi̧stir. Bilim ve teknolojinin

karmaş¬k problemleri ile başa ç¬kmak için uygun bir çerçeve sunan bilgisayarlar¬n ortaya

ç¬kmas¬yla birlikte bu alandaki çal¬̧smalar daha da h¬zlanm¬̧st¬r. Son elli y¬lda, k¬smi

diferensiyel denklemler için sonlu fark yöntemlerinin kararl¬l¬¼g¬ve yak¬nsakl¬¼g¬ ile ilgili

önemli teorik sonuçlar elde edilmi̧stir (Fadugba, Edogbanya and Zelibe 2013).

Problem 3.3 
T = f(x; v; t)j x 2 (a; b) � R, v 2 (c; d) � R; t 2 (e; f) � Rg bölgesinde,

ut (x; v; t) +Hv (x; v; t)ux (x; v; t)�Hx (x; v; t)uv (x; v; t) = � (x; v; t) (3.7)

denkleminden

u (x; v; t)j@
T = u0 (x; v; t) ; (3.8)bL� = 0

koşullar¬n¬sa¼glayan (u; �) fonksiyonlar çiftinin bulunmas¬problemini ele alal¬m.

E¼ger bL = @2

@v@x
operatörü (3.7) denkleminin her iki taraf¬na uygulan¬rsa,

utxv+uxvxHv�uvvxHx+uxxHvv�uvvHxx+uxvHvx�uvxHxv+uxHvvx�uvHxvx = 0 (3.9)

üçüncü mertebeden k¬smi türevli diferensiyel denklemi elde edilir.
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I; J; K 2 Z+ olmak üzere �x = (b�a)
(I+1)

, �v = (d�c)
(J+1)

ve �t = (f�e)
(K+1)

s¬ras¬yla x; v; ve

t�ye göre ad¬m büyüklüklerini göstersin. Böylece (a; b), (c; d) ; (e; f) aral¬klar¬s¬ras¬yla

(I + 1), (J + 1), (K + 1) tane eşit alt aral¬¼ga bölünmüş olur. Bu aral¬klar¬n kesim

noktalar¬olan örgü noktalar¬nda uki;j = u(xi; vj; tk) = u(a + i�x; c + j�v; e + k�t) ve

H(xi; vj; tk) = H(a + i�x; c + j�v; e + k�t) fonksiyonlar¬için sonlu fark yaklaş¬mlar¬

s¬ras¬yla ~uki;j ve h
k
i;j ile gösterilmi̧stir.

uj@
T = u0 s¬n¬r koşulu için

~uk0;j = u(a; vj; tk), ~u
k
I+1;j = u(b; vj; tk), j = 0; 1; :::; J + 1; k = 0; 1; :::; K + 1;

~uki;0 = u(xi; c; tk), ~u
k
i;J+1 = u(xi; d; tk), i = 0; 1; :::; I + 1; k = 0; 1; :::; K + 1;

~u0i;j = u(xi; vj; e), ~u
K+1
i;j = u(xi; vj; f), i = 0; 1; :::; I + 1; j = 0; 1; :::; J + 1

yaz¬labilir.

u fonksiyonunun x; v; t de¼gi̧skenlerine göre birinci mertebeden türevleri için ileri fark

yaklaş¬m¬

(ux)
k
i;j �

uki+1;j � uki;j
�x

; (uv)
k
i;j �

uki;j+1 � uki;j
�v

; (ut)
k
i;j �

uk+1i;j � uki;j
�t

;

u fonksiyonunun x; v; t de¼gi̧skenlerine göre birinci mertebeden türevleri için geri fark

yaklaş¬m¬

(ux)
k
i;j �

uki;j � uki�1;j
�x

; (uv)
k
i;j �

uki;j � uki;j�1
�v

; (ut)
k
i;j �

uki;j � uk�1i;j

�t
;

u fonksiyonunun x; v; t de¼gi̧skenlerine göre birinci mertebeden k¬smi türevleri için merkezi

fark yaklaş¬m¬

(ux)
k
i;j �

uki+1;j � uki�1;j
2�x

; (uv)
k
i;j �

uki;j+1 � uki;j�1
2�v

; (ut)
k
i;j �

uk+1i;j � uk�1i;j

2�t
;

·Ikinci ve üçüncü mertebeden k¬smi türevler için sonlu fark yaklaş¬mlar¬

(uxx)
k
i;j �

uki+1;j � 2uki;j + uki�1;j
(�x)2

; (uvv)
k
i;j �

uki;j+1 � 2uki;j + uki;j�1
(�v)2

;

(uxv)
k
i;j �

uki+1;j+1 � uki+1;j�1 � uki�1;j+1 + uki�1;j�1
4�x�v

;
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(uxxv)
k
i;j �

2uki;j�1 � 2uki;j+1 + uki+1;j+1 + uki�1;j+1 � uki+1;j�1 � uki�1;j�1
2 (�x)2 (�v)

;

(uxvv)
k
i;j �

2uki�1;j � 2uki+1;j + uki+1;j+1 � uki�1;j+1 + uki+1;j�1 � uki�1;j�1
2 (�x) (�v)2

;

(uxvt)
k
i;j � 1

8�x�v�t

�
uk+1i+1;j+1 � uk�1i+1;j+1 � uk+1i+1;j�1 + u

k�1
i+1;j�1 � uk+1i�1;j+1 + u

k�1
i�1;j+1

+uk+1i�1;j�1 � uk�1i�1;j�1
�

şeklinde hesaplanabilir (Gölgeleyen 2011).

Bu sonlu fark yaklaş¬m formülleri (3.9) denkleminde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

�
~uk+1i+1;j+1 � ~uk�1i+1;j+1 � ~uk+1i+1;j�1 + ~u

k�1
i+1;j�1 � ~uk+1i�1;j+1 + ~u

k�1
i�1;j+1 + ~u

k+1
i�1;j�1 � ~uk�1i�1;j�1

�
8�x�v�t

+

�
2~uki;j�1 � 2~uki;j+1 + ~uki+1;j+1 + ~uki�1;j+1 � ~uki+1;j�1 � ~uki�1;j�1

�
2 (�x)2 (�v)

�
hki;j+1 � hki;j�1

�
2 (�v)

�
�
2~uki�1;j � 2~uki+1;j + ~uki+1;j+1 � ~uki�1;j+1 + ~uki+1;j�1 � ~uki�1;j�1

�
2 (�x) (�v)2

�
hki+1;j � hki�1;j

�
2 (�x)

+

�
~uki+1;j � 2~uki;j + ~uki�1;j

�
(�x)2

�
hki;j+1 � 2hki;j + hki;j�1

�
(�v)2

�
�
~uki;j+1 � 2~uki;j + ~uki;j�1

�
(�v)2

�
hki+1;j � 2hki;j + hki�1;j

�
(�x)2

+

�
~uki+1;j � ~uki�1;j

�
2�x

�
hki+1;j+1 � 2hki+1;j + hki+1;j�1 � hki�1;j+1 + 2hki�1;j � hki�1;j�1

�
2 (�x) (�v)2

�
�
~uki;j+1 � ~uki;j�1

�
2�v

�
hki+1;j+1 � 2hki;j+1 + hki�1;j+1 � hki+1;j�1 + 2hki;j�1 � hki�1;j�1

�
2 (�x)2 (�v)

= 0

elde edilir.
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Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

1

8�x�v�t

�
~uk+1i+1;j+1 � ~uk�1i+1;j+1 � ~uk+1i+1;j�1 + ~u

k�1
i+1;j�1 � ~uk+1i�1;j+1 + ~u

k�1
i�1;j+1 + ~u

k+1
i�1;j�1

�~uk�1i�1;j�1
�

+

�
hki;j+1 � hki;j�1

�
4 (�x)2 (�v)2

�
2~uki;j�1 � 2~uki;j+1 + ~uki+1;j+1 + ~uki�1;j+1 � ~uki+1;j�1 � ~uki�1;j�1

�

�
�
hki+1;j � hki�1;j

�
4 (�x)2 (�v)2

�
2~uki�1;j � 2~uki+1;j + ~uki+1;j+1 � ~uki�1;j+1 + ~uki+1;j�1 � ~uki�1;j�1

�

+

�
hki;j+1 � 2hki;j + hki;j�1

�
(�x)2 (�v)2

�
~uki+1;j � 2~uki;j + ~uki�1;j

�

�
�
hki+1;j � 2hki;j + hki�1;j

�
(�x)2 (�v)2

�
~uki;j+1 � 2~uki;j + ~uki;j�1

�

+

�
hki+1;j+1 � 2hki+1;j + hki+1;j�1 � hki�1;j+1 + 2hki�1;j � hki�1;j�1

�
4 (�x)2 (�v)2

�
~uki+1;j � ~uki�1;j

�

�
�
hki+1;j+1 � 2hki;j+1 + hki�1;j+1 � hki+1;j�1 + 2hki;j�1 � hki�1;j�1

�
4 (�x)2 (�v)2

�
~uki;j+1 � ~uki;j�1

�
= 0

ve sonuç olarak

k7
�
~uk+1i+1;j+1 � ~uk�1i+1;j+1 � ~uk+1i+1;j�1 + ~u

k�1
i+1;j�1 � ~uk+1i�1;j+1 + ~u

k�1
i�1;j+1 + ~u

k+1
i�1;j�1

�~uk�1i�1;j�1
�
+ (�2k4 + 2k3) ~uki;j � (2k2 + k3 + k5) ~uki;j+1 + (2k2 � k3 + k5) ~uki;j�1

+(�k6 + k4 � 2k1) ~uki�1;j + (k2 + k1) ~uki�1;j+1 + (�k2 + k1) ~uki�1;j�1

+(k6 + k4 + 2k1) ~u
k
i+1;j + (k2 � k1) ~uki+1;j+1 + (k2 + k1) ~uki+1;j�1 = 0;

i = 1; :::; I, j = 1; :::; J , k = 1; :::; K; (3.10)

bulunur. Burada

k1 =
hki+1;j � hki�1;j
4 (�x)2 (�v)2

, k2 =
hki;j+1 � hki;j�1
4 (�x)2 (�v)2

,
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k3 =
hki+1;j � 2hki;j + hki�1;j

(�x)2 (�v)2
, k4 =

hki;j+1 � 2hki;j + hki;j�1
(�x)2 (�v)2

,

k5 =
hki+1;j+1 � 2hki;j+1 + hki�1;j+1 � hki+1;j�1 + 2hki;j�1 � hki�1;j�1

4 (�x)2 (�v)2
,

k6 =
hki+1;j+1 � 2hki+1;j + hki+1;j�1 � hki�1;j+1 + 2hki�1;j � hki�1;j�1

4 (�x)2 (�v)2
,

k7 =
1

8 (�x) (�v) (�t)

olarak tan¬ml¬d¬r.


T bölgesinin I � J �K tane örgü noktas¬nda Problem 3.3�ün yaklaş¬k çözümü olan ~uki;j

de¼gerleri

~Aeu = F (3.11)

matris denklemi çözülerek elde edilir. Burada ~A üçlü blok bant matrisdir:

~A =

26666666664

A(1) B(1) 0 � � � 0

C(2) A(2) B(2) . . .
...

0 C(3) . . . . . . 0
...

. . . . . . . . . B(I�1)

0 : : : 0 C(I) A(I)

37777777775
IJK� IJK

: (3.12)

(3.12) matrisinde bulunan A(i); B(i); C(i) matrisleri aşa¼g¬da verilmi̧stir:

A(i) =

26666666664

A
(i;1)
1 A

(i;1)
2 0 � � � 0

A
(i;2)
3 A

(i;2)
1 A

(i;2)
2

. . .
...

0 A
(i;3)
3

. . . . . . 0
...

. . . . . . . . . A
(i;J�1)
2

0 � � � 0 A
(i;J)
3 A

(i;J)
1

37777777775
JK � JK

, i = 1; 2; : : : ; I;
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B(i) =

26666666664

B
(i;1)
1 B

(i;1)
2 0 � � � 0

B
(i;2)
3 B

(i;2)
1 B

(i;2)
2

. . .
...

0 B
(i;3)
3

. . . . . . 0
...

. . . . . . . . . B
(i;J�1)
2

0 � � � 0 B
(i;J)
3 B

(i;J)
1

37777777775
JK �JK

; i = 1; 2; :::; I � 1;

C(i) =

26666666664

C
(i;1)
1 C

(i;1)
2 0 � � � 0

C
(i;2)
3 C

(i;2)
1 C

(i;2)
2

. . .
...

0 C
(i;3)
3

. . . . . . 0
...

. . . . . . . . . C
(i;J�1)
2

0 � � � 0 C
(i;J)
3 C

(i;J)
1

37777777775
JK � JK

; i = 2; 3; :::; I:

Burada

A(i;j)s =

26666664
fs(i; j) 0 � � � 0

0 fs(i; j)
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 fs(i; j)

37777775
K x K

;

B(i;j)s =

26666666664

gs(i; j)
(�1)s(s�1)
(s�1)! a 0 � � � 0

(�1)(s+1)(s�1)
(s�1)! a gs(i; j)

. . . . . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . (�1)s(s�1)

(s�1)! a

0 � � � 0 (�1)(s+1)(s�1)
(s�1)! a gs(i; j)

37777777775
K�K

;

C(i;j)s =

26666666664

hs(i; j)
(�1)(s+1)(s�1)

(s�1)! a 0 � � � 0

(�1)s(s�1)
(s�1)! a hs(i; j)

. . . . . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . (�1)(s+1)(s�1)

(s�1)! a

0 � � � 0 (�1)s(s�1)
(s�1)! a hs(i; j)

37777777775
K�K

;

s = 1; 2; 3; j = 1; 2; :::; J ve

f1(i; j) = �2k4 + 2k3; f2(i; j) = �2k2 � k3 � k5; f3(i; j) = 2k2 � k3 + k5;

h1(i; j) = �2k1 + k4 � k6; h2(i; j) = k1 + k2; h3(i; j) = k1 � k2;

g1(i; j) = 2k1 + k4 + k6; g2(i; j) = �k1 + k2; g3(i; j) = �k1 � k2; a = k7

olarak tan¬ml¬d¬r.
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(3.11) denkleminde F ; ~uk0;j; ~ukI+1;j; ~uki;0; ~uki;J+1; ~u0i;j; ~uK+1i;j ;

(i = 0; 1; :::; I + 1; j = 0; 1; :::; J + 1; k = 0; 1; :::; K + 1) bilinen s¬n¬r de¼gerlerini içeren

sütun matrisi ve eu ise
eu = �~u11;1; ~u21;1;; :::; ~uK1;1; ~u11;2; ~u21;2; :::; ~uK1;2; :::; ~u11;J ; ~u21;J ; :::; ~uK1;J ; :::; ~uKI;J�T
IJK � 1 tipinde bir çözüm vektörüdür.

Son olarak (u; �) çözüm ikilisinde ��y¬say¬sal olarak hesaplamak için (3.7) denkleminde

merkezi fark formülleri yaz¬larak elde edilen

(~uk+1i;j � ~uk�1i;j )

2�t
+ k2

(~uki+1;j � ~uki�1;j)
2�x

� k1
(~uki;j+1 + ~u

k
i;j�1)

2�v
= ~�

k

i;j,

i = 1; 2; :::; I; j = 1; 2; :::; J ; k = 1; 2; :::; K denkleminin çözülmesiyle

�(xi; vj; tk) = �(a + i�x; c + j�v; e + k�t) fonksiyonu için ~�
k

i;j yaklaş¬k çözümü elde

edilir.

3.2.1 Say¬sal Örnekler

Bu bölümde, önerilen say¬sal yöntemi test etmek amac¬yla (3.5)-(3.6) formunda üç adet

ters problem ele al¬nm¬̧st¬r. Sunulan örnekler, verilen bölgede denklemi ve koşullar¬sa¼g-

layacak şekilde farkl¬ yap¬da fonksiyonlar seçilerek oluşturulmuştur. Hesaplamalar In-

tel(R) Core(TM) i5-4200u CPU 1.60-2.30 GHz i̧slemciye ve 8 Gb Ram belle¼ge sahip Win-

dows 10 i̧sletim sistemli bir bilgisayarda MATLAB R2014a program¬kullan¬larak gerçek-

leştirilmi̧stir. Bulunan yaklaş¬k çözüm, kesin çözüm ile gra�kler ve çizelgeler yard¬m¬yla

kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Örnek 3.1

H (x; v; t) = v2 + log(x)

ve

F = (v � 2tv + 2tv3 � v3)x3 + (6t2v4 � 9t2v2 � 6tv4 � 10tv3 + 9tv2 + 10tv + 5v3

�5v)x2 + (�20t2v4 + 35t2v2 + 20tv4 + 12tv3 � 35tv2 � 12tv � 6v3 + 6v)x

olmak üzere 
T = (2; 3) � (�1; 1) � (0; 1) bölgesinde (3.5) denklemini (3.6) koşullar¬

alt¬nda sa¼glayan (u; �) çözüm ikilisinin bulunmas¬problemini ele alal¬m.
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Problemin kesin çözümünün

u (x; v; t) = xv(x� 2)(x� 3)(v2 � 1)(t2 � t);

� (x; v; t) = t(t� 1)(12v4 � 30v2 + x2 � 5x+ 6)

oldu¼gu bilinmektedir.

Burada I = 100; J = 15; K = 10 al¬narak en fazla 15000 adet örgü noktas¬nda u ve �

de¼gerlerinin yaklaş¬k çözümleri hesaplanm¬̧st¬r.

Şekil 3.1 de, ~A matrisinin 15000 � 15000 tipinde üçlü blok bant matris oldu¼gu göste-

rilmi̧stir. Şekil 3.1�in yak¬ndan görünümü Şekil 3.2 de verilmi̧stir.

Şekil 3.1 Örnek 3.1 için ~A matrisinin yap¬s¬.

400 450 500 550

400

450

500

550

Şekil 3.2 Şekil 3.1�in yak¬ndan görünümü.
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Örnek 3.1 de farkl¬ say¬daki örgü noktalar¬ için u fonksiyonunun hesaplanan yaklaş¬k

de¼gerlerinde ortaya ç¬kan maksimum ve minimum hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri

Çizelge 3.1 de sunulmuştur. Bu çizelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; u

fonksiyonunun bir örgü noktas¬ndaki kesin de¼geri ile hesaplanan yaklaş¬k de¼geri aras¬ndaki

fark¬n mutlak de¼geri kullan¬larak hesaplanm¬̧st¬r.

Çizelge 3.1 Örnek 3.1�in u(x; v; t) çözümü için hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri.

I = 25; J = 20; I = 25; J = 20; I = 100; J = 15;

K = 10 K = 20 K = 10

Örgü noktalar¬n¬n say¬s¬ 5000 10000 15000

Minimum hata 4:05E � 08 9:04E � 10 8:24E � 09

Maksimum hata 9:49E � 04 9:48E � 04 0:001777

Hesaplama süresi 683:18 s 3405:59 s 25994:86 s

Örnek 3.1 de u fonksiyonu için hesaplanan yaklaş¬k de¼gerler ve kesin çözüm t = 0:5

al¬narak Şekil 3.3 de kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak verilmi̧stir.

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3 ­1

­0.5

0

0.5

1

­0.02

­0.015

­0.01

­0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

v

(a)

x

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3 ­1

­0.5

0

0.5

1

­0.02

­0.015

­0.01

­0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

v

(b)

x

Şekil 3.3 Örnek 3.1 de u için (a) yaklaş¬k çözüm ve

(b) kesin çözüm.
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Şekil 3.4 de, bu iki çözüm ayn¬gra�k üzerinde birleştirilerek verilmi̧stir.

2
2 .1

2 .2
2 .3

2 .4
2 .5

2 .6
2 .7

2 .8
2 .9

3 ­1
­0 .8

­0 .6
­0 .4

­0 .2
0

0 .2
0 .4

0 .6
0 .8

1

­0 .0 2 5

­0 .0 2

­0 .0 1 5

­0 .0 1

­0 .0 0 5

0

0 .0 0 5

0 .0 1

0 .0 1 5

0 .0 2

y a kl a şık ç ö z ü m

ke si n  ç ö z ü m

Şekil 3.4 Örnek 3.1 de u için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin ayn¬

gra�kte gösterimi.

Örnek 3.1 de u çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel gösterimi Şekil 3.5 de sunul-

muştur.

0 5000 10000 15000
­0.08

­0.06

­0.04

­0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

yaklaşık çözüm
kesin çözüm

Şekil 3.5 Örnek 3.1 de u çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel gösterimi.
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

­4

­3

­2

­1

0

1

2

3

4

5

x 10
­3

yaklaş ık çöz üm
kes in ç öz üm

Şekil 3.6 Şekil 3.5�in yak¬ndan görünümü.

Şekil 3.7 de, u fonksiyonu için Şekil 3.3 de verilen yaklaş¬k ve kesin çözümlerin kesitsel

gra�kleri sunulmuştur.

.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04
(a)

0 5 10 15
­4

­3

­2

­1

0

1

2

3

4
x 10 ­3 (b)

yaklaşık çözüm
kesin çözüm

Şekil 3.7 Örnek 3.1 de u fonksiyonu için kesitsel görünüm

(a) v; t sabit; (b) x; t sabit.

Örnek 3.1 için farkl¬ say¬daki örgü noktalar¬nda � fonksiyonunun hesaplanan yaklaş¬k

de¼gerlerinde ortaya ç¬kan maksimum ve minimum hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri
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Çizelge 3.2 de gösterilmi̧stir. Bu çizelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; �

fonksiyonunun bulundu¼gu örgü noktas¬ndaki kesin de¼geri ile hesaplanan yaklaş¬k de¼geri

aras¬ndaki fark¬n mutlak de¼geri kullan¬larak hesaplanm¬̧st¬r.

Çizelge 3.2 Örnek 3.1�in �(x; v; t) çözümü için hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri.

I = 25; J = 20; I = 25; J = 20; I = 100; J = 15;

K = 10 K = 20 K = 10

Örgü noktalar¬n¬n say¬s¬ 5000 10000 15000

Minimum hata 7:64E � 06 2:26E � 06 9:20E � 07

Maksimum hata 0:046766 0:043768 0:044113

Hesaplama süresi 683:18 s 3405:59 s 25994:86 s

Örnek 3.1 de �(x; v; t) fonksiyonu için hesaplanan yaklaş¬k ve kesin çözüm t = 0:5 al¬narak

Şekil 3.8 de kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak verilmi̧stir.

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

­1
­0.8

­0.6
­0.4

­0.2
0

0.2
0.4

0.6
0.8

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

x

(a)

v 2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

­1
­0.8

­0.6
­0.4

­0.2
0

0.2
0.4

0.6
0.8

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

x

(b)

v

Şekil 3.8 Örnek 3.1 de � için (a) yaklaş¬k çözüm, (b) kesin çözüm.
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Şekil 3.8 de, gra�¼gi gösterilen bu iki çözüm, Şekil 3.9 da ayn¬gra�k üzerinde birleştirilerek

verilmi̧stir.

2
2.1

2.2
2.3

2.4
2.5

2.6
2.7

2.8
2.9

3

­1
­0.8

­0.6
­0.4

­0.2
0

0.2
0.4

0.6
0.8

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

y aklaşık çözüm
kesin çözüm

Şekil 3.9 Örnek 3.1 de � için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin ayn¬gra�kte

gösterimi.
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Örnek 3.2 H (x; v; t) = v2

2
� x2 ve

F = (4tev � 4t2ev � 2tvev + 2t2vev)x3 + (v + 3ev + 20t2ev � 2tv � 26tev � vev + 12tvev

�10t2vev)x2 + (4tv � 15ev � 2t2v2 � 24t2ev � 5v + 2tv2 + 6t2v + 54tev + 5vev

�16tvev � 2tv2ev + 6t2vev + 2t2v2ev)x

olmak üzere 
T = (2; 3)�(0; 3)�(0; 1) bölgesinde (3.5) denklemini (3.6) koşullar¬alt¬nda

sa¼glayan (u; �) çözüm çiftinin bulunmas¬problemi.

Problemin kesin çözümünün

u (x; v; t) = (x� 2)(x� 3)(ev � 1)(v � 3)(t2 � t)

ve

� (x; v; t) = (�2t2 + 2t)x3 + (10t2 � 4t� 3)x2 + (�12t2 � 18t+ 15)x+ 36t+ 6v

+tv(5tv � 5v � 15t+ 3) + ev(v � 3)(12t+ 5tv � 5t2v � 6)� 18

oldu¼gu bilinmektedir.

Burada I = 15; J = 100; K = 10 al¬narak en fazla 15000 adet örgü noktas¬nda u ve �

de¼gerleri hesaplanm¬̧st¬r. Şekil 3.10 da ~A matrisinin yap¬s¬n¬n 15000� 15000 tipinde üçlü

blok bant matris oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Şekil 3.10 Örnek 3.2 için ~A matrisinin yap¬s¬.
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Şekil 3.11 de, Şekil 3.10�un yak¬ndan görünümü yer almaktad¬r.

5000 5200 5400 5600 5800 6000 6200 6400 6600 6800

5000

5200

5400

5600

5800

6000

6200

6400

6600

Şekil 3.11 Şekil 3.10�un yak¬ndan gösterimi.

Örnek 3.2 de farkl¬ say¬daki örgü noktalar¬ için u fonksiyonunun hesaplanan yaklaş¬k

de¼gerlerinde ortaya ç¬kan maksimum ve minimum hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri

Çizelge 3.3 de gösterilmi̧stir. Bu çizelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; u

fonksiyonunun bulundu¼gu örgü noktas¬ndaki kesin de¼geri ile hesaplanan yaklaş¬k de¼geri

aras¬ndaki fark¬n mutlak de¼geri kullan¬larak hesaplanm¬̧st¬r.

Çizelge 3.3 Örnek 3.2�nin u(x; v; t) çözümü için hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri.

I = 25; J = 20; I = 25; J = 20; I = 15; J = 100;

K = 10 K = 20 K = 10

Örgü noktalar¬n¬n say¬s¬ 5000 10000 15000

Minimum hata 1:40E � 07 6:30E � 08 7:08E � 09

Maksimum hata 0:009631 0:009950 0:000428

Hesaplama süresi 632:05 s 3274:79 s 23994:86 s
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Şekil 3.12 de, u fonksiyonu için yaklaş¬k ve kesin çözüm t = 0:7 al¬narak kaŗs¬laşt¬rmal¬

olarak sunulmuştur.

2

2.2

2.4

2.6
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x

(a)

v 2
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2.4
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3

0

0.5
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2.5

3
­0.14

­0.12
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­0.06

­0.04

­0.02

0

x

(b)

v

Şekil 3.12 Örnek 3.2 de u için (a) yaklaş¬k çözüm, (b) kesin çözüm.

Şekil 3.13 de, bu iki çözüm ayn¬gra�k üzerinde gösterilmi̧stir.

2
2.1

2.2
2.3

2.4
2.5

2.6
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3
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0.5

1
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­0.14
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0

yaklaşı k çözüm
kes in çözüm

Şekil 3.13 Örnek 3.2 de u için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin birlikte

gösterimi.
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Şekil 3.14 de, u fonksiyonu için Şekil 3.12 de gösterilen yaklaş¬k çözüm ve kesin çözümün

kesitsel görünümü sunulmuştur.

0 5 10 15
­11

­10

­9

­8

­7

­6

­5

­4

­3

­2
x 10 ­3 (a)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
­0.16

­0.14
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­0.1
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­0.06
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­0.02

0
(b)

yaklaşık çözüm
kesin çözüm

Şekil 3.14 Örnek 3.2 de u fonksiyonu için kesitsel görünüm

(a) v; t sabit; (b) x; t sabit.

Örnek 3.2 de u çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel gösterimi Şekil 3.15 de göste-

rilmi̧stir.

0 5000 10000 15000
­0.45

­0.4

­0.35

­0.3

­0.25

­0.2

­0.15

­0.1

­0.05

0

yaklaşı k çözüm
kesin çözüm

Şekil 3.15 Örnek 3.2 de u çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬

gra�ksel gösterimi.
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y a kl a şık ç ö z ü m

ke si n  çö zü m

Şekil 3.16 Şekil 3.15�in yak¬ndan gösterimi.

Örnek 3.2 için farkl¬ say¬daki örgü noktalar¬nda � fonksiyonunun hesaplanan yaklaş¬k

de¼gerlerinde ortaya ç¬kan maksimum ve minimum hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri

Çizelge 3.4 de gösterilmi̧stir. Bu çizelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; �

fonksiyonunun bulundu¼gu örgü noktas¬ndaki kesin de¼geri ile hesaplanan yaklaş¬k de¼geri

aras¬ndaki fark¬n mutlak de¼geri kullan¬larak belirlenmi̧stir.

Çizelge 3.4 Örnek 3.2�nin �(x; v; t) çözümü için hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri.

I = 25; J = 20; I = 25; J = 20; I = 15; J = 100;

K = 10 K = 20 K = 10

Örgü nokta say¬s¬ 5000 10000 15000

Minimum hata 1:20E � 05 3:44E � 07 1:26E � 05

Maksimum hata 0:895576 0:853830 0:453991

Hesaplama süresi 632:05 s 3274:79 s 23994:86 s

34



Örnek 3.2 de �(x; v; t) fonksiyonu için yaklaş¬k ve kesin çözüm t = 0:7 al¬narak Şekil 3.17

de kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak gösterilmi̧stir.
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Şekil 3.17 Örnek 3.2 de � için (a) yaklaş¬k çözüm, (b) kesin çözüm.

Şekil 3.17 de gra�¼gi gösterilen bu iki çözüm, Şekil 3.18 de ayn¬gra�k üzerinde birleştiri-

lerek sunulmuştur.
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Şekil 3.18 Örnek 3.2 de � için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin ayn¬

gra�kte gösterimi.
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Örnek 3.3

H (x; v; t) =
v2

2
� x2

Hamiltonian fonksiyonu ve

F = v2x2 + 144vx� 9vecos(�v2 +x) + 72xecos(�v2 +x) � vx2 + 8v2x� 16vx3 � 8v3x

+9v2ecos(
�v
2
+x) � 8x3ecos(�v2 +x) � 18txecos(�v2 +x) � 144vxecos(�v2 +x) � (108vx)=t

�2tv2x+ 4tvx3 + 2tv3x� 36v2ecos(�v2 +x) sin(�v
2
+ x)

+36v3ecos(
�v
2
+x) sin(

�v

2
+ x) + (27vecos(

�v
2
+x))=t^2� (54xecos(�v2 +x))=t

+2tx3ecos(
�v
2
+x) + vx2ecos(

�v
2
+x) � 8v2xecos(�v2 +x) + 16vx3ecos(�v2 +x)

+8v3xecos(
�v
2
+x) � (6v2x)=t+ (12vx3)=t+ (6v3x)=t+ (3vx2)=t� 36tvx

�(27v2ecos(�v2 +x))=t2 + (6x3ecos(�v2 +x))=t� v2x2ecos(�v2 +x) � (3v2x2)=t2

+(27v2ecos(
�v
2
+x) sin(

�v

2
+ x))=t� (27v3ecos(�v2 +x) sin(�v

2
+ x))=t

+4v2x2ecos(
�v
2
+x) sin(

�v

2
+ x)� 4v3x2ecos(�v2 +x) sin(�v

2
+ x) + (6v2xecos(

�v
2
+x))=t

�(12vx3ecos(�v2 +x))=t� (6v3xecos(�v2 +x))=t� (3vx2ecos(�v2 +x))=t2 + 36tvxecos(�v2 +x)

+(3v2x2ecos(
�v
2
+x))=t2 + 9tv2ecos(

�v
2
+x) sin(

�v

2
+ x)� 9tv3ecos(�v2 +x) sin(�v

2
+ x)

+(108vxecos(
�v
2
+x))=t+ 2tv2xecos(

�v
2
+x) � 4tvx3ecos(�v2 +x) � 2tv3xecos(�v2 +x)

�(3v2x2ecos(�v2 +x) sin(�v
2
+ x))=t+ (3v3x2ecos(

�v
2
+x) sin(

�v

2
+ x))=t

+36�v2xecos(
�v
2
+x) sin(

�v

2
+ x) + 4�vx3ecos(

�v
2
+x) sin(

�v

2
+ x)

�4�v2x3ecos(�v2 +x) sin(�v
2
+ x)� tv2x2ecos(�v2 +x) sin(�v

2
+ x)

+tv3x2ecos(
�v
2
+x) sin(

�v

2
+ x)� 36�vxecos(�v2 +x) sin(�v

2
+ x)

�(27�v2xecos(�v2 +x) sin(�v
2
+ x))=t� (3�vx3ecos(�v2 +x) sin(�v

2
+ x))=t

+�tv2x3ecos(
�v
2
+x) sin(

�v

2
+ x) + 9�tvxecos(

�v
2
+x) sin(

�v

2
+ x)

+(3�v2x3ecos(
�v
2
+x) sin(

�v

2
+ x))=t+ (27�vxecos(

�v
2
+x) sin(

�v

2
+ x))=t

�9�tv2xecos(�v2 +x) sin(�v
2
+ x)� �tvx3ecos(�v2 +x) sin(�v

2
+ x)

olmak üzere 
T = (�3; 3) � (0; 1) � (1; 3) bölgesinde (3.5) denklemini (3.6) koşullar¬

alt¬nda sa¼glayan (u; �) fonksiyonlar çiftinin bulunmas¬problemi.

Problemin kesin çözümünün

u (x; v; t) = (t� 3)(1
t
� 1)(ecos(�v2 +x) � 1)(x2 � 9)(v2 � v)
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ve

� (x; v; t) = (8� 6=t� 2t)x3 + (18t+ 54=t� 72)x+ 9v + (27v2)=t2 � (27v)=t2 � 9v2

oldu¼gu bilinmektedir.

Burada I = 35; J = 25; K = 15 al¬narak en fazla 13125 adet örgü noktas¬nda u ve �

de¼gerleri hesaplanm¬̧st¬r.

Şekil 3.19 da, ~A matrisinin yap¬s¬13125 � 13125 tipinde üçlü blok bant matris oldu¼gu

gösterilmi̧stir.

Şekil 3.19 Örnek 3.3 için ~A matrisinin yap¬s¬.

4400 4500 4600 4700 4800 4900 5000 5100 5200

4400

4500

4600

4700

4800

4900

5000

5100

Şekil 3.20 Şekil 3.19�un yak¬ndan görünümü.

Örnek 3.3 de farkl¬say¬daki örgü noktalar¬için u fonksiyonunun yaklaş¬k çözümlerinde

ortaya ç¬kan maksimum ve minimum hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri Çizelge 3.5

de sunulmuştur. Bu çizelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; u fonksiyonunun

bir örgü noktas¬ndaki kesin de¼geri ile hesaplanan yaklaş¬k de¼geri aras¬ndaki fark¬n mutlak

de¼geri kullan¬larak hesaplanm¬̧st¬r.
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Çizelge 3.5 Örnek 3.3�ün u(x; v; t) çözümü için hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri.

I = 25; J = 20; I = 25; J = 20; I = 35; J = 25;

K = 10 K = 20 K = 15

Örgü noktalar¬n¬n say¬s¬ 5000 10000 13125

Minimum hata 9:91E � 07 9:00E � 07 7:30E � 08

Maksimum hata 0:009631 0:009950 0:017976

Hesaplama süresi 4279:16 s 19293:08 s 36524:42 s

Şekil 3.21 de, u fonksiyonu için yaklaş¬k ve kesin çözümün gra�kleri t = 2 al¬narak

kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak gösterilmi̧stir.
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Şekil 3.21 Örnek 3.3 de u için (a) yaklaş¬k çözüm, (b) kesin çözüm.
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Bu iki çözüm, ayn¬gra�k üzerinde birleştirilerek Şekil 3.22 de verilmi̧stir.
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Şekil 3.22 Örnek 3.3 de u için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin birlikte gösterimi.

Şekil 3.23 de, u fonksiyonu için Şekil 3.21 de gösterilen yaklaş¬k ve kesin çözümlerin

kesitsel görünümü gösterilmektedir.
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Şekil 3.23 Örnek 3.3 de u fonksiyonu için kesitsel görünüm

(a) v; t sabit; (b) x; t sabit.
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Şekil 3.24 de, u çözüm vektörünün tüm bileşenleri kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak verilmi̧stir.

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
­0.5

0

0.5

1

1.5

2

yaklaşık çözüm
kesin çözüm

Şekil 3.24 Örnek 3.3 de u çözüm vektörünün

kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel gösterimi.
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Şekil 3.25 Şekil 3.24�ün yak¬ndan görünümü.

Örnek 3.3 için farkl¬ say¬daki örgü noktalar¬nda � fonksiyonunun kesin ve hesaplanan

yaklaş¬k de¼gerlerinde ortaya ç¬kan maksimum ve minimum hata miktarlar¬ve hesaplama

süreleri Çizelge 3.6 da gösterilmi̧stir.
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Çizelge 3.6 da verilen maksimum ve minimum hatalar; � fonksiyonunun bir örgü noktas¬n-

daki kesin de¼geri ile hesaplanan yaklaş¬k de¼geri aras¬ndaki fark¬n mutlak de¼geri olarak

tan¬mlanm¬̧st¬r.

Çizelge 3.6 Örnek 3.3�ün �(x; v; t) çözümü için hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri.

I = 25; J = 20; I = 25; J = 20; I = 35; J = 25;

K = 10 K = 20 K = 15

Örgü noktalar¬n¬n say¬s¬ 5000 10000 13125

Minimum hata 9:81E � 05 7:30E � 05 5:66E � 06

Maksimum hata 0:009631 0:009950 1:965020

Hesaplama süresi 4279:16 s 19293:08 s 36524:42 s

Şekil 3.26 da, � fonksiyonu için yaklaş¬k ve kesin çözümler t = 2 al¬narak kaŗs¬laşt¬rmal¬

olarak gösterilmi̧stir.
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Şekil 3.26 Örnek 3.3 de � için (a) yaklaş¬k çözüm, (b) kesin çözüm.
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Şekil 3.26 da gösterilen bu iki çözüm, Şekil 3.27 de ayn¬gra�k üzerinde birleştirilerek

verilmi̧stir.

­3

­2

­1

0

1

2

3

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

­8

­6

­4

­2

0

2

4

y aklaş ık ç öz üm
kes in ç öz üm

Şekil 3.27 Örnek 3.3 de � için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin ayn¬gra�kte gösterimi.
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BÖLÜM 4

ZAMANA BA¼GLI VE SAÇILIM TER·IM·I ·IÇEREN K·INET·IK

DENKLEMLER ·IÇ·IN B·IR TERS PROBLEM

Bu bölümde, zamana ba¼gl¬ve saç¬l¬m terimi içeren kinetik denklemler için bir ters prob-

lemin çözümünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Daha sonra, problemin yaklaş¬k çözümü-

nü elde etmek için sonlu fark metodu ve yamuk yöntemi temel al¬narak say¬sal bir yöntem

verilmi̧stir. Bu yöntemin hassas sonuçlar verdi¼gini gösteren çeşitli say¬sal örnekler sunul-

muştur. Bulunan yaklaş¬k ve kesin çözümler, çizelgeler ve gra�kler yard¬m¬yla kaŗs¬laşt¬r-

mal¬olarak gösterilmi̧stir.

Bu bölümde, 
T = 
� (0; T ) ; t 2 (0; T ) bölgesinde verilen,

fH; ug =
nX
i=1

�
@H

@vi

@u

@xi
� @u

@vi

@H

@xi

�
; I1(u) =

Z
G

� (x; v; t; v0)u(x; v0; t)dv0

olmak üzere

Lu � @u

@t
+ fH; ug+ I1(u) = � (4.1)

kinetik denkleminin u(x; v; t) çözümünün ve �(x; v; t) bilinmeyen sa¼g taraf¬n¬n bulunmas¬

ters problemi ele al¬nm¬̧st¬r.

Burada 
 = f(x; v) : x 2 D � Rn; v 2 G � Rn; n � 1g ve 
 bölgesinin s¬n¬r¬@
 = �1[�2;

�1 = @D � G; �2 = D � @G ve @D; @G 2 C2 olarak tan¬ml¬d¬r. Ayr¬ca �1; �2 s¬ras¬yla

�1 ve �2�nin kapan¬̧s¬d¬r.

(4.1) kinetik denkleminde, u(x; v; t); faz uzay¬n¬n birim hacim eleman¬nda bulunan parçac¬k-

lar¬n say¬s¬n¬n da¼g¬l¬m¬n¬gösterir. Ayr¬ca �(x; v; t) kaynak fonksiyonu, H(x; v; t) Hamil-

tonian fonksiyonu, I1(u) saç¬l¬m terimi ve� (x; v; t; v0) saç¬l¬m çekirde¼gi olarak adland¬r¬l¬r.
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Problem 4.1 H(x; v; t) Hamiltonian fonksiyonu, � (x; v; t; v0) saç¬l¬m çekirde¼gi ve s¬n¬rda

(4.1) kinetik denkleminin u(x; v; t) çözümünün izi verilsin:

uj@
T = u0: (4.2)

(4.1) denklemini ve (4.2) koşulunu sa¼glayan (u(x; v; t); �(x; v; t)) çözüm çiftinin bulun-

mas¬problemini ele alal¬m.

4.1 PROBLEM 4.1�·IN ÇÖZÜMÜNÜN TEKL·I¼G·IN·IN ARAŞTIRILMASI

Bu bölümde, Problem 4.1�in çözümünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi Amirov (2001) de verilen yöntem

kullan¬larak ispatlanacakt¬r.

Teorem 4.1 Kabul edelim ki Hamiltonian fonksiyonu H(x; v; t) 2 C2
�

T
�
ve saç¬l¬m

çekirde¼gi � (x; v; t; v0) 2 C1
�
D �G� [0; T ]�G

�
verilsin. �1, �2 pozitif tam say¬lar

olmak üzere, her (x; v; t) 2 
T ve � 2 Rn için
nX

i;j=1

@2H

@vi@vj
�i�j � �1 j�j2 ;

nX
i;j=1

@2H

@xi@xj
�i�j � ��2 j�j2 ;

�1 � 1 > 0; �2 � �3 > 0; �3 = C max
1�j�n

8<:maxx;t2D

Z
G

Z
G

�
@�

@vj

�2
dv0dv

9=; (4.3)

şartlar¬sa¼glans¬n. Burada C, Steklov eşitsizli¼ginden gelen bir sabittir. Ayr¬ca (4.1) de,

�(x; v; t) fonksiyonu

bL� = nX
j=1

@2�

@vj@xj
= 0 (4.4)

diferensiyel denklemini sa¼glas¬n. Bu durumda Problem 4.1, u 2 C2
�

T
�
ve � 2 C2 (
T )

olacak şekilde en çok bir (u; �) çözümüne sahiptir.

·Ispat. Kabul edelim ki 
T bölgesinin s¬n¬r¬nda u = 0 (uj@
T = 0) olsun. Ayr¬ca

u 2 C2
�

T
�
, � 2 C2 (
T ) olmak üzere (u; �) ; Problem 4.1�in bir çözümü olsun. (4.4)

koşulundan
nX
j=1

@

@xj

�
u
@�

@vj

�
=

nX
j=1

@u

@xj

@�

@vj
+

nX
j=1

u

�
@2�

@vj@xj

�
eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ikinci terim s¬f¬r olaca¼g¬ndan,
nX
j=1

@u

@xj

@�

@v
j

=
nX
j=1

@

@xj

�
u
@�

@vj

�
(4.5)

yaz¬l¬r.
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Di¼ger yandan

2
nX
j=1

@u

@xj

�
@

@vj

�
@u

@t
+ fH; ug+ I1(u)

��

= 2

nX
j=1

@u

@xj

24 @

@vj

0@@u
@t
+

nX
i=1

�
@H

@vi

@u

@xi
� @H
@xi

@u

@vi

�
+

Z
G

� (x; v; t; v0)u(x; v0; t)dv

1A35
eşitli¼ginde parantezler aç¬l¬rsa

= 2

nX
i;j=1

�
@u

@xj

@

@vj

@u

@t
+
@u

@xj

@

@vj

�
@H

@vi

@u

@xi
� @u

@vi

@H

@xi

��

+2
nX
j=1

@u

@xj

@

@vj

0@Z
G

� (x; v; t; v0)u(x; v0; t)dv

1A
= 2

nX
j=1

@u

@xj

@

@vj

@u

@t
+ 2

nX
i;j=1

@u

@xj

�
@2H

@vi@vj

@u

@xi
+
@H

@vi

@2u

@xi@vj
� @2H

@xi@vj

@u

@vi
� @H
@xi

@2u

@vi@vj

�

+2
nX
j=1

@u

@xj

@

@vj

0@Z
G

� (x; v; t; v0)u(x; v0; t)dv

1A
= 2

nX
j=1

@u

@xj

@

@vj

@u

@t
+ 2

nX
i;j=1

@2H

@vi@vj

@u

@xj

@u

@xi
+ 2

nX
i;j=1

@H

@vi

@u

@xj

@2u

@xi@vj

2
nX

i;j=1

@2H

@xi@vj

@u

@xj

@u

@vi
� 2

nX
i;j=1

@H

@xi

@u

@xj
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@vi@vj

+2
nX
j=1

@u

@xj

@

@vj

0@Z
G

� (x; v; t; v0)u(x; v0; t)dv

1A (4.6)

elde edilir. Bulunan son eşitlikte birinci, üçüncü ve beşinci terimlere �(x; y; z) bir fonksiyon

olmak üzere

2�
@u

@x

@2u

@y@z
=

@

@z

�
�
@u

@x

@u

@y

�
+
@

@y

�
�
@u

@x

@u

@z

�
� @

@x

�
�
@u

@y

@u

@z

�

�@�
@z

@u

@x

@u

@y
� @�
@y

@u

@x

@u

@z
+
@�

@x

@u

@y

@u

@z
(4.7)

özdeşli¼gi uyguland¬¼g¬nda birinci terimden

2

nX
j=1

@u

@xj

@

@vj

@u

@t
=

nX
j=1

�
@

@vj

�
@u

@xj

@u

@t

�
+
@

@t

�
@u

@xj

@u

@vj

�
� @

@xj

�
@u

@vj

@u

@t

��
; (4.8)
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üçüncü terimden

2
nX

i;j=1

@H

@vi

@u

@xj

@2u

@xi@vj
= �

nX
i;j=1

@

@xj

�
@H

@vi

@u

@xi

@u

@vj

�
+

nX
i;j=1

@

@xi

�
@H

@vi
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@xj
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�

+

nX
i;j=1

@

@vj

�
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@vi
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@xi

@u

@xj

�
+

nX
i;j=1

@2H

@vi@xj

@u

@xi

@u

@vj

�
nX
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@2H

@vi@xi

@u

@xj

@u

@vj
�

nX
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@2H

@vi@vj

@u

@xi

@u

@xj
; (4.9)

ve beşinci terimden
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�
�

nX
i;j=1

@

@vi

�
@H

@xi

@u

@xj

@u

@vj

�

�
nX

i;j=1

@

@vj

�
@H

@xi

@u

@xj

@u

@vi

�
�

nX
i;j=1

@2H

@xi@xj

@u

@vi

@u

@vj

+
nX

i;j=1

@2H

@xi@vi

@u

@xj

@u

@vj
+

nX
i;j=1

@2H

@xi@vj

@u

@xj

@u

@vi
(4.10)

elde edilir. (4.8)-(4.10) ba¼g¬nt¬lar¬

2

nX
j=1

@u

@xj

�
@

@vj

�
@u

@t
+ fH; ug+ I1(u)

��

= 2
nX
i=1

@u

@xj

@

@vj

@u

@t
+ 2

nX
i;j=1

@2H

@vi@vj

@u

@xj

@u

@xi
+ 2

nX
i;j=1

@H

@vi

@u

@xj

@2u

@xi@vj

�2
nX

i;j=1

@2H

@xi@vj

@u

@xj

@u

@vi
� 2

nX
i;j=1

@H

@xi

@u

@xj

@2u

@vi@vj

+2

nX
j=1

@u

@xj

@

@vj

0@Z
G

� (x; v; t; v0)u(x; v0; t)dv

1A
eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa
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2
nX
j=1

@u

@xj

�
@

@vj

�
@u

@t
+ fH; ug+ I1(u)

��

=

nX
j=1

�
@

@vj

�
@u

@xj

@u

@t

�
+
@

@t

�
@u

@xj

@u

@vj

�
� @

@xj

�
@u

@vj

@u

@t

��

+2
nX

i;j=1

@2H

@vi@vj

@u

@xj

@u

@xi
�

nX
i;j=1

@

@xj

�
@H

@vi

@u

@xi

@u

@vj

�
+

nX
i;j=1

@

@xi

�
@H

@vi

@u

@xj

@u

@vj

�

+
nX

i;j=1

@

@vj

�
@H

@vi

@u

@xi

@u

@xj

�
+

nX
i;j=1

@2H

@vi@xj

@u

@xi

@u

@vj
�

nX
i;j=1

@2H

@vi@xi

@u

@xj

@u

@vj

�
nX

i;j=1

@2H

@vi@vj

@u

@xi

@u

@xj
+

nX
i;j=1

@

@xj

�
@H

@xi

@u

@vi

@u

@vj

�
�

nX
i;j=1

@

@vi

�
@H

@xi

@u

@xj

@u

@vj

�

�
nX

i;j=1

@

@vj

�
@H

@xi

@u

@xj

@u

@vi

�
�

nX
i;j=1

@2H

@xi@xj

@u

@vi

@u

@vj
+

nX
i;j=1

@2H

@xi@vi

@u

@xj

@u

@vj

+
nX

i;j=1

@2H

@xi@vj

@u

@xj

@u

@vi
+ 2

nX
j=1

@u

@xj

@

@vj

0@Z
G

� (x; v; t; v0)u(x; v0; t)dv

1A
elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yap¬ld¬¼g¬nda

nX
i;j=1

�
@2H

@vi@vj

@u

@xi

@u

@xj
� @2H

@xi@xj

@u

@vi

@u

@vj

�

+
nX

i;j=1

@

@vj

�
@u

@xj

�
@u

@xi

@H

@vi
� @u

@vi

@H

@xi

��

�
nX

i;j=1

@

@xj

�
@u

@vj

�
@u

@xi

@H

@vi
� @u

@vi

@H

@xi

��

+
nX

i;j=1

@

@xi

�
@H

@vi

@u

@xj

@u

@vj

�
�

nX
i;j=1

@

@vi

�
@H

@xi

@u

@xj

@u

@vj

�

+
nX
j=1

�
@

@t

�
@u

@xj

@u

@vj

�
� @

@xj

�
@u

@t

@u

@vj

�
+

@

@vj

�
@u

@t

@u

@xj

��

+2
nX
j=1

@u

@xj

@

@vj

0@Z
G

� (x; v; t; v0)u(x; v0; t)dv0

1A = 2

nX
j=1

@

@xj

�
u
@�

@vj

�
(4.11)

bulunur.
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T bölgesinin geometrisi ve @
T s¬n¬r¬nda u = 0 koşulu dikkate al¬n¬rsa (4.5) ve (4.11)

eşitliklerinden
nX

i;j=1

Z

T

�
@2H

@vi@vj

@u

@xi

@u

@xj
� @2H

@xi@xj

@u

@vi

@u

@vj

�
d
T

+2

nX
j=1

Z

T

0@ @u

@xj

Z
G

@

@vj
� (x; v; t; v0)u(x; v0; t)dv0

1A d
T
= 2

nX
j=1

Z

T

@

@xj

�
u
@�

@vj

�
d
T = 0 (4.12)

elde edilir. (4.12)�de 2ab � �(a2 + b2) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

2

Z

T

0@ @u

@xj

Z
G

@�

@vj
udv0

1A d
T
� �

Z

T

0@� @u
@xj

�2
+

0@Z
G

@�

@vj
udv0

1A21A d
T
yaz¬l¬r. Bu eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬nda Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi uygulan¬rsa,

2

Z

T

0@ @u

@xj

Z
G

@�

@vj
udv0

1A d
T
� �

Z

T

�
@u

@xj

�2
d
T �

Z
D

Z
G

TZ
0

0@Z
G

�
@�

@vj

�2
dv0

1A0@Z
G

(u)2 dv0

1A dvdxdt
elde edilir. Fubini teoreminden

2

Z

T

0@ @u

@xj

Z
G

@�

@vj
udv0

1A d
T (4.13)

� �
Z

T

�
@u

@xj

�2
d
T �

Z
D

TZ
0

0@Z
G

(u(x; v0; t))
2
dv0

1A �j(x; t)dxdt
yaz¬l¬r. Burada

�j(x; t) =

Z
G

Z
G

�
@�

@vj

�2
dv0dv

olarak tan¬ml¬d¬r. Steklov eşitsizli¼gi göz önünde bulundurulursa

�
Z
D

TZ
0

0@Z
G

(u)2 dv0

1A �j(x; t)dxdt
� �C

�
max
x;t2D

�j(x; t)

�Z

T

�
@u

@vj

�2
d
T
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oldu¼gu görülür. �3 = C max
1�j�n

�
max
x;t2D

�j(x; t)

�
olmak üzere

2

Z

T

0@ @u

@xj

Z
G

@�

@vj
udv0

1A d
T � �Z

T

�
@u

@xj

�2
d
T � �3

Z

T

�
@u

@vj

�2
d
T (4.14)

elde edilir. (4.12) denklemi (4.3) koşulu ve (4.14) de¼gerlendirmesi birlikte kullan¬l¬rsa

nX
i;j=1

Z

T

�
@2H

@vi@vj

@u

@xi

@u

@xj
� @2H

@xi@xj

@u

@vi

@u

@vj

�
d
T

+2
nX
j=1

Z

T

0@ @u

@xj

Z
G

@

@vj
� (x; v; t; v0)u(x; v0; t)dv0

1A d
T
� �1

Z

T

jrvuj2 d
T + �2
Z

T

jrxuj2 d
T �
Z

T

jrxuj2 d
T � �3
Z

T

jrvuj2 d
T

bulunur ve gerekli düzenlemeler ile

(�1 � 1)
Z

T

jrxuj2 d
T + (�2 � �3)
Z

T

jrvuj2 d
T � 0 (4.15)

elde edilir. Dolay¬s¬yla (4.3) koşulundan dolay¬ jrxuj2 = jrvuj2 = 0 d¬r. uj@
T = 0

oldu¼gundan 
T bölgesinde u = 0 d¬r. Denklem (4.1)�den 
T bölgesinde � = 0 olur ve

teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

4.2 PROBLEM 4.1�·IN ÇÖZÜMÜNÜN VARLI¼GININ ARAŞTIRILMASI

Problem 4.1�in çözümünün varl¬¼g¬Galerkin yöntemi kullan¬larak araşt¬r¬laca¼g¬ndan ho-

mojen s¬n¬r koşuluna sahip aşa¼g¬daki problemi göz önünde bulundural¬m:

Problem 4.2 F 2 H2(
T ) bilinen fonksiyon, H 2 C2(
T ) Hamiltonian fonksiyonu ve

� 2 C1(D �G�G) verilen saç¬l¬m çekirde¼gi olmak üzere

Lu = �(x; v; t) + F (4.16)

denkleminden

uj@
T = 0; bL� = 0 (4.17)

koşullar¬alt¬nda (u; �) çözümünün bulunmas¬problemi.
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Teorem 4.2 Teorem 4.1�in kabulleri alt¬nda Problem 4.2�nin (u; �) 2 H1(
T )� L2(
T )

olacak şekilde bir çözümü vard¬r.

·Ispat. 
T bölgesinde,

nX
i=1

@2

@xi@vi
(Lu� F ) = 0; (4.18)

uj@
T = 0 (4.19)

ba¼g¬nt¬lar¬ndan u nun bulunmas¬yard¬mc¬problemini ele alal¬m. wi 2 C3(
T ) olmak

üzere fwi (x; v; t)g1i=1 sistemi
o

H2;1(
T ) = H2;1(
T ) \
o

H1(
T ) uzay¬n¬n bir baz¬ olsun.

(4.18)-(4.19) probleminin bir yaklaş¬k çözümü

uN =
nX
j=1

�Njwj; (�N1; ��� ;�NN ) 2 Rn

formunda aranacakt¬r. Burada bilinmeyen �N vektörü*
nX
i=1

@2

@xi@vi
(LuN); wj

+
= hF ; wji ; 1 � j � N;

F =
nX
i=1

@2F

@xi@vi
(4.20)

sisteminden belirlenecektir. Daha aç¬k olarak (4.20), �N bilinmeyen vektörü için bir

lineer denklem sistemidir. (4.20) lineer denklem sisteminin homojen halinin sadece aşikar

çözümü oldu¼gundan her F 2 L2(
T ) için (4.20) sisteminin bir tek uN çözümü vard¬r. Bu

çözüm için bir ön de¼gerlendirme elde etmek için (4.20) denklem sisteminin j-nci denklemi

�2�Nj ile çarp¬l¬p j ye göre 1 denN ye kadar toplan¬rsa @
T s¬n¬r¬üzerinde uN = 0 koşulu

göz önünde bulundurularak

�2 hF ; uNi = �2
nX
i=1

�
@2

@xi@vi
(LuN); uN

�

= 2
nX
i=1

�
@

@xi
(LuN); (uN)vi

�
�

Z

T

�
(�1 � �3) jrxuN j2 + (�2 � 1) jrvuN j2

�
d
T

yaz¬labilir. O halde C sabiti N den ba¼g¬ms¬z olmak üzereZ

T

jrx;vuN j2 d
T � C
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bulunur. uN yaklaş¬k çözümü için elde edilen bu ön de¼gerlendirme kullan¬larak Problem

4.2�nin çözümünün varl¬¼g¬Amirov (2001)�deki Teorem (1.1.2)�nin ispat¬na benzer şekilde

gösterilebilir.

4.3 PROBLEM 4.1�·IN SAYISAL ÇÖZÜMÜ

Bu k¬s¬mda, sonlu fark metoduna ek olarak saç¬l¬m terimini de diskritize edebilmek

(ayr¬̧st¬rabilmek) amac¬yla yamuk yöntemi kullan¬lacakt¬r.

Yamuk yöntemi,

bZ
a

f(x)dx

integraline yaklaş¬m için kullan¬lan temel bir say¬sal çözüm metodudur. Bu yöntemde

bZ
a

f(x)dx � �x

2
(f(x0) + f(xn)) +

n�1X
i=1

f(xi)�x (4.21)

yaklaş¬m formülü kullan¬l¬r.

Sonlu fark formülleri ve (4.21)�de verilen yamuk yöntemi kullan¬larak aşa¼g¬daki problemin

say¬sal çözümü gerçekleştirilecektir.

Problem 4.3 
T = f(x; v; t)j x 2 (a; b) � R, v 2 (c; d) � R; t 2 (e; f) � Rg bölgesinde

ut (x; v; t) +Hv (x; v; t)ux (x; v; t)�Hx (x; v; t)uv (x; v; t)

+

Z d

c

� (x; v; t; v0)u(x; v0; t)dv0 = � (x; v; t) (4.22)

denkleminden

u (x; v; t)j@
T = u0 (x; v; t) ;bL� =
@2�

@v@x
= 0

şartlar¬alt¬nda u (x; v; t) ve � (x; v; t) fonksiyonlar¬n¬n bulunmas¬problemini ele alal¬m.

(4.22) denkleminin her iki taraf¬na bL = @2

@v@x
operatörü uygulan¬rsa

utxv + uxvxHv � uvvxHx + uxxHvv � uvvHxx + uxvHvx � uvxHxv + uxHvvx

�uvHxvx +
Z d

c

�xuvdv
0 +

Z d

c

�uxvdv
0 +

Z d

c

�xvudv
0 +

Z d

c

�vuxdv
0 = 0
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elde edilir. Ayr¬ca uxvHvx = uvxHxv eşitli¼ginden ve integralli terimin içerdi¼gi u(x; v0 ; t)

fonksiyonu v de¼gi̧skeninden ba¼g¬ms¬z oldu¼gu için

utxv + uxvxHv � uvvxHx + uxxHvv � uvvHxx + uxHvvx � uvHxvx

(4.23)

+

Z d

c

�xvudv
0 +

Z d

c

�vuxdv
0 = 0 (4.24)

yaz¬l¬r. Böylece ele al¬nan problem, üçüncü mertebeden k¬smi diferensiyel denklem için

bir Dirichlet problemine indirgenmi̧s olur. Di¼ger taraftan uj@
T = u0 s¬n¬r koşulu için

~uk0;j = u(a; vj; tk), ~u
k
I+1;j = u(b; vj; tk), j = 0; 1; :::; J + 1; k = 0; 1; :::; K + 1;

~uki;0 = u(xi; c; tk), ~u
k
i;J+1 = u(xi; d; tk), i = 0; 1; :::; I + 1; k = 0; 1; :::; K + 1;

~u0i;j = u(xi; vj; e), ~u
K+1
i;j = u(xi; vj; f), i = 0; 1; :::; I + 1; j = 0; 1; :::; J + 1

yaz¬l¬r.

I; J; K 2 Z+ olmak üzere �x = (b�a)
(I+1)

, �v = (d�c)
(J+1)

ve �t = (f�e)
(K+1)

s¬ras¬yla x; v ve

t ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerine göre ad¬m büyüklüklerini göstermektedir. Burada (a; b), (c; d)

(e; f) aral¬klar¬ s¬ras¬yla (I + 1); (J + 1); (K + 1) adet eşit alt aral¬¼ga bölünmüştür.

Bu aral¬klar¬n kesim noktalar¬olan örgü noktalar¬nda u(x; v; t) fonksiyonunun de¼gerleri

bulunmaktad¬r. Burada u(xi; vj; tk) = u(a+ i�x; c+ j�v; e+ k�t);

H(xi; vj; tk) = H(a+ i�x; c+ j�v; e+ k�t);

�(xi; vj; tk; v
0
j) = �(a + i�x; c + j�v; e + k�t; c + j�v) fonksiyonlar¬ için sonlu fark

yaklaş¬mlar¬s¬ras¬yla ~uki;j, h
k
i;j; '

k
i;j ile gösterilmi̧stir.

E¼ger (4.21) formülü (4.24) denklemindeki integralli terimlere uygulan¬rsa

dZ
c

�xvudv
0 � �v

2
(�xv(x; c; t; v)u(x; c; t) + �xv(x; d; t; v)u(x; d; t))

+
JX
j=1

(�v) �xv(x; v; t; vj)u(x; vj; t)

= k10 +
JX
j=1

(�v) �xv(x; v; t; vj)u(x; vj; t); (4.25)
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dZ
c

�vuxdv
0 � �v

2
(�v(x; v; t; c)ux(x; c; t) + �v(x; v; t; d)ux(x; d; t))

+
JX
j=1

(�v) �v(x; v; t; vj)ux(x; vj; t)

= k11 +
JX
j=1

(�v) �v(x; v; t; vj)ux(x; vj; t) (4.26)

elde edilir. Burada s¬n¬r de¼gerleri bilindi¼ginden

k10 =
�v

2
(�xv(x; v; t; c)u(x; c; t) + �xv(x; v; t; d)u(x; d; t)) ;

k11 =
�v

2
(�v(x; v; t; c)ux(x; c; t) + �v(x; v; t; d)ux(x; d; t))

bilinen terimlerdir. Üçüncü bölümde elde edilen sonlu fark formülleri ve (4.25)-(4.26)

yaklaş¬mlar¬(4.24) denkleminde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

�
~uk+1i+1;j+1 � ~uk�1i+1;j+1 � ~uk+1i+1;j�1 + ~u

k�1
i+1;j�1 � ~uk+1i�1;j+1 + ~u

k�1
i�1;j+1 + ~u

k+1
i�1;j�1 � ~uk�1i�1;j�1

�
8�x�v�t

+

�
2~uki;j�1 � 2~uki;j+1 + ~uki+1;j+1 + ~uki�1;j+1 � ~uki+1;j�1 � ~uki�1;j�1

�
2 (�x)2 (�v)

�
hki;j+1 � hki;j�1

�
2 (�v)

�
�
2~uki�1;j � 2~uki+1;j + ~uki+1;j+1 � ~uki�1;j+1 + ~uki+1;j�1 � ~uki�1;j�1

�
2 (�x) (�v)2

�
hki+1;j � hki�1;j

�
2 (�x)

+

�
~uki+1;j � 2~uki;j + ~uki�1;j

�
(�x)2

�
hki;j+1 � 2hki;j + hki;j�1

�
(�v)2

�
�
~uki;j+1 � 2~uki;j + ~uki;j�1

�
(�v)2

�
hki+1;j � 2hki;j + hki�1;j

�
(�x)2

+

�
~uki+1;j � ~uki�1;j

�
2�x

�
hki+1;j+1 � 2hki+1;j + hki+1;j�1 � hki�1;j+1 + 2hki�1;j � hki�1;j�1

�
2 (�x) (�v)2
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�
�
~uki;j+1 � ~uki;j�1

�
2�v

�
hki+1;j+1 � 2hki;j+1 + hki�1;j+1 � hki+1;j�1 + 2hki;j�1 � hki�1;j�1

�
2 (�x)2 (�v)

+k10 + k11 +

JX
j=1

(�v)

�
'ki+1;j+1 � 'ki+1;j�1 � 'ki�1;j+1 + 'ki�1;j�1

�
4 (�x) (�v)

uki;j

+

JX
j=1

(�v)

�
'ki;j+1 � 'ki;j�1

�
2 (�v)

(~uki+1;j � ~uki�1;j)
2 (�x)

= 0

elde edilir. Son eşitlik düzenlendi¼ginde

1

8�x�v�t

�
~uk+1i+1;j+1 � ~uk�1i+1;j+1 � ~uk+1i+1;j�1 + ~u

k�1
i+1;j�1 � ~uk+1i�1;j+1 + ~u

k�1
i�1;j+1

+~uk+1i�1;j�1 � ~uk�1i�1;j�1
�

+

�
hki;j+1 � hki;j�1

�
4 (�x)2 (�v)2

�
2~uki;j�1 � 2~uki;j+1 + ~uki+1;j+1 + ~uki�1;j+1 � ~uki+1;j�1 � ~uki�1;j�1

�

�
�
hki+1;j � hki�1;j

�
4 (�x)2 (�v)2

�
2~uki�1;j � 2~uki+1;j + ~uki+1;j+1 � ~uki�1;j+1 + ~uki+1;j�1 � ~uki�1;j�1

�

+

�
hki;j+1 � 2hki;j + hki;j�1

�
(�x)2 (�v)2

�
~uki+1;j � 2~uki;j + ~uki�1;j

�

�
�
hki+1;j � 2hki;j + hki�1;j

�
(�x)2 (�v)2

�
~uki;j+1 � 2~uki;j + ~uki;j�1

�

+

�
hki+1;j+1 � 2hki+1;j + hki+1;j�1 � hki�1;j+1 + 2hki�1;j � hki�1;j�1

�
4 (�x)2 (�v)2

�
~uki+1;j � ~uki�1;j

�

�
�
hki+1;j+1 � 2hki;j+1 + hki�1;j+1 � hki+1;j�1 + 2hki;j�1 � hki�1;j�1

�
4 (�x)2 (�v)2

�
~uki;j+1 � ~uki;j�1

�

+k10 + k11 +

JX
j=1

'ki+1;j+1 � 'ki+1;j�1 � 'ki�1;j+1 + 'ki�1;j�1
4 (�x)

uki;j

+
JX
j=1

'ki;j+1 � 'ki;j�1
4 (�x)

(~uki+1;j � ~uki�1;j) = 0

bulunur.
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Gerekli düzenlemeler yap¬ld¬¼g¬nda

(�k2 + k1) ~uki�1;j�1 + (2k2 � k3 + k5) ~uki;j�1 + (�k1 � k2) ~uki+1;j�1

+(�2k1 + k4 � k6) ~uki�1;j + (�2k4 + 2k3) ~uki;j + (2k1 + k4 + k6) ~uki+1;j

+(k1 + k2) ~u
k
i�1;j+1 + (�2k2 � k3 � k5) ~uki;j+1 + (k2 � k1) ~uki+1;j+1

+(k7)(~u
k+1
i+1;j+1 � ~uk+1i�1;j+1 � ~uk+1i+1;j�1 + ~u

k+1
i�1;j�1 � ~uk�1i+1;j+1 + ~u

k�1
i�1;j+1

+~uk�1i+1;j�1 � ~uk�1i�1;j�1) + k10 + k11 +

JX
j=1

k8
�
~uki;j
�
+

JX
j=1

k9(~u
k
i+1;j � ~uki�1;j) = 0;

i = 1; :::; I, j = 1; :::; J , k = 1; :::; K; (4.27)

elde edilir. Burada

k1 =

�
hki+1;j � hki�1;j

�
4 (�x)2 (�v)2

, k2 =

�
hki;j+1 � hki;j�1

�
4 (�x)2 (�v)2

,

k3 =

�
hki+1;j � 2hki;j + hki�1;j

�
(�x)2 (�v)2

, k4 =

�
hki;j+1 � 2hki;j + hki;j�1

�
(�x)2 (�v)2

,

k5 =

�
hki+1;j+1 � 2hki;j+1 + hki�1;j+1 � hki+1;j�1 + 2hki;j�1 � hki�1;j�1

�
4 (�x)2 (�v)2

,

k6 =

�
hki+1;j+1 � 2hki+1;j + hki+1;j�1 � hki�1;j+1 + 2hki�1;j � hki�1;j�1

�
4 (�x)2 (�v)2

,

k7 =
1

8 (�x) (�v) (�t)
, k8 =

�
'ki+1;j+1 � 'ki+1;j�1 � 'ki�1;j+1 + 'ki�1;j�1

�
4 (�x) (�v)

;

k9 =

�
'ki;j+1 � 'ki;j�1

�
4 (�x) (�v)

olarak tan¬ml¬d¬r.

Böylece Problem 4.3�ün yaklaş¬k çözümü olan ~uki;j de¼gerleri 
T bölgesinin I�J �K tane

örgü noktas¬nda

~Aeu = F (4.28)

matris denklemi çözülerek elde edilir.

55



Burada ~A üçlü blok bant matrisdir:

~A =

26666666664

A(1) B(1) 0 � � � 0

C(2) A(2) B(2) . . .
...

0 C(3) . . . . . . 0
...

. . . . . . . . . B(I�1)

0 : : : 0 C(I) A(I)

37777777775
IJK� IJK

:

(4.29)

(4.29) matrisinde yer alan A(i); B(i); C(i) matrisleri aşa¼g¬da verilmi̧stir:

A(i) =

26666666666664

A
(i;1)
1 A

(i;1)
2 A

(i;1)
4 � � � A

(i;1)
4 A

(i;1)
4

A
(i;2)
3 A

(i;2)
1 A

(i;2)
2 A

(i;2)
4

. . .
...

A
(i;3)
4 A

(i;3)
3

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . A

(i;J�2)
4

A
(i;J�1)
4 � � � A

(i;J�1)
4

. . . . . . A
(i;J�1)
2

A
(i;J)
4 � � � � � � A

(i;J)
4 A

(i;J)
3 A

(i;J)
1

37777777777775
JK�JK

, i = 1; 2; : : : ; I;

B(i) =

26666666666664

B
(i;1)
1 B

(i;1)
2 B

(i;1)
4 � � � B

(i;1)
4 B

(i;1)
4

B
(i;2)
3 B

(i;2)
1 B

(i;2)
2 B

(i;2)
4

. . .
...

B
(i;3)
4 B

(i;3)
3

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . B

(i;J�2)
4

B
(i;J�1)
4 � � � B

(i;J�1)
4

. . . . . . B
(i;J�1)
2

B
(i;J)
4 � � � � � � B

(i;J)
4 B

(i;J)
3 B

(i;J)
1

37777777777775
JK �JK

; i = 1; 2; :::; I � 1;

C(i) =

26666666666664

C
(i;1)
1 C

(i;1)
2 C

(i;1)
4 � � � C

(i;1)
4 C

(i;1)
4

C
(i;2)
3 C

(i;2)
1 C

(i;2)
2 C

(i;2)
4

. . .
...

C
(i;3)
4 C

(i;3)
3

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . C

(i;J�2)
4

C
(i;J�1)
4 � � � C

(i;J�1)
4

. . . . . . C
(i;J�1)
2

C
(i;J)
4 � � � � � � C

(i;J)
4 C

(i;J)
3 C

(i;J)
1

37777777777775
JK � JK

; i = 2; 3; :::; I:
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Burada

A(i;j)s =

26666664
fs(i; j) 0 � � � 0

0 fs(i; j)
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 fs(i; j)

37777775
K x K

;

B(i;j)s =

26666666664

gs(i; j)
(�1)s(s�1)
(s�1)! a 0 � � � 0

(�1)(s+1)(s�1)
(s�1)! a gs(i; j)

. . . . . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . (�1)s(s�1)

(s�1)! a

0 � � � 0 (�1)(s+1)(s�1)
(s�1)! a gs(i; j)

37777777775
K�K

;

C(i;j)s =

26666666664

hs(i; j)
(�1)(s+1)(s�1)

(s�1)! a 0 � � � 0

(�1)s(s�1)
(s�1)! a hs(i; j)

. . . . . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . (�1)(s+1)(s�1)

(s�1)! a

0 � � � 0 (�1)s(s�1)
(s�1)! a hs(i; j)

37777777775
K�K

;

s = 1; 2; 3 ; j = 1; 2; :::; J ,

A
(i;j)
4 =

26666664
k8(i; j) 0 � � � 0

0 k8(i; j)
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 k8(i; j)

37777775
K x K

;

B
(i;j)
4 =

26666664
k9(i; j) 0 � � � 0

0 k9(i; j)
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 k9(i; j)

37777775
K x K

;

C
(i;j)
4 =

26666664
�k9(i; j) 0 � � � 0

0 �k9(i; j)
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 �k9(i; j)

37777775
K x K
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ve

f1(i; j) = �2k4 + 2k3 + k8; f2(i; j) = �2k2 � k3 � k5 + k8; f3(i; j) = 2k2 � k3 + k5 + k8;

h1(i; j) = �2k1 + k4 � k6 � k9; h2(i; j) = k1 + k2 � k9; h3(i; j) = k1 � k2 � k9;

g1(i; j) = 2k1 + k4 + k6 + k9; g2(i; j) = �k1 + k2 + k9; g3(i; j) = �k1 � k2 + k9; a = k7

olarak tan¬ml¬d¬r. Ayr¬ca (4.28) denkleminde

F ; ~uk0;j; ~ukI+1;j; ~uki;0; ~uki;J+1; ~u0i;j; ~uK+1i;j ; (i = 0; 1; :::; I+1; j = 0; 1; :::; J+1; k = 0; 1; :::; K+1)

bilinen s¬n¬r de¼gerlerini içeren bir sütun matrisi ve eu ise
~u11;1; ~u

2
1;1;; � � � ; ~uK1;1; ~u11;2; ~u21;2; � � � ; ~uK1;2; � � � ; ~u11;J ; ~u21;J ; � � � ; ~uK1;J ;

~u12;1; ~u
2
2;1;; � � � ; ~uK2;1; ~u12;2; ~u22;2; � � � ; ~uK2;2; � � � ; ~u12;J ; ~u22;J ; � � � ; ~uK2;J ;

...
... � � � � � � � � � � � � ...

~u1I;1; ~u
2
I;1;; � � � ; ~uKI;1; ~u1I;2; ~u2I;2; � � � ; ~uKI;2; � � � ; ~u1I;J ; ~u2I;J ; � � � ; ~uKI;J

bilinmeyen de¼gerlerini içeren IJK � 1 tipinde bir çözüm vektörüdür.

Son olarak (4.24) denkleminde merkezi fark formülleri ve yamuk yönteminin formülü

yaz¬larak elde edilen

(~uk+1i;j � ~uk�1i;j )

2 (�t)
+k2

(~uki+1;j � ~uki�1;j)
2 (�x)

�k1
(~uki;j+1 + ~u

k
i;j�1)

2 (�v)
+k12+(�v)

JX
j=1

�
'ki;j
� �
~uki;j
�
= ~�

k

i;j,

i = 1; 2; :::; I; j = 1; 2; :::; J ; k = 1; 2; :::; K denkleminin çözülmesiyle

�(xi; vj; tk) = �(a + i�x; c + j�v; e + k�t) fonksiyonu için ~�
k

i;j yaklaş¬k çözümü elde

edilir. Burada s¬n¬r de¼gerleri bilindi¼ginden

k12 =
(�v)

2
(�(x; v; t; c)u(x; c; t) + �(x; v; t; d)u(x; d; t))

bilinen de¼gerdir.

4.3.1 Say¬sal Örnekler

Bu bölümde önerilen say¬sal yöntemi test etmek amac¬yla (4.16)-(4.17) formunda üç adet

ters problem ele al¬nm¬̧st¬r. Bu ters problemler, verilen bölgede denklemi ve koşullar¬

sa¼glayacak şekilde farkl¬yap¬da fonksiyonlar seçilerek oluşturulmuştur. Hesaplamalar In-

tel(R) Core(TM) i7-7700HQ CPU 2.80GHz i̧slemciye, 16 Gb Ram belle¼ge sahip Windows

10 i̧sletim sistemli bir bilgisayarda MATLAB R2014a program¬kullan¬larak yap¬lm¬̧st¬r.

Bulunan yaklaş¬k çözümler, kesin çözümler ile gra�kler ve çizelgeler yard¬m¬yla kaŗs¬laşt¬-

r¬lm¬̧st¬r.
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Örnek 4.1

H (x; v; t) = lnx+ v;

� (x; v; t; s) = ev�s

ve

F = (1176v3)=(x2(t� 3))� (1568v3)=(x(t� 3)) + (784v4)=(x(t� 3))

�(588v4)=(x2(t� 3))� (2058v2 ln(t� 3))=x+ (4704v2 ln(t� 3))=x2

+(1820v3 ln(t� 3))=x� (3528v2 ln(t� 3))=x3 � (1904v3 ln(t� 3))=x2

�(224v4 ln(t� 3))=x� (616v4 ln(t� 3))=x2 + (1176v4 ln(t� 3))=x3

�(353:4633 ln(t� 3)ev)=(x) + (265:0975 ln(t� 3)ev)=(x2)� (98v3x)=(t� 3)

+(49v4x)=(t� 3) + 28v3x ln(t� 3)� 14v4x ln(t� 3)� (22:0915x ln(t� 3)ev)

�(32t2v3)=(x(t� 3)) + (24t2v3)=(x2(t� 3)) + (16t2v4)=(x(t� 3))

�(12t2v4)=(x2(t� 3))� (42t2v2 ln(t� 3))=x+ (96t2v2 ln(t� 3))=x2

+(28t2v3 ln(t� 3))=x� (72t2v2 ln(t� 3))=x^3� (32t2v3 ln(t� 3))=x2

�(16t2v4 ln(t� 3))=x2 + (24t2v4 ln(t� 3))=x3 � (7:2135t2 ln(t� 3)ev)=(x)

+(5:4102t2 ln(t� 3)ev)=(x2) + (28tv3x)=(t� 3)� (14tv4x)=(t� 3)

�4tv3x ln(t� 3) + 2tv4x ln(t� 3) + (6:3118tx ln(t� 3)ev)

+(448tv3)=(x(t� 3))� (336tv3)=(x2(t� 3))� (224tv4)=(x(t� 3))

�(2t2v3x)=(t� 3) + (168tv4)=(x2(t� 3)) + (t2v4x)=(t� 3)

+(588tv2 ln(t� 3))=x� (1344tv2 ln(t� 3))=x2 � (456tv3 ln(t� 3))=x

+(1008tv2 ln(t� 3))=x3 + (496tv3 ln(t� 3))=x2 + (32tv4 ln(t� 3))=x

+(200tv4 ln(t� 3))=x2 � (336tv4 ln(t� 3))=x3 + (100:9895t ln(t� 3)ev)=(x)

�(75:7421t ln(t� 3)ev)=(x2)� (0:4508t2x ln(t� 3)ev)

verilen fonksiyonlar olmak üzere 
T = (2; 3)� (0; 2) � (4; 7) bölgesinde (4.16) denklemini

(4.17) koşullar¬alt¬nda sa¼glayan (u; �) çözüm ikilisinin bulunmas¬problemini ele alal¬m.

Problemin kesin çözümünün

u (x; v; t) = v3(x� 3)(v � 2)(2
x
� 1)2(t� 7)2 ln(t� 3);
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� (x; v; t) = (
1

(t� 3))(((14t
2 � 196t+ 686)v3)� ((7t2 � 98t+ 343)v4))

+(ln(t� 3))(v2(294� 490v + 147v2) + tv2(6t� 6tv + tv2 � 84 + 112v)

�28tv4 + (�4116� 84t2 + 1176t+ (31556� 9016t+ 644t2)e(�2))ev)

oldu¼gu bilinmektedir.

Burada I = 80; J = 50; K = 5 al¬narak en fazla 20000 adet örgü noktas¬nda u ve �

de¼gerleri hesaplanm¬̧st¬r.

Şekil 4.1 de, Örnek 4.1 deki ~A matrisinin yap¬s¬n¬n 20000� 20000 tipinde üçlü blok bant

matris oldu¼gu gösterilmi̧stir. Şekil 4.1�in yak¬ndan görünümü Şekil 4.2 de yer almaktad¬r.

Şekil 4.1 Örnek 4.1 de ~A matrisinin yap¬s¬.

Şekil 4.2 Şekil 4.1�in yak¬ndan görünümü.

Örnek 4.1 de farkl¬say¬daki örgü noktalar¬için u ve � fonksiyonlar¬n¬n hesaplanan yaklaş¬k

de¼gerlerinde ortaya ç¬kan maksimum ve minimum hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri
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Çizelge 4.1 de gösterilmi̧stir. Bu çizelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; u ve �

fonksiyonlar¬n¬n bulundu¼gu örgü noktas¬ndaki kesin de¼geri ile hesaplanan yaklaş¬k de¼geri

aras¬ndaki fark¬n mutlak de¼geri olarak tan¬mlanm¬̧st¬r.

Çizelge 4.1 Örnek 4.1 için hata çizelgesi.

I = 25; J = 20; I = 35; J = 25; I = 80; J = 50;

K = 10 K = 15 K = 5

Örgü noktalar¬n¬n say¬s¬ 5000 13125 20000

Hesaplama süresi 1617:02s 4762:10s 27114:78s

u için minimum hata 1:86E � 07 8:85E � 08 1:29E � 09

u için maksimum hata 0:007306 0:007556 0:008327

� için minimum hata 5:51E � 07 1:15E � 08 5:79E � 07

� için maksimum hata 0:073985 0:066805 0:086971

Şekil 4.3 de, u fonksiyonu için hesaplanan yaklaş¬k de¼gerler ve kesin çözüm t = 5 al¬narak

kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak gösterilmi̧stir.

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

1.2
1.4

1.6
1.8

2

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

x

(a)

v 2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

1.2
1.4

1.6
1.8

2

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

x

(b)

v

Şekil 4.3 Örnek 4.1 de u için (a) yaklaş¬k ve (b) kesin çözüm.
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Şekil 4.4 de, bu iki çözümün gra�kleri ayn¬gra�k üzerinde gösterilmi̧stir.

2
2.1

2.2
2.3

2.4
2.5

2.6
2.7

2.8
2.9

3

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

1.2
1.4

1.6
1.8

2
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

yaklaşık çözüm
kesin çözüm

Şekil 4.4 Örnek 4.1 de u fonksiyonu için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin

birlikte gösterimi.

Şekil 4.5 de, u fonksiyonu için Şekil 4.3 de verilen yaklaş¬k ve kesin çözümlerin kesitsel

gra�kleri verilmi̧stir.

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1
(a)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
­0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08
(b)

yaklaşık çözüm
kesin çözüm

Şekil 4.5 Örnek 4.1 de u fonksiyonu için kesitsel görünüm

(a) v; t sabit, (b) x; t sabit.
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Şekil 4.6 da, u çözüm vektörünün tüm bileşenleri kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak sunulmuştur. Şekil

4.6�n¬n yak¬ndan görünümü Şekil 4.7 de verilmi̧stir.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
x 10 4

­0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

yaklaşık çözüm
kesin çözüm

Şekil 4.6 Örnek 4.1 de u çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel

gösterimi.

1.94 1.95 1.96 1.97 1.98 1.99 2
x 10 4

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

x 10 ­3

yaklaşık çözüm
kesin çözüm

Şekil 4.7 Şekil 4.6�n¬n yak¬ndan görünümü.
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Şekil 4.8 de, �(x; v; t) fonksiyonu için yaklaş¬k ve kesin çözüm t = 5 al¬narak kaŗs¬laşt¬r-

mal¬olarak sunulmuştur.
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Şekil 4.8 Örnek 4.1 de � için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) kesin çözüm.

Şekil 4.8 de gra�¼gi gösterilen bu iki çözüm, Şekil 4.9 da ayn¬gra�k üzerinde birleştirilerek

verilmi̧stir.
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Şekil 4.9 Örnek 4.1 de � için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin ayn¬gra�kte gösterimi.
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Örnek 4.2 Saç¬l¬m çekirde¼gi

� (x; v; t; s) = s+ t;

Hamiltonian fonksiyonu

H (x; v; t) = �x2

ve

F = vx(408t� 14v + 21x+ 4t2x2 + 4tv � 62tx� 7vx� 28tx2 + 8t2x� 60t2 + 2tvx+ 42)

olmak üzere 
T = (�5; 3) � (0; 3) � (0; 7) bölgesinde (4.16) denklemini (4.17) koşullar¬

alt¬nda sa¼glayan (u; �) çözüm ikilisinin bulunmas¬problemini ele alal¬m.

Problemin kesin çözümünün

u (x; v; t) = (x2 + 2x� 15)(v2 � 3v)(t2 � 7t);

� = �9t3x� 6t2x3 � 30tv2 + 90tv + 42tx3 + 105v2 � 315v

+
1

4
(51t2x2 � 1485t2 + 525tx2 � 2835t)� 1

2
(9t3x2 � 135t3 � 279t2x+ 1071tx)

oldu¼gu bilinmektedir.

Burada I = 40; J = 30; K = 15 al¬narak en fazla 18000 adet örgü noktas¬nda, u ve �

de¼gerlerinin yaklaş¬k çözümleri hesaplanm¬̧st¬r.

Şekil 4.10 da, ~A matrisinin yap¬s¬n¬n 18000� 18000 tipinde üçlü blok bant matris oldu¼gu

gösterilmi̧stir. Şekil 4.10�un yak¬ndan görünümü Şekil 4.11 da verilmi̧stir.

Şekil 4.10 Örnek 4.2 de ~A matrisinin yap¬s¬.
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Şekil 4.11 Şekil 4.10�un yak¬ndan görünümü.

Örnek 4.2 de farkl¬say¬daki örgü noktalar¬için u ve � fonksiyonlar¬n¬n hesaplanan yaklaş¬k

de¼gerlerinde ortaya ç¬kan maksimum ve minimum hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri

Çizelge 4.2 de gösterilmi̧stir. Bu çizelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; u ve �

fonksiyonlar¬n¬n bulundu¼gu örgü noktas¬ndaki kesin de¼geri ile hesaplanan yaklaş¬k de¼geri

aras¬ndaki fark¬n mutlak de¼geri olarak tan¬mlanm¬̧st¬r.

Çizelge 4.2 Örnek 4.2 için hata çizelgesi.

I = 25; J = 20; I = 25; J = 20; I = 40; J = 30;

K = 10 K = 20 K = 15

Örgü noktalar¬n¬n say¬s¬ 5000 10000 18000

Hesaplama süresi 1101:91s 4242:65s 18607:76s

u için minimum hata 0 0 0

u için maksimum hata 1:24E � 11 3:12E � 11 8:73E � 11

� için minimum hata 0:016864 0:005125 0:004342

� için maksimum hata 264:7083 264:2209 176:5047
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Şekil 4.12 de, u fonksiyonu için yaklaş¬k ve kesin çözüm gra�kleri t = 4 al¬narak kaŗs¬laşt¬r-

mal¬olarak gösterilmi̧stir.
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Şekil 4.12 Örnek 4.2 de u için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) kesin çözüm.

Bu iki çözüm, Şekil 4.13 de ayn¬gra�k üzerinde birleştirilerek verilmi̧stir.
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Şekil 4.13 Örnek 4.2 de u için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin ayn¬

gra�kte gösterimi.
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Şekil 4.14 de, u fonksiyonu için Şekil 4.12 de verilen yaklaş¬k ve kesin çözümlerin kesitsel

gra�kleri gösterilmi̧stir.
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Şekil 4.14 Örnek 4.2 de u fonksiyonu için kesitsel görünümü

(a) v; t sabit; (b) x; t sabit.

Şekil 4.15 de, u çözüm vektörünün tüm bileşenleri kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak gra�ksel gösteri-

mi sunulmuştur.
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Şekil 4.15 Örnek 4.2 de u çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel

gösterimi.
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Şekil 4.16 Şekil 4.15�in yak¬ndan görünümü.

Şekil 4.17 de, �(x; v; t) fonksiyonu için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin gra�kleri t = 4 al¬-

narak kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak verilmi̧stir.
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Şekil 4.17 Örnek 4.2 de � için (a) yaklaş¬k çözüm, (b) kesin çözüm.
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Şekil 4.17 de gösterilen bu iki çözüm, Şekil 4.18 de ayn¬gra�kte birleştirilerek sunulmuş-

tur.
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Şekil 4.18 Örnek 4.2 de � için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin ayn¬

gra�kte gösterimi.
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Örnek 4.3 Hamiltonian fonksiyonu

H (x; v; t) = �x2;

saç¬l¬m çekirde¼gi

� (x; v; t; s) = xv(s+ t)

ve

F = �(vsin(�x)(2x � 2)(v � 19:5833x+ 4:7500tx+ 3t (1:0986t) + 3t (4:4931v)

�0:1667t2x+ 3t (19:5833x)� 3t (4:4931)� 3t (1:0986tv)� 3t (4:7500tx)

+3t
�
0:1667t2x

�
� 1))

olmak üzere 
T = (1; 4) � (0; 1) � (0; 5) bölgesinde (4.16) denklemini (4.17) koşullar¬

alt¬nda sa¼glayan (u; �) fonksiyonlar çiftinin bulunmas¬problemi.

Problemin kesin çözümünün

u (x; v; t) = v(v � 1)(t� 5)(3t � 1)(2x � 2) sin(x�);

� (x; v; t) = x sin(�x)(20� 20(3t)� 10(2x)� 4t+10(2x)(3t) + 4t(3t) + 2t(2x)� 2t(2x)(3t))

oldu¼gu bilinmektedir.

Burada I = 80; J = 75; K = 4 al¬narak en fazla 24000 adet örgü noktas¬nda, u ve �

de¼gerlerinin yaklaş¬k çözümleri hesaplanm¬̧st¬r.

Şekil 4.19 da, Örnek 4.3 deki ~A matrisinin yap¬s¬n¬n 24000�24000 tipinde üçlü blok bant

matris oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Şekil 4.19 Örnek 4.3 de ~A matrisinin yap¬s¬.
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Şekil 4.19�un yak¬nlaşt¬r¬lm¬̧s görünümü Şekil 4.20 de sunulmuştur.

Şekil 4.20 Şekil 4.19�un yak¬ndan görünümü.

Örnek 4.3 de farkl¬say¬daki örgü noktalar¬için u ve � fonksiyonlar¬n¬n hesaplanan yaklaş¬k

de¼gerlerinde ortaya ç¬kan maksimum ve minimum hata miktarlar¬ve hesaplama süreleri

Çizelge 4.3 de gösterilmi̧stir. Bu çizelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; u

ve � fonksiyonlar¬n¬n bir örgü noktas¬ndaki kesin de¼geri ile hesaplanan yaklaş¬k de¼geri

aras¬ndaki fark¬n mutlak de¼geri kullan¬larak hesaplanm¬̧st¬r.

Çizelge 4.3 Örnek 4.3 için hata çizelgesi.

I = 50; J = 20; I = 50; J = 40; I = 80; J = 75;

K = 5 K = 5 K = 4

Örgü noktalar¬n¬n say¬s¬ 5000 10000 24000

Hesaplama süresi 2406:77s 10565:90s 53439:74s

u için minimum hata 9:16E � 06 9:17E � 06 4:35E � 06

u için maksimum hata 8:323209 8:414764 6:945716

� için minimum hata 0:001565 5:67E � 06 1:60E � 04

� için maksimum hata 445:4387 321:2962 236:2767
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Şekil 4.21 de, u fonksiyonu için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin gra�kleri t = 3 al¬narak

kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak sunulmuştur.
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Şekil 4.21 Örnek 4.3 de u için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) kesin çözüm.

Şekil 4.22 de, bu iki çözüm birleştirilerek ayn¬gra�k üzerinde gösterilmi̧stir.

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

0
0.1

0.2
0.3

0.4
0.5

0.6
0.7

0.8
0.9

1
­20

­15

­10

­5

0

5

10

y aklaşık çözüm
kesin çözüm

Şekil 4.22 Örnek 4.3 de u için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin ayn¬gra�kte

gösterimi.
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Şekil 4.23 de, u fonksiyonu için Şekil 4.21 de verilen yaklaş¬k ve kesin çözümlerin kesitsel

gra�kleri verilmi̧stir.
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Şekil 4.23 Örnek 4.3 de u fonksiyonu için kesitsel görünümü

(a) v; t sabit, (b) x; t sabit.

Şekil 4.24 de, u çözüm vektörünün tüm bileşenleri kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak sunulmuştur.
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Şekil 4.24 Örnek 4.3 de u çözüm vektorünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel

görünümü.
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Şekil 4.25 Şekil 4.24�ün yak¬ndan görünümü.

Şekil 4.26 da, � fonksiyonu için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin gra�kleri t = 3 al¬narak

kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak gösterilmi̧stir.
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Şekil 4.26 Örnek 4.3 de � için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) kesin çözüm.
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Şekil 4.26 da gösterilen � fonksiyonu için hesaplanan yaklaş¬k ve kesin çözümler, Şekil

4.27 de ayn¬gra�k üzerinde birleştirilerek sunulmuştur.
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Şekil 4.27 Örnek 4.3 de � için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin birlikte gösterimi.

Şekil 4.28 de, � çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel gösterimi verilmi̧stir.
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Şekil 4.28 Örnek 4.3 de � fonksiyonu için (a) yaklaş¬k çözüm, (b) kesin çözüm.
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BÖLÜM 5

SONUÇ

Bu çal¬̧smada ilk olarak, Liouville denklemi için bir ters problemin çözülebilirli¼gi ve say¬sal

çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Sonlu fark metodu kullan¬larak bir say¬sal çözüm yöntemi öneril-

mi̧stir. Bu yöntem, üç adet ters problemde test edilerek gra�kler ve çizelgeler arac¬l¬¼g¬yla

bilinen gerçek çözümler ile kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci olarak, zamana ba¼gl¬ ve saç¬l¬m terimi içeren kinetik denklemler için baz¬ ters

problemlerin çözülebilirli¼gi ve say¬sal çözümleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Say¬sal çözüm için sonlu

fark metodu ve yamuk yöntemi temel al¬narak bir yöntem verilmi̧stir. MATLAB yaz¬l¬m¬

kullan¬larak üç adet ters problem bu yöntem ile çözülmüştür. Bu ters problemlerin bilinen

kesin çözümleri ile yaklaş¬k çözümleri gra�kler ve çizelgeler yard¬m¬yla kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Elde edilen yaklaş¬k çözümlerin, kesin çözümlere kabul edilebilir derecede yak¬n oldu¼gu

görülmüştür.

Ayr¬ca bu tez çal¬̧smas¬içerisinde ters problemler teorisinin baz¬uygulamalar¬na yer ve-

rilmi̧s, bu kapsamda görüntüleme teknikleri ayr¬nt¬l¬olarak tart¬̧s¬lm¬̧st¬r.
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