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BOLUM 1
GIRIS

Kinetik denklemler; gaz dinamigi, plazma fizigi, biyoloji ve sosyo-ekonomi gibi bircok
farkl alanda c¢ok parcgacikl sistemlerin istatistiksel tasviri olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
Klasik kinetik denklemlere 6rnek olarak Liouville, Fokker-Plank ve Boltzmann denklem-
leri verilebilir (Alexeev 1982, Liboff 2003, Markowich, Ringhofer and Schmeiser 1990,
Poschel and Brilliantov 2003).

Bu caligmada zamana bagl ve sacilim terimi iceren kinetik denklemler i¢in baz ters
problemlerin ¢oziilebilirligi ve sayisal ¢oziimleri arastirilmigtir. Bu problemlerin sayisal
¢oziimleri elde edilirken ii¢ boyutlu durumda sonlu fark yontemi ve yamuk yoéntemi kul-
lanilmistir. Bu amagla bilgisayarda MATLAB yazilimi kullanilarak bir bilgisayar prog-
rami yazilmigtir. Yazilan programin kullanimi ile elde edilen yaklasik c¢oziimler, cizelge
ve grafikler yardimi ile kesin ¢oziimlerle kargilagtirilmigtir. Cizelgelerde maksimum ve
minimum hatalara, ayrica hesaplama siirelerine yer verilmistir.

Bu tezin ikinci boliimiinde, ters problem tanimi iizerinde durulmus ve bazi uygulamalarina
yer verilmigtir. Bu kapsamda ters problemlerin énemli bir uygulama alani olarak tibbi
goriintiileme teknikleri incelenmistir.

Uctincii boliimde,
Qr ={(z,v,t):x e DCR",veGCR" te(0,1)}

bolgesinde verilen

o = (0H ou  OH Ou
Lu=— — ] = t)=0 1.1

Y 8t + - <81}j ax]’ axj 81}]‘) ($’ v ) ( )

j=1
Liouville denklemi ele alinmigtir. Burada u(z,v,t), faz uzayindaki pargaciklarin dagilim
fonksiyonu, H(x,v,t) Hamiltonian fonksiyonu olup,
" (0H ou  OH Ou

H = -

{ ,U} Z <a?}j ax]’ (’9(1:]- avj)
Jj=1

esitligi, u ve H fonksiyonlariin Poisson parantezi olarak adlandirilir.



(1.1) denkleminde A(x,v,t) bilinmeyen kaynak fonksiyonudur. Burada x ve v sirasiyla

konum ve hiz vektorlerini, ¢ ise zamani gostermektedir.

Ucgiincii boliim kapsamida, (1.1) denklemi icin bir ters problemin coziilebilirligi arastiril-
mis ve sonlu fark yaklasim kullamlarak sayisal ¢oziimii elde edilmistir. Onerilen sayisal
¢oziim yontemi cesitli ornekler iizerinde test edilmis, elde edilen sonuclar grafikler ve

cizelgeler yardimiyla karsilagtirilmigtir.

Dordiincii boliimde, zamana bagl ve sagilim terimi iceren

LU([E,U,t) = % + {H7u} + Il(“) - )\(l’,l},t) = 07 (l’,?},t) € QT:

I(u) = /<I> (v, 0,8, 0" ) u(z, v, t)dv
G

kinetik denklemi ig¢in bir ters problemin coziimiiniin varligi, tekligi ve sayisal ¢oziimii
aragtirilmigtir. Sayisal ¢oziim igin sonlu fark metoduna ek olarak yamuk yontemi kul-
lanilmisgtir. Gelistirilen bu yaklagim farkl fonksiyon yapilari iceren 6rnek ters problem-
lere uygulanmig, bulunan ¢oziimler kesin ¢oziimler ile grafikler ve ¢izelgeler araciligiyla

kargilagtirilmigtir.

Kinetik denklemler i¢in gesitli ters problemlerin ¢oziilebilirligi Amirov (2001) ve Anikonov
(2001) tarafindan incelenmistir. Kinetik denklemler igin ters problemler hem teorik hem
de pratik agidan biiyiik 6nem tasimaktadir. Bu problemler fiziksel olarak parcacik et-
kilesim kuvvetlerinin, sacilim gostergelerinin, radyasyon kaynaklarinin ve diger fiziksel
parametrelerin bulunmasini igerir. Amirov, Golgeleyen and Rahmanova (2009), Amirov,
Ustaoglu and Heydarov (2011) ve Golgeleyen (2013)’de zamandan bagimsiz kinetik ve

transport denklemleri i¢in bazi ters problemlerin sayisal ¢oziimleri elde edilmigtir.



1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tezde gerekli olan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tanim 1.1 (Kompakt Support) G C R™ bog kiimeden farkl olmak tizere, G 'nin R™ 'de
kapamis: G seklinde gosterilir. G C Q ve G, R"’in kompakt altkiimesi (kapah ve sinarh)
ise, G € ) olarak yazlr. u, G dzerinde tanmimly bir fonksiyon ise, u fonksiyonunun

supportu

supp (u) ={z € G :u(x) #0}

kiimesi bi¢iminde tanimlanir. Buna gore supp(u) € ) ise, ) bolgesinde u fonksiyonunun

kompakt supportu vardiwr denir (Adams and Fournier 2003, s. 2).

Tanim 1.2 (C™ (), C* () Uzaylar1) Q C R™ bir bolge, m negatif olmayan bir tam-
sayr ve |of < m olsun. Her m i¢in, D¢ kismi tirevleri Q2 bolgesinde stirekli olan tim ¢

fonksiyonlarinin olusturdugu vektor uzayr C™ (S2) ile gosterilir.
Ozel olarak, C°(Q) = C(Q) ve C= () = N>°_, C™ (Q) seklinde tammlanar (Adams and
Fournier 2003, s. 10).

Tanmim 1.3 (Cy (2), C5° (©2) Uzaylar1) Cy () ve C§° () uzaylari, siraswyla, C () ve
C* (Q) sinifindan olan ve Q bolgesinde kompakt supporta sahip tim fonksiyonlarn olus-

turdugu uzaylardwr (Adams and Fournier 2003, s. 10).

Tanim 1.4 (L? (Q2) Uzay1) Q2 C R” bir bolge ve p pozitif reel sayr olsun. Q bélgesinde

/Q|u(cc)|pdx <o

sartine saglayan tim ol¢ilebilir w fonksiyonlarinan uzayr LP () ile gosterilir.

1 < p < oo olmak tizere

Joll, = ([ o d:c)’l’

ile tanamlanan |-, fonksiyoneli LP () iizerinde bir normdur. (0 < p <1 olmasi duru-

munda bir norm degildir) (Adams and Fournier 2003, s. 23).



Tanmim 1.5 (Genellesmis Fonksiyon) Cg° (Q2) dzerinde asagrdaki yakinsaklk yardima
ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzayr denir. Bu uzay, D () ile

gosterilir:
1) Oyle bir K C Q kompakt ciimlesi vardur;

Vk e N i¢in suppyp, C K,

2) Her a = (aq,qq,...,ap) ve k — o0 iken

DS, @) = Do)

Q
yakinsamas ) bolgesinde diizgiin ise, k — oo ig¢in @, () © yakinsar denir.

D (Q) topolojik uzayinda tanimiy siirekli, lineer fonksiyonellere, genellesmis fonksiyon

denir. Genellesmis fonksiyonlar sinafe D' (Q) ile gosterilir (Viadimirov 1971, s. 66).

Tanim 1.6 (Genellesmis Tiirev) f € D' (Q) olmak tzere, f genellesmis fonksiyo-

nunun D®f (genellesmis) tiirevi,

(Dafa 90) = (_1)‘04 (f? Dago) , peD (Q)
egitligi ile tanvmlanwr (Viadimirov 1971, s. 79).

Tamm 1.7 (HY () Uzayr) H} (Q) uzay, CF () wzayinmn [-[[ 7 () Sobolev normuna
gore tamlamsidir (Reddy 1998, s. 243).

Tamim 1.8 (H* (Q2) Sobolev Uzay1) H* (Q), kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genelles-
mig tirevleri L* (Q) ya ait olan tim fonksiyonlarn olusturdugu ciimledir.

H*(Q), idizerinde tanamlanan
(f, Q)Hk(Q) = Z /DOZICDO[?]CMj
lo| <k

i¢ carprmana gore bir Hilbert uzaydir, bu i¢ ¢carpim ile tanimlanan norm

1/2

ey = | X [ 1087 da

|| <K 0

bicimindedir (Mikhailov 1978, s. 121).



Teorem 1.1 (Fubini Teoremi) [ fonksiyonu R™™ dzerinde olgilebilir bir fonksiyon

olsun. Asagidaki integrallerden en az birinin var oldugunu ve sonlu oldugunu kabul edelim.:

L =/ |f (z,y)| dzdy,
Rm+n

b= [ ([ i)
no= [ ([ 1remla)d

L5 i¢in yukaridaki ifadenin anlama sudur: R™ dzerinde bir g integrallenebilir fonksiyonu
vardir oyle ki hemen hemen her y icin g (y) icerideki integrale esittir. I3 i¢in de benzer

sekildedir. Bu durumda,

i) Hemen hemen her y € R™ i¢in f (-,y) € L' (R").
ii) Hemen hemen her x € R" i¢in f (x,-) € L' (R™).
iii) [pn f(y)dy € L' (R™).

iv) [p. f(z,-)de € L' (R™).

v) I, = I, = I3 (Adams and Fournier 2003, s. 19).
Tanim 1.9 (Steklov Esitsizligi) Her f € H () igin

1F12,0 < C / V2 da

egitsizligi saglanir. Burada C > 0 sayst sadece S bolgesine baghdir (Mikhailov 1978, s.
149).

Teorem 1.2 (Ostrogradskii Formiilii) 092 € C! olmak fizere,
A(z) = (Ai(x), As(z), ..., An(x)),

Q izerinde bir vektér ve A(z) € C () NC*(Q), i=1,2,...,n olsun. Bu durumda

/Q div A(x)dz = / A(z)n(z)dS

o0N

esitligi saglaniyr. Burada n, 0Q2’'man dis normal vektorudir (Mikhailov 1978, s. 103).



Teorem 1.3 (Iz (Trace) Teoremi) Q sinurh bir bélge ve 0Q € C* olsun. Bu durumda;
i) Eger f e HY(Q)NC (Q) ise Tf = flyq,

ii) Her bir f € H'(Q) icin |Tfl,00) < Clfllmq

ozelliklerini saglayan sinarh bir lineer

T:H" (Q) — Ly (09)

operatori vardir. Burada C > 0 sayist sadece € bélgesine bagly olup f’den bagimsizdar.
T operatoriine iz operatori, T f’ e de, [ fonksiyonunun 0S) izerindeki izi denir ve siraswyla

T fll o0y 1|l Ly00) e ifade edilir (Evans 1997, s. 258).



BOLUM 2

TERS PROBLEMLER VE BAZI UYGULAMALARI

Ters problemler, direkt problemlerin karsitidir. Basit anlamda bir direkt problemde; ne-
denden sonug elde edilmeye ¢alisirken, ters problemde ise bilinen sonuctan nedene ulagil-

mak istenir.

Ters problemler, bir nesnenin (ortamin) bilinmeyen bazi zelliklerinin, bu nesneye gon-
derilen sinyallere karsilik alinan cevabin 6lgiimiinden faydalanilarak belirlenmesidir. Bu
nedenle ters problemler teorisi, uzaktan algilama ve tahribatsiz degerlendirme alanlarinin
teorik temelini olugturur. Eger bir diizlemsel ses dalgasi cisim iizerine gonderiliyor ve
sagilan alanlar bu cisimden uzak noktalarda veya dig bir bolgede gozlemleniyorsa bu
durumda ters problem, bu cismin geklinin ve materyal ¢zelliklerinin belirlenmesi olarak
kargimiza gikar. Boyle problemler, 6rnegin, ugan nesnelerin (ugaklar, fiizeler vb.) veya
su altindaki nesnelerin (denizalti, balik hareketleri vb.) belirlenmesi agisindan énem-
lidir. Jeofizikte, yer yiizeyinden, kaynagin konumu degistirilerek, farkli frekanslarda ses
dalgalar1 gonderilir ve sacilan bu alanlar ¢zel aygitlar kullanilarak toplanir. Buradaki
ters problem, yerin altindaki homojenligin bozuldugu bolgelerin belirlenmesidir. Bu yolla
ilgili bolgelerin bir petrol yatagi, magara veya bir maden oldugu tespit edilebilir. Bu du-
rum tipta, insan viicudunda ortaya cikan bir tiimor yada bazi normal olmayan yapilarin
varligin ifade eder. Eger bir ortamdaki homojenligin bozuldugu noktalar, bu sacilan
alanlarin dl¢iimiiyle tespit edilebiliyorsa bu ortama ulagmak igin fiziksel olarak bir tahri-
bat yapmaya, 6rnegin, bir delik agmaya ya da cerrahi bir islem yapmaya ihtiya¢ kalmaz.
Boylece masrafli ve tahribathh degerlendirmelerden kaginilmig olunur. Uzaktan algila-

manin bu pratik avantaji ters problemleri 6nemli hale getirir (Ramm 2005).

Tibbi tomografide direkt problem soyle ifade edilebilir. I¢ organlarimimn yapisi bilinen bir
hastadan ne tiir bir tomografik goriintii elde edilecegini belirlemek bir direkt problemdir.
Ilgili ters problem ise farkli acilardan aliman X-1s1n1 projeksiyonlar: kullanilarak hastanin

i¢ organimin ii¢ boyutlu goriintiisiiniin elde edilmesidir (Sekil 2.1).



Direkt problem

Ters problem

Sekil 2.1 Direkt ve ters problem
(Siltanen and Mueller 2012).

Ters problemler genel olarak kotii konulmug problemlerdir ve bunlarin ¢oziimleri ¢zel bir
yaklagim gerektirmektedir (Siltanen and Mueller 2012, s. 3). Bu kavrami agiklamak igin
oncelikle Jacques Hadamard (1865-1963) tarafindan tammlanan iyi konulmus problem

kavramin vermek gerekir.

Tanim 2.1 (Hadamard Anlaminda Iyi Konulmus Problem) U ve F metrik uzay-

lar, A : U — F bir operator olmak iizere

Au=f (2.1)
denklemini ele alalvm. (2.1) denkleminin asagidaki ozellikleri saglayan ¢oziminin bu-

lunmasy problemine (U, F) uzay ¢ifti i¢in Hadamard anlaminda iyi konulmus problem

denir;

i) Her f € F i¢in U uzayinda problemin ¢ozimi vardr.

ii ) Problemin ¢ozimi U uzayinda tektir.

iii ) Problemin kogullar: F uzayinda az degistiginde problemin ¢ézimii de U uzayinda az

degigir (kararblik kosulu) (Lavrent’ev et al. 1986, s. 26).

Bu sartlardan herhangi birinin saglanmamasi durumunda problem, (U, F') uzay ¢ifti igin

Hadamard anlaminda kotii konulmug problem olarak adlandirilir.



2.1 GORUNTULEME YONTEMLERI

Goriintiileme yontemleri, insan organlarinin ve biyolojik sistemlerin analizi i¢in giiclii bir
aractir. Bu amagla bir¢ok tomografi ve mikroskopi yontemi mevcuttur. Bunlarin or-
tak ozelligi, veri isleme siirecinin matematiksel modelinin yapilmasi ve bilinmeyen nesne
hakkindaki verilerle ilgili denklemlerin ¢oziimleri i¢in sayisal metodlara ihtiya¢ duyul-

masidir.

Tomografi, bir dogrular ailesi boyunca verilen bir fonksiyonun integralinden bu fonksi-
yonun belirlenmesi problemidir. X-1gin1 tomografisinde fonksiyonlarin integralleri X-1g1m
goriintiilerine dayanir. X-151m1 goriintiileri matematik ile gercek diinya arasinda bir ilig-
kiyi ortaya gikarir (Kolehmainen and Siltanen 2003). Bilgisayarli Tomografi, elde edilen
gozlem verilerini bilinmeyen fiziksel parametrelerle iligkilendiren denklemleri olugturmak
icin X-1g1n1 sogurumunun matematik modeline ve bu denklemlerin ¢oziimii i¢in de bazi
metodlara ihtiyag duyar. Boyle bir yontemle radyografik verilerde bulunan ¢ok biiyiik
miktarda bilginin ortaya c¢ikarilmasi miimkiin olur. Yani insan viicudunun ii¢ boyutlu
goriintiisii elde edilebilir. Bilgisayarli Tomografi’deki bu yeni fikirler kisa siire sonra diger

tibbi goriintiileme yontemlerinde de kullanilmigtir (Siltanen and Mueller 2012, s. 3).

1895 yilinda Alman fizik¢i Wilhelm Conrad Rontgen’in X-1sinlarini bulugsundan ¢ok kisa
bir zaman sonra goriintiileme yontemleri hizla gelistirilmistir. Yiizyillik bir siire icerisinde
Rontgen’in bilimsel bulusu, giintimiiz teknolojisiyle birlegmis, yeni, modern ve hizh goriin-
tilleme yontemleri ve teknikleri ortaya ¢ikmstir (Kaya, Adapimar ve Ozkan 1997). Tibbi
Gortintiileme, en basit hali ile insan viicudunun i¢ yapisinin gesitli yontemler ile goriilebilir
hale getirilmesidir. Tanisal radyolojinin rontgen, bilgisayarl tomografi (BT), manyetik
rezonans (MR), ultrasonografi (US) ve radyoniiklid goriintiilemeden olugan beg temel
yontemi vardir (Aydogdu, Aydogdu ve Yakinci 2017). Bu goriintiileme yontemleri farkh
fiziksel prensiplere dayanmaktadir. Goriintii elde etmek igin kullanilan enerji ve goriintii
alic1 sistemleri farklidir. Gortintiilleme yontemlerinde baglica ii¢ ana prensip kullanilmak-

tadir (Sekil 2.2).

e Emisyon (yayma): Enerji kaynag: viicuttadir ve goriintiiyii olugturmak i¢in viicut-
tan salinan enerjinin alinmasi ve iglenmesi gerekir. Manyetik Rezonans (MR) ve

Radyoniiklid Gériintiileme (RG) de bu prensip kullamlmaktadir.



e Refleksiyon (yansima): Uretilen enerji viicuda gonderildikten sonra, viicuttan yan-
siyan enerji alimarak goriintiileme saglamir. Ultrasonografi (USG) yontemi ref-

leksiyon prensibi ile geligtirilmigtir.

e Transmisyon (gegme): Bu prensipte goriintiilemede kullanilan enerji viicudu geger
ve diger taraftaki aliciya ulagtirilir. Enerji kaynagi ve alici farkhidir. Burada kul-
lanilan enerjinin viicudu gegebilecek kadar giiclii olmasi gerekmektedir. Rontgen ve

Bilgisayarlh Tomografi (BT)’de transmisyon prensibi s6z konusudur.

TRANSMIiSYON REFLEKSIYON EMISYON
ENERJI
fuic faic]

|.ﬂ.LICI
Rontgen Magnetik Rezonans
. Ultrasonografi e i i
Bilgisayarli Tomografi Radyoniiklid Gériintiileme

Sekil 2.2 Goriintiileme yontemlerinin ana prensipleri

(Kaya 2010).

Manyetik Rezonans Goriintiileme (MR): MR yonteminde viicutta bulunan manyetik
ozellige sahip atomlardan yararlanilmaktadir. Bu atomlar ¢ekirdeklerinde tek sayida pro-
ton iceren ve donme yapan atomlardir. Bu atomlar iginde, c¢ekirdeginde bir proton bu-
lunan hidrojen atomu, viicutta bol miktarda bulundugu ve ¢ok iyi sinyal gonderdigi i¢in
goriintiilemede en avantajli olanmidir. Hasta manyetik alana girdiginde, viicuttaki proton-
larin miknatisin olusturdugu manyetik alana paralel hale gelmesi saglanmaktadir. Daha
sonra verilen radyo dalgasinin enerjisi ile bu hidrojen atomlari, manyetik alan ile be-
lirli bir ag1 olugturmaktadir. Radyo dalgasi kesildikten sonra hidrojen atomlar1 tekrar
manyetik alanin etkisi ile eski konumlarina dénmektedirler. Bu sirada hidrojen atom-
larinin iglerinde bulunduklar1 molekiiler yapiya gore farkli zamanlarda tekrar manyetik
alana paralel konuma gelmeleri stz konusudur. Hidrojen atomlarindan farklh zamanlarda

sinyaller almarak goriintiileme olusturulmaktadir (Kaya, Adapimar ve Ozkan 1997).
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Radroniiklid Goriintiileme (RG): Radyolojinin temel yontemlerinden biridir. Ulke-
mizde niikleer tip ad1 altinda ayr1 bir uzmanlik dal olarak faaliyet gostermektedir. Radyo-
niiklid maddelerin degisik yollarla doku ve organlara ulastirilmas: neticesinde yaydik-
lar1 gamma 1ginlarinin tarayicilar tarafindan (Gamma kamera, SPECT, PET) planar ya
da tomografik yontemle algilanarak iglenmesi ve goriintii seklinde olusturulmasi esasina
dayanir. Radyoniiklid goriintiilerinin cogunda, elde edilen goriintiiniin iyilestirilmesi i¢in
bir bilgisayar kullanmilir. Tek foton emisyon bilgisayarli tomografi (single photon emis-
sion computerized tomography — SPECT) olarak bilinen bu teknikte, kamera etrafinizda
donerek gama 1ginlarinin pek ¢ok agidan goriintiilerini alir. Bilgisayar, bu bilgiyi, ¢ok
daha detayli ve kesin bir goriintii geligtirmek i¢in kullanir. Giintimiizde kanser tanisinda
en yaygm olarak kullanilan Pozitron Emisyon Tomografisi (PET), radyoniiklid goriintiile-

menin diger bir tiirtidiir.

Ultrasonografi: Ultrasonografide radyoloji pratigindeki diger goriintiileme yontemlerin-
den farkli olarak elektromanyetik radyasyon olmayan ses enerjisi kullanilmaktadir. Ses

enerjisi mekanik bir enerji olup ortamdaki molekiiler titregsimin bir dalga halinde yayil-
masindan ibarettir. Elektrik enerjisini sese, sesi ise elektrige doniistiiren cevirici trans-
duser ad1 verilen aygitlar ultrasonografi cihazinin prob boliimiinii olusturmaktadir. Elek-
trik — ses — elektrik doniisiimii ise piezoelektrik olay olarak adlandirilir. Ultrasonografi
aygitlarinin gonderdikleri ses dalgas: viicuttaki doku ara yiizeylerine geldiginde sesin bir
kismi ilerlemeye devam eder, bir kismi da yansimaktadir. Yansima, arayiizii olusturan
dokularin akustik empedans farkliligina, arayiiz boyutu ve yiizey ¢zelligine, ultrason dal-
gasinin gelis agisina ve ultrason dalga boyu ile yansitici yiizey arasi iliskiye baghdir. Ult-
rasonografi cihazlar1 sadece transdusere donen yansimalar: algilar. Yansiyan sesin hangi

derinlikten geldigi, yansima siiresi hesaplanarak belirlenir ve goriintii olusur.

Rontgen ve Dijital Rontgen: Wilhelm Conrad Rontgen’in X-1ginlarimi bulusundan
sonra X-1gininin rontgen tanisinda kullanilmasini saglayan bazi 6zellikleri oldugu

kesfedilmigtir.

e X-151m1 penetrasyon ozelligi sayesinde viicudu geger (transmisyon). Viicut dokularimi

gecen 1sinlar, degisik goriintii alicilar iizerine diisiiriilerek goriintii olusturur.
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e X-isiin fotografik emiilsiyona olan etkileri, radyografi isleminde fotograf plaginin
emiilsiyon tabakasindaki giimiis bromiir baglarinda gevsemeye neden olarak fo-

tografik goriintii olugsmasini saglar.

e X-igininin floresan maddelerle etkilesimi, floroskopi ekrani veya ranforsatorlerden
goriilebilir 151k salinmasina yol agar ve bu 6zelliginden, hem floroskopi hemde radyo-

grafi islemlerinde yararlanilir.

X-iginlart maddeyi (viicudu) gegerken enerjileri sogurulma ve sagilma nedeniyle azalir.
Viicut yapilarinda degisik oranda olusan sogurulma ve sacilmadan dolayi filmin iizeri-
ne degisik enerji diizeylerinde ulasan 1ginlar, filmde objenin bir golgesi seklinde goriintii

olugtururlar (Sekil 2.3).

RONTGEN TUPU
f.\ ( XISINI TUPU )

i: ll'l
X-ISINI
A
I; ~\ 7 )HASTA

N —

FiLM KASETI YA DA DEDEKTOR

Sekil 2.3 Rontgende X-151n1 uygulamasi
(Kaya, Adapmar ve Ozkan 1997)

Bilgisayarli Tomografi (BT): Bilgisayarli Tomografi Allan MacLeod Cormack tarafin-
dan 1963 yilinda teorize edilen kesitsel goriintiilleme yontemidir. BT cihazinin ilk 6rnekleri
1970°li yallarm baginda iiretilmistir (Kaya, Adapmar ve Ozkan 1997). Uygulama 1967-
1971 yillar1 arasinda Sir Godfrey N. Hounsfield tarafindan gerceklegtirilmistir. Tomografi,
viicuttan kesit seklinde goriintii alma islemini tamimlar. Bilgisayarli tomografi de kesitsel
goriintii, bilgisayarlar yardim ile elde edilir.

Bilgisayarli Tomografi, rontgen olusumu ile ayni prensibe sahip olsa bile farkli olarak

viicuda X-1g1m1 demeti inceltilerilerek cizgisel bir sekilde gonderilmektedir (Sekil 2.4).
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BT  RONTGEN

Sekil 2.4 BT ve Rontgende X-151mm1
uygulamasi (Kaya 2010).

X-1g1n1 gonderen tiip ve dedektor hastanin etrafinda birbirine bagh olarak dénme hareketi
yaptirilir. Bu hareket esnasinda X-1s1n1, viicuttan gecerek dedektore goriintii olusumunu
saglayacak gerekli verileri tagir. Dedektorler, dokular arasindaki sogurma farkliliklar:
sayesinde hastay1 gecerek zayiflayan X-iginlarinin enerjilerinin rakamsal doniistime imkan
veren Ozel goriintii alicilaridir. Rakamsal degerler bilgisayarlara aktarilarak bir ters prob-
lemin coziimii yapihir. Bulunan coziimler, Ingiliz fizikci Godfrey Hounsfield tarafindan
geligtirilen -1000 ile 41000 arasinda degisen rakamlarla temsil edilen bir gri skalada goriin-

titye doniigtiiriilmektedir (Sekil 2.5).

. 10004
Yoiun

Kemik 9007
8004
OO0+
GIlE intraserebral
500 Hematom a0
4004
3004
2004
1004 Yumusak
Su o Dokular
Yaj _qgp,
-2004
-300
-400
-500 Su
-600
=700
-800
-900

Hava -1000

Sekil 2.5 Hounsfield skalasi (Kaya 2010).
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BT goriintii olusumu gema olarak Sekil 2.6 da basit bir bigimde gosterilmigtir. Burada
A: yapilan taramayi, B: dedektorlerde elde edilen rakamsal verileri, C-D: goriintii mat-
risini belirleyen rakamsal verilerin hesaplanmasini, E-F: ¢rnek goriintiideki piksellerin

olusumunu, G: gergek BT goriintiisiinii belirtir.

P 400
P 490
A B - 320
P 370
- 280
P 390
YYVYVYYY
400 560 480 290 140 380
2222|272 |40 80 100 30 60 30 100|400
222|222 | 100 100 100 70 20 100 (450
2lz|z2|2]|2]|2 |30 60 60 100 30 10 60 |320
Cc|22|2|2|2|2[350 D [w0100100 50 10 410|370
222|222 |0 50 100 100 10 10 10 |20
2 lz|z2|2|2]|2 | 10 100 50 70 60 100|330
400 560 480 290 140 380 400 560 430 290 140 380
i
E

Sekil 2.6 BT de goriintii olusumu
(Kaya 2010).

BT gortintiileri tiimiiyle dijitaldir ve sayisal verilerden olugur. Bu 06zelligi nedeniyle,
goriintiiler iglenebilir, istenilen bolgelerin yogunluklar: olgiilebilir ve bilgisayar teknolo-
jisinin tiim olanaklarindan yararlanilarak degisik diizlemlerde ya da ii¢ boyutlu olarak

goriintiiler elde edilebilir.
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BOLUM 3

LIOUVILLE DENKLEMI ICIN BAZI TERS PROBLEMLERIN
COZULEBILIRLIGI VE SONLU FARK YONTEMI IiLE SAYISAL
COZUMLERI

Bu boliimde, ilk olarak Liouville denklemi icin bir ters problemin ¢oziimiiniin varhigi ve
tekligi aragtirilmistir. Daha sonra bu problemin ii¢ boyutlu durumda sonlu fark yontemi
ile sayisal ¢oziimleri elde edilmigtir. Burada sayisal ¢oziimii arastirilan problem iigiincii

mertebeden kismi tiirevli denklem i¢in bir Dirichlet problemidir.

Onerilen sayisal ¢oziim metodu MATLAB program: kullanilarak degisik érnekler iizerinde
test edilmigtir. Elde edilen sayisal ¢oziimler ile problemin kesin ¢oziimii gizelge ve grafikler

yardimiyla kargilagtirmali olarak sunulmustur.

3.1 LIOUVILLE DENKLEMI iCIN BiR TERS PROBLEM

Bu boliimde, Qp = {(z,v,t) ;2 € D C R", ve G C R", t € (0,T)} bolgesinde verilen

Lu= % +{H,u} = Xz,v,t) (3.1)

Liouville denkleminin u(x,v,t) ¢oziimiiniin ve A(z,v,t) bilinmeyen sag tarafinin bulun-
masi ters problemi ele alinmistir. Bu problemin ¢oziilebilirligi arastirilmig ve sonlu fark
metodu kullanilarak sayisal ¢oziimii elde edilmigtir. Liouville denklemi i¢in direkt prob-
lemler iizerine birgok ¢aligma vardir (Liboff 2003). Ters problemler ise Amirov (2001) ve
Anikonov (2001) tarafindan aragtirlmigtir. Ayrica Amirov, Goélgeleyen and Rahmanova
(2009), Amirov, Ustaoglu and Heydarov (2011) ve Golgeleyen (2013) de duragan kinetik

ve transport denklemleri i¢in bazi ters problemlerin yaklasik ¢oziimleri elde edilmistir.

15



Problem 3.1 H(z,v,t) fonksiyonu ve sinwrda (3.1) denkleminin u(z,v,t) ¢éziminin izi

verilmisg olsun:

U]y, = Uo- (3.2)

(3.1) denklemini ve (3.2) sartini saglayan u(z,v,t) ve A(x,v,t) fonksiyonlarinan belirlen-

mest ters problemini ele alalim.

Problem 3.1'in ¢oziimiiniin varhig ve tekligi hakkinda Anikonov and Amirov (1983) ve

Amirov (1995) tarafindan agagidaki teoremler verilmigtir.

Teorem 3.1 Kabul edelim ki Hamiltonian H(x,v,t) € C* (QT) verilsin. Her

(z,v,t) € Qp, £ € R™ igin, ay ve g pozitif saylar olmak tizere

- J - J 2
Z avl(%]ss > f¢f, Z 3%6%55 —a €] (33)

egitsizlikleri saglansin. Ayrica A(z,v,t) fonksiyonu

D:fj FA (3.4)
- - avjaa:j a '
J=1

diferensiyel denklemini saglasin. Bu durumda Problem 3.1, u € C? (QT) , A e C%(Qy)

olacak bigimde en ¢ok bir (u, \) ¢ozimiine sahiptir.

Problem 3.1’in ¢oziimiiniin varligi Galerkin yontemi ile arastirildigindan asagidaki homo-

jen siir kosullu problem ele alinmigtir:

Problem 3.2 F € Hy(Qr) fonksiyonu verilsin. Qp bélgesinde

Lu = Mz,v,t)+ F(x,v,t), (3.5)

= 0, LA=0 (3.6)

U|aQT

bagintilariny saglayan (u, \) fonksiyonlar ¢iftinin belirlenmesi problems.

Teorem 3.2 Teorem 3.1%in hipotezi altinda Problem 3.2°nin (u,\) € H1(Qr)x Lo(Qr)

olacak sekilde bir ¢ozimi vardar.
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Teorem 3.1 ve Teorem 3.2'nin ispatlanmasinda €2 bolgesinin geometrisi onem arz etmek-
tedir. Burada belirtmek gerekir ki yar1 grup teorisi kullanilarak Problem 3.1’in ¢oziilebilir-
ligine iliskin daha genel sonuglar elde etmek miimkiindiir. Ciinkii L := {H, -} operatorii
bir daralma operatorii yart grubunun sonsuz iireticisidir (Zhenglu 2002). Bu nedenle
Problem 3.1’in ¢oziimiiniin varhg, tekligi ve kararhigi Prilepko (2000, s. 489) da kul-

lanilan yonteme dayali olarak gosterilebilir.

3.2 PROBLEM 3.1’iN SONLU FARK METODU iLE SAYISAL
COzZUMU

Tiirevler icin sonlu fark yaklagimlari, diferensiyel denklemleri ¢cézmenin en basit ve en eski
yontemlerinden biridir. 1-boyutlu durumda L. Euler (1707-1783) tarafindan ele alinan
ve 2-boyutlu duruma C.Runge (1856-1927) tarafindan genisletilen bu ytntemin sayisal
uygulamalarda kullanilmasi, 1950’lerin baglarinda gerceklesmistir. Bilim ve teknolojinin
karmagik problemleri ile basa ¢ikmak i¢in uygun bir cerceve sunan bilgisayarlarin ortaya
¢ikmasiyla birlikte bu alandaki caligmalar daha da hizlanmigtir. Son elli yilda, kismi
diferensiyel denklemler icin sonlu fark yontemlerinin kararliligi ve yakinsaklig: ile ilgili

onemli teorik sonuglar elde edilmistir (Fadugba, Edogbanya and Zelibe 2013).

Problem 3.3 Qr = {(z,v,t)| = € (a,b) CR, v € (¢,d) CR, t € (e, f) C R} bolgesinde,

g (z,0,t) + Hy (2,0, 8) ug (x,0,t) — Hy (2,0, 8) uy, (2,0, 1) = Az, 0, 1) (3.7)

denkleminden

u (ﬁa v, t)|6QT = U (ZE, v, t) ) (38>
LA = 0

kogullarina saglayan (u, \) fonksiyonlar ¢iftinin bulunmasi problemini ele alalim.

Eger L= %;x operatorii (3.7) denkleminin her iki tarafina uygulamrsa,
Utzw + u:m;:rHv - u’U’U{EHIE + umevv - uvaxm + urvva - uvaxv + U:BHU’ULB - uvavx — 0 (39)

iigiincii mertebeden kismi tiirevli diferensiyel denklemi elde edilir.
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I, J, K € Z* olmak iizere Ax = 8 ﬁ Av = % ve At = Kfl)) sirasiyla z, v, ve
t’ye gore adim biiyiikliiklerini gostersin. Boylece (a,b), (c,d), (e, f) araliklar sirasiyla
(I +1), (J+1), (K+1) tane esit alt araliga boliinmiis olur. Bu araliklarin kesim
noktalar1 olan 6rgii noktalarmnda uf; = u(x;,v;,t) = u(a 4+ iAz, ¢+ jAv, e + kAt) ve
H(z;,v;,t;) = H(a +iAz, ¢+ jAv, e + kAt) fonksiyonlar i¢in sonlu fark yaklagimlar

sirastyla u - ve hk ile gosterilmigtir.

U] 5, = up smir kosulu igin

g ; = u(a,vj,t), Wy, =ulbvjty), j=01,..,J+1, k=01,.,K+1,
o =u(xs, e ty), U, =u(z,dty), i=0,1,....1+1, k=01,..,K+1,

ﬂ?’j = u(z;,vj, €), ulzﬂ w(xi,vj, f), i=0,1,..,1+1, j=0,1,....J+1

yazilabilir.

u fonksiyonunun x, v, t degiskenlerine gore birinci mertebeden tiirevleri igin ileri fark

yaklagimi
E ok E Kk k+1 .k
(u )k; L Uiy — Uy (u )k Ui T Uy (i )k Ui Uy
e~ T s NY t ™
N Ax (RN Av : 05 At ’

u fonksiyonunun x, v, t degigkenlerine gére birinci mertebeden tiirevleri icin geri fark

yaklagimi

uk_uk . uk—uk k k-1

(ux)f,]% 2, z—l,]’ (U )k ~ 7, z,j—l7 (u )k ~ [N i,]

Az Vi Av i At

u fonksiyonunun x, v, t degiskenlerine gore birinci mertebeden kismi tiirevleri i¢cin merkezi

fark yaklagimi

k k k k k+1 k—1
ukr 15— u._L. ux 1= u.7 i1 u.7. — Uy ;
( )k ~ i+l 7 ]’ ( )k ~ uJt ©,] : ( )k ~ by 1,7 .

Hig ® gy (Wi R TR ()i N g
Ikinci ve ticiincii mertebeden kismi tiirevler icin sonlu fark yaklagimlar

— 2ul. —I—uw 1

u; 2u i+ uf
(uge) . ~ ¥ LJ
(Aoy

e (A:U)

k
uy .
) ( )]ij% Lar )

k k k k
koo Witrger — Wiprgo1 — Yig g T U
(u:cv>

i 4AxAv ’
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(u )I.c' ~ 2“?,]‘—1 - 2u§j+1 + u§+1,j+1 + “f—1,j+1 - Uf+1,j—1 - uf—l,j—l
e 2 (Az)® (Av) ’
() A 2uy 1,j 2u§+1,j + u§+1,j+1 - ui'tl,j#l + U?H,jfl - U?A,jq
B 2 (Az) (Av)® 7
1
koo k k— k k— k k
(uﬂwt)i,j ~ SAZAUAL ( iJ—:ll,jJrl - ui+11,j+1 - Ui:ﬁjq + uiJrll,jfl - Uij1l,j+1 +ui 11]+1
+uf+11] 1 Uf 11,] 1)
seklinde hesaplanabilir (Golgeleyen 2011).
Bu sonlu fark yaklagim formiilleri (3.9) denkleminde yerine yazldiginda
(~ﬁ11,j+1 - af—;ll,j—i-l - afjﬁl; i ~f+11,; i 71%11,]41 + iy 11;+1 + ~f+11,; 17— 7:05'6:11,]'—1)
S8AxAvAt
n (2%] 1 211?,]'4-1 + af+1,j+1 + af—l,jﬂ = &fﬂ,j—l - 71?—1,;’—1) (hz 41 hk,] 1)
2 (Az)? (Av) 2 (Av)
B (zﬂf—lj - 2ﬂ§+1,j + ﬂ?—&-l,j-&-l Uf 141 T Uz+1g 1 u?—l,j—l) (hf+1] hf—l,j)
2 (Ax) (Av) 2 (Ax)
(uz-i-l »J 2u + uz 1 ]) (h‘z ,J+1 Qhk + hz] 1)
(Aa:) (Av)
_( 7,j+1 2“ +uz] 1) (hf—i-lg 2hk +hz 13)
(Av) (A:E)
n (ﬁfﬂ,j - af—l,j) (hf-i-l,j-i-l - 2h§+1,j + hf+17j—1 - hf—l,j—i—l + th—lj - hf—l,j—l)
2Ax 2 (Az) (Av)®
B (aﬁjJrl - ﬂijq) (h§+1,j+1 2hk]+1 + hi 1,j+1 hz+1g 1t 2h” 1 hffl,jq) —0

2Av

elde edilir.
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Gerekli diizenlemeler yapilirsa

1
1 1 1 g1 1 g1 k1
8AmAvAt( i+l Yigrjpn — i o T Wign o1 — Uig g T Uiy T Ui

(RE, = hEy)
7.7+1 7‘7]71 "‘k "’k "’k "’k k "’]{7
( i1 — 2Ui 1 U T Uy — Uiy U1;71,j71)

(Aa Aoy
(hiz;) (hAZk;l);) (2&5—1,3' - 2a§+1,j + fbf+17j+1 - af—17j+1 + afﬂd—l N ﬁf_17j_1)
(hfj+zAx?hl(€A—:)hzj 2 (5 = 20 + 1)
_ (hiyry — 2055 + M) (@f ;. —2af, +af;_,)

(AP (AP

(hfagen = 208+ By = Ry + 2R = by 1) K
+ (71 — @5y )
(Ax) (Av)

(hi‘c+1,j+1 - 2hi‘€,j+1 + hf—l,j-ﬁ-l - h§+1,j—1 + 2hi‘€,j—1 - hi'c—l,j—l) ~k i
- 5 5 (0751 — U5jy) =0
4 (Ax)” (Av)

ve sonug olarak

~k—1 ~k+1 ~k—1 ~k+1
k— k+ k uiﬁ-l—l

k+1 ~k: 1 "’k-‘rl
ki (@ + Uit — g1

Wit 41 = Yip1 41 — Yit15—1
— ;) + (—2ks 4 2ks) 0 — (2ka + ks + ks) @ ”+1+(2k2 ks + ks) i) ;4
+ (ke + kg — 2ky) Gy 5+ (ko + k) @5y sy + (ke + k1) @y 54
(k6+k4+2k1) Ug'q + (ko — k1) @ l+1]+1+(l€2—|—k1) it1-1 =0,

1=1,...1,7=1,....J, k=1,...,K; (3.10)
bulunur. Burada

k k
hz—i—l] h‘z 1,5 . h‘i,j—i—l - hi,j—l

" e e T @ @0
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hije — 205, + hE

kS _ i—1,7 L = i,7—1
(Az)® (Av)* (Az)® (Av)®

b — h§+1,j+1 — 2h§,j+1 + hi'il,j#l B hi'zrl,jfl + 2h§,j71 - hfq,jq
’ 4(Ax)? (Av)?

k‘ _ hf—f—l,j—f—l - 2h§+1,j + hf—&—l,j—l - hf—lg’—f—l + 2hf—1,j - hf—l,j—l
’ 4(Az)? (Av)?

[ 1
T 8(Ax) (Av) (A

olarak tammlidir.

Qr bolgesinin [ x J x K tane orgii noktasinda Problem 3.3’tin yaklagik ¢oziimii olan @

degerleri

Ai=7F

matris denklemi coziilerek elde edilir. Burada A iiclii blok bant matrisdir:

[ AL Bl

0
c® A BO
A= 0o c®
0 0o ¢cU

)

Y

dIJKx IJK

(3.12) matrisinde bulunan A®, B C® matrisleri asagida verilmistir:

APY A
AY? A

(1,1)
(1,2)

A:(;',?;)

0
Aém)

A:(;‘,J)

AS’J‘I)

(4, J)
Ay
JiK x JK
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B BYY 0 0
Béi,2) Bfm) Bém)
B o B 0 yi=1,2,,1 =1,
B
o - o By BYY
L 4 JK xXJK
ot et o 0
C?()z',Z) sz’,z) Cém)
C(Z) = 0 C:gi’?’) 0 ) 2227?)’7[
LI
o - 0 oo
L dJK x K
Burada
fs(i,9) 0 0
Agi’j) 0 fs(zaj) :
0
B A A
1)) (5 o .
e .6, ))
(—1)°(s—1)
) (s—1)! a
1)) (5 o
i 0 0 %a s (i, 7) [
[ . _1) (D) (5 T
hs(%]) ( 1)(571)(! 1)(1 0 U 0
Elea h(i, )
Cod 0 0
(1)) (s-1)
(s—1)!
i 0 . 0 %a hy(i, j) [
s=1,2,3, 7=1,2,...,J ve
f1(i,J) = —2ky+ 2ks, fo(i,7) = —2ky — k3 — ks, f3(i,5) = 2ky — k3 + ks,

h1<7’7]) = _2k1+k4_k67h2(i7j):k1+k27h3(i7j):kl_k27
g1(i,J) = 2ky+ ks + ke, 92(1,7) = —k1 + ko, 93(1,7) = —k1 — ka,a = Ky

olarak tamimbhdir.
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: ok ok “k ok ~0  ~K+1
(3.11) denkleminde F; g ;, U7,y j, Ui, Ui goqs Uijs Uij s

(t=0,1,...1+1,7=0,1,....J+ 1,k =0,1,..., K + 1) bilinen sir degerlerini igeren

stitun matrisi ve u ise

~ _ [~1 =2 ~K ~1 ~2 ~ K ~1  ~2 ~K ~K 1T
u= [u1,17u1,1,7 sy Up 1, Uy 9y Uy 9y vey Ug 0y ey U g Up gy vevy Uy s ~-->U1,J]

IJK x 1 tipinde bir ¢oziim vektoriidiir.

Son olarak (u, \) ¢oziim ikilisinde \’y1 sayisal olarak hesaplamak igin (3.7) denkleminde
merkezi fark formiilleri yazilarak elde edilen

ahtt gkl (it

(uz‘,j — U, F ks i+1,5 ﬂf]f—l,j) —ky (ai‘fjﬂ + ai‘fj—l) _ 5\’“
2At 2Ax 24Av o

1=1,2,...,1;,j=1,2,....J; k=1,2,..., K denkleminin ¢oziilmesiyle
Az, vj,t) = Ma + 1Az, ¢+ jAv, e+ kAt) fonksiyonu igin S\fj yaklagik ¢oziimii elde

edilir.

3.2.1 Sayisal Ornekler

Bu boliimde, 6nerilen sayisal yontemi test etmek amaciyla (3.5)-(3.6) formunda ii¢ adet
ters problem ele alinmigtir. Sunulan 6rnekler, verilen bolgede denklemi ve kosullar: sag-
layacak sekilde farkli yapida fonksiyonlar secilerek olusturulmustur. Hesaplamalar In-
tel(R) Core(TM) i5-4200u CPU 1.60-2.30 GHz islemciye ve 8 Gb Ram bellege sahip Win-
dows 10 igletim sistemli bir bilgisayarda MATLAB R2014a programi kullanilarak gergek-
lestirilmigtir. Bulunan yaklagik ¢oziim, kesin ¢oziim ile grafikler ve cizelgeler yardimiyla

kargilagtirilmigtar.

Ornek 3.1
H (x,v,t) = v* + log(z)
ve

F = (v—2tv+2t® —*)2® + (6t°0" — 9t%0? — 6tv* — 10tv° + 9tv* + 10tv + 50°

—50)2? + (—20t*0* + 35207 + 20tv* + 12t0® — 35t0* — 12tv — 6v° + 6v)x

olmak tizere Qp = (2,3) x (=1,1) x (0,1) bolgesinde (3.5) denklemini (3.6) kosullar

altinda saglayan (u, \) ¢ézim ikilisinin bulunmasy problemini ele alalvm.
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Problemin kesin ¢oziimiiniin
u(z,v,t) = 2v(r — 2)(z — 3)(v* — 1)(t* — t),

A(z,v,t) = t(t —1)(120* — 300 + 2 — 52 + 6)

oldugu bilinmektedir.

Burada I = 100, J = 15, K = 10 alinarak en fazla 15000 adet 6rgii noktasinda u ve A
degerlerinin yaklagik coziimleri hesaplanmigtir.

Sekil 3.1 de, A matrisinin 15000 x 15000 tipinde iiclii blok bant matris oldugu goste-

rilmigtir. Sekil 3.1’in yakindan goriiniimii Sekil 3.2 de verilmistir.

Sekil 3.1 Ornek 3.1 icin A matrisinin yapisi.

Sekil 3.2 Sekil 3.1’in yakindan goriiniimii.

24



Ornek 3.1 de farkh sayidaki orgii noktalar icin u fonksiyonunun hesaplanan yaklagik
degerlerinde ortaya ¢ikan maksimum ve minimum hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri
(Cizelge 3.1 de sunulmustur. Bu cizelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; u
fonksiyonunun bir ¢rgii noktasindaki kesin degeri ile hesaplanan yaklasik degeri arasindaki

farkin mutlak degeri kullanilarak hesaplanmigtir.

Cizelge 3.1 Ornek 3.1'in u(z,v,t) ¢oziimii igin hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri.

I =25 J=20,|1=25 J=20, I =100, J =15,
K =10 K =20 K =10
Orgii noktalarimin sayisi 5000 10000 15000
Minimum hata 4.05F — 08 9.04F — 10 8.24FE — 09
Maksimum hata 9.49F — 04 948E — 04 0.001777
Hesaplama stiresi 683.18 s 3405.59 s 25994.86 s

Ornek 3.1 de u fonksiyonu icin hesaplanan yaklagik degerler ve kesin coziim ¢t = 0.5

alimarak Sekil 3.3 de kargilagtirmali olarak verilmigtir.

Sekil 3.3 Ornek 3.1 de u icin (a) yaklagik ¢oziim ve

(b) kesin ¢oziim.
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Sekil 3.4 de, bu iki ¢oziim ayni grafik {izerinde birlegtirilerek verilmigtir.

[ .
Bl conom

Sekil 3.4 Ornek 3.1 de u icin yaklagik ve kesin coziimlerin ayn

grafikte gosterimi.

Ornek 3.1 de u ¢oziim vektoriiniin karsilastirmal grafiksel gosterimi Sekil 3.5 de sunul-

mugtur.

006 —

008 | L ]
o 000 10000 15000

‘ yeHasikgtzim ‘

Sekil 3.5 Ornek 3.1 de u ¢oziim vektoriiniin karsilagtirmal grafiksel gosterimi.
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aE N ER

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

—yaklask ¢oziim
kesin ¢6zum

Sekil 3.6 Sekil 3.5'in yakindan goriintimii.

Sekil 3.7 de, u fonksiyonu icin Sekil 3.3 de verilen yaklagik ve kesin ¢oziimlerin kesitsel

grafikleri sunulmugtur.

0 80 %0 X

—— JaMasikcozim

Kesin gozim

Sekil 3.7 Ornek 3.1 de u fonksiyonu icin kesitsel goriiniim
(a) v,t sabit; (b) z,t sabit.

Ornek 3.1 icin farklh sayidaki 6rgii noktalarmda )\ fonksiyonunun hesaplanan yaklagik

degerlerinde ortaya c¢ikan maksimum ve minimum hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri
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(izelge 3.2 de gosterilmigtir. Bu gizelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; A

fonksiyonunun bulundugu 6rgii noktasindaki kesin degeri ile hesaplanan yaklagik degeri

arasindaki farkin mutlak degeri kullanilarak hesaplanmigtir.

Cizelge 3.2 Ornek 3.1’in \(z,v,t) ¢oziimii i¢in hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri.

I =25 J=20,|1=25 J=20, I =100, J =15,
K =10 K =20 K =10
Orgii noktalarimin sayisi 5000 10000 15000
Minimum hata 7.64F — 06 2.26E — 06 9.20E — 07
Maksimum hata 0.046766 0.043768 0.044113
Hesaplama siiresi 683.18 s 3405.59 s 25994.86 s

Ornek 3.1 de A\(z, v, t) fonksiyonu icin hesaplanan yaklasik ve kesin ¢oziim ¢ = 0.5 almarak

Sekil 3.8 de kargilagtirmali olarak verilmigtir.

Sekil 3.8 Ornek 3.1 de ) icin (a) yaklagik ¢oziim, (b) kesin ¢oziim.
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Sekil 3.8 de, grafigi gosterilen bu iki ¢oziim, Sekil 3.9 da ayni grafik tizerinde birlegtirilerek

verilmistir.

Pl
I y aklas ik gozim
I kesin gozim

Sekil 3.9 Ornek 3.1 de \ icin yaklagik ve kesin coziimlerin aym grafikte

gosterimi.

29



Ornek 3.2 H (z,v,t) = % — 22 ve

F = (4te’ — 4%’ — 2tve’ + 2t%ve")2® + (v + 3e” + 20t%e” — 2tv — 26te’ — ve’ + 12tve”

—10t2ve?)z? + (4tv — 15e” — 2t%0? — 24t%e” — Bu + 2tv® + 6t%v + Hdte’ + Sve’

—16tve’ — 2tv*e” + 6t%ve’ + 2t%v%e")x

olmak tizere Qp = (2,3) x (0,3) x (0,1) bolgesinde (3.5) denklemini (3.6) kosullar: altinda

saglayan (u, \) ¢ozim ¢iftinin bulunmasi problems.

Problemin kesin ¢oziimiiniin
u(z,v,t) = (x —2)(z — 3)(e’ — 1) (v —3)(t* — )
ve

Aw,v,t) = (=22 +2t)2® + (10> — 4 — 3)2® + (—12t* — 18t + 15)x + 36t + 6v

+tv(5tv — 5v — 15t + 3) + e (v — 3)(12t + 5tv — 5t*v — 6) — 18

oldugu bilinmektedir.
Burada I = 15, J = 100, K = 10 alinarak en fazla 15000 adet 6rgii noktasinda u ve A
degerleri hesaplanmigtir. Sekil 3.10 da A matrisinin yapisimm 15000 x 15000 tipinde ticlii

blok bant matris oldugu gosterilmistir.

Sekil 3.10 Ornek 3.2 icin A matrisinin yapisl.
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Sekil 3.11 de, Sekil 3.10'un yakindan goriiniimii yer almaktadir.

Sekil 3.11 Sekil 3.10’un yakindan gosterimi.

Ornek 3.2 de farkh sayidaki orgii noktalar icin u fonksiyonunun hesaplanan yaklagik
degerlerinde ortaya c¢ikan maksimum ve minimum hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri
Cizelge 3.3 de gosterilmistir. Bu cizelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; u
fonksiyonunun bulundugu ¢rgii noktasindaki kesin degeri ile hesaplanan yaklagik degeri

arasindaki farkin mutlak degeri kullanilarak hesaplanmustar.

Cizelge 3.3 Ornek 3.2'nin u(z, v, t) ¢oziimii icin hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri.

I'=25 J=20,|1=25 J=20, I =15, J =100,
K =10 K =20 K =10
Orgii noktalarmin sayisi 5000 10000 15000
Minimum hata 1.40F — 07 6.30FE — 08 7.08E — 09
Maksimum hata 0.009631 0.009950 0.000428
Hesaplama stiresi 632.05 s 3274.79 s 23994.86 s
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Sekil 3.12 de, u fonksiyonu icin yaklagik ve kesin ¢oziim ¢ = 0.7 alinarak kargilagtirmali

olarak sunulmustur.

Sekil 3.12 Ornek 3.2 de u icin (a) yaklasik ¢oziim, (b) kesin ¢oziim.

Sekil 3.13 de, bu iki ¢oziim ayn1 grafik iizerinde gosterilmigtir.

0T 2
I yakiasi k gozim
I kesin cozim

Sekil 3.13 Ornek 3.2 de u icin yaklasik ve kesin ¢oziimlerin birlikte

gosterimi.
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Sekil 3.14 de, u fonksiyonu i¢in Sekil 3.12 de gosterilen yaklagik ¢oziim ve kesin ¢oziimiin

kesitsel goriiniimii sunulmustur.

Sekil 3.14 Ornek 3.2 de u fonksiyonu icin kesitsel goriiniim
(a) v,t sabit; (b) z,t sabit.

Ornek 3.2 de u ¢oziim vektoriiniin karsilastirmali grafiksel gosterimi Sekil 3.15 de goste-

rilmistir.

Sekil 3.15 Ornek 3.2 de u ¢oziim vektoriiniin karsilastirmal

grafiksel gosterimi.
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2100
———yaklasik ¢ozim

kesin gozim

Sekil 3.16 Sekil 3.15’in yakindan gosterimi.

Ornek 3.2 icin farkh sayidaki 6rgii noktalarmda )\ fonksiyonunun hesaplanan yaklagik
degerlerinde ortaya c¢ikan maksimum ve minimum hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri
Cizelge 3.4 de gosterilmistir. Bu cizelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; A
fonksiyonunun bulundugu ¢rgii noktasindaki kesin degeri ile hesaplanan yaklagik degeri

arasindaki farkin mutlak degeri kullanilarak belirlenmistir.

Cizelge 3.4 Ornek 3.2'nin \(x,v,t) ¢oziimii icin hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri.

I=25 J=20,|1=25 J=20, I =15, J =100,
K =10 K =20 K =10
Orgii nokta sayisi 5000 10000 15000
Minimum hata 1.20E — 05 3.44FE — 07 1.26E — 05
Maksimum hata 0.895576 0.853830 0.453991
Hesaplama siiresi 632.05 s 3274.79 s 23994.86 s
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I yaKias k ¢ozim

grafikte gosterimi.

Ornek 3.2 de A(x,v,t) fonksiyonu i¢in yaklagik ve kesin ¢oziim ¢ = 0.7 alinarak Sekil 3.17

de karsilagtirmali olarak gosterilmistir.

(@

Sekil 3.17 Ornek 3.2 de )\ icin (a) yaklasik ¢oziim, (b)

Sekil 3.17 de grafigi gosterilen bu iki ¢oziim, Sekil 3.18 de ayni grafik iizerinde birlegtiri-

lerek sunulmustur.

18 Ornek 3.2 de ) icin yaklasik ve kesin coziimlerin ayn

Sekil 3



Ornek 3.3

2
H(z,v,t) = 5—332

Hamiltonian fonksiyonu ve

F = 0%2% 4 144vx — Quet®(3 40 £ 720505 +0) _ 90?2 4 8%z — 16v2° — 8vx
+902e8( 5 ) _ 8y3ee0s(5H0) _ 184265 ) _ 14402e®(5 ) — (108vx) /t
—2tv%x + 4tva® + 23z — 3602 % TV sin(%v + )

136032 ) sm(g—v + x) 4 (270e (% H2)) /172 — (5xe™ (% 2)) /t

L9 Becos (B 4 g 2pcos(BAw) | gy 2 ceos(BAa) | |Gy adecos(B+a)

+8v3 e (2 ) — (6v2x) /t + (1202%) /t + (6v3z) /t + (3vz?)/t — 36tvz

_(27vzecos(%+a:))/t2 + (6235 J — o226 F D) (34252) /2
(2702 A) sm(7 + 1))/t — (270 (F ) sin(% + )/t

+ 4232 ecos (5 +e) sin(7 + 2) — dodg?ecs(5 +2) sin(% + x) + (60225 D) /t

12003 S FH) 1 (6 ) 1 (3002 ) [ 4 36tugecs ()
+ )

2

—(
+(3U2x2ecos(%+x))/t2 + 9t?}2 cos( %2 +) Sln(7 + l’) . 9t’U3€cos( L+x) Sin(ﬂ—v
+(108vze® 2 T0) /t 4 240215 +2) — 4yaBecos(He) _ o3 gecos(5 )

—(3v*2? ecos(z +2) 8111(7 + )/t + (3v*z? ez +2) sin(% +x))/t

+36mv2rec (% ) sin(7 + x) 4 drvaess( o) sin(lv + )

2

3 cos(Tr+) sm( QU + m) _ o2 y2ecos(5 +x) sm(%v + J})

—4mv*zie
Ftvda2eos(% +) sin(H + x) — 36mure % o) sin(H + )
2 2
v v ) v
—(27mv?xess 5 ) sin(; + )/t — (3rvadecs T ) sin(7 + 1))/t
+rtv?zecos (3 +e) Sin(%v + ) + Intvzecs (% ) sin(%v + )
iy
+ 1))/t

2
sin(% + x) — mtoades(E +) sin(% + x)

+(3mv2a3ecs (% +2) gin( 21) + 2))/t 4+ (2Tmvze® 2 ) sin(—

U
—9rtv2gecos(Z o)

olmak tizere Qp = (=3,3) x (0,1) x (1,3) bolgesinde (3.5) denklemini (3.6) kosullar

altinda saglayan (u, ) fonksiyonlar ¢iftinin bulunmast problema.

Problemin kesin ¢oziimiiniin

w(z,v,t) = (t 3)(% C (e EH 1) (2 — 9)(0® — v)
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ve
A(w,v,t) = (8 — 6/t — 2t)a® + (18t + 54/t — 72)x + v + (27v?)/t* — (2Tv) /t* — ?

oldugu bilinmektedir.

Burada I = 35, J = 25, K = 15 alinarak en fazla 13125 adet 6rgii noktasinda u ve A
degerleri hesaplanmigtir.

Sekil 3.19 da, A matrisinin yapisi 13125 x 13125 tipinde iiclii blok bant matris oldugu

gosterilmigtir.

Sekil 3.19 Ornek 3.3 i¢in A matrisinin yapisi.

Sekil 3.20 Sekil 3.19’un yakindan goriiniimii.

Ornek 3.3 de farkh sayidaki orgii noktalar icin u fonksiyonunun yaklagik coziimlerinde
ortaya ¢ikan maksimum ve minimum hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri Cizelge 3.5
de sunulmustur. Bu ¢izelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; u fonksiyonunun
bir 6rgii noktasindaki kesin degeri ile hesaplanan yaklagik degeri arasindaki farkin mutlak

degeri kullanilarak hesaplanmistir.
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Cizelge 3.5 Ornek 3.3’iin u(x,v,t) ¢oziimii icin hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri.

I =25 J=20,|1=25 J=20, I =35 J=25,
K =10 K =20 K =15
Orgii noktalarmm sayisi 5000 10000 13125
Minimum hata 9.91F — 07 9.00E — 07 7.30E — 08
Maksimum hata 0.009631 0.009950 0.017976
Hesaplama siiresi 4279.16 s 19293.08 s 36524.42 s
Sekil 3.21 de, u fonksiyonu igin yaklagik ve kesin ¢oziimiin grafikleri ¢ = 2 alinarak

kargilagtirmali olarak gosterilmistir.

£

I

'o

"o

|

\

il

RN
N
|\

Sekil 3.21 Ornek 3.3 de u icin (a) yaklagik ¢oziim, (b) kesin ¢oziim.
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Bu iki ¢oziim, aym grafik tizerinde birlestirilerek Sekil 3.22 de verilmigtir.

3

0
4
I v aklasik ¢ozim
I Kesin cozim

Sekil 3.22 Ornek 3.3 de u icin yaklagik ve kesin ¢oziimlerin birlikte gosterimi.

Sekil 3.23 de, u fonksiyonu icin Sekil 3.21 de gosterilen yaklagik ve kesin ¢oziimlerin

kesitsel goriintimii gosterilmektedir.

yaKlas1k gozim
kesin gozim

Sekil 3.23 Ornek 3.3 de u fonksiyonu icin kesitsel goriiniim
(a) v,t sabit; (b) z,t sabit.
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Sekil 3.24 de, u ¢oziim vektoriiniin tiim bilegenleri kargilagtirmali olarak verilmigtir.

Sekil 3.24 Ornek 3.3 de u ¢oziim vektoriiniin

kargilastirmali grafiksel gosterimi.

i

Sekil 3.25 Sekil 3.24’1in yakindan goriintimii.

Ornek 3.3 icin farkh sayidaki orgii noktalarmda )\ fonksiyonunun kesin ve hesaplanan
yaklagik degerlerinde ortaya ¢ikan maksimum ve minimum hata miktarlar: ve hesaplama

stireleri Cizelge 3.6 da gosterilmigtir.
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Cizelge 3.6 da verilen maksimum ve minimum hatalar; A fonksiyonunun bir 6rgii noktasin-

daki kesin degeri ile hesaplanan yaklasik degeri arasindaki farkin mutlak degeri olarak

tanimlanmigtir.

Cizelge 3.6 Ornek 3.3’tin \(x,v,t) ¢oziimii i¢in hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri.

I =25 J=20,|1=25 J=20, I =35, J=25,
K =10 K =20 K =15
Orgii noktalarmm sayisi 5000 10000 13125
Minimum hata 9.81F — 05 7.30E — 05 5.66E — 06
Maksimum hata 0.009631 0.009950 1.965020
Hesaplama siiresi 4279.16 s 19293.08 s 36524.42 s

Sekil 3.26 da, A\ fonksiyonu i¢in yaklagik ve kesin ¢oziimler ¢ = 2 alinarak karsilagtirmal

olarak gosterilmistir.

06

04

0.2

08

0.6

0.2

(b)

o
) N
Y
’ Y

Sekil 3.26 Ornek 3.3 de ) icin (a) yaklagik ¢oziim, (b) kesin ¢oziim.
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Sekil 3.26 da gosterilen bu iki ¢oziim, Sekil 3.27 de aym grafik iizerinde birlegtirilerek

verilmistir.

-yakla§|k cozlim
- kesin ¢ézim

Sekil 3.27 Ornek 3.3 de ) icin yaklasik ve kesin ¢oziimlerin aym grafikte gosterimi.
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BOLUM 4

ZAMANA BAGLI VE SACILIM TERIiMi iCEREN KiNETIiK
DENKLEMLER ICiN BiR TERS PROBLEM

Bu boliimde, zamana bagh ve sagilim terimi igeren kinetik denklemler icin bir ters prob-
lemin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi aragtirilmigtir. Daha sonra, problemin yaklagik ¢oziimii-
nii elde etmek i¢in sonlu fark metodu ve yamuk yontemi temel alinarak sayisal bir yontem
verilmigtir. Bu yontemin hassas sonuclar verdigini gosteren cesitli sayisal érnekler sunul-
mustur. Bulunan yaklagik ve kesin ¢oziimler, ¢izelgeler ve grafikler yardimiyla karsilagtir-

mali1 olarak gosterilmistir.

Bu boliimde, Qr = Q x (0,7), t € (0,7) bolgesinde verilen,

" (0H ou  OuOH , , ,
{H,u} = Z <8v~ 5y 81}-%) , Ii(u) = /QJ (x,v,t,v") u(z, v t)dv
i=1 (2 (2 (2 (2 b

olmak iizere

ou
LuzajL{H,u}jL[l(u):)\ (4.1)

kinetik denkleminin u(x, v,t) ¢dziimiiniin ve A(z, v, t) bilinmeyen sag tarafinin bulunmasi
ters problemi ele alinmigtir.

Burada Q = {(z,v) :x € D C R",v € G C R",n > 1} ve Q bolgesinin sinir1 99 = T';UTy,
I'' =0D x G, Ty =D x G ve 0D, 0G € C? olarak tamimhidir. Ayrica I';, I's sirasiyla

I'; ve I'y’nin kapanigidir.

(4.1) kinetik denkleminde, u(z, v, t); faz uzayinin birim hacim elemaninda bulunan parcacik-
larin sayisinin dagilimim gosterir. Ayrica A\(x, v,t) kaynak fonksiyonu, H(x,v,t) Hamil-

tonian fonksiyonu, I; (u) sagilim terimi ve ® (x, v, t, v") sagilim gekirdegi olarak adlandirilir.
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Problem 4.1 H(z,v,t) Hamiltonian fonksiyonu, ® (z,v,t,v") sagilam ¢ekirdegi ve sinirda
(4.1) kinetik denkleminin u(x,v,t) ¢ézimiinin izi verilsin:
u|agT = . (4.2)

(4.1) denklemini ve (4.2) kosulunu saglayan (u(x,v,t), N x,v,t)) ¢ozim ¢iftinin bulun-

mast problemini ele alalvm.
4.1 PROBLEM 4.1’iN COZUMUNUN TEKLiGININ ARASTIRILMASI

Bu béliimde, Problem 4.1’in ¢oziimiiniin varhg: ve tekligi Amirov (2001) de verilen yontem

kullanilarak ispatlanacaktir.

Teorem 4.1 Kabul edelim ki Hamiltonian fonksiyonu H(x,v,t) € C? (QT) ve sag¢ilim
cekirdegi ® (x,v,t,0") € C* (ﬁ x G x [0,T] x E) verilsin. oy, a9 pozitif tam saylar
olmak iizere, her (z,v,t) € Qp ve £ € R igin

a 82 " 0’H

2 e 8 = mlel  Frdr, C S —as|€]*,
ij=1 ij=
0P\ ?
a;—1>0, ag — a3z >0, ag = C max max// (—) dv'dv (4.3)
1<j<n | z,teD 6Uj

sartlary saglansin. Burada C, Steklov egitsizliginden gelen bir sabittir. Ayrica (4.1) de,
Az, v,t) fonksiyonu
~ SN

=0 (4.4)
diferensiyel denklemini saglasin. Bu durumda Problem 4.1, u € C? (QT) ve A € C*(Qr)
olacak sekilde en ¢ok bir (u, ) ¢ozimiine sahiptir.

Ispat. Kabul edelim ki Qp bolgesinin smirmda v = 0 (u] a0, = 0) olsun. Ayrica
u € C*(Qr), A € C?(Qr) olmak tizere (u, A), Problem 4.1’in bir ¢oziimii olsun. (4.4)

kosulundan

a5, () =L w2 (0
= Ox; (%J « Ox; 811] = 0v;0x;
esitliginin sag tarafmdakl ikinci terim sifir olacagindan,

ou O\ a
Z « Oz v, Z « O ( 81)]) (4:5)

yazﬂlr.
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Diger yandan

225—; [ai (?ZHH u} + I (u ))}

Z ou | 0 [ Ou Zn OH Ou  O0H Ou

- 0z t, o' ' t)d

= 0z |:8vj (at — (01},- or; Ox; 3vi) /q)(x,v, 0 ) u(x, v t) v)]
) - G

esitliginde parantezler acilirsa

| 9w; 00, 0t O, 00 \ v i D,

ou 0 , ,
+2Z 8% (91)] (/CIJ (z,v,t,0")u(z,v ,t)dv)

G

_ 22{@3@ du 9 (aHau GuaH)]

. Z@ia_u (R e P o
N 8:6] dv; Ot ! Oz; \ Ov;0v; Oz;  Ov; Ox;0v;  Ox;0v; dv;  Ox; Ov;0v;

+2 aua / t, " t)d
(3%81@ x,, v xv, v

G

B Z%i% i@”f&@u ZaHé’u 0*u
N 8xj Ov; Ot 8%81@ Oz Ox; Ov; Oxj 0x,;0v;

7,]—
n

0*°H Ou Ou OH ou 0%*u
2 Z_:l 0z;0v; (9_%-8111 Z o0x; 8xj 8%(%]»

Ju 0 , ,
—1-22 . ox, 81)] (/@ (z,v,t,0")u(x,v ,t)dv) (4.6)

G

elde edilir. Bulunan son egitlikte birinci, {igiincii ve beginci terimlere p(z, y, z) bir fonksiyon
olmak tizere

2000 udu) 0 ( oudn) 0 ( oudn
M@xayaz 0z 'ué?xay Jy #axaz ox M@y@z

Opuodudu  Opududu O dudu

0z0x 0y Oy Oz 0z T or Oz Oy 0z (47)
0zdegligi uygulandiginda birinci terimden
Ju 0 Ou - 0 ([ Ou du 0 ( Ou Ju 0 ([ Oudu
Za—x]a—vﬁ 2 (a— <ax] at) *a (a% av]) oz, (avj m)) (48)
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tigiincii terimden

Z@H@u d%u __ii aHﬁu% +ia OH Ou Ou
N = Ox; \ Ov; Oz, Ov; £~ Ox; \ Ov; 8% 81)]

81)1' 8xj &m@vj i1

" 9 (0H du Ou " 9’H Ou du
+; au; <6vi axia_a:j> Zl 00z, 0z, 00,

" 9?H Ou Ou O*H du du
Z 0v;0x; 81:J 8% 221 A, o, oz, (4.9)

Z]—

ve besinci terimden

_228H8u Pu Xn:i OH Ou Ou ", 9 [OH du Ou
Ox; 0z ; Ov;0v; P b Ox; \ Oz; Ov; c%j et ov; \ Ox; 6% (%j

_z":i OH du Ou’\ " 0’H du Ou
= Ovj \ Ox; Oz Ov; — Ox;0x; Ov; v,

" 9?H 0Ou du " 9?H 0Ou du
Z + — (4.10)
837287)@ (91:] 81}] =1 (91:1-81]]- 8mj (%i

elde edilir. (4.8)-(4.10) bagmntilar:

;[ (3 100

ou 0 Ou " 9’H ou 8u OH Ou 0*u
i) el
Z dz, dv, Ot ; duidv, Oz, o Z 9o, Oz, 0,00,

_zn:éﬂH%@u Z@H@u 0*u
 Ox;0v; O Ov; dx; Ox; Ov;0v;

Z]—

" ou 0 / /
22 on, o, (/ B@ ot v)uy ,tm)

G

esitliginde yerine yazilirsa
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“Ou [ 9 [Ou

23255 (o (5 - +00)

Uy (2 (edny 0 (9w 0 Oudu
~ =\ 0y 0t ) " 0t \ 0wy 0v;) — 9w; v, ot

" 9®°H Ou du " 9 [(OH du du " 9 (OH du du
) - — — il - 77
+ Z]Z::I 81)@-(%3» 81:]- 6’% zgzz:l (91:]- (87}, 8131 (%j) + Z]Z::l 8JIZ (81}1 8Ij (%j)

n

"9 (0H Ou Ou O?H Ou Ou " 9’H Ou ou
"2, (Foar o)+ 2 G0, 90,30, 2 B, O, o,

_Xn: 0*’H %8u+zn:i 0H Ou Ou Zn: 0 (0H du oOu
4~ Qu;0v; Ox; Ox; 4~ Ox; \ Ox; Ov; 87)3 — Ov; \ Ox; 8563 (%J
1,j=1 i,j=1 ij=1

_Zn:i OH Ju du " 0?H 8u%+2ﬂ: 0*H Ou Ou
Ovj \ Ox; Oz Ov; - O0x;0x; Ov; O, (99318@2 ij (%]

n aQH au au I /
* jz—l 83718'1]] 8_36]-8111 Z 8'Tj 8?}j (/ (':U7/07tyv)u(x,v ,t)d?})
e G

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda

i O’H Ou du  9*H Ju du
(%Z-@vj 8@ c%j al’zal‘] (%Z- (%j

N Z Ou 0H  Ou OH ]
« Jv; 83:] Ox; Ov;  Ov; Ox; ) |

ou OH  dudoH 1
31)] 8% 81},; 81}1- 8@

Z 8H ou Ou zn: 0 (O0H Ou Ou
= dx; \ dv; Ox; v, byt dv; \ Ox; Ox; Ov;
(2 (o ouduY, 0 (0uou
ot \ 0z, Ov; ax] ot v, Ovj \ Ot Ox;
" Ou 0 , , , "0 o\
_ 4 _

bulunur.
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Qr bolgesinin geometrisi ve Q7 smirinda u = 0 kogulu dikkate alimirsa (4.5) ve (4.11)

esitliklerinden

i/ O°H Ou du  8*H du du .
i,jzlﬂ 8Ui81)j 8ZEZ (9:1:j 81’181‘] (%i 8vj r
+2J2:/(8$]/av] (v, t,0" ) u(z, v t)dv )dQT

a o) o\
— sz/a—x]( avj)dQT_O (4.12)

elde edilir. (4.12)’de 2ab > —(a® + b?) esitsizligi kullamlirsa

./ (a% /_udv) 0
z /(@) ([52) ) o

Qr

yazilir. Bu esitsizligin sag tarafinda Cauchy-Schwarz egitsizligi uygulanirsa,

/ o / 92 v’ | dey
[ (Y oo ][ (5o ar) (] ) s

T

elde edilir. Fubini teoreminden

/ ( 4 / —udv) 0y (4.13)
> _/<—) dQT—//T (/ (v 1)) d’)ﬁj(x,t)da:dt

T

yazilir. Burada

(1) // (a%)Qdmv

olarak tamimhdir. Steklov esitsizligi goz oniinde bulundurulursa

_//T (/ (u)2dv’) B, (x, t)dwdt
> 0(3%5 (z, t)) / (S—Z)Qdm

T
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1<j<n | z,teD

ou \ 2 ou \ 2
— Qr > — — Qp — — Q 4.14
/ 8:6]/(%JUCZU o = /(&Ej) dSr a?’/ <8vj> dSr ( )

Qp Qp

oldugu goriiliir. a3 = C max {maxﬁ (z, t)} olmak {izere

elde edilir. (4.12) denklemi (4.3) kogulu ve (4.14) degerlendirmesi birlikte kullanilirsa
Z / *H_ du Ou O*H Ou du i
0v;0v; Ox; Ox; 81‘181'] (%l (%J r

+2jzl/ 8:16]/(%] (z,v,t, 0" ) u(z, o', t)dv" | dQr
=i

al/ IVul? dQy +a2/ |V ul? dQr — / |V ul? dQp — a3/ |Vul? dQy
Qr Qr Qr Qr
bulunur ve gerekli diizenlemeler ile
(o — 1)/ \Vou|” dQr + (ap — ag)/ |Vul® dQr < 0 (4.15)
QT QT

elde edilir. Dolayisiyla (4.3) kosulundan dolay1 |V,ul> = |V,u|* = 0 dir. u] a0, = 0
oldugundan 27 bolgesinde u = 0 dir. Denklem (4.1)’den Q7 bélgesinde A = 0 olur ve

teoremin ispati tamamlanmig olur. m
4.2 PROBLEM 4.1’iIN COZUMUNUN VARLIGININ ARASTIRILMASI

Problem 4.1’in ¢oziimiiniin varligr Galerkin yontemi kullanilarak aragtirilacagindan ho-

mojen sinir koguluna sahip agagidaki problemi goz oéniinde bulunduralim:

Problem 4.2 F' € Hy(Qr) bilinen fonksiyon, H € C?*(Qy) Hamiltonian fonksiyonu ve

d € CHD x G x G) verilen sagilvm ¢ekirdegi olmak tizere

Lu = XNx,v,t)+ F (4.16)
denkleminden
ulyg, =0, LA =0 (4.17)

kosullary altinda (u, \) ¢ozimiinin bulunmasi problemi.
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Teorem 4.2 Teorem 4.1’in kabulleri altinda Problem 4.2'nin (u, \) € Hy(Qr)Xx La(Qr)

olacak sekilde bir ¢ozimi vardar.

Ispat. Q; bolgesinde,

(Lu— F) =0, (4.18)

U]y, =0 (4.19)

bagntilarindan % nun bulunmasi yardimeci problemini ele alalim. w; € C3(Q7) olmak
tizere {w; (x,v,t)};2, sistemi H2 1(Qr) = Ho1(Q7) N Hl(QT) uzaymin bir baz olsun.
(4.18)-(4.19) probleminin bir yaklagik ¢oztimii

n

. n

Uy = E an,wj; (an, .. any) €R
=1

formunda aranacaktir. Burada bilinmeyen ay vektorii

n 82 |
i=1 Tt

F = Z 5 avz (4.20)

sisteminden belirlenecektir. Daha agik olarak (4.20), ax bilinmeyen vektorii i¢in bir
lineer denklem sistemidir. (4.20) lineer denklem sisteminin homojen halinin sadece agikar
¢oziimii oldugundan her F € Lo(Qr) icin (4.20) sisteminin bir tek uy ¢oziimii vardir. Bu
¢oziim i¢in bir 6n degerlendirme elde etmek i¢in (4.20) denklem sisteminin j-nci denklemi
—2a; ile garpilip j ye gore 1 den N ye kadar toplanirsa 0€2p sinir1 tizerinde uy = 0 kogulu

goz oniinde bulundurularak

TS S
= 2Z< uN)vi>

> / ((al — as) ]quN|2 + (ap — 1) ]V,,uNIQ) dQp

Qrp

yazilabilir. O halde C' sabiti N den bagimsiz olmak iizere

/|Vx’qu’2 dQT S C

20



bulunur. uy yaklagik ¢oziimii icin elde edilen bu 6n degerlendirme kullanilarak Problem
4.2'nin ¢oziimiintin varligl Amirov (2001)’deki Teorem (1.1.2)’nin ispatina benzer sekilde

gosterilebilir. m
4.3 PROBLEM 4.1’IN SAYISAL COZUMU

Bu kisimda, sonlu fark metoduna ek olarak sacilim terimini de diskritize edebilmek
(ayrigtirabilmek) amaciyla yamuk yontemi kullanilacaktir.

Yamuk yontemi,

/bf(x)dx

integraline yaklagim i¢in kullanilan temel bir sayisal ¢oziim metodudur. Bu yontemde

/f (f(a:o) + f(zn)) + Zf ;) A (4.21)

yaklagim formiilii kullanilir.
Sonlu fark formiilleri ve (4.21)’de verilen yamuk yontemi kullamlarak agagidaki problemin

sayisal ¢oziimii gerceklegtirilecektir.
Problem 4.3 Qp = {(z,v,t)] = € (a,b) CR, v € (¢,d) CR, t € (e, f) C R} bolgesinde

u (z,0,t) + Hy (z,0,t) uy (x,0,8) — Hy (,0,1) uy (2,0, )

+/d<I> (x, v, 8,0 Y u(z, v, t)dv = X (x,v,t) (4.22)
denkleminden
U (x,v,t)|BQT = wo(z,v,t),
N 2
Lr = 8(18); h

sartlary altinda u (x,v,t) ve A (z,v,t) fonksiyonlarimin bulunmasi problemini ele alalim.

(4.22) denkleminin her iki tarafina L= af—;x operatoril uygulanirsa

Ugzv + uwiHv - uvvax + uszv'u - u'uvax + u:vavw - uv:pHmv + umHm;m

d d d d
—uvwa+/ @wuvdv'+/ @umdv'Jr/ @xvudv'qL/ ®,udv’ =0
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elde edilir. Ayrica gz, Hyy = Uy Hy, esitliginden ve integralli terimin igerdigi u(z,v’,t)

fonksiyonu v degiskeninden bagimsiz oldugu icin

Utrv + uwiHv - U'UUJJH:E + U'J:vav - uvaacac + quvfuw - uvHa:vx
(4.23)

d d
—i—/ @Ivudv’+/ &, u,dv' =0 (4.24)

yazilir. Boylece ele alinan problem, iigiincii mertebeden kismi diferensiyel denklem igin

bir Dirichlet problemine indirgenmis olur. Diger taraftan v o, = Uo smur kosulu i¢in

ag; = u(a,vj, t), @iy ; =ulb,vjte), j=0,1,..,J+1, k=01,..,K+1,

Uy = u(wi,c ty), @y = u(wi,d,ty), i=0,1,..., 141, k=0,1,..,K+1,

@) = u(w;,vj,e), artt = u(wg, v, f),i=0,1,..,]+1, j=01,....J+1

1,7 i,J

yazilir.

I, J, K € Z' olmak iizere Ax = 8:8, A — ((fj:?) ve At = ((IJ;BI)) sirasiyla z, v ve

t bagimsiz degiskenlerine gore adim biiyiikliiklerini gostermektedir. Burada (a,b), (¢, d)
(e, f) araliklar1 sirasiyla (I 4+ 1), (J + 1), (K + 1) adet esit alt araliga boliinmiistiir.
Bu araliklarin kesim noktalar1 olan 6rgii noktalarinda wu(z,v,t) fonksiyonunun degerleri
bulunmaktadir. Burada u(z;,vj,t) = u(a + iAz, ¢+ jAv, e + kAt),

H(x;,vj,t,) = H(a+ 1Az, c+ jAv, e+ kAt),

(25, v5, th,vj) = ®(a + iAz, ¢+ jAv, e + kAt c + jAv) fonksiyonlar icin sonlu fark

k

~ k ks .. . . .
yaklagimlar sirasiyla @', hy';, o7 ; ile gosterilmigtir.

Eger (4.21) formiilii (4.24) denklemindeki integralli terimlere uygulanirsa
d
, Av
O, udv’ &~ - (Dyo(z, c,t,v)u(z, ) t) + Ppy(x, d, t,v)u(z, d, 1))

+

J

(Av) @, (2, v, t,v))u(x, v, t)

J
=1

J
= klO + Z (AU) (I)IU(.I’,’U,t,Uj)U(.T,Uj,t), (425>

j=1
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Qk“‘s&

7=1

J
= ki1 + Z (A) @y (z, v, t, v uy (T, v),t)
=1

elde edilir. Burada sinir degerleri bilindiginden

k1o

Av
2
&

A
O u,dv ~ 7@ (Dy(m,v,t, C)ug(z, ¢, t) + Op(z, v, t, d)uy(z, d, 1))
J
+ > (Av) ®,(x,v,t,v))uy(z, v, t)

(4.26)

= (Do (z, v, t, )u(z, e, t) + Pyp(z, v, t, d)u(z, d, t)),

= (D, (z,v,t, )uz(x, c,t) + Py (z, v, 8, d)uy(z, d, t))

2

bilinen terimlerdir. Ugiincti boliimde elde edilen sonlu fark formiilleri ve (4.25)-(4.26)

yaklagimlari (4.24) denkleminde yerine yazildiginda

(~k+1 ~k—1 ~k+1 ~k—1 ~k+1

~k—1 ~ 41 ~k—1 )

Uiy 1~ Uit 1 — Yign j—1 T Uigrjm1 = Uimg 1 T Wi—q g1 T Wiy jo1 — Ui_qj1

SAzAvAL

~ ~ ~ ~ k ~ k k
(2ui,j71 - 2ui,j+1 U T U g — Ui o1 — uifl,jfl) (hi,j+1 - hz’,jq)

2 (Az)? (Av)

~k ~k ~k ~k ~k
(2%’—1,]‘ = 204y 1§ A Uiy i — Uiy T U —

2 (Av)

Wy yg) (W — W)

2 (Az) (Av)®

(a1 —2af; +af ;) (hia — 208, + i)

(Az)” (Av)?

(@ —2uf; +ap; ) (R, — 2R84 b )

(Av)? (Ax)?

2 (Ax)

~k ~k k k k k k k
(@ — G y) (hagen = 2hfy +hla g — Ay + 208 — Rl )

+ 2Ax

93
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k k k k k k k k
B (“z’,j+1 - “m‘—l) (hz‘+1,j+1 —2hi 0 g = R 2R — hz‘—l,j—l)

2Av 2 (Az)? (Av)
J ( k k k k

Pit1j+1 — Pit1,j—1 — Pic1j41 T 901;—1,3'—1) k

+kio + ki1 + Z (Av) i

= 4 (Az) (Av) J
J k k

4 Z @z,]—i—l 901,] 1) ( H—l,j ui—Lj) -0

2 (Av) 2 (Ax)

Jj=1

elde edilir. Son esitlik diizenlendiginde

1
“k+l ~k—1  ~k+1 ~k—1 ~ k41 ~k—1
SAZAUAL (ui+1,j+1 Uity jpr — Wigqj—1 T Uiy jo1 = Uity i1 T U i

+ﬂ?j—11,j—l = ﬂf—_f,j—l)
(hfﬁl his . . " " ~ ~ ~k
(Ax) (Av) ( Us ;= Uy gy + Uiy jpn Uiy — Uiy j1 — ui—l,j—l)
(M —hiy) ik b
(Do) (Do)’ ( -1, 2Uz+1g + gy g1 T Wiig 41 T U’l+1] 1 U¢—1,jf1)

(h¥jo1 = 255 + bl )
(A:U) (Av)

(af—i-ly 2” +uz 1])

(hfﬂj Qhk + bk 1])

(ﬂ”H 2u —I—u” 1)

(A:L') (Av)
+ (hf—&-l,j—&—l - 2h§+1,j + h?—&-l,j—l - hz 1,5+1 + 2hz 1,5 h?—l,j—l) (,&k; o ak )
4 (A:U)Z (A'U) i+1,5 i—1,9
(M = 20 i — PR 2R — B ) (@, — )
4 (ALE)2 (AU)Q 2,741 7,—1

J¢k1‘1_¢k1‘1_¢k1‘1+9@]§1'1
thio + by + Y S An) S L

Jj=1

SOerl 901,] 1~k ~k
+ E (uerl,j - uifl,j) =0

bulunur.
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Gerekli diizenlemeler yapildiginda

( k2+k51) Ui_1,5— 1+(2k2 k’3+k5) U 5— 1+< k1 — kZ) Uit1,5-1
o+ (—2ky + kg — k) @y ; + (—2ka + 2ks) G ; + (2ky + kg + ke) Uy
(ko) Wy g+ (—2ks — Ky — ko) @y + (k2 — K1) G o
+(k7)(ﬁf4—:11,j+1 - ﬂfjf,jﬂ ~ﬁ1lg 1+ ~f+11] 1 aerlljJrl + @ T

+ﬂf+11] 1 ai’c—_ll,j—l) + klo + ki + Z k8 (ﬂz‘] Z k?g H—lg uz 1]) =0,

j=1
1=1,..,1,7=1,...,.J, k=1,.... K; (4.27)
elde edilir. Burada
kl _ (hf"rl] hf 1]) k2 - (hfj‘i‘l hk»] 1)7
4(Az)” (Av)* 4 (Az)? (Av)?
by — (thJ Qhk + hE 13) A (hfﬁl Qhk + h” 1)
(Am) (Av) 7 (Ax) (Av) ’

A (h§+1,j+1 - 2hé€,j+1 + h"f—l,j-&-l - hz+lj 1T 2hz] 1 hf—l,j—l)

’ 4(Az)? (Av)? ’
ke — (h?+1,j+1 - 2h§+l,j + h§+17j*1 B hf*LjJrl + Zh?*Lj B hffl,jfl)

° 4(Ax)? (Av)? ’
P 1 fe — (Sﬁf+1,j+1 - 90;11,;'—1 - ‘Pf—l,jﬂ + ¢§—1,j—1)

! 8 (Az) (Av) (At)"™° 4 (Az) (Av) ’
- (el — #b)

4 (Ax) (Av)

olarak tammlidir.

Boylece Problem 4.3’tin yaklasik ¢oziimii olan u ; degerleri Q7 bolgesinin [ x J X K tane

orgii noktasinda

Ai=F (4.28)

matris denklemi ¢oziilerek elde edilir.
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Burada A iiclii blok bant matrisdir:

B
I

0 0
B(2)
0
BUI-1)
0o cO gD

JIJKx IJK

(4.29) matrisinde yer alan A®, B® C® matrisleri asagida verilmistir:

Agi,l)
A:(;’Q)
Agli,S)

Aii,J—l)

Az(f7J)

Agi,l)
A§i72)
Aéi,S)

Béi’l)
B§i72)
B§1,3)

Céi’l)
C?Ei,S)

Az(f’l)
Aéi,2)

Ay,J_n

Bii,l)
Béi,2)

Agli,l)
Aiig)

Aé(li,J) AgLJ)

o6

Aii,l)

Aff"]”)
Ag,J—n
Agu)

y U= 1727
JKXJK
y U= 1a27
JK xJK
) Z:2737
JK x JK

(4.29)
1
LI —1;
e



Burada

A(i’j) _ 0 fs(Z7J) :
s . . 0 )
0 0 LG,
g:(i,7)  SE5Ha 0 0
NG o .
Eera 6.0, 9)
Bgm') — 0 0
(=1)°(s—1)
' -1 @
(=)D (s—1) 2 A
i 0 0 =Y 9s(, J) 1 exk
hy(i, j) %a 0 . 0
Gty i)
Cs(l,j) — O . . . O
(=D (s—1)
(s—1)! a
0 0 SEHe hGg) |
s = 1,2,3, 7=1,2,...,J,
Ag’j) _ 0 kS(Zaj) :
0
I 0 0 k’g(Z,])_KxK
B — 0 ko(i,j) " 1 |
|0 0 kg(’L,])_KXK
Oii’j) _ O _kQ(i>j)
0
I 0 0 —ko(i,]) i
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ve

fii,g) = —2ka+ 2ks+ ks, fa(i,)) = —2ko — ks — ks + ks, f3(i,)) = 2ky — k3 + ks + ks,
hi(i,j) = —2ki+ ks — ke — ko, ho(i,j) = ki + ko — ko, h3(i,j) = ki — ko — ky,
G1(1,7) = 2ki+ks+ke+ko, g2(i,5) = —k1 + ko + ko, 93(4,)) = —k1 — ko + kg, a = ky

olarak tanimhdir. Ayrica (4.28) denkleminde

Fiaif iy by, af .y, 005, a5t (i=0,1,.,1+1,j=0,1,..., J+1, k= 0,1, ..., K+1)

bilinen simir degerlerini iceren bir siitun matrisi ve u ise

~1  ~2 ~K ~1 2 ~K ~1  ~2 ~K
Uy, Uty UL, U9y U gy m e s U9yt s UL gy UY g5ttt 5 Uy s
~1  ~2 ~K O ~1 2 ~ K ~1  ~2 ~ K
U1y U1,y " s Ug 1y Ug 9, Up gy m " y U gy, Uy gy U gy 70 5 Ug gy
~1  ~2 ~K O ~1 0 ~2 ~ K ~1  ~2 ~ K
U1, Ura, s Ur U U gy Uyt s U U gy 5 Up g

bilinmeyen degerlerini iceren IJK x 1 tipinde bir ¢oziim vektoriidiir.

Son olarak (4.24) denkleminde merkezi fark formiilleri ve yamuk yonteminin formiilii
yazilarak elde edilen
(@1 — bty (@it

=k
i,j Ui +ky Uiy — Uiy )

2 (Af) 2 (Az)

(@ jq 405 _1) ! <k
W;(Av)d = kit (Av) Z wis) (@) = Ao
J=1

—ky

1=1,2,...,1;,j=1,2,....,.J; k=1,2,..., K denkleminin ¢oziilmesiyle
Mg, v, tp) = Ma +iAx, ¢+ jAv, e+ kAt) fonksiyonu igin S\f] yaklagik ¢oziimii elde
edilir. Burada sinir degerleri bilindiginden

(Av)

kig = (®(z,v,t, c)u(z, e, t) + ®(x,v,t,d)u(x,d,t))

bilinen degerdir.

4.3.1 Sayisal Ornekler

Bu boliimde 6nerilen sayisal yontemi test etmek amaciyla (4.16)-(4.17) formunda ii¢ adet
ters problem ele alinmigtir. Bu ters problemler, verilen boélgede denklemi ve kogullar
saglayacak sekilde farkli yapida fonksiyonlar secilerek olugturulmustur. Hesaplamalar In-
tel(R) Core(TM) i7-7700HQ CPU 2.80GHz islemciye, 16 Gb Ram bellege sahip Windows
10 igletim sistemli bir bilgisayarda MATLAB R2014a programi kullanilarak yapilmigtir.
Bulunan yaklagik ¢oziimler, kesin ¢oziimler ile grafikler ve ¢izelgeler yardimiyla karsilasti-

rilmigtar.
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Ornek 4.1
H(z,v,t) =Inx + v,

¢ (z,v,t,s) =€""°

ve

F = (1176v%)/(2%(t — 3)) — (15680v°)/(x(t — 3)) + (784v*) /(2 (t — 3))

—(588v%)/(2*(t — 3)) — (2058v* In(t — 3))/x + (4704v* In(t — 3)) /2>
+(18200° In(t — 3)) /z — (3528v* In(t — 3))/2* — (1904v> In(t — 3))/2?
—(224v* In(t — 3))/x — (616v* In(t — 3))/2? + (1176v* In(t — 3))/2*
—(353.4633In(t — 3)e”)/(x) + (265.09751n(t — 3)e")/(z*) — (98v3z)/(t — 3)
+(49v*x) /(t — 3) + 28v*z In(t — 3) — 14v*z In(t — 3) — (22.09152 In(t — 3)e")
—(326%0%) /(2 (t — 3)) + (24t%0%) /(2*(t — 3)) + (16t°v*) /(z(t — 3))

—(12t20%) /(2 (t — 3)) — (42t*v* In(t — 3)) /2 + (96t*0* In(t — 3)) /2*

+(28t*v3 In(t — 3))/z — (72t*0* In(t — 3))/2°3 — (32t*v* In(t — 3))/2?
—(16t%v* In(t — 3))/2* + (24t*v* In(t — 3)) /2 — (7.2135¢* In(t — 3)e")/(x)

+(5.41022 In(t — 3)e’)/(2?) + (28tv3x) /(¢ — 3) — (14tv*x)/(t — 3)
—4tv3zIn(t — 3) + 2tv*z In(t — 3) + (6.3118tz In(t — 3)e?)
+(448t0%) /(2 (t — 3)) — (336tv*) /(2% (t — 3)) — (224tv*)/(z(t — 3))
—(2t%0%2) /(t — 3) + (168tv*) /(2% (t — 3)) + (*v'x)/(t — 3)
+(588tv* In(t — 3)) /x — (1344tv* In(t — 3)) /2 — (456tv° In(t — 3))/x
+(1008tv% In(t — 3)) /2 + (496t In(t — 3)) /2 + (32tv* In(t — 3)) /=
+(200tv* In(t — 3))/2* — (336tv* In(t — 3))/2® + (100.9895¢ In(t — 3)e”) /()

—(75.7421t In(t — 3)e”) /(2*) — (0.4508t%x In(t — 3)e")

verilen fonksiyonlar olmak tizere Qp = (2,3) x (0,2) x (4,7) bolgesinde (4.16) denklemini

(4.17) kosullary altinda saglayan (u, \) ¢ézim ikilisinin bulunmasi problemini ele alalim.

Problemin kesin ¢oziimiiniin
2

u(x,v,t) =03z —3)(v—2)(= - 12t —7)*In(t — 3),
x
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Az,v,t) = ( (1442 — 196t + 686)v°) — ((7t* — 98t + 343)v?))

(t—3)
+(In(t — 3))(v*(294 — 490v + 147v?) + tv*(6t — 6tv + tv® — 84 + 1120)

—28tv? + (—4116 — 841> + 1176t + (31556 — 9016t + 644t%)e=2)e?)

oldugu bilinmektedir.

Burada I = 80, J = 50, K = 5 alinarak en fazla 20000 adet 6rgii noktasinda u ve A
degerleri hesaplanmistir.

Sekil 4.1 de, Ornek 4.1 deki A matrisinin yapisiin 20000 x 20000 tipinde ticlii blok bant

matris oldugu gosterilmistir. Sekil 4.1’in yakindan goriiniimii Sekil 4.2 de yer almaktadir.

Sekil 4.1 Ornek 4.1 de A matrisinin yapisl.

Sekil 4.2 Sekil 4.1’in yakindan goériintimii.

Ornek 4.1 de farkh sayidaki 6rgii noktalar: icin v ve \ fonksiyonlarinin hesaplanan yaklagik

degerlerinde ortaya c¢ikan maksimum ve minimum hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri
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(iizelge 4.1 de gosterilmistir. Bu ¢izelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; u ve A

fonksiyonlarinin bulundugu ¢rgii noktasindaki kesin degeri ile hesaplanan yaklasik degeri

arasindaki farkin mutlak degeri olarak tanimlanmistir.

Cizelge 4.1 Ornek 4.1 icin hata cizelgesi.

I'=25 J=20,|1=35 J=25|1=80, J=050,
K =10 K=15 K=5
Orgii noktalarimin sayisi 5000 13125 20000
Hesaplama siiresi 1617.02s 4762.10s 27114.78s
u i¢in minimum hata 1.86F — 07 8.85FE — 08 1.29F — 09
u i¢in maksimum hata 0.007306 0.007556 0.008327
A icin minimum hata 5.51FE — 07 1.156FE — 08 5.79E — 07
A i¢in maksimum hata 0.073985 0.066805 0.086971

Sekil 4.3 de, u fonksiyonu i¢in hesaplanan yaklagik degerler ve kesin ¢oziim ¢ = 5 alinarak

kargilagtirmali olarak gosterilmistir.

' ”’o é‘

)

':
B ,m"i, 0,"0

SN \\\\

n‘
\\
ol 0m ‘
J .,.mm \\ { \\\ \\\

\‘\\\ \

|
\‘\‘\ \\\\\\\\\\\\\\\ \

\\ \\\\\\\\\\\\\\\ i

. m m

H\\\\\ \\ \\\

\ I\
\\\\\\\\\\
\ T

“\\\\\\\

\\ I i
\\%\\\\\\\\\\\\\

M |

i
\\\\ \\\\\‘\\\\\\ |

Sekil 4.3 Ornek 4.1 de u icin (a) yaklagik ve (b) kesin ¢oziim.
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Sekil 4.4 de, bu iki ¢oziimiin grafikleri aym grafik iizerinde gosterilmistir.

o

2
[ yakasik cozim
I kesin gozim

Sekil 4.4 Ornek 4.1 de u fonksiyonu icin yaklasik ve kesin ¢oziimlerin

birlikte gosterimi.

Sekil 4.5 de, u fonksiyonu icin Sekil 4.3 de verilen yaklagik ve kesin c¢oziimlerin kesitsel

grafikleri verilmistir.

@ ©)

yaKias1k gozim
—— lesingozim

Sekil 4.5 Ornek 4.1 de u fonksiyonu icin kesitsel goriiniim
(a) v,t sabit, (b) z,t sabit.
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Sekil 4.6 da, u ¢oziim vektoriiniin tiim bilegenleri kargilagtirmali olarak sunulmustur. Sekil

4.6’'nin yakindan goriiniimii Sekil 4.7 de verilmistir.

—— yaKasikgoaim

kesin gozim

Sekil 4.6 Ornek 4.1 de u coziim vektoriiniin karsilastirmali grafiksel

gosterimi.

—— yakas1k gozim

—— lesin goaim

Sekil 4.7 Sekil 4.6'nin yakindan goriiniimii.
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Ornek 4.2 Sacilim cekirdegi

¢ (z,v,t,8) =s+1t,

Hamiltonian fonksiyonu

H(z,v,t) = —2°

ve

F = vz (408t — 14v + 21z + 4t%2° + 4tv — 62ta — Tox — 28tx® + 8t%x — 60t* + 2tvw + 42)

olmak tizere Qr = (—5,3) x (0,3) x (0,7) bolgesinde (4.16) denklemini (4.17) kosullar

altinda saglayan (u, ) ¢ozim ikilisinin bulunmast problemini ele alalim.

Problemin kesin ¢oziimiiniin

u(x,v,t) = (22 + 2z — 15)(v* — 3v)(¢* — Tt),

A = =983z — 6t%2® — 30tv? + 90tv + 42tx> + 10502 — 3150

1 1
+Z—l(51t2x2 — 1485t + 525tx* — 2835t) — 5(91t33:2 — 135t — 279t%2 + 1071tx)

oldugu bilinmektedir.

Burada I = 40, J = 30, K = 15 alinarak en fazla 18000 adet ¢rgii noktasinda, u ve A
degerlerinin yaklagik ¢oziimleri hesaplanmigtir.

Sekil 4.10 da, A matrisinin yapisiin 18000 x 18000 tipinde iclii blok bant matris oldugu

gosterilmigtir. Sekil 4.10’un yakindan goriintimii Sekil 4.11 da verilmistir.

Sekil 4.10 Ornek 4.2 de A matrisinin yapisl.
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Sekil 4.11 Sekil 4.10’un yakindan goriintimii.

Ornek 4.2 de farkh sayidaki 6rgii noktalar: icin v ve \ fonksiyonlarinin hesaplanan yaklagik
degerlerinde ortaya ¢ikan maksimum ve minimum hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri
(izelge 4.2 de gosterilmistir. Bu ¢izelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; u ve A
fonksiyonlarinin bulundugu ¢rgii noktasindaki kesin degeri ile hesaplanan yaklasik degeri

arasindaki farkin mutlak degeri olarak tanimlanmistir.

Cizelge 4.2 Ornek 4.2 icin hata cizelgesi.

I'=25 J=20,|1=25 J=20,|1=40, J=30,
K =10 K =20 K =15
Orgii noktalarimin sayisi 5000 10000 18000
Hesaplama stiresi 1101.91s 4242.65s 18607.76s
u i¢in minimum hata 0 0 0
u i¢in maksimum hata 1.24F — 11 3.12E — 11 8.73E — 11
A icin minimum hata 0.016864 0.005125 0.004342
A icin maksimum hata 264.7083 264.2209 176.5047
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Sekil 4.12 de, u fonksiyonu i¢in yaklagik ve kesin ¢oziim grafikleri ¢ = 4 alinarak karsilagtir-

mali olarak gosterilmigtir.

@ ()

\\\“\\\\\\\‘\\%\“ "l:"ll: |

20, lllll
» “\\\\\\\\\\\\\‘ un lllll “\\\\\\\\\\\\\\‘ 'l: Iy
\ \\\\\ “ o) \\\‘\w’,‘,'n y
\H‘ A sy \\
) \: \\\s“:\:” "l%”;;llll// - . .

; \\\\ ‘"lllllllll// . R

Sekil 4.12 Ornek 4.2 de u icin (a) yaklasik ¢oziim ve (b) kesin ¢oziim.

Bu iki ¢oziim, Sekil 4.13 de ayn grafik iizerinde birlegtirilerek verilmigtir.

0o s
I yaKas k gozim
I Kesin gozim

Sekil 4.13 Ornek 4.2 de u icin yaklasik ve kesin ¢oziimlerin ayni

grafikte gosterimi.
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Sekil 4.14 de, u fonksiyonu i¢in Sekil 4.12 de verilen yaklasik ve kesin ¢oziimlerin kesitsel

grafikleri gosterilmistir.

40 o
——— yaKasikcozim
kesin goztim

Sekil 4.14 Ornek 4.2 de u fonksiyonu icin kesitsel goriiniimii
(a) v,t sabit; (b) z,t sabit.

Sekil 4.15 de, u ¢oziim vektoriiniin tiim bilegenleri kargilagtirmali olarak grafiksel gosteri-

mi sunulmusgtur.

yaKias1k gozim

— kesin g6zim

Sekil 4.15 Ornek 4.2 de u ¢oziim vektoriiniin karsilastirmali grafiksel

gosterimi.
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Sekil 4.16 Sekil 4.15’in yakindan goriiniimii.

Sekil 4.17 de, A(x,v,t) fonksiyonu i¢in yaklagik ve kesin ¢oziimlerin grafikleri ¢ = 4 al-

narak karsilagtirmali olarak verilmistir.

T

i

Sekil 4.17 Ornek 4.2 de ) i¢in (a) yaklagik ¢oziim, (b) kesin ¢oziim.
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Sekil 4.17 de gosterilen bu iki ¢oziim, Sekil 4.18 de ayn1 grafikte birlegtirilerek sunulmus-

tur.

Sekil 4.18 Ornek 4.2 de X icin yaklagik ve kesin ¢oziimlerin ayni

grafikte gosterimi.
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Ornek 4.3 Hamiltonian fonksiyonu
H (z,v,t) = —2?,

sagilim cekirdegi

®(z,v,t,8) =xv(s+1t)

ve

F = —(vsin(nz)(2" — 2)(v — 19.5833x + 4.7500tz + 3 (1.0986¢) -+ 3 (4.4931v)
—0.1667t%z + 3 (19.5833x) — 3¢ (4.4931) — 3t (1.0986tv) — 3¢ (4.7500t)
+3' (0.1667t°z) — 1))

olmak tizere Qr = (1,4) x (0,1) x (0,5) bolgesinde (4.16) denklemini (4.17) kosullar

altinda saglayan (u, ) fonksiyonlar ¢iftinin bulunmasy problema.

Problemin kesin ¢oziimiiniin

u(z,v,t) =v(v—1)(t —5)(3" — 1)(2° — 2) sin(x7),

A (z,v,t) = wsin(mz)(20 — 20(3") — 10(2%) — 4t + 10(27)(3") + 4¢(3") + 2¢(2") — 2¢(2")(3"))

oldugu bilinmektedir.
Burada I = 80, J = 75, K = 4 alinarak en fazla 24000 adet ¢rgii noktasinda, u ve A
degerlerinin yaklagik ¢oziimleri hesaplanmigtir.

Sekil 4.19 da, Ornek 4.3 deki A matrisinin yapisim 24000 x 24000 tipinde ticlii blok bant

matris oldugu gosterilmistir.

Sekil 4.19 Ornek 4.3 de A matrisinin yapisl.
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Sekil 4.19’un yakinlagtirilmig goriiniimii Sekil 4.20 de sunulmustur.

Sekil 4.20 Sekil 4.19’un yakindan goriiniimii.

Ornek 4.3 de farkh sayidaki 6rgii noktalar: icin v ve \ fonksiyonlarinin hesaplanan yaklagik
degerlerinde ortaya c¢ikan maksimum ve minimum hata miktarlar1 ve hesaplama siireleri
(izelge 4.3 de gosterilmigtir. Bu ¢izelgede verilen maksimum ve minimum hatalar; «
ve A fonksiyonlarinin bir ¢rgii noktasindaki kesin degeri ile hesaplanan yaklagik degeri

arasindaki farkin mutlak degeri kullanilarak hesaplanmigtir.

Cizelge 4.3 Ornek 4.3 icin hata cizelgesi.

I'=50, J=20,|1=50, J=40,|1=80, J=7175,
K=5 K =5 K=14
Orgii noktalarmin sayisi 5000 10000 24000
Hesaplama stiresi 2406.77s 10565.90s 53439.74s
u i¢in minimum hata 9.16E — 06 9.17E — 06 4.35F — 06
u i¢in maksimum hata 8.323209 8.414764 6.945716
A icin minimum hata 0.001565 5.67E — 06 1.60F — 04
A icin maksimum hata 445.4387 321.2962 236.2767
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Sekil 4.21 de, u fonksiyonu igin yaklagik ve kesin ¢oziimlerin grafikleri ¢ = 3 alinarak

kargilagtirmal olarak sunulmustur.

(a) (b)

\\\\\\\\\\,w,,lll

i

i
\\\\o;n

Sekil 4.21 Ornek 4.3 de u i¢in (a) yaklagik ¢oziim ve (b) kesin ¢oziim.

Sekil 4.22 de, bu iki ¢oziim birlegtirilerek ayni grafik iizerinde gosterilmistir.

Iy akasik gozim
I kesin gozim

Sekil 4.22 Ornek 4.3 de u icin yaklagik ve kesin ¢oziimlerin aym grafikte

gosterimi.
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Sekil 4.23 de, u fonksiyonu i¢in Sekil 4.21 de verilen yaklagik ve kesin ¢oziimlerin kesitsel

grafikleri verilmistir.

Sekil 4.23 Ornek 4.3 de u fonksiyonu icin kesitsel goriiniimii
(a) v, t sabit, (b) z,t sabit.

Sekil 4.24 de, u ¢oziim vektoriiniin tiim bilesenleri karsilagtirmali olarak sunulmustur.

yaKlagik cozim
kesin goziim

Sekil 4.24 Ornek 4.3 de u ¢oziim vektoriiniin karsilastirmali grafiksel

gorintimii.
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Sekil 4.25 Sekil 4.24’iin yakindan goriiniimii.

Sekil 4.26 da, A\ fonksiyonu igin yaklagik ve kesin ¢oziimlerin grafikleri ¢ = 3 alinarak

kargilagtirmali olarak gosterilmistir.

(@) (b)

Sekil 4.26 Ornek 4.3 de X icin (a) yaklagik ¢oziim ve (b) kesin ¢oziim.
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Sekil 4.26 da gosterilen A fonksiyonu i¢in hesaplanan yaklagik ve kesin ¢oziimler, Sekil

4.27 de ayni grafik tizerinde birlegtirilerek sunulmustur.

0 1
[ y aldasik gozim
I fesin gozim

Sekil 4.27 Ornek 4.3 de ) icin yaklasik ve kesin coziimlerin birlikte gosterimi.

Sekil 4.28 de, A ¢oziim vektoriiniin kargilagtirmali grafiksel gosterimi verilmigtir.

@ ‘ . ‘ (b

Sekil 4.28 Ornek 4.3 de ) fonksiyonu igin (a) yaklagik ¢oziim, (b) kesin ¢oziim.
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BOLUM 5

SONUC

Bu ¢alismada ilk olarak, Liouville denklemi i¢in bir ters problemin ¢oziilebilirligi ve sayisal
¢oziimii aragtirilmistir. Sonlu fark metodu kullanilarak bir sayisal ¢oziim yontemi 6neril-
migtir. Bu yontem, ii¢ adet ters problemde test edilerek grafikler ve ¢izelgeler araciligiyla

bilinen gergek ¢oziimler ile kargilagtirilmigtir.

Ikinci olarak, zamana bagl ve sacilim terimi iceren kinetik denklemler icin bazi ters
problemlerin coziilebilirligi ve sayisal ¢oziimleri arastirilmigtir. Sayisal ¢oziim icin sonlu
fark metodu ve yamuk yontemi temel alinarak bir yontem verilmigtir. MATLAB yazilimi
kullanilarak ii¢ adet ters problem bu yontem ile ¢coziilmiigtiir. Bu ters problemlerin bilinen
kesin ¢oziimleri ile yaklagik ¢oziimleri grafikler ve cizelgeler yardimiyla karsilagtirilmigtir.
Elde edilen yaklagik c¢oziimlerin, kesin c¢oziimlere kabul edilebilir derecede yakin oldugu

goriilmiigtiir.

Ayrica bu tez ¢alismasi igerisinde ters problemler teorisinin bazi uygulamalarina yer ve-

rilmig, bu kapsamda goriintiileme teknikleri ayrintili olarak tartigilmigtir.
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