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OZET

ZAMANA GORE GECIiKMELI PSEUDO-PARABOLIK DENKLEM iCiN
KARARLILIK ESITSIZLIKLERI VE NUMERIK COZUMLER

Seda CATI TURK
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. ilhame AMIRALI
Eyliil 2020, 43 sayfa

Bu calismada pseudo-parabolik ve gecikmeli pseudo-parabolik denklemler icin
baglangic-sinir deger problemleri ele alinmistir. Ele alinan problemler i¢in baglangic
ve sag taraf fonksiyonlarina gore kararlilik esitsizlikleri elde edilmistir. Daha sonra s6z
konusu problemlerin niimerik ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in yiiksek mertebeden sonlu fark
metotlar1 incelenmis ve enerji esitsizlikleri teknigi kullanilarak hata degerlendirmeleri elde
edilmigtir. Teorik sonuglar1 destekleyen niimerik sonuclar verilmistir.

Anahtar sozciikler: Fark semasi, Hata esitsizligi, Kararlilik esitsizligi, Pseudo-parabolik
denklem.
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ABSTRACT

STABILITY INEQUALITIES AND THEIR NUMERICAL SOLUTIONS FOR
PSEUDO-PARABOLIC EQUATIONS CONTAINING TIME-DELAY

Seda CATI TURK
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ilhame AMIRALI
September 2020, 43 pages

This study deals with the initial boundary value problems for pseudo-parabolic and delay
pseudo-parabolic equations. Stability inequalities in initial and right-side functions for
the considered problems are obtained. Further, for the finding numerical solutions of
handling problems, high order finite difference methods are studied and error estimates
were obtained by using the energy inequalities technique. Numerical results are given to
support the theoretical results.

Keywords: Difference scheme, Error estimate, Pseudo-parabolic equation, Stability
inequality.
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1. GIRIS

0=Q0x[0,T; Q=1[01, Q=Qx (0,T], Q= (0,/) arahgindaki gecikmeli

pseudo-parabolik baglangic-sinir deger problemini ele alalim:

t) o208 i 24D Lyt
+d(t)u(x,t —r)+ f(x,1),(x,t) € Q, (1.1)
u(,t) = 0 (x,1), (6,1) € B x [~1,0], (12)
w(0,8) = u(l,r) = 0,1 € (0,T], (1.3)

burada r > 0 gecikme parametresi, a > a > 0, b, ¢, d, f ve ¢ belirtilen regiilerlik

kosullarini saglayan foksiyonlardir.

(1.1)-(1.3) denklemlerine Sobolev denklemi veya pseudo-parabolik denklem denir.
Bu denklemler sadece standart parabolik denklemlerin bir genellemesi oldugu
icin degil, dogada c¢ok cesitli uygulamalarda karsimiza c¢iktiklari icin de ilgi
cekicidirler. Pseudo-parabolik denklemlerle matematik ve fizigin bircok alaninda,
ornegin; termodinamik sicaklik ve iletken sicaklik igceren 1s1 iletimi, gézenekli ortam
akiglari, catlamis kayalardaki homojen sivi akisi, topraktaki nem tasima problemlerinde
vs. karsilagilmaktadir [1]-[5]. Pseudo-parabolik denklemler incelenirken cesitli fark
semalar1 ortaya konmustur [6]-[13]. Ornegin, [8]’de smir katlarina sahip lineer
pseudo-parabolik denklemler i¢in baslangic-sinir deger problemi incelenmistir. Calismada
uygun eksponansiyel fark semas1 gelistirilmis ve onlarin ayrik enerji degerlendirmeleri
elde edilmistir. Fark semasi, eksponansiyel baz fonksiyonlari, agirlik fonksiyonu ve
kalan terimleri integral seklinde olan interpolasyon kuadratiir formiilleri kullanilarak
integral 6zdeslikleri metoduyla kurulmustur. [12]’de pseudo-parabolik Burger denkleminin
¢Ozlimii icin parcali, lineer sonlu elemanlar metodu kullanilarak zamana goére agik
ve kapali diskretizasyon semalar1 olusturulmustur. [7]’de ekstrapolasyon katsayili

Crank-Nicolson-Galerkin yaklasimi, lineer olmayan pseudo-parabolik denklemlerin ii¢

1



durumu i¢in, Galerkin metodunun her adiminda karsilasilan farkli lineer cebirsel denklem
sistemlerini ¢6zmek icin kullanilan uygun eslenik gradyan iterasyon yontemi yardimiyla
incelenmigtir. [9]’da yazarlar konveksiyon baskin terimli lineer Sobolev denklemleri i¢in
sonlu fark akis ¢izgisi difiizyon metodunun genisletmesini kullanarak, yapay difiizyon
parametresine bagli iki fark semasi sunmuslardir. Bu semalardan her biri iteratif
prosediirden elde edilebilen tek ¢oziime sahiptir. [13]’de pseudo-parabolik denklemler
icin tek (bir) boyutlu baslangi¢c-sinir deger problemi incelenmigstir. Yazarlar, Shishkin
sebekesinde zaman degiskenine gore kapali semay1 ve diizgiin sebekede uzay degiskenine
gore sonlu fark diskretizasyonunu birlestiren niimerik metod (yontem) gelistirmiglerdir.

[14]-[16]’da pseudo-parabolik denklemlerin varlik ve tekligi tartigilmistr.

Yukarida bahsettigimiz calismalar gecikme terimi bulunmayan pseudo-parabolik
denklemlerle ilgiliydi. Gecikme parametresi bulunduran pseudo-parabolik denklemler de

bircok yazar tarafindan ele alinmistir [17].

Gecikmeli kismi diferansiyel denklemler, niifus artig1, biyoloji, kontrol teorisi, mekanik ve
diger miihendislik alanlarinda karsimiza ¢ikmaktadir. [18]-[19]’da gecikme terimlerinin
sadece kesin ¢oziimlerin dinamik oOzellikleri lizerinde biiyiik etkisinin olmadigi, aym
zamanda analitik ¢coziimleri bulmada da zorluk olusturdugu gériilebilmektedir. Bu, teorik
caligmalarin bazi eksikliklerinin giderilmesi i¢in gecikmeli kismi diferansiyel denklemlerin
niimerik olarak c¢oziilebilmesini saglayan cok iyi niimerik algoritmalarin bulunmasi

calismalarina yardimci olmaktadir [20]-[22].

Gecikmeli kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleriyle ilgili bir¢ok calisma
vardir.  Gecikmeli pseudo-parabolik denklemlerin varlik-tekligi ve uygulamalar:
[23]-[24] de ele alinmugtir. [25]’de tek boyutlu gecikmeli pseudo-parabolik baslangi¢-sinir
deger probleminin coziimii i¢in dordiincii mertebeden diferansiyel fark semasi
sunularak hata degerlendirmesi elde edilmistir. Ayrica ortaya ¢ikan diferansiyel fark
probleminin realizasyonu icin dordiincii mertebeden diizgiinliige sahip Runge-Kutta
metodu kullamilmustir. [26]’da yazarlar quasilineer gecikmeli pseudo-parabolik denklemler
icin agik sonlu fark metodu sunarak, tamamen ayrik semanin kesin kararli ve uzay
degiskenine gore ikinci, zaman degiskenine gore birinci mertebeden yakinsak oldugunu

ispatlamiglardir.



Bu tez caligmasinda, zamana gore gecikmeli pseudo-parabolik denklemler i¢in tek boyutlu
baglangi¢-sinir deger problemini incelenerek, bu problem icin kararlilik esitsizlikleri elde

edilmistir.

Bu calismanin amaci, katsayilar uzay degiskeninden bagimsizken verilen problemin
yaklagimi icin yiiksek mertebeden fark metodu gelistirmektir. Enerji esitsizlikleri metodu
ve gecikme terimli Gronwall esitsizliginin fark benzeri kullanilarak tamamen ayrik semanin
uzaya gore dordiincii, zamana gore de ikinci mertebeden yakinsak oldugu gosterilmistir.

Teori niimerik orneklerle dogrulanmustir.

Tez alti boliimden olugsmaktadir. Birinci bolimde konu ile ilgili literatiir bilgisine
yer verilmistir. Ikinci boliimde tez calismasinda kullanilan genel bilgiler verilmistir.

Caligsmanin iiciincii boliimiinde

du du 0%u
E—a(t)m:b(I)W+c(t)u+f(x,t), (x,1)eQ, O0<x<l, 0<t<T,

u(x,0) = ¢ (x),

u(0,0) =u(l,t) =0, r€l[0,T], a(t)>o>0

pseudo-parabolik denklemi i¢in O = Q x [0,T]; Q =[0,{], 0 =Q x (0,T], Q = (0,1)
aralifinda taniml baslangi¢-sinir deger problemi ele alinmig ve problemin ¢6ziimii icin
bir degerlendirme elde edilerek niimerik sonuglar verilmistir. Dordiincii boliimde Q =

Qx[0,T]; Q=[0,1], 0=Qx(0,T], Q= (0,!) arahiinda verilmis

du(x,1) Pu(x,r)  9*u(xr)
o e =50

+c(t)u(x,t)+d(t)u(x,t —r)+ f(x,1),(x,1) € Q,

u(x,t) = ¢(x,1),(x,t) € Qx [-r,0],
u(0,7) =u(l,t) =0,t € (0,T]

(burada r > 0 gecikme parametresi, a > a >0, b, ¢, d, f ve ¢ verilmis yeterince
diizgiin fonksiyonlardir) gecikmeli pseudo-parabolik denklem icin baslangic-sinir deger
problemi ele alinmigtir. Problemin ¢oziimil i¢in yiiksek mertebeden sonlu fark teknigi

uygulanarak, teori niimerik sonuclarla desteklenmistir.



Besinci boliimde

du (x,1) Pu(x,r)

ot _a() Jrox2 (t) 02 C(I)T+d(t)u(xat)+f(xat)7 ()C,I)GQ,

(burada r > 0 gecikmeli parametresi a > o > 0, b, ¢, d, f ve ¢ belirtilen regiilerlik
kosullarini saglayan fonksiyonlardir) lineer pseudo-parabolik denklem i¢in baslangi¢-sinir
deger problemi incelenmistir. Enerji esitsizlikleri metodu kullanilarak verilen problem i¢in
kararlilik elde edilmis ve uygun ornekler verilmistir. Altinc1 boliimde ise tez ¢alismasinda

yararlanilan kaynaklar verilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. TANIMLAR
Diferansiyel Denklemler

Fen bilimleri ve miihendislikte, bircok olayin agiklanmasina yardimci olmak {iizere,
matematiksel formiiller veya matematiksel modeller gelistirili. Bu modeller, bir
bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun bazi tiirevlerini i¢eren bir denklem olarak ortaya

cikar. Boyle denkleme diferansiyel denklem denir [27].
Adi Diferansiyel Denklem

Bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon yalniz bir bagimsiz degiskene bagl ise

bu denkleme adi diferansiyel denklem denir.
Kismi Diferansiyel Denklem

Eger diferansiyel denklem bir tek bagimli degiskenin iki veya daha fazla sayida bagimsiz
degisken cinsinden tiirevlerini iceriyorsa bu diferansiyel denkleme kismi diferansiyel

denklem denir.
Parabolik, Hiperbolik, Eliptik Denklemler
Ikinci mertebeden lineer denklem
A(x,Y)zex + B(x,y)zxy + C(x,¥)zyy + H (X, 9,2, 20, 2y) = 0 (2.1)

seklindedir. Burada A, B, C € D?*[D]’ dir. Diger yandan

A(x,y) = [B(x7y>]2 —4A<X,y)C(X,y>



olsun. O halde (2.1) denklemi

A(x,y) >0
ise hiperbolik,

Alx,y) =0
ise parabolik,

A(x,y) <0

ise eliptik tiptendir denir.
Lineer Denklem

an(X)Y + a1 ()Y + . a (x)y' +ao(x)y = b(x)

seklindeki denkleme n. mertebeden lineer denklem denir. b(x) = 0 ise denkleme homojen

lineer denklem denir.
Baslangi¢ ve Simir Deger Problemi

Eger bir diferansiyel denklemde sartlar, bagimsiz de8iskenin sadece bir tek degeri icin
fonksiyonun kendisinin ve bazi tiirev degerlerinin verilmesi seklinde ise, baslangi¢ sartlari,
bagimsiz degiskenin sec¢ilmis birden fazla degeri icin fonksiyonun ya da tiirevlerinin
degerlerinin verilmesi seklinde ise, sinir sartlar1 olarak adlandirilir. Bir diferansiyel
denklemin baglangi¢ sartlarina uygun ¢oziimiiniin bulunmasi problemine baslangi¢c-deger

problemi, sinir sartlarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasina ise sinir-deger problemi denir.
Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu
Diizgiin Sebeke

[0,/] araliginda tanimlanan diizgiin sebeke
_ o [
o, = {x,' =ih,i=0,1,2,....N;h = —}
N

seklindedir. Burada i sebeke adimi, x;-sebeke diigiimii, y = y; = y(x;), @j,’da tanimhi

sebeke fonksiyonudur.



Diizgiin Olmayan Sebeke

oy, [0,/] taniml1 herhangi bir diizgiin olmayan sebeke

@N={0=<X1 <XQ<...<XN,1<XNZZ}

ve @y = @y U{x =0} olsun. Her i > 1 i¢in h; = x; — x;_| sebeke adimudur.

Fark Tiirevleri

[0,/] araliginda tanimli u(x) fonksiyonun diizgiin sebeke icin fark tiirevleri asagidaki

gibidir[28]:

1. uye; = "= u(x) fonksiyonunun x; noktasindaki ileri fark tiirevi,

2. uz;=“="L; u(x) fonksiyonunun x; noktasindaki geri fark tiirevi,

3. Uy, = S UL u(x) fonksiyonunun x; noktasindaki merkezi fark tiirevi,

4. Uz = u""’;ux’i = Uil 72}l'§i+”i‘1 ; u(x) fonksiyonunun x; noktasindaki ikinci

mertebeden merkezi fark tiirevi.
Ayrik Maksimum Norm

l
d)h: {xl:lh7l:0,172,.,N;h: _}
N

sebekesinde tanimli ayrik maksimum norm

0,0 = ||y||c(6,,) = max [y(x;)|

Yo = 1] 0<i<N

seklindedir.
Siirekli Maksimum Norm

[0,/] araligindaki siirekli maksimum norm

lelloo = llteleo,o. = lltllco. = max fue(x)]



seklindedir.
Oklid normu

x = (x1,X2,...,X,) € R" vektorii igin Oklid norm

1

n 2
2
x> = (Z)@) :
i=1

Ly-i¢ carpimu ve ||u,v|| € L»(0,1) i¢in

ve 1
' 1
el = ( [ e )
0
seklindedir.
Diizgiin Yakinsakhk
u(x) diferansiyel problemin ¢6ziimii, y; uygun fark probleminin ¢dziimii, ||.|| da belli bir

sebeke normu olsun. Eger /#’dan bagimsiz bir C sabiti i¢in

ly—ull <Ch", p>0

seklinde bir esitsizlik s6z konusu ise, bu durumda yaklasik ¢oziim kesin ¢oziime O(h?)

hiziyla yakinsaktir denir.

Kararhhk
Lineer

Lu=f(x),x€eG (2.2)
denkleminin

lu=pu(x), xel (2.3)



sartin1 saglayan ¢oziimiinii bulalim. Burada f(x), u(x) belirli fonksiyonlar, / diferansiyel
operatordiir.

G=GuUr

bolgesinde herhangi bir

Wy = O U Y,

sebekesinin olusturuldugu varsayalim. (2.2)-(2.3) problemine karsilik gelen fark problemi
Lpy = @n, x €y (2.4)

Iny=2Xn, x€W (2.5)

seklindedir. Bu problemin belli sinirlardan olan her bir ¢y, x; baslangi¢ veri fonksiyonlari
ve yeteri kadar kii¢iik 2 < hg i¢in bir tek ¢oziime sahip oldugunu varsayalim. (2.2)-(2.3)
probleminin baslangi¢ veri fonksiyonlar1 ¢y, ), olan ¢oziimii y ile belirlensin. Yeteri kadar
kiigtik £ i¢in

15 =yllt = Cill@n — @ull2+ Call Zn — 2ll3

esitsizligi varsa, yani (2.4)-(2.5) varsa fark semas1 sag tarafa ve sinir sartina gore kararlidir
denir. Kararlilik, fark semasinin ¢oziimiiniin baglangi¢ veri fonksiyonlarina siirekli sekilde

bagl oldugunu, hem de bu baghligin /’a gore diizgiin oldugunu ifade eder.
Kuadratiir Formiilleri

Fark semalarinin kurulmasinda ve incelemesinde asagidaki kuadratiir formiilleri

kullanilacaktir [29] .
b b b
[ pseoar=| [ pwias| (0r(®) + (1= orrt@)-+slas] [ (x4 ptar-Ri()
burada o reel parametre, p(x) € Cla, b] agirlik fonksiyonu, f belirli bir fonksiyondur.
b b
Rilf) = [ pdx [ /(K1 E)E, fEC, n=1rera2 26

K(x,8) =T(x=§) —(b—a) ' (x—a)(b—§)’, s=0,1

A =ob+(1-0)a, fla,b] = (f(b) - f(a))/(b—a)



T(A)=2°/sl, 2>0; T,(A)=0, A<0

b

b
/p<x>f’<x>dx fla.b) / P+ Ry(f),

a

R (f) / dx/ (& EYdE, felC", n=1veya2 (2.7)

R:(f) / x)dx / (& x)dé, fecC? (2.8)

(2.7)-(2.8) formiillerinde ayni K(x, &) fonksiyonunun bulundugunu belirtelim.
Ayrica

KO(“?&) :Ko(b7é) =0,

Ki(a,&) =K;(b,E) =Ki(x,a) = K (x,b) =0,
Kl(‘xﬂé) :K1(€7x)7
d

JEKIE) = Ko 8). 3K (8) = —Ko(E.)

oldugu kolayca goriilebilir.

Bazi uygulamalarda (2.6) formiilii, sag tarafindaki ikinci terime kalan terimin dahil edilmis

asagidaki sekliyle kullanilmaktadir:

[ rerwas= [ s (or0)+(1-0)s@}+ &),

burada

RAfwszJiébQ—w“Upuﬁ+RAf>

n = 0 durumu i¢in R,(f) kalan terimi, daha kisa sekilde asagidaki gibi yazilabilir:

/dw /f' ) [To(x— &) — o] dE.

Ayrican =0, p(x)=1ig¢in

n=[rep-t-ob-aa

10



Rar) = -a (3-0) et + [ [=00 - Lo gyio-a] o' erae

ve
durumu i¢in

yazilabilmektedir.

burada

R,= [ D) / " D (E)K (3, E)dE +nf () / (x—x)pla)dx

a

a

= [ oo [ 1 @R; (5, ) 4 nslad] [ (e x)plyd, n =0,
Ki(6,6) = (x—&)" | To(x — &) ~ Tp(x(@) - €)
Ri(x,&) = K; (0,8) —n (x—x()) Ko (.2

oldugundan

R, =T,(x—&)—T, <x(6) —é) —nb—a) Y (b—E)" <x(6) —x)

olur. Asimptotik degerlendirmelerin bulunmasinda bazen asagidaki diferansiyelleme

formiiliinden yararlanilir:

(0]

g’(X)Zg(ao;an)—/ao Ko(&,x)g"(E)dE, g€C? ap<x<oy.

11



Klasik Fark Semasi

Lineer problem icin fark semasi bir lineer cebirsel denklem sistemidir.

Herhangi bir fark probleminin uygulanmasinda asagidaki asamalar s6z konusu oluyor:

1. Fark semasinin kurulmasi,
Ele alinan problemin ¢dziimiiniin varlig1 ve tekligi,
Fark semasinin kararliligi,

Fark probleminin yakinsaklig1 ve yakinsama hizinin belirlenmesi,

A

Fark problemi i¢in uygun bir realizasyon algoritmasinin belirlenmesi.

Fark semasinin 6nemli 6zelliklerinden biri diferansiyel problemin sagladig1 6zelliklerin

ayrik benzerini saglamasidir.
Sonlu Fark Yontemleri

Diferansiyel denklemlerin sonlu farklar metodu ile ¢oziimiinde klasik fark semalarinin
diizgiin sebekedeki uygulanmasi kapali bolgede kesin ¢oziimiin belli tiirevlerinin sinirh
olmasini gerektirir. Fakat asagida belirtilen drnekler dahil, bazi1 durumlarda birinci tiirevler
bile genelde sinirli olmayabilir. Bu nedenle de klasik fark semalarinin diizgiin sebekede
uygulanig ya kararsiz ya da raksak olabilir. Verilen bir diferansiyel problemde tiirevlerin
belli bir yolla fark problemine doniistiiriilmesi sonucu elde edilen metoda sonlu fark

metodu denir.
Euler Semasi

Birinci mertebeden

eu' + fx,u) =0, 0<x<I
u(0)=A

baglangic-deger problemi icin klasik fark semalarini ele alalim.

Burada u(x) ¢6ziim, f(x,u) verilen fonksiyon, A sabit ve % >a>0.

12



Acik Euler Semasi

SW + f(xi,5i) =0, i=0,1,..,N—1
yo=A

seklindedir.

Burada y;, x; diigiim noktalarindaki yaklasik ¢oziimdiir. Bu semanin kapali aralikta
yakinsak olabilmesi i¢in |u”(x)| < C olmalidir. Fakat biz, kapali aralikta birinci tiirevlerin

bile sinirsiz oldugunu biliyoruz.

Kapal Euler Semasi

seklindedir. Bu her bir 7 i¢in bir nonlineer skaler denklemdir ve nonlineer esitlikler i¢in
uygun algoritma uygulanarak ¢oziilebilir. Bu sema mutlak kararhidir, fakat yakinsak
degildir. Yakinsak olmasi i¢in semanin kararli ve kalan teriminin sifira gitmesi

gerekmektedir.

Cranck-Nicolson Semasi

v 1 .
gyl%ﬂLi[f(X,yz')Jrf(Xi—l,yz'—l)] =0, i=0,1,.,N
seklindedir.

Bu semanin hatasi daha az, kararlilik performansi ve kesinligi daha yiiksektir.

Ustel Katsayih Fark Semalari

13



baglangi¢-deger problemine karsilik kurulan

LNyizseiyi_yj_1 +aiyi:fi7 l:177N
pa; h
0~ =, — —
T i—exp(—pa) P e

fark semas kiiciik parametreye gore diizgiin yakinsak semadir. Yaklagim hatas1 R; (Lu; +

Ri = fi)
Ro= ' [ o) —als) b+ 2707 [ 1700 - f ()] i)

seklindedir. Burada baz fonksiyonlari

seklindedir. Hata degerlendirmesi i¢in
[y — ull < Ch
esitsizligi dogrudur.
Gronwall Esitsizligi
Verilmis siirekli p(¢) fonksiyonu i¢in v(z) fonksiyonu
t
v(t) < C+/0 p(s)v(s)ds, p(t) >0, C=sbt

esitsizligini saglasin. Bu durumda

v(t) < Celorls)ds

olur.
v(t) <g(t)+ Oth(r)v(r)d‘c

14



(burada g(t) ve h(t) > 0 siirekli) ise, bu durumda

t t
W0 < 80+ [ @@l by

0

olur. Ayrica eger g(¢) azalmayan ise
V(1) < g(e)eld e
olur.
u-esitsizligi
Y
|ab|§ua +mb, u > 0.

Ortalama Deger Teoremi

f(x) ve g(x) fonksiyonlari [a, b] arali§inda siirekli ve g(x) bu aralikta pozitif ise bu durumda

b b
[ )80 = 1) [

olacak bigimde bir ¢ € [a, b] noktasi1 vardir.
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3. PSEUDO-PARABOLIK BASLANGIC-SINIR DEGER PROBLEMI
ICIN KARARLILIK ESITSIZLIKLERI

3 2
%—a(r)%:b(t)%-l-c(t)u-i-f(x,t), (x,1)€Q, O0<x<lI, 0<t<T, (3.1
u(x,0) = ¢(x), (3.2)

u(0,60) =u(l,t) =0, rel[0,T], a(t)>o>0 (3.3)

pseudo-parabolik denklemi i¢in Q = Q x [0,T]; Q=10,l], Q=Qx (0,T], Q= (0,])
aralifinda tamimhi baglangic-sinir deger problemini ele alalim ve bu problemin ¢6ziimii icin
bir degerlendirme elde edelim (burada r > 0 gecikmeli parametresi,a > @ >0, b, c, d, f

ve ¢ belirtilen regiilerlik kosullarini saglayan yeterince diizgiin foksiyonlardir).

Teorem 3.1. a, b, ¢ €C[0,T], f € C(Q) ve ¢ € C'(Q) olsun (3.1)-(3.3) baglangi¢-simr

deger probleminin ¢oziimii i¢in asagidaki degerlendirmeler dogrudur:

dul|? r
alul+ ||| =2 (a0l + 1072+ 207 [ Pas) e G

burada ¢y = T max(4¢%,2b%).

Ispat. Asagidaki 6zdeslikle baglayalim:

du du (1) I’u du = b(t) 8_2”@
ot ot ) N\ G ar ) T ox2’ ot

+c(r) (u,%) + (f(z),%) . (3.5)

Her bir terim i¢in

ou du _oul?

ot’adt ) || at]l’
Pu du\ ([ Pu Pu\ | Pu]’
0t9x2’ 9t )\ dtdx’ dtdx) || dtdx| ’
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0%u du du 9%u 02u b2(1) || dul|?
s — i < -~
‘b<t)<8x2’8t)‘ ’b(’)(ax’atax)‘—“l‘ dgrox|| " aw | ox
et (5 )| < H O
ve )
du du | )
0.5 <] 5|+ 0
ifadelerini yazabiliriz. Bu ifadeleri (3.5)’de yerine koyarsak
dul|? 0%u PA(1)[|ul]® () L
1—u — —
(== |51+ a0 |5 < 52 G+ S+ i
elde ederiz.
Bu esitsizlikte p) = §, pp = 3 = % secilirse
1| dul|? 2u ||* B[ oull* L. s )
R e I = R (.6

olur, burada b = max |b(t)| , ¢ = r[na>]< |c()]. (3.6) denklemini diizenlendiginde
0.7

[0.7]
al/i 2 azu 2 BZ al/l 2 ) 2 2
5] ol g < 5] +2etue+2usn 6

elde edilir. (3.7) esitsizliginin (0,¢) aralifinda integralini alip

t
O)+/g'sds
0

ozdesligi ve

(a+b)?* < 24> +2b*
esitsizligini kullanirsak

2

£1) <282(0)+2 ( | tg’(s)ds)

olur.
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Burada da

(/baf(X)g(X)dx)z < /bafz(x)dx/bagz(x)dx

esitsizligini kullanirsak,

1 2 1 1
0 <200 +2( [ ¢0as) <2200+ [[1¢6)as <2820 +27 [ I (5)Pas

buluruz. )
H| du 1 s 1o
2 ods > — _
L5 s = 5P =19l
ve ) )
t 9%u 1 ||du 1
A ds> o= =z l91”
o ||dtdx 2T || dx T

esitsizliklerini (3.7)’de yerine yazalim:

du

ox

1
20T

B
“ul
a Jo

Bu ifadeyi 2T ile carparsak,

2
1 2 Lo, 10 —z/t 2

i <- — 2 d
P+ < Z 01+ 191 +2¢ [ fulPds

u

2 t
— || ds+2 2ds.
el ds+2 [ iriPas

2 al/l 2 2 t 2 —2 ! al/l 2
allul2+ | 2\ <sare [ up+215 [ |24 +4
dx 0 0]d

esitsizligini elde ederiz. Burada

t
A=20ll9|P+2]'|P+4aT [ |1f|ds.

du
30) = alul?+ | 5

olsun. O halde
t
5(1) < A+co / 5(s)ds.
0

Gronwall esitsizligine gore

§(r) < Aeo'
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olur. Buradan (3.4)’iin dogrulugu kolayca goriiliir. [

3.1. ORNEK
du , du _,0%u :
$—<1+t) 8tax2:e W—FZ‘M—{—ISIHEX, O<t<1, O0<x<1

u(x,0) = sinmx
u(0,6) =u(l,t) =0

baglangic-sinir deger problemi icin bir degerlendirme elde edelim.

Coziim. Burada o = 1, ¢(x) = sinzx, ¢'(x) = mwcosmx. Bu denklemin kesin ¢oziimii

f(x,t) =t sinwx seklindedir.

Ayricab(t)=e ', c(t)=t,b=1,¢c=1, T =1, co = max(4,2) = 4.

Asagidakileri yazabiliriz:

! I'] —cos2m 1
||¢||2=/ sinznxdx:/ de:_7
0 0 2 2

2

Il 2
o'lp = [ =T
0 2 2

1 1 pl 1
[ upipar= [ [ s mxzar =
0 0 Jo 6

Bu ifadeleri (3.4) denkleminde yerine yazarsak

2 2
du §2(l+n——|—l>e4t:<ﬂ:2+§)€4t, Ogtgl

ox

2
lul?+ . :

elde ederiz.
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4. GECIKME TERIMI ICEREN PSEUDO-PARABOLIK
DENKLEMLER iCIN YUOKSEK MERTEBEDEN SONLU FARK
METODU

Bu boliimde 0 = Q x [0,T]; Q=10,1], Q =Qx (0,T], Q= (0,]) bolgesinde tanimli
asagidaki gecikmeli pseudo-parabolik diferansiyel denklem i¢in baglangic-sinir deger

probleminin yiiksek mertebeden sonlu fark metoduyla ¢oziimiinii ele aldik:

200 )20 i P | ey
+d(t)u(x,t —r)+ f(x,1), (x,1) € O, 4.1)
u(,t) = (6,0), (x.1) € B x [-1,0], 2)
u(0,7) =u(l,t) =0, 1 € (0,7T], 4.3)

burada r > 0 gecikme parametresi, a > o > 0, b, ¢, d, f ve ¢ belirtilen regiilerlik

kosullarini saglayan yeterince diizgiin foksiyonlardir.

du du d3u du 0%u du u
(505) a0 (575 ) =00 (5351 ) e (57
P P)
+d(r) <u(x,t - r),a—?) + <f,a—?> (4.4)
83
< 8t8x2 ’at> _Hatax

0%u du o du d%u
ox2’ ot ) \ox dtdx

0zdesliginde

ve

olarak diizenleyelim.



olsun. u- esitsizligi kullanilirsa,

du d%u Pull” 1 e
‘b@ (a’azax> SH5x tan |5
du ul|? 1
() (50 )| < b |1 | + PP

1

——(d")? ||ulx,t — r)|?,
4#3( )™ [lu( )|

) (utra =0, )| < oul

ot
u

au 2 1 2
n +m”f“

elde edilir. (4.4)’den

u|? 2%u 2 2%u 4

1 oloul]? oul)?
— %G I it
‘8t +“(’)latax SH x| tam |5 TR e
el |2 @ et — |2 e
AU, | Fn 4us 4 Hallar 4y ’
dull? % || 1 dull?
1— . . . on 2| I
( Hr — U3 “4) at —|—<(1(t) ‘Ll,l) dtox = 4‘Ll,] (b ) Ox
e e A _
+4u( )7 [l +4u( P ule,t =) i ||fH
yazabiliriz.
o 1
alt) <o, =, fotistia<l, ===
secelim:
L][du|® | o] 9% 29”2 )2 2 2
Z'E 3Rl S 2@ (35l € ll® (@) luCxr = )P+ LA

Herhangi bir tiirevlenebilir v(¢) fonksiyonu i¢in

t
:v0)—|—/v'sds
0
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esitligini yazabiliriz. Her iki tarafin karesini alirsak,
t 2 t t
()2 < 202(0) +2 < / v'(s)ds) <2:2(0)+2 / W (s)2ds < 202(0) 42T / WV (s)ds,
0 0 0
esitsizligini elde ederiz. Integral icin Cauchy esitsizligini uygularsak,

1

[ W ©Rds = )P~ £ )P

elde ederiz. Boylece

1| Qu? 0%u Ualloul® ey e 2 2 2
o e IR P B e e IR R e O e
1 w zaauz_a 20|
—T””” ar 19 g ol ~2r | ox

<507, |

esitsizligini yazabiliriz. Buradan

ds+ /||u|] ds+ (d*) /|| =)l ds+/ If |12 ds

du|?

5(1) = g P + || 2

Y

4T

<c0+/ c10(s)+c26(s—r))ds,

29

5(1) < 7

lol* + 5= 2+ (/0[ (613(S)+625(s—r))dS) +/Ol\|f||2ds (4.5)

- 4T 2T
olur. Burada

€0 ||

do |’
2l [iipas,

2T *\2 *\2
c1 :max{?(b )=, 8T (") },
¢y = 8T (d*)%.

Ayrica eger g(t) azalmayan ise

v(t) < g(t)eloh()ds (4.6)
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olur. (4.5)-(4.6)’dan

t t ¢ ,
6(t> §C0+/ CzS(S—r)ds—}—/ |:C0—}—/ C26(T—r)d'f:| Cle"fcldsdf’

t t
o(t) < (co + cz/ O(s— r)ds> 177 < oot 4 czeclT/ O(s—r)ds
0 0

elde ederiz. s —r = 1 dersek, ds = dn olur. Buradan

t—r

5(t)§coeclT—l—czeC1T/ 5(n)dn, 1<r,

—r
0
5(t) < coe'T —|—czeC'T/

t—r
[ s(mdn +eet” [ s(myan

elde edilir.

t—r t
czeclT/O o(n)dn SczeclT/O o(n)dn

oldugu bilindiginden
t
5(t) < & +cze“1T/ 8(n)dn (4.7)
0

2
)dn.

yazilabilir. Burada

P

ox

01 a
— C]T C]T 2
& = coc' T 2T [ <—4T oI+

(4.7)’de Gronwall esitsizligi kullanilirsa,
(1) < doexp(caexp(ciT)t)

bulunur. Bu da teoremin dogrulugunu kanutlar.

23



4.1. DISKRETIZASYON VE SEBEKE
4.1.1. Notasyon

0 = Wy X Wy, olmak iizere asagidaki sebekeleri tanimlayalim:
oy ={xij=ihi=1,2,...N—1,h=1/N},

oy+ = oyU{xy =1}, @y = oyU{xo=0,xy =1},
oy, = {tj=jt, j=1,2,...No, T=T/No=r/ny},
O, = oy, U{to =0}, @ = @y x @y,
Wy = {tj =jt, j=1,2,...n9, T= r/no},
@, = {tj = jt, j= —ng,...,0, T= r/no}.

@ sebekesinde herhangi bir vlj sebeke fonksiyonu icin asagidaki fark tiirevlerini ve

gosterimleri tamimlayalim:

i AN B | Jj_ il
oo Vi = Vi1 o= Vigp =2V FVi i v =V
i T 0 Ve T 2 v Vii T T
- . - , -
; I NV (0.5)) v v 0.5 T
V] i i 1 v J __ 7 i V] . _V(X't'——)
i 2 > Vi - 2 ) - Lsh) 2/

v; ve w; sebeke fonksiyonlari i¢in asagidaki i¢ carpim ve normu tanimlayalim:

N-1
(vw)= Y hviwi, [V = (nv), (vo="0,ux =0).
i=1

4.2. FARK SEMASI

Fark semasim olusturmak icin, herhangi bir g (x) € C® (Q) i¢cin gegerli olan asagidaki

esitligi kullanacagiz:

1
0 8" (xiz1) + 108" (x;) + 8" (xi—1)] = gz + R, (4.8)
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burada

oldugundan

esitliginin kalan terimin ifadesi oldugu goriilmektedir.

(4.1)’de x = x; yazilirsa ve (4.8) formiilii kullanilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

11—2 (4.1 (8) + 10u(0) + iy ()] — a(t)uzy (1) = b(t)usr (1)

4_%[%“(0 4+ 10u; () +ui_1 (1)] + %[“iﬂ(t =)
+10ui(t — 1)+ uimg (= ]+ Fi)) + RO (1), i=1,2,.N 1, 9

burada
() = 25 i O+ 10£(0) + fi-1 (1),

h* dTu(&t) h* %u(&,t)

Oy _ o B K (i)
R0 =alt) 540 3r0x0 (330 a6 & € Wimninn).
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Asagidaki ifadeler dikkate alinirsa

L, / / / n /
5 (i1 (1) +10ui(0) + iy ()] = (1) + 0t ()
c 2
%[um( 1)+ 10u; (1) +ui—1 ()] = c(r)ui(t) + %C(l)”fxvf@’
2
dl(;) (i1 (t — 1)+ 10u;(t — 1) + i1 (t — )] = d(t)u;i(t — r) + Ifzd( Dtz i(1
(4.9) esitligi

h? h?
u

2
+d(t)il—2ugx,,~(t—r)—l—fi(t)—l—Rl(O)(t),i: 1.2, N—1, 1€(0,T]

seklinde yazabiliriz. (4.10)’dat =t; o5 =t; — 5 olsun:
h? h?

u;(tj—os) — (altj—os) — E)”;Zx,i(tj—o.S) = (b(tj—0.5) +C(tj—0.5)ﬁ

+c(tj—0.5)ui(tj—0.5) +d(tj—o05)ui(tj—0s5—r)
hZ
+ d(tij.S)E

Asagidaki esitlikler dogrudur:

2 %u(a )
ui(tj-o.5) = u; — 24—8t3] ,

, 2 °uE!V n?)
”;Zx,i(tj—O.S) = Upgvi — 2% 0139x2 ’

. . 4
u{ —|—u{ Lo 82u,~(xi,1‘lj(~ ))
alios) =T g g

w+ul) 2t )

Usr,i(tj—0.5) = ) ) 01202 ’
. . _ _ 1
wl " ulT b2 32”(?61‘;77](‘ ))
ui(tj—O.S_r): D) _§ 12 )

26

urei(ti0s—r) + 7 +RY i=1,2, ,N=1, j=172,..,N.

—7)7

i(1) = (a(t) = 75 )z (8) = (b(1) + (1) 75 e () + ()i (1) + d(D)uit = r)

(4.10)

Juzxi(tj—0.5)

4.11)

(4.12)

(4.13)

4.14)

(4.15)

(4.16)



xxz .)C)Cl

Wl 10yl 0t 34”()@,7_7]('2))

u)ij (tj—O.S - I") ) + ? atzaxz ) (4 17)
o <0\ <t i= 1,234, 11 <0 <tjngi=1,2.
J_ i1
L e/ 4.18
ut7i T ( * )
oldugunu biliyoruz. ul] ve ulj “Din

. ilos  Tou 2 9%u ©Pu
up=ul 455 (ntj0s) + g az(x”tf 05)F g5 g3 W %)

o5 Tou % 9%u ©Pu )
wl " =ul ~373 = (xi,tj—0.5) + gw( i1j-0.5) = 48ﬁ(xiﬂ9j )

ifadeleri (4.18)’de yerine yazilirsa

; du 3 du 3 du
Jjo_ i -9 (2)
T”L,'_Tat (xlal]—O.S)'f’&aﬁ (xlaﬁj )+488 3( 19 )
elde edilir. Ara deger teoreminden
. du 72 d3u
J_ . (D)
uf,i_ ot (xlutj—0.5)+24 013 (-xlanj )

yazilabilir. Boylece (4.12) elde edilir. Benzer sekilde u yerine ",

xxz

yazilirsa (4.13)’e

ulagilir.

(4.14) ve (4.15) i¢in; . _
0.5)j  ul+ w !

u; =t t 5 L 4.19)
e ; i1,.
esitliginde u! ve u!” ’in
i j-05 , Tdu 7% 90%u (3)
u{:u{ +2a (Xl,t] 05)+§ﬁ( 19 ),
-1 _ j-05 Tou 7% 0%u )
u{ :u{ BEYY (x,,t] 05)—|- 3 1 2()6,,19] )

esitlikleri (4.19)’da yerine yazilirsa
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elde edilir. Benzer gekilde (4.14)’de u; yerine ux,; yazilirsa (4.15) bulunur.
(4.16) ve (4.17) esitliklerini elde etmek i¢in

J—no J—no—1
u(0~5)(j—no) _ U +u;

: 2
ifadesini kullanacagiz. ulj "0 ve ulj 0 ip
. i—n0—0.5 T 51/! 72 azu (5)
w7 =yl T 4 EEOCi,tj—nQ—OAS) + gﬁ(xiaﬁj ),
j—np—1 j—ng—0.5 T du Tz a2u (6)
w T =l —EE(Xi,tj—no—o.S)+§ﬁ(xivl9j )

esitlikleri (4.20)’de yerine yazilirsa,

o T2 82 B
lty-s =) =29 T D)

bulunur. Benzer sekilde, (4.16)’da u; yerine us,; yazilirsa (4.17) elde edilir.

Yukaridaki ifadeler (4.11)’de dikkate alinirsa

W, 7 (0.5);

up ;= (altj05) = 15 e = (b(t1j-05) +€(tj-05) 15tz

0.5); 0.5)(j— R (0.5)(j—
te(tjmos)u Y +d(t;—o.5)ul" Y n0)+d(tj—0.5)ﬁbt)(zx7i)(j o)
+f 4R, i=12,.,N-1, j=1.2,..,No

esitligi elde edilir. Burada

3, (v, n(D) 5,06 2(2)
RJ_ w2 97u(x;,n; )+3 u(&,m;")

hji_ _ - I )
: 24 o3 d130x?
e uE? i) %uxin?)

- j J
s " onee  tToz )

_2 Pul )  Fuen)
8 dt? dr2ox? 7

; . T

v(O.S)] — 1 + EV;!
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oldugundan

T, ; ot W
(1—cjos E)uz!,i — (aj-05 — B + E(bjfo.s +cj-o0s ﬁ))ufjx)c,i
R j-1 (0.5)(j—no)
= (bj-05+cj-05 E)uj” +cjosu;  +dj-osu;
W 0.5)-n0) , 7\ i -
+dios iy F AR i=1,2,. ,N=1, j=1,2,...Ny (4.22)
wl =) i=1,2,.,N—1, j=—ng,—ng+1,...,0, (4.23)
wh=ul, =0, j=1,2,...Ny (4.24)

bulunur. (4.22)’de le kalan terimini thmal edersek, (4.1)-(4.3)’lin yaklasimi i¢in agsagidaki

fark semasini elde ederiz:

' 4 Clyl T 4 Dy *U)

1

) i piw—
Ejyt_,i _A]yt_fx,i - B]y)fx,

+ DIy ODUT0) L = 1,2, N =1, = 1,2,...,No, (4.25)
yi=¢/i=1,2,..,.N—1,j=—ng,—ng+1,...,0, (4.26)
Y=yl =0,j=1,2,....,No, (4.27)
burada
E/=(1- Cj—Oj%),Aj =aj-05— 1—; + %(bj—OAS +c_,-_o_5il—;),
B/ =bjos+ c,-o.si’—; C/ =cjos, D) =d!"° D/ = djo,sll/l—;.

(4.22)-(4.24) ve (4.25)-(4.27) ifadelerinden z = y — u hata fonksiyonu icin asagidaki fark

problemini elde ederiz:

Ejzzj,i _Ajztzix,i =Bl |+l DI

XX, 0 i

+ DI LR =12, N~ 1,j=1,2,... N, (4.28)
Zf =0,i=1,2,...,.N—1,j=—ng,—ng+1,...,0, (4.29)
@=2,=0,j=1,2,..,No. (4.30)
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Yaklagik ¢oziim i¢in hata degerlendirmelerini vermeden once, gecikmeli Gronwall

esitsizliginin fark benzeri olarak da bilinen asagidaki Lemma’y1 verelim:

Lemma 4.1. wy, sebekesinde taniml1 6 > 0 sebeke fonksiyonunun

j
8 <a+t) {ab+b&_i+c&h_n+d&_y_1+ fi}, j=>1 (4.31)
k=1

esitsizligini sagladigimi varsayalim. Burada a,b,c,d, f; > 0 ve ¢; verilmis fonksiyonlar,

N > 0 tamsayi, 1 —7a > 0.

Bu durumda

T j
5; < ael Mj—k 4.32
i< Gie +1_me]fke (4.32)
olur. Burada
- a+b+c+d 0
<X=O¢+(C+d)||<l>||1,7’=—1 - el =Y, 7o;.

Ispat. (4.31)de k—N+1 = p ve k— N = g yazarsak

j j—N+1 Jj—N j
yi<oa+t) {ay+by i} +7 Y, op+7 Y, dyg1+7) f
k=1 p=2-N g=1-N k=1

1

J
Sa+7Y {ay+by—1}+7 Y, cypi
k=1 p=2—N

j—N+1 1

j—N J
+7 Z cyp_]—f—’l,' Z dyq_1+’chyq_1+Tka
=1 g=1-N q=1 k=1

J
<(a+(c+d)|oll,)+ Y {aye+ (b+c+d)yi—1 + fi}
k=1

elde ederiz. Bu da Gronwall esitsizliginin fark benzerinden (3.2)’yi verir. [
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4.3. HATA DEGERLENDIRMESI

Simdi de bu bdliimden elde ettigimiz sonuglar verelim:

u % w9t _
0t9x0° 9x07 9127 9t29x2

o, > 0 olsun. O halde (4.25)-(4.27) probleminin hata degerlendirmesi icin

Teorem 4.2. tiirevleri Q araliginda sinirlt ve EJ > B« >0, Al >

Iy —ull + lys—uz|| < C(h*+72) (4.33)

esitsizligi dogrudur. Burada C, i ve 7°dan bagimsiz bir sabittir.

Ispat. Asagidaki 6zdesligi ele alalim:
(B/zl,dd) — (Ad.dd) = B/ ) + (CUzin d)

- j ~i (0.5)(j— ' ‘
(DI 203005 20) + (DIZOIVT) oy 4 (R;,2)).

Bir kag islemden sonra

12 2 . 5 |
P+ & | <ot |47 + 28 el
£ O (o P )

1

i—n
7"

B . 2 2 .
T e el A T

elde ederiz. Bu esitsizligi 7'7 ile carpip k = 1’den j’ye kadar toplayip
2 / 2 / 2
Vi <HT Z vip <T7 Z Vi (vo =0)
k=1 k=1

esitsizligini de kullanirsak,

. 2 .
4 acypt )

B lzil|* + ot ||22

2 J
<Tt) {2(3*)2a;1
k=1

3

. _ . 2 .
+§( *)2[3*_1HZ]_nO_le—l—(D*)z(X*_l Z)jz—'lo—lH +§(D*)2ﬁ*_1HZJ_n0H2

+(D) o 2

J
X

2 R
3B HRJHZ}
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esitsizligini elde ederiz. 9;’yi

112

ile belirtirsek,

J
0j < Z T{C15k_1 +625k_n0 +C25k—n0—1 +Pk} , J=1
k=1
olur. Burada
c1= TmaX{Z(B*)za*_z, 3(C*)2ﬁ*_2} ,
_ 3
¢ = T max {(D*)Z(X*Z, E(D*)zﬁ*z} ;

p =367 ||

Simdi de Lemma 4.1°1 kullanirsak,

2 J
< STﬁ*_lT Z e(C1+2€2)l‘j,k

sz (4.34)
k=1

B HZ,-H2+ a. ||z

buluruz. Buradan,
No

)

2
MH:@M+#)
k=1

varsayilan diizgiinliik kosulu altinda ve (4.34)’den Teorem’in ispatinin tamamlandigi

kolayca goriilmektedir. [
4.4. ORNEK

Asagidaki problemi ele alalim:

u d3u 2%u

S =39 =255 —ulnt— 1)+ f(x1), (vr) € [0,1]x [0,2].

Problemin kesin ¢6ziimii
u(x,t) = e ' (xsinh(1) —sinh(x)), (x,7) € [0,1] x [-1,0],

u(0,t) =u(l,r) =0, r € (0,2]
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seklindedir. Burada

f(x,t) = e "(2sinh(x) — xsinh(1)) + ' (xsinh(1) — sinh(x)).

Problemin niimerik sonuglar1 Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.2’de verilmistir.
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Cizelge 4.1. Sayisal sonuglar (0,1) x (0,1)

Diigtimler | Kesin Coziim | Niimerik Coziim Hata

(x,1) h=0.1,7=0.1 ly — u
(0.1,0.1) | 1.5702E-02 1.5683E-02 1.8976E-05
(0.2,0.2) | 2.7595E-02 2.7296E-02 2.9880E-04
(0.3,0.3) | 3.5589E-02 3.5210E-02 3.7897E-04
(0.4,0.4) | 3.9769E-02 3.9370E-02 3.9898E-04
(0.5,0.5) | 4.0337E-02 3.9855E-02 4.8280E-04
(0.6,0.6) | 3.7576E-02 3.7188E-02 3.8775E-04
(0.7,0.7) | 3.1810E-02 3.1447E-02 3.6290E-04
(0.8,0.8) | 2.3390E-02 2.3111E-02 2.7896E-04
(0.9,0.9) | 1.2670E-02 1.2652E-02 1.8633E-05

Cizelge 4.2. Sayisal sonuglar (0,1) x (1,2)

Diigiimler | Kesin Coziim | Niimerik Coziim Hata

(x,1) h=0.1,7=0.1 ly — u
(0.1,1.1) | 5.7764E-03 5.7175E-03 5.8921E-05
(0.2,1.2) 1.0152E-02 1.0020E-02 1.3142E-04
(0.3,1.3) 1.3092E-02 1.2809E-02 2.8274E-04
0.4,1.4) 1.4630E-02 1.4370E-02 2.5987E-04
(0.5,1.5) 1.4839E-02 1.4491E-02 3.4799E-04
(0.6,1.6) 1.3823E-02 1.3430E-02 3.9364E-04
(0.7,1.7) 1.1702E-02 1.1359E-02 3.4292E-04
(0.8,1.8) 8.6046E-03 8.3119E-03 2.9273E-04
(0.9,1.9) | 4.6612E-03 4.5488E-03 1.1242E-04
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5. GECIKME TERIMI iCEREN PSEUDO-PARABOLIK
BASLANGIC-SINIR DEGER PROBLEMI iCiN KARARLILIK
ESITSIZLIKLERI

Bu béliimde lineer pseudo-parabolik denklem i¢in baglangic-sinir deger problemi incelendi.
Enerji esitsizlikleri metodu kullanilarak ele alinan problem i¢in kararlilik esitsizlikleri elde

edildi ve destekleyici ornekler verildi [30].

0=Qx[0,T); Q=[0,1],0=Qx (0,T], Q= (0,]) arahginda gecikmeli pseudo-parabolik

(Sobolev) denklemi i¢in asagidaki baslangi¢-sinir deger problemini ele alalim:

du (x,1) u(x,t) 9%u (x,1) %u(x,t —r)
TR N A T A T

+d(t)u(x,t) + f(x,1), (x1)€Q, (5.1
u(r,t) =9(x,1), x€Q, —r<r<0, (5.2)

u(0,0) =u(l,t) =0, rel0,T], a(t)<a<0, (5.3)

burada r > 0 gecikme parametresi, a > o > 0, b, ¢, d, f ve ¢ belirtilen regiilerlik kosullarini
saglayan fonksiyonlardir. Bu boliimde enerji esitsizlikleri metodunu kullanarak (5.1)-(5.2)

problemi icin karalilik esitsizliklerini elde edecegiz.

Lemma 5.1. §(¢) > O siirekli fonsiyon olsun, 6yle ki;
t
5(1) < 5*+/ {co8(s)+c18(s—r)¥ds, 1>0,
0

o(t)=09(), —-r<tr<O,

burada Js, cop, ¢ negatif olmayan sabitler ve ¢ € C[—r,0]. O halde

0
O(t) < d.exp (co—l—q (p(s)ds) :
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Ispat. s —r = 1 dersek,

: t—r 1% o(t)dt, 0<t<r,
/ 8(s—nds= [ smdn={ " -
0 - JZro@)di+ Jo " 6(n)dn, 1>

esitligini elde ederiz. Buradan

0

5(1) < 5.+ (c0+c1/

—r

(p(t)dt) /O ' 5(s)ds

olur. Bu da Gronwall esitliginin kullanimiyla ispati tamamlar. [

Teorem 5.2. a,b,c,d € C[0,T], f € C(Q) ve gi(;,’@ € C(Qx[-r0]), k=0,1 igin
(5.1)-(5.2) gecikmeli sinir-deger probleminin ¢oziimii asagidaki kararlilik esitsizliklerini

saglar:

dul|?
3

0 du
A 24l ==
v f e

0<t<T. (5.4)

2
dt) ] exp (coT + ¢y exp(coT)t),

Burada

l [
() = [ s@h(dx, gl = [ g()ax,

A:2a||¢||z+H‘9_¢

2 T
+4aT/ £ %ds.
dx 0

co = T'max (4¢%,25%),
cp = 406_232T,

g= r[l.gfwg(t)l-

du du _ (1) ’u du = b(r) 8_2“@
ot o) N\ ar ) T ox2 d1

Q%u(-,t—r) du du du
+e(t) (T’ E) +d(r) (u,g) - < f(t),a) (5.5
0zdesligini ele alalim.
au 9w\ _ o
ot’dt ) || ot
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2
0%u

dtdx

d3u @ B 0%u  9%u B
0r9x2’ 9t )\ dtdx’ dtdx)

esitliklerini kullanirsak
PP

0%u Jdu ou 9%u
o (550 )| = oo (57| < ]| +

(B0 ) o550, 23)

2 Ez(l) 2

4o

d 0
o) onf

ot
0
‘(f(t),a—l:)‘ < W

0%u 2

Jtdx

%
ox

Y

ve

0%u
dtdx

du(-,t —r)
dx

< W

Y

A0

2
+—ul)?,
e

u

2
e T 2
3 +4u4”f”

elde ederiz.

Daha sonra (5.5)’den,

2
+(a(t) — 1 — W2)

u > b2 2

dtdx

@
ot

du

(1—p3 — pa) 5

S _
4

2 d-z

1
2 2
+ ul|”+—
1”3H | 1”4||f||

2
4

du(-,t—r)
ox

esitsizligini buluruz.

Uy =ty = =Hlg =

I
RS
=
w
I
I

secersek

2 2 2 )
d2°u 2¢
+2d7\|u||2+7

Jtdx

u

2 Bz
ot

u

ox

du(-,t—r)

2
2
s e K CX

+a’

o
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olur. (5.6) esitsizligini (0,¢) araliginda integralleyip
t
§(1) <26°0)+27 [ |g/(5)ds

esitsizligini kullanirsak,

oul|* 1
U g 2 2
N
' 2
/ 8t8x _ZTH ‘ |
esitsizliklerini elde ederiz.
Boylece (5.6) esitsizligi
2, 72 2 72 Ju ®
o|ul| H—H <4aTd / ||lul|“ds+2Tb 5 ds
X
Hlou(-,e—r)||?
AT / dubt =0\ s 14
0 dx
esitsizligine indirgenir.
ou|*
30) = alul?+ | 5

yazarsak

5(1) §A—|—c0/0t5(s)ds+c1 /Ot5(s—r)ds

esitsizligini elde ederiz.

Buradan Lemma 5.1°e gore

ave [ <a||¢||2 1%

bulunur. Bu da bize (5.4)’1 verir. Boylece ispat tamamlanr.

(1) <

2
) dt] exp (coT + ¢ exp(coT)t)
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5.1. ORNEK

Teorimizi desteklemek amaciyla asagidaki 6rnegi verelim:

d Pk d° d%u(x,t —1
o (1+z)2Wz2 :e_ta_;zt+ \/2+t2% + tu+t sin 7rx,

0<t<l1l, O0<x<l,
t

u(x,t)=te’, 0<x<l1, —-1<t<0

baglangi¢-sinir deger problemi i¢in degerlendirme elde edelim. Bu denklemin kesin

¢Ozlimii u(x,7) = te”" seklindedir. (5.5) esitsizligini kullanirsak,

0 l—e 2x
2 —2x
dt = 1 dt =
1! /rz ( ) 6
/0 99 2dt 1—e 2x
| dx 6 ’

v(t) > 0 i¢in

5 |lou|)? l—e 2x
ul|“+||==|| < |2+12 — exp(4T + 12exp(47T)t).

ox

esitsizligini elde ederiz.
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6. SONUCLAR

Bu calismada, matematik ve fizigin bircok alaninda kullanilan pseudo-parabolik
denklemler incelendi. Uygun eksponansiyel fark semasi gelistirilip, onlarin ayrik
enerji degerlendirmeleri elde edildi. Shishkin sebekesinde sonlu fark diskrizasyonunu
birlestiren niimerik metod gelistirildi. Biyoloji, niifus artigi, kontrol teorisi, mekanik
ve diger miithendislik alanlarinda siklikla karsilagtigimiz bir¢cok problemin ¢oziimiine
katki saglayacak gecikmeli kismi diferansiyel denklem ele alindi. Zamana gore
gecikmeli pseudo-parabolik denklemler i¢in tek boyutlu baslangi¢-sinir deger problemini
inceleyerek, bu problem i¢in kararlilik esitsizlikleri elde edildi. Devaminda, katsayilar,
uzay degiskeninden bagimsiz verilen problemin yaklasimi i¢in yiiksek mertebeden fark
metodu gelistirildi. Enerji esitsizlikleri metodu ve gecikmeli Gronwall esitsizliginin fark
benzeri kullanilarak tamamen ayrik semanin uzaya gore dordiincii, zamana gore de ikinci

mertebeden yakinsak oldugu gosterildi.

Teorilerimiz niimerik orneklerle desteklendi.
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