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Bu caligmada, [13]’de tanimlanan zayif eglenik déniigiimler kullanilarak kon-
veks olmayan kisith gergel optimizasyon problemleri i¢in zayif Fenchel (DY)
ve zayif Fenchel-Lagrange (D%, ) dual problemleri olusturulmustur. Bu prob-
lemler i¢in zayif duallik teoremi ve giiclii duallik i¢in gerekli ve yeterli kogullar
verilmigtir. Daha sonra asil problemin, (D%) ve (D%;) dual problemlerinin ve
[14]’de olugturulan Lagrange dual problemin (DY) optimal degerleri kargilagti-
rilmigtir. (D¥), (D%;) dual problemleri igin gerekli ve yeterli optimallik kogul-
lar1 verilmistir. Bunlara ek olarak, [13]'de gergel degerli fonksiyonlar igin
tanimlanan zayif eslenik, zayif bieglenik fonksiyonlar ile zayif subdiferansiyel
kavramlari kiimelerin supremum, infimum kavramlari ve vektoérel norm kavrami
kullanilarak kiime degerli doniigtimlere genellestirilip tanimlanmig, aralarindaki
iligkiler incelenmigtir. Ayrica kiime degerli dontigtimlerin zayif subdiferansiyel-
lenebilmesi icin gerekli ve yeterli kosullar verilmistir. Zayif eslenik dontigiim
yardimiyla kisitsiz vektor optimizasyon problemleri i¢in zayif dual problem
olugturulmus, zayif duallik ve giiglii duallik teoremleri verilmistir. Son olarak,
kisith vektor optimizasyon problemi icin 6zel bir sarsim fonksiyonu kullanilarak
zayif Fenchel dual problem olugturulmug ve Lagrange dual problem [28] yardi-
miyla ¢oziilemeyip, zayif Fenchel dual problem yardimiyla ¢oziilebilen konveks
olmayan kisith bir vektor optimizasyon problemi ornegi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Vektor Optimizasyon, Zayif Eslenik Doniigtim, Zayif
Subdiferansiyel, Eslenik duallik, Konveks Olmayan Optimizasyon
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In this work, by using the notion weak conjugate function defined in [13] weak
Fenchel (D%) and weak Fenchel-Lagrange (D%, ) dual problems are constructed
for nonconvex constrained scalar optimization problems. Weak duality theo-
rem and necessary and sufficient conditions for strong duality of these problems
are presented. Then, relationships among the optimal objective values of pri-
mal problem, (D¥), (D%, ) and Lagrange dual problem (DY) constructed in [14]
are examined and necessary and sufficient optimality conditions for optimality
of (D¥) and (D%,) are given. In addition, by using notions supremum, infi-
mum of sets and vectorial norm, weak conjugate map, weak biconjugate map
and weak subdifferential of a set valued map are defined, relationships between
these notions are examined and necessary and sufficient conditions for weakly
subdifferentiability of a set-valued map are given. By using weak conjugate
maps, a dual problem is constructed for unconstrained vector optimization
problems, weak duality and strong duality theorems are presented. At the
end, by using a special perturbation function weak Fenchel dual problem for
constrained vector optimization problem is constructed and an example of a
nonconvex constrained vector optimization problem which can not be solved
by using Lagrange dual problem [28] but can be solved by using weak Fenchel
Conjugate dual problem is given.

Keywords: Vector Optimization, Weak Conjugate Map, Weak Subdif-

ferential, Conjugate Duality, Nonconvex Optimization
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1 GIRIS

Duallik teorisi optimizasyon problemlerinin ¢oziimlerinde 6nemli bir yere
sahiptir. Verilen optimizasyon problemlerinin duallerini elde etmek icin farklh
yaklagimlar vardir. Bunlarm en énemlilerinden biri eglenik (conjugate) fonk-
siyon kavramina dayanan yaklagimdir. Bu yaklagim, verilen bir optimizas-
yon probleminin &zel sarsim (perturbation) fonksiyonlarmin eglenik fonksi-
yonlart kullanilarak dual probleminin elde edilmesine dayanmaktadir. Bu
tir yaklasimlar ilk olarak Fenchel [1] ve Rockafellar [2] tarafindan konveks
optimizasyonda sonlu boyutlu durumlarda verilmig daha sonra Moreau [3]
tarafindan sonsuz boyutlu durumlara genigletilmistir. Bu konu Ekeland ve
Temam’mn kitaplarinda [4] ayrintili bir bigimde incelenmigtir. Dual problem
olugturmak icin basgka bir yaklagim da Lagrange fonksiyoneli yardimiyla elde
edilen yaklagimdir. Kuhn-Tucker’'in [5] verdikleri yaklagimda elde edilen Kuhn-
Tucker vektorii, yukarida bahsedilen yaklagimdaki sarsim fonksiyonunun egle-
niginin minimallestiricisi ayn1 zamanda bu yaklagimda ise optimal Lagrange
carpanini verir.

Lineer olmayan bir optimizasyon probleminin amag ve kisit fonksiyonlarinin
konveks olmadigi durumlarda, ¢oziimiin yukarida bahsedilen yaklagimlarla in-
celenmesi sonucunda duallikle fark (duality gap) olusgabilir. Bu durumun
giderilmesi amaciyla aragtirmacilar konveksligin zayiflatilmig halleri olan genel-
lestirilmis konvekslik kavramlarini tanimlamaya yonelmistir. Kuhn-Tucker’in
yeterli optimallik kogullar1 Hanson [6] tarafindan inveks fonksiyonlar sinifi kul-
lamilarak kanitlanmigtir. Jeyakumar ve Wolkowicz [7] ise convex-like fonksi-
yonlar1 iceren problemler igin duallik teoremleri elde etmislerdir. Rockafel-
lar [8] bilinen Lagrange fonksiyonu kullanmak yerine bir augmented Lagrange
fonksiyon kullanarak duallikle farkin ortadan kaldirilabilecegini gostermistir.
Buna ek olarak birinci dereceden optimallik kogullarini bir denklem sistemi
olarak yazabilmek i¢in Lagrange carpanlarimi kisitli minimizasyon problem-
lerinin yardime1 degiskenleri olarak kullanmigtir [8]. Li [9] amag ve kisit

fonksiyonlarinin p. kuvveti kullanilarak olusturulan esdeger bir doniigiim yardi-



miyla, konveks olmayan optimizasyon problemi icin bir eyer noktasinin elde
edilebilecegini gostermistir.

Bot ve Wanka [10, 11] sonlu boyutlu uzaylarda koni esitsizlik kisitlarina,
baz1 konvekslik ve regiilerlik kogullarina sahip optimizasyon problemleri igin
herbiri farkl sarsim fonksiyonunun eslenik dontigiimii kullanilarak elde edilen
Fenchel, Lagrange ve bu ikisinin birlesimi niteligindeki Fenchel-Lagrange dual
problemlerle ilgilenmiglerdir. Bu dual problemler i¢in zayif dualligin her zaman
gecerli oldugunu kanitlamiglar ve bu ii¢ dual problem ile asil problemin optimal
degerleri arasindaki iligkileri incelemislerdir. Bu degerlerin esitligini saglayacak
kabullerin ayni zamanda giiclii dualligi de verdigini gostermiglerdir.

Azimov ve Gasimov [12-14] konveks olmayan kiimeleri desteklemek icin
destek konilerini kullanma fikrinden yola c¢ikarak gercel degerli fonksiyonlar
icin zayif subgradienti tamimlamiglardir. Bununla birlikte eglenik dontigiim
kavramini zayiflatarak zayif eslenik dontigiimleri tanimlamiglardir. Bu kavram-
lar yardimiyla, sarsim fonksiyonunun zayif eglenik doniigtimiinii kullanarak ve-
rilen bir konveks olmayan optimizasyon probleminin dualini elde etmigler ve
zayif dualligin gerceklendigini kanitlamiglardir. Normlu uzaylarda alttan yerel
Lipschitz ozelligine sahip fonksiyonlar sinifin1 goz oniine alarak zayif subdi-
feransiyellenebilir fonksiyonlar ve optimizasyon problemlerinin amag fonksi-
yonlar1 sinifin1 genigletmisglerdir. Sarsim fonksiyonu iizerindeki alttan Lip-
schitz oOzelligi kosulunun yam sira gerekli baska kosullar altinda giicli du-
alligin gerceklendigini kanitlamiglar ve optimallik kogullar1 vermiglerdir. Ozel
bir sarsim fonksiyonu alarak dual problem olusturmuslar ve yine alttan Lip-
schitz ozelligi kosullar1 altinda giiclii duallik igin gerekli ve yeterli kosgullar
vermislerdir.

Vektor optimizasyonda duallikle ilgili ilk caligmalar Gale, Kuhn ve Tucker
[15] tarafindan 1951’de elde edilmigtir. Bu calismada amag fonksiyonunun
matris degerli lineer fonksiyon oldugu optimizasyon problemlerinde duallik i¢in
bazi teoremler verilmigtir. Lineer durumda duallik i¢in daha fazla teori ise
Kornbluth [16], Rédder [17] ve Issermann [18] tarafindan gelistirilmistir.

Lineer olmayan vektor optimizasyon problemlerinde duallik teorisi ¢ok fark-



i yonlerden geligme gostermistir. Tanino ve Sawaragi [19] skaler optimi-
zasyonda tamamen Rockafellar'm [2] olusturdugu teoriyi vektor degerli ya
da kiime degerli doniigiimler i¢in yeni eslenik ve subgradient kavramlarini
olugturarak vektor optimizasyon problemlerine genigletmiglerdir. Bu caligma
bir ¢ok arastirmaciyr vektor optimizasyon problemlerinin genellestirilmeleri
olarak goriilebilen kiime degerli optimizasyon problemleri icin farkl eslenik
duallik teorileri olugturmaya tesvik etmistir. Bu konuyla ilgili sonlu boyutlu
durumlarda Brumelle [20], Kawasaki’nin [21] caliymalarindan, genel kismi sirali
topolojik vektor uzaylarinda ise Tanino [22] ve Corley’in [23] ¢aligmalarindan
sozedilebilir.

Sonlu boyutlu uzaylarda Nakayamanin [24] duallik teorisi ile ilgili iki yakla-
simi bulunmaktadir. Bu yaklagimlardan biri vektor degerli Lagrange fonk-
siyonlarimin kullamildigr Tanino ve Sawaragi [25] tarafindan kurulan teoriyi
temel almaktadir . Burada asil problemin kurulugunda yer alan kiimelerin ve
fonksiyonlarin konvekslik kabullerinin yani sira kompaktlik ve stireklilik sartlar
getirilmigtir. Nakayama'nin ikinci yaklagiminda sadece konvekslik sarti bu-
lundugundan bu yaklasim daha geneldir. Bu yonde diger iki énemli ¢alisma
da vektor degerli Lagrange fonksiyonlarimn kullanildigi Luc’un [26], [27] ¢ahs-
malaridir.

Bu konu ile ilgili bahsedecegimiz son ¢alisma da Li, Chen ve Wu'nun [28]
galigmasidir. Bu makalede yazarlar [22,29-32] 1giginda verilen kisith kiime
degerli optimizasyon problemi i¢in kisit sarsim fonksiyonu ve kisit ve amag
sarsim fonksiyonu kullanarak zayif etkinlik kavramina dayanan iki dual prob-
lem olusturmusglardir. Daha sonra dual problemlerin goriintii kiimelerinin
arasindaki iligkiyi vermisgler, zayif dualligin ve kiime degerli dontigtimler igin
baz1 genellestirilmis konvekslik kogullar1 altinda giiclii dualligin gerceklendigini
kanitlamiglardir.

Bu galigmada ilk olarak verilen skaler optimizasyon problemler ic¢in zayif
Fenchel ve zayif Fenchel-Lagrange dual problemleri olugturmada kullanilacak
olan Azimov ve Gasimov’un [13)’de tamimladiklar1 zayif dual doniigtimler, zayif

subdiferansiyel kavramlarindan ve eglenik dualligin zayif eslenik doniisiimler



yardimiyla nasil kuruldugundan bahsedilmektedir. Buna ek olarak Azimov ve
Gasimov'un kisit sarsim fonksiyonu kullanarak olusturduklar: zayif Lagrange
dual probleme deginilmistir. Daha sonra koni esgitsizlik kisitlarina sahip bir op-
timizasyon probleminin farkli sarsim fonksiyonlari kullanilarak, ki bunlar amag
sarsim fonksiyonu, kisit ve amag sarsim fonksiyonudur, zayif Fenchel ve zayif
Fenchel-Lagrange olarak adlandirdigimiz iki dual problem olusturulmustur. Bu
duallerin olugturulmasinda kullanilan sarsim fonksiyonlarina gore asil prob-
lemin kararliligi tanimlanmig ve asil problemin kararlihginin giiclii dualligi
verdigi gosterilmistir. Giiglii duallik asil ve dual problemlerin optimal de-
gerlerinin egit olmasi ve dual problemin optimal ¢oziime sahip olmasi demek-
tir. Bunlara ek olarak, zayif Fenchel, zayif Fenchel-Lagrange dual problem-
lerin ve Azimov ve Gasimov'un tanimladigi zayif Lagrange dual problemin
¢oziim degerlerinin kargilagtirmasi yapilmig, bu degerlerin esitligini saglayan
kosullarin giiclii dualligi verdigi kanitlanmig ve bu dual problemlere gore opti-
mallik kogullar1 verilmigtir.

Daha sonra vektor optimizasyonda eslenik duallikten bahsedebilmek ama-
ciyla Tanino'nun tanimladigi bir kiimenin supremum ve infimum kavramlar: ve
vektorel norm kavramin kullanilarak skaler durum icin Azimov ve Gasimov’'un
verdigi zayif eslenik doniigiim, zayif bieslenik dontigiim ve zayif subdiferan-
siyel kavramlar1 goriintii kiimesi kismi sirali topolojik vektor uzayi olan kiime
degerli doniigtimler i¢in genellestirilip tanimlanmigtir. Bu kavramlar arasindaki
iligkiler incelenmig ve bir kiime degerli doniigiimiin zayif subdiferansiyellenebil-
mesi i¢in kogullar verilmistir. Bu kavramlar yardimiyla oncelikle kisitsiz vektor
optimizasyon problemleri i¢in zayif dual problem olusturulmus, zayif duallik
teoremi verilmistir. Ayrica verilen kisitsiz optimizasyon probleminin kararliligi
tanimlanarak, problemin kararhiliginin giiclii dualligi verdigi gosterilmistir.
Bunlara ek olarak, konveks olmayan asil problemin kararlihgi icin kosgullar
verilmig ve problemin kararlh olmasi durumunda sarsim fonksiyonunun hangi
ozelliklere sahip oldugu gosterilmistir.

Son olarak, kisith vektor optimizasyon problemi icin 6zel bir sarsim fonksiy-

onu kullanilarak zayif Fenchel dual problem olugturulmusg ve [28)’de olugturulan



Lagrange dual problem yardimiyla ¢oziilemeyen fakat zayif Fenchel dual prob-
lem yardimiyla coziilebilen konveks olmayan bir kisitli vektor optimizasyon

problemi ornegi verilmistir.



2 ZAYIF ESLENIK DONUSUMLER, ZAYIF SUBDIFERANSIYEL
ve KONVEKS OLMAYAN OPTIMIZASYON PROBLEMLERININ
ZAYIF DUAL PROBLEMLERI

2.1 Zayif Eslenik Doniisiimler ve Zayif Subdiferansiyel

Bu kisimda zayif Fenchel ve zayif Fenchel-Lagrange dual problemleri olus-
turmada kullanilacak olan Azimov ve Gasimov'un [13] tanimladiklar1 zayif
eslenik dontigiimler ve zayif subdiferansiyel kavramlarindan bahsedilecektir.

Ik olarak konveks optimizasyondaki duallik teorisinde kullamlan, tanimlar:
destek hiperdiizlem kavramina dayanan eglenik fonksiyonlar ve subdiferansiyel
kavramlarinin tanimlarini hatirlatalim.

X bir topolojik vektor uzayi, X* onun topolojik duali ve f : X — R
fonksiyonu verilsin.

V x* € X*igin

[*(2%) = supla* () — f(2))

zeX

olarak tanimlanan f* : X* — R fonksiyonuna f’in eslenik fonksiyonu adi
verilir.
V x e X igin
(@) = sup {a*(2) — ("))

rreX*
olarak tamimlanan f** : X — R fonksiyonuna f in bieglenik fonksiyonu adi

verilir.

T € X olmak tuzere
of(z)={x*e X*|Vze X iginz"(x —Z) < f(x) — f(Z)}

olarak tanimlanan 0 f(z) kiimesine de f’in Z noktasindaki subdiferansiyeli adi
verilir.

Azimov ve Gasimov [13,14] caligmasinda konveks optimizasyon igin veri-
len klasik duallik teoremlerinin yukarida verilen klasik eslenik doniigtimler ve
subdiferansiyel kiime tamiminda kullanilan lineer doniigtimler yerine konkav

fonksiyonlar kullanarak konveks olmayan minimizasyon problemleri i¢in de elde



edilebilecegini gostermistir. Azimov ve Gasimov’'un dualligi konveks olmayan

kiimeleri konkav fonksiyonlarin grafikleri ile ayirma ilkesine dayanmaktadir.
Azimov ve Gasimov normlu uzaylarda zayif eglenik dontistimleri ve zayif

subdiferansiyeli tanimlamak i¢in X bir normlu uzay X*, X’in dual uzayi, ¢ > 0,

xg € X ve ¥ € X* olmak iizere Vx € X icin
w(z) = —cllz = zol| + cllxol| + " (x)

olarak tamimlanan w : X — R fonksiyonlarimi kullanmiglardir. Bu tip fonksi-
yonlarin hipograflar1 konveks konik ytizeylerdir ve bu konik yiizeyler bazi kosul-
lar altinda fonksiyonun epigrafini desteklerler. Azimov ve Gasimov, yukarida
bahsedilen tanimlarin yani sira bu tanimlari kullanarak bir fonksiyonun zayif
subdiferansiyellenebilmesi i¢in gerekli ve yeterli kogullar1 ve alttan Lipschitz
ozelligine sahip fonksiyonlarin kullanildigi optimizasyon problemleri icin de
gerekli ve yeterli optimallik kogullar1 vermiglerdir.

Simdi yukarida bahsedilen kavramlarin tanimlarini verelim.

Tanim 2.1.1. X bir normlu uzay, X*, X uzaymn duali, f : X — R fonksi-

yonu verilsin.
a) ¥V (zg,x%,¢) € X x X* xRy i¢in
J*(wo, 2%, ¢) = sup{—cllz — o[ + cllo]| +27(x) — ()}
TE

olarak tanimlanan f* : X x X* xR, — R fonksiyonuna f 'in zanf eslenik

fonkiyonu denir.
b) VxeX ign

fo () = sup {=clle = zoll + cllwoll + 2" () — f* (w0, 2", )}
(z0,x*,c)EX X X*XRy

olarak tanwmlanan f* : X — R fonksiyonuna f’in zayf bieslenik fonksi-

yonu denir.

Zay1f eglenik fonksiyon taniminda ¢ = 0 alinirsa f*(xzg, 2*,0) = f*(«*) olur.



Zayif esglenik fonksiyonun geometrik olarak ne anlama geldigini inceleyelim.
(rg,x*,¢) € X x X* x Ry olmak iizere g : X — R fonksiyonu V = € R igin

g(x) = —c||x — xo|| + ¢||xo|| + 2*(x) olarak tanimlansin.

graph(g) — {(wo, cllzoll + 2" (x0))} = {(z — w0, — cllzol| — 2" (w0)) € X X R |

—clle = zo|[ + cflzol| + 2" (2) = a}

= {(B7) e X xXR| —dlyll +27(y) =}

oldugundan g¢’nin grafigi X x R uzayimnda tepe noktasi (o, c||zo|| +2*(x)) olan
kapali bir konik yiizeydir. f*(zo,z*,c) degeri graph(g — () konik yiizeyi ve
epi(f) kiimesi kesigecek sekildeki /5 sayilarmin supremumudur. Dolayisiyla
(@0, c||zo|| +2*(x0) — f* (0, 2*, ¢)) tepe noktasina sahip graph(g— f*(zo, z*,c))
konik yiizeyi epif i¢in bir destek konik ytizeyidir. Yani
epi(f) C epi(g — f“(xo,x*,¢)) ve cl(epif) N graph(g — f*(x, x*,c)) # () olur.
graph(g— f*(xo, x*, c)) kitmesi y eksenini — f*(xg, z*, ¢) noktasinda keser. Bu

aciklamalar geometrik olarak Sekil 2.1’de de gosterilmistir.

(o, cllzoll + 2~ (z0))

A
7N
7

graph(g — f*(z0, 3%, c))
Sekil 2.1: Zayif eglenik dontigiimiin geometrik olarak incelenmesi

Bir fonksiyonun zayif bieslenik fonksiyonu daha sade bir bicimde agagidaki

gibi ifade edilebilir.

Yardimci Teorem 2.1.2. Her xz € X icin

) = sup Adfl] + 2" (x) = fU 2,27, 0)}

(z*,c)eX*xXR4



olur.
Teorem 2.1.3. V x € X i¢in f*"(z) < f(x) dir.

Simdi, subdiferansiyel kavramindan daha genel bir kavram olan zayif subdi-

feransiyel kavraminin tanimini hatirlatalim.
Tamim 2.1.4. f: X — R fonksiyonu ve xo € X noktasy verilsin. Her v € X
1¢in

—cllz — o + 2" (z — x0) < f(x) — f(20)

olan (z*,c) € X* xRy ikilisine f fonksiyonunun xy noktasindaki zayif subgra-
dienti denir. f’in xy noktasindaki zayf subgradientlerinin kimesine fin xq
noktasindaki zayif subdiferansiyeli denir ve bu kiime 0" f(xq) olarak gosterilir.

Yani
0" f(xo) = {(a",¢c) € X*XRy|—c|x—zo||+2"(x—x0) < f(x)—f(x0), Vo € X} dir.
0" f(xo) # 0 ise f’e xg noktasinda zayf subdiferansiyelenebilirdir denir.

Uyar1 2.1.5. (g, 2%, ¢) € X xX*XR segildikten sonra sabitlenmis bir elaman

olmak “izere her x € X i¢in
9(x) = —cllz — ol + 2™ (z — x0) + f(20)
olarak tamimlanan g : X — R stireklt konkav fonksiyonu ¥ x € X i¢in

g(x) < f(z) ve g(wo) = f(x0)

olacak sekilde bulunabiliyorsa (z*,c) € X* x Ry tkilisi f’in xy noktasindaki
zayf subgradientidir.
Zapf subgradientin geometrik olarak ne anlama geldigini inceleyelim.
hypo(g) — {(zo, f(20))} = {(z — =z, — f(x0)) € X xR | — cf|z — 20
+a*(x —xo) > a— f(zo0)}
= {(u,p) e X xR | —cul| +2"(u) = B}

oldugundan hypo(g) = {(z,a) € X xR | g(x) > a} kimesi X X R i¢inde tepe
noktasi (xo, f(zo)) olan kapal bir konik yizeydir. Ayrica hypo(g),



epi(f) ={(z,a) € X xR | f(z) < a} kimesini destekleyen bir konik yizeydir.
Bu destekleme

epi(f) C (X x R)\hypo(g) ve cl(epi(f)) N graph(g) # 0

anlamindadir. Bu geometrik yorum Sekil 2.2°de gosterilmistir.

(w0, f(x0))

Sekil 2.2: Zayif subdiferansiyelin geometrik yorumu

Uyar1 2.1.6. f, xo noktasinda bilinen anlamda subdiferansiyellenebiliyorsa
aynt noktada zayif subdiferansiyellenebilirdir. Gercgekten f fonksiyonu xg nok-
tasinda subdiferansiyellenebiliyorsa 3 x* € Of(xo) vardwr. Buradan ¥ x € X
1¢cin

f(x) = flxo) = 2% (2 — x0)
olur. O halde zaypf subdiferansiyelin tanimindan her ¢ > 0 i¢in
(z*,¢) € 0" f(xg) olur. Dolayswyla zayf subdiferansiyel klasik subdiferan-

siyelden daha genis bir kimedir.

Tamim 2.1.7. f: X — R fonksiyonu ve xy € X noktas: verilsin. xo’m bir U

komsulugu ve L > 0 sayist her x € U i¢in

f(@) = f(xo) = =Lz — o]

olacak sekilde bulunabiliyorsa f’e xo noktasinda alttan yerel Lipschitz ozelligine
sahiptir denir. ¥ x € X i¢in f(x) — f(xo) > —Ll||lz — x| oluyorsa f’e xq

noktasinda alttan Lipschitz ozelligine sahiptir denir.
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Teorem 2.1.8 bir fonksiyonun zayif subdiferansiyellenebilirligi igin gerekli

ve yeterli kogullar vermektedir.

Teorem 2.1.8. f: X — (—o0, +0o0] fonksiyonu ve f(xo) sonlu olacak sekilde

bir xqg € X noktas: verilsin. Bu durumda asagidakiler denktir.
i) f, xy noktasinda zayf subdiferansiyellenebilirdir.
it) f, o noktasinda alttan Lipschitz ozelligine sahiptir.

iii) f, xog noktasinda alttan yerel Lipschitz 6zelligine sahiptir veV x € X i¢in
f(x) = —pllz|| + ¢
olacak sekilde 4 p > 0 ve g € R vardur.

Teorem 2.1.9. f: X — R fonksiyonu ve xo € X noktas: verilsin.

(x*,¢) € 0" f(xg) olmasi igin gerek ve yeter kosul
f(xo) + [ (20,27, ¢) = cflzol| + 2" (o)
olmasudar.

Uyar1 2.1.10. Fenchel esitligi adi verilen ve

[ @) + fz) = a*(x)

olarak ifade edilen egitlik sadece x* € Of(x) olmast durumunda gecerlidir.
Teorem 2.1.9 ise Fenchel egitliginin zayf eslenik donisimler icin de gecerli

oldugunu gostermektedir.

Teorem 2.1.11 Teorem 2.1.3’deki esitsizligin zayif subdiferansiyellenebilme

kosulu altinda egitlige dontigtiigiinii gostermektedir.

Teorem 2.1.11. X ger¢el normlu uzay, f : X — R U {+oo} has (proper)
Jonksiyon ve xo € X olsun. 0" f(xg) # 0 ise f(xo) = f**(xo) olur.
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2.2 Konveks Olmayan Optimizasyonda Zayif Eglenik Duallik

Bu boliimde Azimov ve Gasimov’un [13,14] konveks olmayan optimizasyon
problemleri i¢in zayif eglenik fonksiyonlar yardimiyla olugturduklar: zayif dual
problem kavramindan bahsedilecektir.

X normlu uzay, X*, X uzaymin dual uzay: olsun. f : X — R fonksiyonu

verilsin.

() {inf st2)

zEX
problemi g6z 6niine alinsin. (P) problemine (primal) asil problem adi verilir.
(P) probleminin infimum degeri Inf(P) ile gosterilir. f(zg) < +oo olacak
sekilde g € X varsa (P) problemine agikar olmayan (nontrivial) problem
denir.
Z bir normlu uzay, Z* da Z uzaymin dual uzay1 olsun. ¢ : X x Z — R
fonksiyonu V =z € X i¢in ¢(z,0) = f(x) olacak sekilde segilsin. Bu sekilde
tammlanan (-, -) fonksiyonuna sarsim fonksiyonu denir.

inf p(z,0) = inf f(z)

zeX zeX

oldugu agiktir. Zayif dual problemi tanimlamak igin
Wi X x X xRy xZxZ* xR, =R

zayif eslenik fonksiyonunu belirleyelim.

V (zo, 2%, ¢, 20,25, d) € X x X* xRy x Z x Z* x Ry i¢in

QOw(l'(),l'*,C, 20a2*7d) = sup {—CH{L'—.I'()H _dHZ_ZOH +C||ZL‘0||
(z,2)EXXZ

+d||zoll + 27 (2) + 27(2) — p(, 2)}

olur. xg =0, * =0, ¢ =0 ve 2y = 0 olarak alinsin. Bu durumda

©(0,0,0,0,2%,d) = ¢*(0,2",d) = sup {—d|z] +2"(z) — o(z, 2)}
(x,2)eXxZ

olur ve (P) probleminin duali

(P*) {( . dsup {_(pw(O’Z*?d)}

)GZ* XR+

12



olarak tanimlanir. (P*) probleminin supremumu Sup(P*) olarak gosterilir.
—¢"(0,2*,d) = Sup(P*) olan (z*,d) € Z* x R, ikilisine (P*) probleminin
¢Ozumi denir.

Teorem 2.2.1 dual problemin supremumunun asil problemin infimum dege-

rinden her zaman kiigiik ya da esit oldugunu gostermektedir.
Teorem 2.2.1. (Zaysyf Duallik Teoremsi) Sup(P*) < Inf(P) dir.

Tanim 2.2.2. V z € Z i¢in ¢(z) = in)f( o(z,2) olarak tamwmlanan ¢ : Z — R
S

fonksiyonuna deger fonksiyonu ady verilir.

Dual problemin ¢oziimii deger fonksiyonunun zayif biegleniginin 0 nok-

tasinda aldigi degerle karakterize edilebilir.
Yardimci Teorem 2.2.3. Sup(P*) = ¢“*(0) olur.

Giiglii duallik teoremini verebilmek igin (P) probleminin kararlilik tanimina

ihtiyac duyulmaktadir.

Tanim 2.2.4. ¢(-) deger fonksiyonu 0 € Z noktasinda zayf subdiferansiyel-

lenebilir ve ¢(0) sonlu ise (P) problemine kararlidur denir.
Teorem 2.2.5. (Gii¢li Duallik Teoremsi) (P) problemi kararl ise
i) Inf(P) = Sup(P*) olur.

i1) ¢(-) fonksiyonunun 0 € Z noktasindaki her zayif subgradienti (P*) prob-

leminin bir ¢ozumiidir.

2.3 Zayif Lagrange Dual Problem

Azimov ve Kasimbeyli, bir 6nceki boliimde verilen zayif dual problemin
ingasinda 6zel bir sarsim fonksiyonu kullanarak konveks olmayan kisith opti-
mizasyon problemleri i¢in yeni bir zayif dual problem elde etmiglerdir [13,14].
Buna ek olarak giiclii dualik teoremleri vermislerdir. Bu boliimde bu zayif dual
problemin kurulusundan bahsedilecektir.

Ilk olarak kisith optimizasyon problemini tammlayalim. (X, - ||) normlu

uzay, ) # S C X, Z gercel normlu uzay, Z*, Z uzaymm duali olsun. K,
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Z icinde kapali, konveks, sivri (pointed) koni (K N (—K) = {0}) olsun ve Z

uzerinde K konisi ile belirlenen < siralamasi
K

21§Z2 — zn—2n €K

olarak tanimlansin. f:S — R ve g: S — Z fonksiyonlar ve
G={reS[gx) <0}

olmak iizere

(P) inf f(x) (2.1)

zeG
problemini g6z ontine alalim.

¢r : X x Z — R sarsim fonksiyonu V (z,2) € X x Z icin

flx) , ze€Sveg(x)<z
pr(z,z) = K
400 d.d.

olarak tanimlansin. Bu durumda (P) probleminin ¢ (-, ) sarsim fonksiyo-

nunun zayif eglenigi alinarak olugturulan dual problem

(z*,d)eV €S

(DY) {Sup(Df) = sup inf L(z,2%,d)

olur. Burada

K*={z"eZ|VkeKicn z"(k) > 0}

kiimesi K konisinin pozitif polar konisi, B* = {e* € Z* | |le*|| < 1},
T:7Z x Z* x Ry — R fonksiyonu V(z, 2*,d) € Z x Z* x R} igin

7(z,2%,d) == sup{de*(z) | ¢ € B* ve de* — 2" € K"}
olarak tanimlanan fonksiyon ve
Vi={(F"d)eZ" xRy |Je" € B iginde* — 2" € K*}
olmak tizere L : S x V' — R fonksiyonu V (z, 2*,d) € S x V i¢in
Lz, 2%, d) = f(z) = 2*(9(x)) + 7(g9(), 2", d)

olarak tamimlanir.
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2.4 Zayif Fenchel Dual Problem

Bu kisitmda konveks olmayan bir optimizasyon probleminin 6zel bir sarsim
fonksiyonu kullanilarak verilen optimizasyon problemi i¢in zayif Fenchel dual
problem olugturulmug ve (P) probleminin kararhligi tanimlanarak, giiclii dual-
lik igin gerek ve yeter kogulun (P) probleminin kararli olmasi oldugu gosteril-
migtir. Bunlara ek olarak (P) probleminin kararhligi i¢in gerekli ve yeterli
kogullar verilmistir. Son olarak da klasik Fenchel dual ve Lagrange dual ile
¢oziillemeyen fakat zayif Fenchel dual problem olusturularak coziilebilen kon-
veks olmayan kisith bir optimizasyon problemi 6rnegi verilmistir.

Ilk olarak Fenchel sarsim fonksiyonu yardimiyla (2.1) ile verilen (P) kisith
optimizasyon probleminin zayif Fenchel dual problemini olusturalim.

V(z,y) € X x X igin

fle+y) , z€d

()OF('I" y) =
400 , dd.

olarak tamimlanan ¢p : X x X — R fonksiyonuna Fenchel sarsim fonksiyonu
ad1 verilir.
Zayif duallik teorisinde (P) problemi i¢in Fenchel sarsim fonksiyonu yardi-
miyla olusturulan dual problem
(D) sup  {=¢p(0,0,0,0,y", d)}
(y*,d)eX* xR

olur.
PP X x X* xRy x X x X* x R, — R zayif eslenik fonksiyonu
e (o, 2%, ¢, y0,y",d) = sup{z*(x) — cllz — w0l + cflzoll + 4" (y) -

zeX
yeX

dlly — yoll + dllyoll — er(z,y)}

= Sug{x*(x) —c|lz — xo|| + cl|xoll +y*(y)
xre
yeX

—d|ly — yoll +dllyoll — f(z +y)}

dir. O zaman ¢'%(0,0,0,0,y*,d) = sup{y*(y) —d||y||— f(x+y)} olur. z+y =1
zeG

yeX
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olsun. Bu durumda

©$(0,0,0,0,y%,d) = sup sup{—y*(z)+y*(r) —dl|lr — x| — f(r)}

z€G reX

= sup sup{—y*(z) — d|z[| + y*(r) + d|z|| — d|r — z[| = f(r)}

z€G reX
= sup{—y"(z) — dl|z[| + sup{y*(r) — d|r — z[| + djz| — f(r)}}
zelG reX

= sup{—y*(@) = dal| + (.7, )}

olur. Dolayisiyla
(Dp)  sup  {=¢p(0,0,0,0,y",d)} =  sup  inf{y*(z)+d||lz||—f“(z,y", d)}
(y*,d)EX* xRy (y*,d)eX* xRy TE€G

elde edilir.

Tanim 2.4.1. Her y € X i¢in ¢(y) = in)f(goF(x,y) olarak tanimlanan
4SS

¢ : X — R fonksiyonuna pp sarsim fonksiyonuna bagl deger fonksiyonu denir.

Tanim 2.4.2. pg fonksiyonu yardimayla tanimlanan ¢ deger fonksiyonu 0’°da
sonlu ve 0 noktasinda zayf subdiferansiyellenebiliyorsa (P) problemine pr’e

gore kararlidir denir.

Teorem 2.4.3’de giiclii duallik i¢in gerek ve yeter kogulun (P) probleminin

pp'e gore kararl olmasi gerektigi verilmektedir.

Teorem 2.4.3. (Giiglii Duallik Teoremi) (P) problemi or’e gore kararl
ise Inf(P) = Sup(D¥) 'dir, bu deger sonludur ve ¢ nin 0’°daki her zayif subgra-
dienti (D'2) probleminin bir ¢ozimidir. Tersine Inf(P) = Sup(D%) ve ¢(0)
sonlu ise (D) probleminin herhangibir ¢ézimi ¢ fonksiyonunun 0’daki zayf

subdiferansiyelinin bir elemanadar.

Kanit. (P) problemi kararli yani ¢(0) sonlu ve 9“¢(0) # @) olsun. ¢ fonksiyo-
nunun tanimindan ve ¢(0) sonlu oldugundan ¢(0) = Inf(P) sonlu olur.

0“¢(0) # 0 oldugundan 3 (z*, c) € 9“¢(0) vardir. Teorem 2.1.9’dan
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(x*,¢) € 0¥P(0) <= ¢(0) + ¢*(0,2*,¢) = 0 oldugunu biliyoruz. Ayrica,
¢"(0,2%,¢) = sup{a*(y) — cllyll — o(y)}
yeX
= sup{z(y) — cllyl| — inf op(z,y)}
yeX rzeX

= sup{z”(y) — c|lyll + sup —pr(z,y)}
yeX reX

= supsup{z*(y) — cllyl| — ¢r(z,y)}

yeX zeX

= supsup{z*(y) —clly|| — f(x +y)} =+ y = v olarak alinirsa
yeX zelG

= supsup{z’(v) — z*(z) — cllv — x| = f(v)}
veEX z€@

= sup{—"(z) = el + sup{a* (v) — e — o] + clel ~ F()}}
= sup{=a"(2) = el + /("))
= —inf (o (@) + clla| = f*(. 2", )V dir
$(0) + ¢*(0,2*, ¢) = 0 oldugundan
Inf(P) = ¢(0) = —¢“ (0,27, ¢)
olur. Buradan

Inf(P) = 122{3:*(95) +c||z]| — f(z, 2", )}
< osup Ainf{y"(z) +dljz]| - fU(x,y" d)} )
(y*,d)EX* xR} el

— Sup(DY) (2:2)
elde edilir. Zayif Duallik Teoreminden
Inf(P) > Sup(Dp) (2.3)

olur. O halde (2.2) ve (2.3)'den Inf(P) = Sup(D$)’dir ve bu deger sonludur.
Tersine Inf(P) = Sup(D¥) ve ¢(0) sonlu olsun. (y*,d) (D%) probleminin
bir ¢oziimii olsun. (y*,d) € 0¥¢(0) oldugunu gosterelim.
5(0) = Wf(P) = Sup(Dy) = it {y*(a) + ] — /" (")}
= —sup{=y'(z) — dllz]l + f* (@, y" )}
= —¢"(0,y",d)

olur. Dolaysiyla (y*,d) € 0¥¢(0) elde edilir. O
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(P) probleminin pg’e gore kararhlig: igin verilecek olan teoremlerden dnce
agagidaki kabulleri verelim.

Kabul A. 3 L > 0 saysi, 0'm bir N(0) € X komgulugu ve V € > 0 i¢in
3 z(e) € X elemani her z € X ve her y € N(0) igin

vr(@,y) = pr(2(e),0) +2 > =Lyl (2.4)

olacak sekilde bulunsun.
Kabul B. 3 L > 0 sayist ve Ve > 0 igin 3 z(¢) € X eleman her z, y € X
icin
vr(z,y) — or(z(e),0) + e = —Llly| (2.5)
olacak sekilde bulunsun.

Kabul C. 3 p > 0 ve ¢ € R sayilar1 her z, y € X icin

er(z,y) = —pllyll +q (2.6)
olacak sekilde bulunsun.

Teorem 2.4.4. (P) probleminin ¢p fonksiyonuna gére kararle olmast igin
gerek ve yeter kosul (P) 'nin agikar olmayan problem olmasi, Kabul A ve Kabul

C'nin saglanmasidar.

Kamit. Kabul A, Kabul C saglansin ve (P) asikar olmayan problem olsun.
V e > 0 verilsin. Kabul A’dan 3 L > 0 sayisi, 0'im bir N(0) komsulugu ve
z(e) € X vektorii Vx € X ve Vy € N(0) icin

vr(®,y) = pr(2(e),0) +2 > =Lyl (2.7)

olacak sekilde vardir. ¢ fonksiyonunun tanimindan V x € X i¢in

olur. Bu esitsizlik 6zel olarak x(e) i¢in de gergeklenir. Yani

¢(0) < ¢r(z(€),0) (2.8)

olur. (2.7) ve (2.8) yardimiyla V x € X ve V y € N(0) igin

or(z,y) + € > pr(x(€),0) — L|lyl| > ¢(0) — L|y||
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elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafinda z iizerinden infimum alinirsa ¢

fonksiyonunun tanmimimdan V y € N(0) i¢in

d(y) — #(0) +e > —Llly|

olur. € > 0 keyfi oldugundan V y € N(0) igin

o(y) — ¢(0) = —Llly||

elde edilir. Dolayisiyla ¢ fonksiyonu 0’da alttan yerel Lipschitz ozelligine sahip-
tir.

Kabul C’'den V z, y € X igin

er(z,y) = —pllyll +q (2.9)
olacak gekilde p > 0 ve ¢ € R vardir. (2.9) esitsizliginde z’ler {izerinden
infimum almirsa V y € X igin

oly) = nf or(r,y) = —plyll +4

olur. O halde Teorem 2.1.8 geregi ¢ fonksiyonu 0’da zayif subdiferansiyel-
lenebilirdir.

¢(0) sonludur. Clinkii (2.9) esitsizligi V y € X i¢in gecerli oldugundan 6zel
olarak 0 i¢in de gegerlidir. Yani ¥V 2 € X igin ¢p(z,0) > 0 olur. Buradan

inf pr(z,0) =0(0) 2 ¢ (2.10)
Te
elde edilir. Bununla birlite (P) asikar olmayan problem oldugundan

f(xo) < +o0

olacak gekilde 3 xy € X vardir. Deger doniigiimiiniin tanimindan ve (2.10)
esitsizliginden

q < ¢(0) < pr(20,0) = f(x0) < +00
elde edilir. Dolayisiyla ¢(0) sonlu bir degerdir. ¢(0)'mn sonlu olugu ve ¢

fonksiyonunun 0’da zayif subdiferansiylellenebilirliginden (P) problemi ¢r’e

gore kararhdir.
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Tersine (P) ¢p’e gore kararli yani ¢(0) sonlu ve ¢ fonksiyonu 0’da zayif
subdiferansiyellenebilir olsun. O halde ¢(-), 0’da alttan Lipschitz 6zelligine
sahiptir. Yani 4 L > 0 sayis1 V y € X icin

¢(y) — ¢(0) = —Llly|| (2.11)
olacak gekilde vardir. ¢ fonksiyonunun tanimindan V ¢ > 0 i¢in
or(z(e),0) < ¢(0) + ¢
olacak sekilde 3 z(e) € X vardir. Buradan V y € X igin
¢(y) = ¢(0) = Lljyll > ¢r(z(e),0) —e — Ly

olur. Dolayisiyla ¢(y) — ¢r(z(e),0) + ¢ > —L|y|| elde edilir. O halde ¢

fonksiyonunun tanimi kullamlarak V x, y € X igin

or(z,y) — or(z(€),0) +e > —L|y|l

olur. Dolayisiyla Kabul A saglanmig olur.

(2.11) esitsizliginden V x, y € X i¢in
or(z,y) = ¢(0) — Lly||
elde edilir. Bu egitsizlikte ¢(0) = ¢ ve p = L almirsa V z, y € X i¢in
wr(z,y) = —pllyll + ¢

olur. Bu Kabul C'nin saglandigin1 gosterir. Kabul C saglandigindan ve ¢(0)
sonlu oldugundan (P) problemi agikar problem degildir. O

Teorem 2.4.5. (P) probleminin @p fonksiyonuna gore kararle olmasi igin

gerek ve yeter kosul Inf(P) nin sonlu ve Kabul B’nin gecerli olmasidr.
Kamit. Kabul B saglansin. Keyfi € > 0 verilsin. Bu durumda V x,y € X i¢in
vr(r,y) —pr(2(e),0) + 2 = =Lyl
olacak gekilde z(¢) € X ve L > 0 vardir. Buradan
vr(z,y) = ¢r(e(e),0) —e = Lljy|

> ¢(0) —e— Lyl
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olur. Bu esitsizlikte x’ler iizerinden infumum almirsa V y € X i¢in

o(y) — ¢(0) > — — L||y||

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafindan ¢ — 0 i¢in limit alinirsa

o(y)—¢(0) > —L||y|| elde edilir. Dolayisiyla ¢ fonksiyonu 0’da alttan Lipschitz

ozelligine sahiptir. O halde ¢ fonksiyonu 0’da zayif subdiferansiyellenebilirdir.
Tersine (P) problemi ¢g’e gore kararl olsun. Yani ¢ 0’da zayif subdife-

ransiyellenebilir ve ¢(0) sonlu olsun. O halde V y € X i¢in

o(y) — ¢(0) = =Lljy|| (2.12)

olacak sekilde L > 0 vardir. ¢(0) = in)f( op(x,0) oldugundan V ¢ > 0 igin
TEe
er(z(e),0) — e < ¢(0) olacak sekilde 3 z(e) € X vardir. Bu esitsizlik, ¢

fonksiyonunun tanimi ve (2.12) esitsizligi yardimiyla V =,y € X igin

@F(x7y> - @F(x(g)a O) +e2> _L”y”
elde edilir. O halde Kabul B saglanmig olur. O

Ornek 2.4.6’da klasik Fenchel ve Lagrange dual problemler yardimuyla ¢ozii-
lemeyip zayif Fenchel dual problem olusturularak ¢oziilebilen konveks olmayan

kisith bir optimizasyon problemi verilmistir.

Ornek 2.4.6. f: R — R fonksiyonu ¥V z € R i¢in

—lz] , <1
fx) =

-1, z>1

olarak tanimlanmak ve S = R olmak tzere
(P) g(r) = -2 <0

kisith optimizasyon problemini goz ontne alalim.
Inf(P) = —1 olduju agiktir. Ik olarak (P) probleminin klasik anlamda
Fenchel dual problemi ile ¢oziilemeyecegini gosterelim. (P) probleminin Fenchel

duali

(D) sup{=/"(p") + inf {p"a}}

p*ER
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seklindedir. f*(p*) hesaplanirsa f*(p*) = +o0 elde edilir. Buradan
Sup(D}y) = —oo < Inf(P) = -1

elde edilir. Dolaipsiyla gicli duallik gerceklesmez.
Simdi, problemin klasik anlamda Lagrange dual problem yardimayla ¢ozile-
meyecegini gosterelim. (P) probleminin Lagrange dual problems
(DL) - sup nf{f(@) + 'g(x)}}
olarak verilir.

V q¢* >0 igin inﬂg{f(x) + ¢*g(x)} = —o0 oldugundan
S
—oo0 = Sup(Dj) < Inf(P) = -1

olur. Bu ise problemin Lagrange dual problem ile ¢ozulemedigini gosterir.
Son olarak problemin zayf Fenchel dual problem yardimwyla ¢ozilebileceging
gosterelim. (P) probleminin zayif Fenchel dual problemi
(DY) sup  inf{ux + clz| — f(z, u, )} dir
(u,c)eERxXR4 zeG

Gerekli hesaplamalar sonucunda ¥ (z,u,c) € Ry x R x Ry i¢gin

(

400 , TER , u>cuveyau+c<l1,
—c+u+142cx , 1>2>20, -1 <—cH+u<0vect+u>1
fw(x’uﬁc):
(u+c+ 1)z , 1>2>0, u+c>1ve —c+u<-—1
\(u—l—c):p—i—l , x>1, —c+u<Oveu+c>1

elde edilir. Dolayisiyla,

—00 , u>cveyau—+c<l1
inf{uzr + cx — f*(x,u,c)} = Y

220 -1 , u<coveu+c>1

olur. Sonu¢ olarak

Sup(Dy) = sup  inf{ux+cx — f(z,u,c)} = —1 = Inf(P)

(u,c)eRxR, *20
elde edilir. Bdylece problem zayf Fenchel dual problem kullamilarak ¢ozilmais

olur.
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Simdi (P) probleminin ¢ozim kiimesinin deger déniisiminin 0°daki zayf
subdiferansiyeli oldugunu gosterelim. Bunun i¢cin ilk once Fenchel sarsvm fonk-
siyonunu daha sonra da bu fonksiyona baglh deger dontsumuniy bulalim.

or R xR — RU{+o0} Fenchel sarsim fonksiyonu ¥V z, y € R i¢in

flx+y) , >0

QDF("L‘vy) =
400 , d.d.

—lz+yl , 2+y<1l, x>0
= —1 , r+y>1, x>0
400 , ©<0

olarak tanimlanar.

Bu fonksiyona gore olusturulan deger fonksiyonu ¢ : R — R, V y € R i¢in

—|r + , r+y <1,
#y) = infpr(r,y) = inf o ’

v20 -1 , r+y>1
y o, y<-l1

olarak belirlenir.
o(+) deger fonksiyonunun 0 noktasindaki zayf subdiferansiyelini olusturalim.
9"¢(0) = {(u,c) e RX Ry |uy —cly| < ¢(y) — ¢(0),V y € R}
= {(u,0) eRxRy |uy —clyl < o(y) + 1,V y € R}
Zanf subdiferansiyel ktimesini y 'nin pozitif ve negatif olmasi durumlarina gore

incelemeliyiz.

i)y>0ise —1+1>uy—cy = 0>y(u—c) olur. O halde u—c <0

yani u < c elde edilir.

i) -1 <y<0ise—14+1>uy+cy = 0> y(u+c) olur. O halde

u—+c >0 elde edilir.
i) y < —lisey+1>uy+cy = 1> (u+c— 1)y olur. Buradan

2
u+c—12>0 elde edilir. Cinki u+c—1 <0 olsaydy y = Py <0
u+c—
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alinarak 1 > (u + ¢ — 1)L = 2 elde edilirdi. Bu da mimkiin

u+c—1
degildir.
Dolaysiyla 1,11 ve i1 ’den
“6(0) ={(u,c) ERxRy |u<cwveu+c>1}

olur. Bu kiime ise (D%) dual probleminin ¢oziim kimesidir.

2.5 Zayif Fenchel-Lagrange Dual Problem

Bu kisimda Fenchel-Lagrange sarsim fonksiyonu adi verilen 6zel bir sarsim
fonksiyonu kullanilarak (P) problemi i¢in zayif Fenchel-Lagrange dual problem
tammlanmig ve (P) probleminin Fenchel-Lagrange sarsim fonksiyonuna gore
kararhligi tamimi verilerek (P) probleminin kararhliginin giiglii dualligi gerek-
tirdigi kanitlanmigtir. Ay zamanda (P) probleminin kararlihg icin gerekli
ve yeterli kogullar verilmistir.

Ilk olarak Fenchel-Lagrange sarsim fonksiyonunu kullanarak (2.1) ile verilen
(P) kisith optimizasyon probleminin zayif Fenchel-Lagrange dual problemini
olusturalim.
orr @ X X X x Z — R Fenchel-Lagrange sarsim fonksiyonu
V(x,y,2) € X x X X Z igin
flat+y) , gl@)<z z€S

QOFL(.I', Y, Z) =
400 , d.d.

olarak tanimlanir. Bu durumda ¢pg; 'nin zayif eslenik fonksiyonu

‘P%L(an .fL'*,C, y07y*7d7 Zo,Z*,t) = sup {l'*(x)—CHx—xo”—FC”l'oH+y*(y>
(z,y,2)EX XX XZ

—dlly = yoll + dllyoll + 2"(2) — tllz — 20|l + tl 0]l — re(z, ¥, 2)}
olur. Zayif eslenik fonksiyonda xg = yo =0, 20 =0, ¥ =y* =0ve t =d

alinirsa

©%.(0,0,0,0,9%,d,0,z*,d) = Sup v () —dllyll + 2" (2) = d||z]| — f(z +y)}
xEe

g(z)<z
yeX
z€Z
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elde edilir. Son esitlikte s = z — g(x), r = x + y alinirsa s € K ve r € X olur.

Buradan

QP%L(O’ Ov Oa Ov y*v d, O, Z*a d) -

= ilég{y*(r) — () —dllr — 2| + 2"(s) + 2" (g9(x)) — dl[s + g(@)[| = f(r)}

seK
reX

= sup{—y*(@) — dlla]| + sup{y*(r) — dllr — ol + dl] — F(r)} + ()

seK

+2"(g(x)) — dlls + g(=)|[}
= ilég{—y*(iv)—dﬂxl\ +(,y d) + 27 (g(x)) + 27(s) — dlls + ()|}

seK

= sup{—y*(@) — dllal| + y" ) + = (9la)) + sup{=(s) — dlls + g(@)]]})

elde edilir. ||s + g(z)|| = sup e(s + g(z)) oldugu da kullanilarak
ecB*

Sup(D¥;) = sup {—=¢%.(0,0,0,0,y",d,0,z*,d)}
(y*,z*,d)eX*x Z* xRy

= sup inf{y*(z) +dfzf| = f*(z,y", d) — 2 (9(2))

(y*,z*,d) xe

+inf {—2"(s) +dl|s + g(x) ([} }

= sup inf{y"(x) +df|z|| - f*(z,y",d) - 2" (g(2))

(y*,2*,d) *€
+inf sup{de(s+ g(z)) — z"(s)}}

s€K ¢cB*

elde edilir.

Eger in}f( sup {de(s + g(x))—2z*(s)} degerini incelersek
sS€ER cep*

o de — z* € K* ise s € K oldugundan (de — z*)(s) > 0 olur. Dolayisiyla

inf sup {de(g(x)) + (de — 2")(s)} = sup {de(g(x))}

SEK oc B ecB*
elde edilir,
o de — 2" ¢ K* ise (de — 2*)(s) < 0 oldugundan
inf sup {de(g(x)) + (de — z*)(s)} = —o0
seK ec B*

olur.
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O halde
V={("d)eZ"xR, |Jec B iginde— 2" € K*}

ve
7(g(), 2", d) = sup{de(g(z)) | e € B*, de — 2" € K"}
olmak tizere

sup  {inf{y*(z) +d|z|| — f“(z,y",d) — 2"(9(x))
yreX* z€S
(z*,d)€Z* xRy

= sup  inf{y(2) +dljz]| - fU(z,y", d) — 27 (g(2)) + 7(g(x), 2", d)}

(y*,z*,d)eX* xVTES

olur. Sonug olarak zayif Fenchel-Lagrange dual problem

(Dkr) sup —inf{y"(z) +dllz|| — (2, y", d) = 27(g(2)) + 7(9(), 2%, d)}

(y*,Z*,d)EX* xVTE

olur.

Tanim 2.5.1. Her (y,z) € X X Z i¢in ¢(y,z) = in)f(@FL(x,y,z) olarak
4SS
tanemlanan ¢ : X x Z — R fonksiyonuna pp; sarsim fonksiyonuna bagh

deger fonksiyonu denir.

Tanim 2.5.2. ppy, fonksiyonu yardvmiyla tanimlanan ¢ deger fonksiyonu (0,0) da
sonlu ve (0,0) noktasinda zayf subdiferansiyellenebiliyorsa (P) problemine

wrr ye gore kararlidur denir.
Yardimci1 Teorem 2.5.3. (P) problemi i¢in

inf{orr(z,y,2) =y (y) +dllyll +d||z[| —2"(2) [y € X, 2 € Z}
dz| +y*(x) = f*(z,y", d) — 2*(g(2)) + 7(g9(x), 2",d) , (", d)eV, z€S
= —00 , (z5,d)¢V, ze S
+00 , v ¢S
dir.

Kanit. Esitligi gostermek icin sirasiyla ¢ S ve x € S durumlarini inceleyelim.
e z ¢ S olsun. Bu durumda ¢pr(z,y, 2) = 400 oldugundan
inf{rL(z,y,2) =y (y) +dllyl| + dl[z]| - 2°(2) |y € X, z € Z} = o0

olur.
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e r € Sve(zfd) € Z* xR, olsun.

inf{orL(z,y,2) —y*(y) +dlyll +d|z|| —2*(2) |y € X, 2 € Z}
- inf  {f(z+y) =y (y) +dllyll +dllz]| — z*(2)}

(z,y,2)ESXXXZ
g(z)<=z
K

olur. Bu egitlikte x +y =r ve z — g(z) = s € K olarak alinirsa

inf{orL(z,y,2) —y*(v) +dlyll +d|z|| —2"(2) |y € X, 2 € Z}
= f {f(r) =y (r) Ty (@) +dllr — 2| + dllg(z) + sl = 2 (g(2)) — =" (s)}

(z,s)ESXK
elde edilir. Zayif Fenchel-Lagrange dual problem olusturmak icin kul-
lanilan yontem uygulanirsa
inf{opr(z,y,2) —y*(y) +dllyl + dl[z]| - 2"(2) |y € X, z € Z}
dllz]| +y*(x) = [ (x5 d) = 2*(9(@)) + 7(g(x), 2%, d) , (2".d) €V
—00 , (25,d) ¢V

olur. Dolayisiyla istenilen esitsizlik x € S olmasi durumunda da saglanir.

O

Teorem 2.5.4, (P) probleminin gy ’ye gore kararhlik kogulu altinda giiglii

dualligin saglanacagini gostermektedir.

Teorem 2.5.4. (P) problemi ppp sarsim fonksiyonuna gére kararl ise
Inf(P) = Sup(D¥,) dir, bu deger sonludur ve ¢’nin (0,0) noktasindaki her
bir zayf subgradienti (D%,) probleminin bir ¢ézimidir. Tersine,

Inf(P) = Sup(D},) ve bu deger sonlu ise (D) probleminin her ¢ézimi ¢

fonksiyonunun (0,0) noktasindaki bir zayf subgradientidir.

Kanat. (P) problemi ¢py’ye gore kararh olsun. Bu durumda ¢(0,0) sonlu ve
9" $(0,0) # 0 olur. Dolaywsiyla 3 (y*, 2*,d) € 9“¢(0,0) vardir. Zayif subdife-
ransiyelin tanimindan V (y, z) € X x Z i¢in
¢(0,0) < ¢(y, 2) + dllyll + dll=[] — y*(y) — 2"(2)
olur. Buradan V (y, z) € X x Zigin
mf(P) = ¢(0,0)
< mf{err(e,y, 2) +dllyl +dllzl =y (y) = 2"(2)}
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olur. O halde

Inf(P) < inf  inf -y (y) — =" 2.1
nf(P) < inf infforuley2) +dlyl+dlz] -y ) - ()} (213)

elde edilir. Inf(P) sonlu oldugundan, (2.13) esitsizliginden ve Yardimc: Teorem

2.5.3’deki egitlikten dolay1 (z*,d) € V' ve x € S olmalidir. Dolayisiyla

f(P) < inf{d|l]| +y™(2) = f*(2,y",d) = 2"(g9(2)) + 7(g(2), 2", )}

< SUP(DgL)

olur. Béylece Inf(P) = Sup(D}¥,) esitligi elde edilir.
Tersine Inf(P) = Sup(D¥;) ve bu deger sonlu olsun. (D¥;) probleminin

bir (y*, 2*,d) € X* x V ¢oziimiinii alalim. Bu durumda

$(0,0) = Inf(P)
= Sup(D¥p)
= inf{y"(2) +dllz]| = f*(2, 97, d) = 2" (g(x)) + 7(g(), =", d)}
= —sup{—y"(@) —dlj| + [*(z.y", d) + 2*(g(w)) — 7(g(2), ", )}
= —¢¥(0,y*,d,0, 2", d).

olur. O halde Teorem 2.1.9'dan (y*, z*,d) € 0“¢(0,0) elde edilir. O

(P) probleminin gy 'ye gore kararliligini verecek teoremlerden 6nce agagi-
daki ti¢ kabulii verelim.

Kabul D. 3 L > 0 saysi, (0,0)'m bir N(0,0) € X x Z komsulugu ve
Ve >0igin 3 z(e) € X eleman her x € X ve her (y,2) € N(0,0) i¢in

prr(,y,2) — prr(x(e),0,0) + & > —Lllyl| — L||=|| (2.14)

olacak sekilde bulunsun.
Kabul E. 3 L > 0 sayist ve V & > 0 i¢in 3 z(¢) € X elemani her z, y € X

ve her z € Z icin
wrL(z,y,2) — ¢ri(x(€),0,0) +e > —Lljyll - L|[2| (2.15)

olacak sekilde bulunsun.
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Kabul F. 4 p >0 ve ¢ € R sayilar1 her x, y € X ve her z € Z igin

err(z,y,2) = —pllyll — pllzll + ¢ (2.16)
olacak sekilde bulunsun.

Teorem 2.5.5. (P) probleminin pr sarsim fonksiyonuna gore kararl olmast
icin gerek ve yeter kosul (P) nin asikar olmayan problem olmasi, Kabul D ve

Kabul F kosullarinin saglanmasidar.
Kanat. Kanit1 Teorem 2.4.4°e benzer olarak yapilir. O

Teorem 2.5.6. (P) probleminin ppr sarsim fonksiyonuna gére kararl ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul Inf(P) nin sonlu olmasi ve Kabul E kosulunun

saglanmasidir.

Kamit. Kanit1 Teorem 2.4.5’e benzer olarak yapilir. O

2.6 Dual Problemlerin Degerlerinin Karsilagtirilmasi

Bu béliimde, bu ¢aligmada olugturulan zayif Fenchel dual problem (D),
zayif Fenchel-Lagrange dual problem (D¥, ) ve Azimov ve Gasimov’un olugtur-
duklar1 zayif Lagrange dual probleminin (DY) optimal degerleri kargilasti-
rilmigtir.  Buna ek olarak (P) probleminin ve ii¢ dual problemin optimal
degerlerinin birbirine (P) probleminin gy sarsim fonksiyonuna goére kararl
oldugu zaman esit oldugu gosterilmistir.

Onerme 2.6.1 zaylf Fenchel-Lagrange dual problemin optimal degerinin her
zaman zaylf Lagrange dual problemin optimal degerinden kiigiik ya da esit

oldugunu gostermektdir.
Onerme 2.6.1. Sup(D%,) < Sup(DY) olur.
Kanat. Keyfi bir (y*,2*,d) € X* x V segelim. V z € X igin

[z, y*d) = sup{y"(y) —dlly — z|| + dl|=|| — f(y)}

yeX

>y (x) +dzl| - f(=)
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olur. Bu egitsizlik yardimiyla

inf{y"(x) + dllzl| = 2" (g(2)) = (2,97, d) + 7(g(x), 2%, d)}

< mf{y" () +dllz]| = =" (9(x)) = y"(2) = dl|z[| + f(z) + 7(g(z), =", d)}
= inf{f(2) = 2" (g(2)) + 7(g(2), =", d)}

< Sup(Dy)

elde edilir. (y*, 2*,d) € X* x V keyfi bir eleman oldugundan

sup(Dpp) = ( supd) inf{y*(2) + dllzf| = 2*(g(2)) = f*(2,y", d) + 7(9(2), 2", d)}
y*z*, X
< Sup(Dy)
olur. 0

Onerme 2.6.2 (D%;) probleminin (D%) probleminin optimal degerinden

kiigiik ya da egit oldugunu gostermektedir.
Onerme 2.6.2. Sup(D¥,) < Sup(D¥) olur-
Kanat. Keyfi x € S ve keyfi bir (y*, 2*,d) € X* x V alalim.

7(g9(x), 2%, d) — 2*(g(x)) = sup{te(g(x)) | e € B* ve de — 2" € K"} — z*(9())
= sup{(de — z*)@ | e € B* ve de — z* € K*}

EK*  e-K
—_——
<0

IA
o

olur. Buradan

inf{y*(2) +dlo]| =2*(g(2)) = f*(z,y", d) +7(g(2), 2", d)}

< inf (o) + el — £ (2.y", )

< osuwp o inf{y(z) +dfz] - fU(z, Y7, d)}
(y*,d)eX* xR zeG

= Sup(D¥)

olur. Esitsizligin her iki tarafinda (y*, z*,d) € X* x V {izerinden supremum
alinirsa

Sup(Dyp) < Sup(Dy)

elde edilir. O
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Onerme 2.6.3 ve Onerme 2.6.4 asil problem ve dual problemlerin optimal

degerlerinin esitligi i¢in bir kogul vermektedir.

Onerme 2.6.3. Kabul D ve Kabul F kosullary gegerli ve (P) problemi agikar

olmayan problem olsun. Bu durumda
Sup(Dfy) = Sup(Dy) = Sup(Df) = Inf(P)
olur.

Kamit. Kabul D ve Kabul F kogullar1 gegerli ve (P) agikar olmayan problem
ise Teorem 2.5.5 geregi (P) problemi gy, sarsim fonksiyonuna gore kararhdir.
Dolayisiyla

Inf(P) = Sup(D%;) > Sup(Dy) (2.17)

ve

Inf(P) = Sup(Dy;) > Sup(Dy) (2.18)
olur. Onerme 2.6.1 ve Onerme 2.6.2 yardimiyla da
Sup(Dpp) = Sup(Dy) = Sup(Dy) = Inf(P)
elde edilir. O

Onerme 2.6.4. Kabul E saglansin ve Inf(P) sonlu olsun. Bu durumda
Sup(Dfp) = Sup(Dy) = Sup(Dy) = Inf(P)
olur.

Kanit. Kabul E saglandigindan ve Inf(P) sonlu oldugundan Teorem 2.5.6
geregi (P) problemi ¢p fonksiyonuna gore kararhdir. O halde Onerme 2.6.1
ve Onerme 2.6.2’deki esitsizliklerden ve (P) probleminin gy ’ye gore kararlili-
gindan

Sup(Dip) = Sup(Dy) = Sup(Dy) = Inf(P)

elde edilir. O
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2.7 Optimallik Kosgullar:

Bu kesimde zayif Fenchel (D¥) ve zayif Fenchel-Lagrange dual (D%, ) prob-

lemleri i¢in optimallik kogullar1 verilmigtir.
Teorem 2.7.1. (P) problemi ¢ fonksiyonuna gore kararl olsun. Bu durumda
a) x, (P) probleminin bir ¢ézimi ise (D¥) probleminin

() f(z) = inf {yy(z) + dof|z|| — f* (2,90, do)}

(i) (45, do) € 0" f(7)
olacak sekilde 3 (yg, do) € X* x Ry ¢oziimii vardor.

b) TersineZ € G ve (yg,dy) € X* xR, elemanlar: (i) kosulunu saglyorlarsa

T (P) probleminin (yg,do) da (D) probleminin bir ¢ozimiidir.

Kanat.  a) (P) problemi kararh ve Z, (P) probleminin bir ¢6ziimii olsun. (P)
problemi kararli oldugundan Inf(P) = Sup(D¥) ve bu deger sonlu olur.
O halde (D) probleminin en az bir (y3,dy) € X* x Ry ¢oztimii vardur.
Bu ¢oztimiin (7) ve (i7)’yi sagladigim gosterelim.
Inf(P) = Sup(D¥) oldugundan f(z) = ;rel(f; {y5(x) + dollz|| = (2, y5, do) }

olur. Boylece (i) durumu saglanir.

Ote yandan
f@) = inf{yg(z) +dollz]| — f“(z, 90, do)}
< o) + dol[z]| = (7, 55, do) (2.19)
dir.
f(@) 2 yo(Z) + dol|Z|| — f*(Z, 5, do) (2.20)

oldugunu biliyoruz. O halde (2.19) ve (2.20)’den
f(@) = yo () + dol|Zl| = (7, 45, do)

elde edilir. Bu (y3,do) € 0V f(z) olmasi demektir. O halde (ii) de

saglanir.
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b) (i) saglansm. Bu durumda

Inf(P) < f(2)
= inf{yy(2) +doll]| — f*(, 95, do)}
= i inf {y*(2) + dlfl| = f*(2,y",d)}
= Sup(Dp)
olur. Buradan

nf(P) = Sup(Df) = f(z) = inf{y5(2) +dollx|| — f*(2, 45, do)}

elde edilir. Yani z, (P) probleminin (yg,do) da (D§) probleminin bir
¢oziimuddr.

O

(P) probleminin ¢p(+) fonksiyonuna gore kararlilik kogullar altinda da Teo-

rem 2.7.1 gegerli olur.

Sonug 2.7.2. (P) agikar olmayan problem olsun, Kabul A ve Kabul C saglansin.

Bu durumda
a) x, (P) probleminin bir ¢ézimi ise (D¥) probleminin

(i) () = it {y5(@) + dolle] = (5, do)}

(i) (45, do) € 0 f(7)
olacak bi¢imde 3 (y5,do) € X* x Ry ¢ozimii vardar.

b) TersineT € G ve (y3,dy) € X* xR, elemanlar: (i) kosulunu saglyorlarsa

z (P) probleminin (yg,do) da (D¥) probleminin bir ¢ézimidir.

Kanit. (P) asikar olmayan problem iken ve Kabul A, Kabul C kogullar sag-
landiginda (P) problemi kararh oldugundan Teorem 2.7.1'in kogulu saglanir.

O halde sonug ispatlanmig olur. O
Sonug 2.7.3. Kabul B saglansin ve Inf(P) sonlu olsun. Bu durumda

a) x, (P) probleminin bir ¢ézimi ise (D¥) probleminin
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(i) () = it {y5(@) + dolle] — (5, do)}

(i) (y5,do) € 0" f(Z)
kosullarina saglayan 3 (yg,do) € X* x Ry ¢oziimii vardar.

b) Tersinez € G ve (y3,dy) € X* xR, elemanlar: (i) kosulunu saglyorlarsa

z (P) probleminin (y§,do) da (DY) probleminin bir ¢ézimidiir.

Kanit. Inf(P) sonlu ve Kabul B gegerli oldugunda (P) problemi kararhdir. O

halde Teorem 2.7.1’in kosulu saglanmig olur. O

Teorem 2.7.4. a) (P) problemi ppy, fonksiyonuna gére kararle olsun. Bu
durumda T, (P) probleminin bir ¢ézimi ise (D%, ) probleminin
(1)) f(z) = inf{ys(2) + dollzl| — 25(9(2)) = f*(x, 45, do) + 7(9(2), 5, do) }
(ii) (Y5, do) € 0" f(Z)
(i) 7(9(%), 25, do) = 25(9(7))
kosullarina saglayan en az bir (y§, 25, do) € X* x V' ¢ozimii vardr.

b) Tersine T € G ve (y3, z5,do) € X* x V' (i) kosulunu saglyorlarsa T ve

(Y5, 25, do) moktalary siraswyla (P) ve (D)) problemlerinin ¢ozimleridir.

Kanit.  a) (P) problemi kararl oldugundan Inf(P) = Sup(D}, ) dir ve (D%,)
probleminin en az bir (yg, 25, do) ¢oziimii vardir.  ve (yg, 25, do) nokta-

larmin (i), (ii) ve (iii)"i sagladiklarin gosterelim.
f(z) =nf(P) = Sup(Dp;)
= inf{ys(2) +doll|| - 2(g(x))
_fw(l.’ yE)kv dO) + T(g(l’), 287 dO)}
olur. Dolaysiyla (i) durumu saglanmig olur.
7(9(Z), 25, do) — 25(g(Z)) < 0 oldugundan
f@) = inf{ys(x) + dolll| — 20(g()) — f* (2, y0: do) +7(g(2), 25, do) }

S yé(f) + dOHi.” - fw('i.ayg)(ad0>
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elde edilir. Buradan f(z) + f“(z,y5, do) = y5(Z) + do||Z|| ve dolayisiyla

(Y5, do) € 0 f(Z) olur. Boylece (ii) durumu da saglanmig olur.

/(@) inf {yy(2) + dollz]l = 25(g(=)) — f*(2, 45, do) + 7(g(), 20, do) }
yo(T) + dol|zl| — 25 (9(x)) — f*(Z, y5, do) + 7(9(%), 25, do)
)

< J(@) = 2(9(7) + 7(9(7), 25, do)

IN

oldugundan 0 < 7(g(7), 25, do) — 25(g(Z)) olur.
7(9(Z), 25, do)—25(9(Z)) < 0 oldugunu biliyoruz. O halde bu iki esitsizlikten
7(9(Z), 25, do) = z5(g9(Z)) elde edilir. Dolayisiyla (iii) de saglanir.

b) Kamti agiktir.
U

(P) probleminin g, fonksiyonuna gore kararhlik kogullar: altinda da Teo-

rem 2.7.4 gecerli olur.

Sonug 2.7.5. Kabul D, Kabul F saglansin ve (P) agikar olmayan problem

olsun. Bu durumda
a) x, (P) probleminin bir ¢ézimi ise (D%;) probleminin
(1)) f(z) = inf{y(2) + dollzl| — 25(9(2)) = f*(x, 45, do) + 7(9(2), %5, do) }
(ii) (y5, do) € 9" f(Z)
(i) 7(9(7), 25, do) = 25 (9(7))
olacak bi¢imde en az bir (yg, 25, do) € X* x V' ¢dzimi vardur.

b) Tersine & € G ve (y3, z5,do) € X* x V' (i) kosulunu saglyorlarsa T ve

(Y5, 25, do) noktalar siraswyla (P) ve (D%;) problemlerinin ¢ézimleridir.

Kamit. Kabul D, Kabul F saglandigindan ve (P) asikar olmayan problem
oldugundan (P) problemi ppg;’ye gore kararlidir. Dolayisiyla Teorem 2.7.4’tin

kosulu saglanmig olur. O
Sonug 2.7.6. Kabul E saglansin ve Inf(P) sonlu olsun. Bu durumda

a) x, (P) probleminin bir ¢ézimi ise (D%;) probleminin
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(1)) f(z) = inf{ys(2) + dollzl| — 25(9(2)) — f*(x, 45, do) + 7(9(2), %5, do) }
(ii) (Y5, do) € 0" f(Z)
(i) 7(9(%), 25, do) = 25(9(7))
kosullarina saglayan en az bir (y§, 25, do) € X* x V' ¢ozimii vardr.

b) Tersine & € G ve (y3, z5,do) € X* x V' (i) kosulunu saglyorlarsa T ve

(Y5, 25, do) moktalary siraswyla (P) ve (D)) problemlerinin ¢ozimleridir.

Kanit. Kabul E saglandigindan ve Inf(P) sonlu oldugundan (P) problemi
(D%, ) problemine gore kararhdir. Dolayisiyla Teorem 2.7.4’in hipotezi sag-

O

lanmaig olur.
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3 KUME DEGERLI DONUSUMLERIN ZAYIF ESLENIK
DONUSUMLERI, ZAYIF SUBDIFERANSIYEL ve VEKTOR
OPTIMIZASYONDA ZAYIF ESLENIK DUALLIK

Bu boliimde verilen bir vektor optimizasyon probleminin dual problemi-
ni olugturmak i¢in kullanilacak olan kiime degerli doniigtimlerin zayif eslenik
dontigtimleri ve zayif subdiferansiyel kavramlari tanimlanmig, daha sonra bu
kavramlar arasindaki iligkiler incelenmistir. Vektor degerli fonksiyonlar kiime
degerli dontisiimlerin 6zel halleri olduklarindan verilen tanimlarin hepsi vektor
degerli fonksiyonlar i¢in de gecerlidir. Bu yiizden bu kavramlar bir vektor

optimizasyon probleminin dual problemini olugturmak i¢in de kullanilabilir.

3.1 Kiime Degerli Doniisiimlerin Zayif Eglenik Donitigsiimleri

Bu kisimda, kiimeler i¢in supremum, infimum ve vektorel norm kavram-
lar1 kullanmilarak, kiime degerli dontigiimlerin zayif eslenik ve zayif bieslenik
dontigtimleri verilmis ve bu kavramlar arasindaki iligkiler incelenmisgtir. Skaler
fonksiyonlar i¢in tanimlanan zayif eglenik dontigiimler icin bilinen 6nemli esitlik
ve esitsizliklerin genellemeleri elde edilmistir.

Yukarida bahsedilen tanimlarin verilebilmesi i¢in kismi sirali bir topolo-
jik vektor uzayinda, verilen bir kiimenin zayif minimumu, zayif maksimumu,
supremumu, infimumu ve vektorel norm kavramlarina ve bu kavramlarla il-
gili ozelliklere ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu nedenle ilk olarak bu kavramlarin
tanimlari, kiime degerli doniigtimler ve bu kiimeler arasindaki iligkiler verile-
cektir.

Y gercel topolojik vektor uzayi, Y, C kapali, konveks, sivri ve intC' # ()

olan C konisi ile kismi sirali olsun. Bu koni ile ”<” kismi siralamasi
C
yl%ya — yg—ylereylgyg < Yy —y1 € intC

olarak tanimlanir. Y uzayma 400, —oo noktalarini ekleyerek olugturulan

genisletilmis uzay1 Y ile gosterilir. Bu iki noktanm V y € Y icin

—00 <Y < Hoo, (£oo) +y =y + (£o0) = (£00)

37



(£00) + (£o00) = (£o0), V A >0 igin A(£00) = (£00)

ve

V A < 0igin A(£o00) = (Fo0)

ozelliklerini sagladig1 varsayilacaktir. Ek olarak 400 — oo durumu gozardi

edilecektir.

Tanim 3.1.1. [33] Z C Y kiimesi verilsin.
A(Z)={yeY |3y € Ziciny >y}

kiumesine Z kiimesinin st noktalar: kimest,
B(Z)={yeY |3y e Zicny <y}

kiimesine de Z kiimesinin alt noktalary kumesi ady verilir.

Uyar: 3.1.2. [33] A(Z) C Y U{+o0}, B(Z) CY U{—00} ve
B(Z) = —A(—Z2) oldugu ag¢iktar.

Tamim 3.1.3. [33]/ Z CY kiimesi ve § € Y noktasy verilsin.

i)y € Z vey g Yy olacak sekilde hicbir v € Z yoksa y noktasina Z
kiimesinin zayf maksimal elemany denir. Z kimesinin tim zayf mak-
simal elemanlarinin olusturdugu kimeye Z kumesinin zayif maksimumu

denir ve wmaksZ 1ile gosterilir.

i) y € Z vey < y olacak sekilde hicbir v € Z yoksa §y noktasina Z
kiimesinin zayrf minimal elemany denir. Z kiimesinin tim zayrf minimal
elemanlarinin olusturdugu kimeye Z kimesinin zayif minimumu denir

ve wminZ ile gosterilir.

iii) y ¢ B(Z) ve B(y) C B(Z) yani , y Sy olacak sekilde hicbir y € Z
yoksa ve 1’ g y iken 1 g y olacak sekilde 3 y € Z wvarsa y noktasina
Z kumesinin bir supremal elemant denir. Z kumesinin tim supremal

elamanlarimn kimesine Z 'nin supremumu denir ve SupZ ile gosterilir.
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w) y ¢& A(Z) ve A(y) C A(Z) yani , y < y olacak sekilde hicbir y € Z
yoksa ve y g Yy iken y g y' olacak sekilde 3 y € Z varsa §j noktasina Z
kiimesinin bir infimal elemanty denir. Z kiumesinin tim infimal elaman-

larmin kumesine Z nin infimumu denir ve InfZ ile gosterilir.

Ornek 3.1.4. Y = R?, C = R ve Z kiimesi Sekil 3.3’deki gibi olsun. Bu
durumda Z kimesinin alt noktalar: ve st noktalar, kimeleri Sekil 3.4 °de ve

infimumu ve supremumu ise Sekil 3.5°de gosterilmistir.

%7 (Z)

%

7

Sekil 3.4: Z kiimesinin iist noktalar1 ve alt noktalar: kiimesi
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SupZ

InfZ

Sekil 3.5: Z kiimesinin infimum ve supremum kiimeleri

Uyar 3.1.5. [33]

i) wmaks () = () ve Sup 0 = {—o0}

it) —wmaks(—Z) = wminZ, —Sup(—Z2) = InfZ
olur.

Yardimc1 Teorem 3.1.6, R’de supremum ve infimum kavramlar: igin veri-
len karakterizasyonlarin herhangi bir kismi sirali topolojik vektor uzayindaki

supremum ve infimum kavramlari i¢in de gegerli oldugunu gostermektedir.

Yardimci Teorem 3.1.6. Y gercel normlu uzay: C' kapalr, sivri, konveks ve
intC' # (0 olan C konisi ile kismi sirali olsun, O # Z C Y kiimesi ve T € Y

noktasi verilsin. Bu durumda

i) T € InfZ olmasi icin gerek ve yeter kosul z g T olacak sekilde hicbir
z € Z olmamasive ¥ ¢ € intC' i¢in x(e) < T+-¢ olacak sekilde 3 x(c) € Z

olmasidar.

i1) T € SupZ olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T g z olacak sekilde hicbir
z € Z olmamasiveV € € intC i¢in T—e¢ S x(e) olacak sekilde 3 x(e) € Z

olmasidar.
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Onerme 3.1.7. [33] Z CY kiimesi verilsin. Bu durumda
wmaksZ = Z N SupZ ve wminZ = Z N InfZ

olur.
Onerme 3.1.8. [33/ Z CY kiimesi verilsin. Bu durumda

i) SupZ = {—o0} olmasi i¢in gerek ve yeter kosul B(Z) = 0 olmasidur.
Bu durum ise sadece Z = () ya da Z = {—oo} olmasi durumunda

mamkundir.

ii) SupZ = {+o0} olmasi igin gerek ve yeter kosul B(Z) = Y U {400}

olmasidar.

i11) Yukaridaki durumlar haricinde SupZ C 'Y olur.

Uyar1 3.1.9. [33] Z C Y kiimesi verilsin. B(Z) kiimesinin'Y i¢indeki ka-

pamist Tanino tarafindan

{—o0} , B(Z)=10
cd(B(Z)) =Y , B(Z)=Y U{—o0}
A(B(Z)NY)U{—oc} , d.d.

olarak tamimlanmastar.

Onerme 3.1.10. [33] Z CY kiimesi verilsin. Bu durumda
SupZ = [clB(Z)]\B(Z) = wmaks[cIB(Z)] olur.

Onerme 3.1.11. [33] Z C Y kiimesi verilsin. Bu durumda B(Z) = B(SupZ)
ve A(Z) = A(InfZ) olur.

Onerme 3.1.12. [33] Z CY kiimesi verilsin. Bu durumda
Z C clB(Z)=SupZ U B(Z) =SupZ U B(SupZ) olur.

Yardimc1 Teorem 3.1.13 genigletilmis uzayin, bir kiimenin supremumu ve
supremumunun alt ve iist kiimelerinin birlesimi seklinde yazilabildigini soyle-

mektedir.
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Yardimci Teorem 3.1.13. [33] Z C Y kiimesi verilsin. Bu durumda
Y = SupZ U A(SupZ) U B(SupZ)
olur ve birlesime giren ¢ kume de ayriktirlar.

Onerme 3.1.14 ve Sonug 3.1.15 kiime degerli doniigimlerin supremumlari

arasindaki iligkileri vermektedir.

Onerme 3.1.14. [33] X herhangibir uzay, F\,Fy : X = Y kiime degerli

donisium olsunlar. Bu durumda

Sup U [F1(z) + F3(x)] = Sup U [Fi(x) 4+ SupFy(z)]

zeX zeX

olur. Burada +o00 — oo durumu goz ards edilmistir.

Sonug 3.1.15. [33] X herhangibir uzay, F : X =Y kiime degerli doniisiimyi

verilsin. Bu durumda

Sup U F(z) = Sup U SupF(x)

zeX zeX

olur.

Sonug 3.1.16. [33] Z C Y kiimesi verilsin. Bu durumda Sup(SupZ) = SupZ

olur.

Yardimci Teorem 3.1.17 ve Yardimc1 Teorem 3.1.18 bir kiime degerli donii-
siimin zayif bieglenik dontisiimiintiin daha sade bir ifadesini verebilmek icin

kullanilacaktur.

Yardimci Teorem 3.1.17. Y topolojik vektor uzay, Y, kapal, konveks, sivri

ve intC # () olan C konisi ile kismi siraly olsun. D, E CY kiimeleri i¢in

SupE C SupD U A(SupD) (3.1)

SupE C SupD U B(SupD) (3.2)

1se SupD = SupFE 'dir.
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Kanit. (3.1), (3.2)’den ve A(SupD) N B(SupD) = () oldugundan

SupE C  (SupD U A(SupD)) N (SupD U B(SupD))
= SupDUD

= SupD (3.3)

elde edilir. Simdi SupD C SupF oldugunu gosterelim. Varsayalim ki

3y € SupD igin § ¢ SupE olsun. Bu durumda y € A(SupFE) ya da
y € B(SupFE) olmalhdwr. y ¢ B(SupE)dir. Ciinkii § € B(SupE) olsaydi
Jda € SupFE icin y g a olurdu. a € SupF ve SupE C SupD oldugundan
y € B(SupD) olur. Bu g € SupD olusu ile geligir. O halde § € A(SupF)
olmahdir. Dolayisiyla a é y olacak sekilde 4 a € SupF vardir. a € SupF ve
SupE C SupD oldugundan a € SupD’dir. Buradan y € A(SupD) elde edilir.
Bu ise y € SupD olusu ile celigir. O halde ¥ € SupFE olmalidir. Dolayisiyla

SupD C SupFE (3.4)
olur. (3.3) ve (3.4)’den SupD = SupF elde edilir. O

Yardimci Teorem 3.1.18. X, Y, Z topolojik vektor uzaylari, Y, kapali, kon-
veks, swri ve intC  # (0 olan C konisi ile kismi swraly  olsun.
F : X =Y kiime degerli doniisimi, a,b : Z x X — Y fonksiyonlar:, ve-

rilsin. ¥ z € Z veV x € X icin
a(2,7) < bz, 2)
c
15€

SupUInfU[b(z,x)+F C SupUInfU a(z,z) + F(z)]U

z€Z zeX z€Z zeX

SupUInfU a(z,x) + F(x)])

2€Z z€X
olur.
Kanat. Varsayalim ki 3 € Sup U Inf U [b(z,x) + F(z)] igin

z€Z zeX

¢SupUInfU a(z,x) + F(x UASupUInfU a(z,x) + F(z)]) olsun.

z2€Z zeX z€Z zeX
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O halde Yardimc1 Teorem 3.1.13’den

yEBSupUInfU (z,2) + F(x UInfU a(z,x) + F(x)])

z€Z zeX z2€Z reX

olmalidir. Dolayisiyla 3 Z € Z ve 3 y € Inf U a(z,z) + F(z)] igin

zeX
Vs (3.5)
olur.
Simdi, y € B(U Inf U [b(z,x) + F(z)]) oldugunu kamtlayalim. Varsaya-
2€Z zeX
lm ki y ¢ B(U Inf U [b(z,x) + F(z)])) olsun. O halde V z € Z igin
2€Z zeX
y & B(lnt | [b(z,2) + F(2)])
zeX

olur. Ozel olarak z icin de

y ¢ B(Inf | ] [b(z, 2) + F(2)))

zeX

olur. Dolayisiyla yay € A(Inf U [b(z,z) + F(z)]) yaday € Inf U b(z,z) + F(z)]
zeX reX
olmaldir.

o y € A(Inf | Jb(z, ) + F()]) = A(| J[b(z,2) + F(2)]) ise 3z € X ve
zeX rzeX
Jy € F(x) igin b(z,z) + 3/ Sy olur. Buradan ve a(z,z) < b(z,x)
c

oldugundan

a(Z,x) +y <b(zZx)+y <y
C C

bulunur. Boylece

y € A(|Jla(z,2) + F(2)]) = A(Inf | [a(z, 2) + F(x)])

zeX zeX

elde edilir. Bu ise y € Inf U a(z,z) + F(z)] olugu ile geligir. O halde

y ¢ A(Inf U [b(Z,z) + F(z)]) olmahdir.

zeX

e y < Inf U [b(Z,2) + F(z)] ise (3.5)'den gy € B(U Inf U b(z,z) + F(x)])
zeX 2€Z zeX
olur ki bu g € SupU Inf U [b(z,z) + F(z)] olusu ile geligir. O halde

z2€Z zeX

y ¢ Inf U b(Z, ) + F(z)]dir.

zeX
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Bu durumda y € B(Ulnf U [b(z,x) + F(z)]) olmahdir.

z€Z zeX

y € B(Ulnf U [b(z,z) + F(z)]) oldugundan 3¢ € Ulnf U b(z,z) + F(z)]

z2€Z zeX z€Z zeX
i¢in y g g olur. (3.5)’den g g Y g g elde edilir. Dolayisiyla

B(|Jnf | J[b(z,2) + F(x)]) = B(Sup| JInf | J [b(z, 2) + F(x)])

z€Z zeX 2€Z zeX

olur. Buy € SupUInf U [b(z,x) + F(z)] olusu ile geligir. O halde

z2€Z reX
g ¢ B( SupUInfU a(z,x) + F(x)])
z2€Z zeX
yani
SupUInfU z,x) + F(x UASupUInfU a(z,x) + F(x)])
z€Z zeX z2€Z reX
elde edilir. O

Simdi vektorel norm kavramini hatirlatalim.

Tanim 3.1.19. [3/] X ve Y gercel vektor uzaylar, Y uzayr C' konveks koni-

siyle siraly olsun. ¥V x, z € X veV X € R icin
(a) =] = 0y & 2 =0x;
(b) Azl = [A[ll=]l;

(c) llx+ z|| < ||zl + |z]| ozelliklerini saglayan || - || : X — C dondsimine
c

bir vektorel norm denir.

Eger Y =R ve C =R, ise || - || doniisiimii X tizerinde bir norm olur.

Caligmamizin bundan sonraki kisminda X, Y topolojik vektor uzaylar,
Y uzayr kapali, konveks, sivri ve intC' # () olan C konisi ile kismi sirali,
F : X =Y kiime degerli déniigiim ve || - || : X — C vektorel norm olarak
kabul edilecektir.

Tanim 3.1.20. Yukaridaki varsayimlar altinda
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a) Her (zo,U,c) € X x L(X,Y) x Ry i¢in

F* (20, U, ¢) = Sup |_J [=clz — zol| + cllaol| + U(z) — F ()]

zeX

olarak tanvmlanan F¥ : X x L(X,Y) x Ry =Y kiime degerli déniisii-

mane Fin zaypf eslenik dondsumd denir.
b) Her x € X igin

F*(x) = Sup U [—clle = zoll + cllzoll + U(x) = (0, U, ¢)]

(:Eo,U,C)EXXL(X,Y) xRy

olarak tanvmlanan F®* : X = Y dondsimine F’in zayf bieslenik

donusumi denair.
Zayif bieglenik doniigiim agagidaki sekilde daha kisa ifade edilebilir.

Onerme 3.1.21. Vz € X icin

F*(x) = Sup U [cllz]| + U(z) — F*(2,U,¢)]
(U,c)EL(X,Y) xRy

olur.

Kanat.

U lellzl+U(z)F (@, U] € | [Felle —zoll+cllzoll+U(x) = F*(xo, U, )]

C€R+ IL‘OGX
UeL(X,Y) UEIéRX,Y)
CER4

ve Y] CY; iken SupY; C SupYs U B(SupY3) oldugundan

Sup | [ellzll + Ulz) — F*(x,U,c)]

ceRL
UeL(X,Y)

CSup | [=cllz = woll + cllwoll + U(x) = F*(wo, U, )]
ro€EX

UeL(X,Y)
ceRy

UBSuwp | [=ellz = woll + ellzoll + Ulx) — F* (a0, U, e)])

zoEX
UeL(X,Y)
ceRy

= Foe(z) U B(F"(z)) (3.5)
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elde edilir. F'* ve F'*’ nun tamimindan

Fro(z) = sup | [=ele = aoll + ellzoll + U(x) = F*(x0, U, 0)]

ro€X
UeL(X,Y)
cER+

= Sup |J [~elz —woll + cllaoll + U(z)~

ro€EX
UEL(X,Y)
ceRy

Sup | [=clly — zoll + ellzoll + U(y) — F(y)]]

yeX

= Sup |J Inf (J[=ellx —aoll +elly —oll + U(w) = Uly) + F(y)]

ro€X yeX
UeL(X,Y)
c€Ry

olur. a,b: X x L(X,Y) x Ry x X — Y fonksiyonlarin sirasiyla
V (20,U,c,y) € X x L(X,Y) x Ry x X igin

a(wo,U,c,y) = —cllz —wol + clly — zoll + U(z) = Uly)
b(xo, U, c,y) = clly ==l + Ulx) = U(y)

olarak tammmlayalim. (zg, U, c) € X x L(X,Y) xR, secildikten sonra sabitlenen

keyfi bir eleman olsun. Bu durumda V y € X igin
—clz — 2ol +clly — zoll 5 clly — 2|

oldugundan a(xg, U, ¢,y) < b(zo, U, ¢,y) olur. O halde Yardimc1 Teorem 3.1.18’den
c

Sup | Inf [ J[+elly — 2l + Ulz) = Uly) + F(y)] €

zo€X yeX
UeL(X,Y)
ceRy
sup |t el — ol + elly — woll + Ul@) — U(w) + F()
x0€EX yeX
UeL(X,Y)
CER+
AW | It | [—ele - zoll + elly - woll + U(x) — Uy) + F))
To€X yeX
UeL(X,Y)
ceRy

= F () U AR ()
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elde edilir. Buna ek olarak

Sup | Inf (Jlelly — [l + U(z) = U(y) + F(y)]

zo€X yeX
UeL(X,Y)
ceRy

=suwp | J Inf [Jlely -2l = cllell + cllzll + U(z) = Uly) + F(y)]

UeL(X,Y) yeX
ceRy

=sup |J [ellell + U(z) = Sup|J [=elly = «ll + cllll + Uy) = F(y)]

UeL(X,Y) yeX

=Suwp |J [ellell + U(x) = F*(2,U, )]
UeL(X,Y)
cER+
olur. Bu ifadeyi bir 6nceki kapsamda yerine yazarsak

Sup | J [ellall + U(w) = F*(2,U,0)] € F*"(x) UA(F""(x))  (3.6)

UeL(X,Y)
c€Ry

elde edilir. (3.5), (3.6) kapsamlar1 ve Yardimc: Teorem 3.1.17’den

Sup ) [ellall + Ulx) = F*(2, U, 0)] = F*"(x)
UeL(X,Y)
ceRy

elde edilir. O

Simdi verilen bir kiime degerli dontigiimiin zayif eslenik ve zayif bieslenik

dontigimlerinin bulunuguna bir 6rnek verelim.

Ornek 3.1.22. F : R = R kime degerli donusimi ¥ x € R igin
F(x) = [~|z|, +00) olarak tanimlansin. Bu durumda ¥V (xg,u,c) € R? x R, ve

VxeR icin

Ry (kb E AR L
o0 ,Jul >e—1
ve
F(x) = {—|z[}
elde edilir.

Onerme 3.1.23. F: X =2 Y kiime degerli donisum olsun. Bu durumda
VyeY veV (zg,U,c) € X X L(X,Y) x Ry i¢in
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i) (F+9)"(xo,U,c) = F*(x9,U,c) — 7
i) (F+g)*(z) =F"(x)+y
olur.

Kanat. i) g, X'nin keyfi bir elemam olsun. Bu durumda zayif eglenik donii-

simiin tanimindan

(F+9)" (w0, Usc) = Sup | [=ele = woll + cllzoll + U(x) = (F + ) ()]

zeX

= Supxgx [—clle = zoll + cllzoll + Ux) = F(2)] — g

= Fw(x07 Ua C) - g
elde edilir.

ii) Zayif bieglenik doniigiimiin tammindan

(F+gy)"(z) = Sup Ul=clz = ol + cllzof| + U(z) = (F +9)* (0, U, )]
rzoEX,ceER4
UeL(X,Y)

= Sup U [=cllz = zol| + cllwoll + Ulz) = (0, U, ¢) + 9]
roEX,ceER4
UeL(X,Y)

= Sup U [=cllz — w0l + cllzoll + Ulz) — F* (20, U, )] + 5
ro€X,cERL
UeL(X,Y)
= Fa) 4+

elde edilir. m

Onerme 3.1.24 gercel degerli fonksiyonlar icin verilen Fenchel esitsizliginin

bir genellemesidir.

Onerme 3.1.24. 7 € X wve (20,U,¢) € X x L(X,Y) x Ry verilsin. Bu

durumda
(F(z) = U(Z) + cl| — 2ol — cllzoll) N B(=F*(z0,U,¢)) =0
olur.

Kanit. A(F*(xo,U, c)) kiimesinin tamimindan ve

F* (20, U, ¢) = Sup | J [=clx — zol| + ellol| + U () — F ()]

zeX
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oldugundan
(=l = zoll + cllwoll + U(z) — F(2)) N A(F* (20, U, ¢)) = 0
olur. Buradan
(F(z) + cllz = zoll — cllwoll — U(2)) N (=A(F* (0, U, c))) = 0
ve Z, Y uzaymn keyfi bir alt kiimesi olmak tizere —A(—Z2) = B(Z) oldugundan
(F(z) = U(Z) + cl| 7 = zol| — cllwoll) N B(=F" (0, U, c)) = 0
elde edilir. O

Onerme 3.1.24’de = 0 alinarak agsagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.25. § € F(0) ve (xo,U,c) € X x L(X,Y) x Ry verilsin. Bu
durumda y' € —F"(xo,U, c) ise gy £y olur.
c

Sonug 3.1.26 F"in bir gercel degerli fonksiyon olmasi durumunda fonksiyon

ve onun zay1if bieglenik fonksiyonu arasindaki
F(r) < F(z)
iligkisini verir.

Sonug 3.1.26. T € X, y € F(z) vey” € F*"(Z) olsun. Bu durumda y £ y"
c

olur.

Kanat. Onerme 3.1.24’den V (20, U, ¢) € X x L(X,Y) x Ry ve V z € X igin
(F(z) = U(z) + clle — zofl = cllzoll) N B(=F"(z0,U,c)) =0

oldugunu biliyoruz. Buradan,

0 = Fx)n(U(z) = cle = zofl + cllzoll + B(=F"(x0,U, 0)))
= F(2) 0 B(=cllz — ol + cllwoll + U(x) — F* (20, U, ¢))
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olur. (zo,U,c), X x L(X,Y) x R, kiimesinin keyfi bir eleman oldugundan ve
Onerme 3.1.11°den
0 = F@)nB( | [z -l +clzoll + Ulx) = F*(x0,U, )

(w0,U,c)

= F()nBSuw | [~ecle —woll + cllaoll + Ulx) = F*(x0,U,c)])

(z0,U,c)
_ F(z)n B(F"(x))

elde edilir. Buradan V y € F(x) i¢in y ¢ B(F“"“(x)) olur. Dolayisiyla
y < vy dir. O
c

3.2 Kiime Degerli Doniisiimlerin Zayif Subdiferansiyeli

Bu boliimde kiimeler icin verilen zayif maksimum kavrami ve vektorel
norm kavramlar1 kullanilarak kiime degerli doniigiimler icin zayif subdiferan-
siyel kavrami tanimlanmig, bir kiime degerli doniistimiin zayif subdiferansiyel-
lenebilmesi i¢in gerekli ve yeterli kogullar verilmis ve Lipschitz ozelligine sahip
bir kiime degerli doniigiimiin baz kosullar altinda zayif subdiferansiyellenebilir
oldugu kanmitlanmigtir. Bunlara ek olarak zayif subdiferansiyel ile zayif eslenik
dontigtimler arasindaki iligkiler incelenmis ve zayif subdiferansiyellenebilme
yardimiyla bir kiime degerli doniigtim ile kiime degerli doniigiimiin zayif bies-
lenik dontigiimiiniin egitligi icin kosullar elde edilmistir.

Tanim 3.2.1. = € X ve y € F(z) verilsin.
U(Z) — y € wmaks U U(z) — c|lz — z|| — F(x)] (3.1)

zeX

kosulunu saglayan (U,c) € L(X,Y) x Ry ikilisine F''in (Z,y) noktasindaki
zayif subgradienti denir. Fin (Z,y) noktasindaki tim zayf subgradientlerinin
kiimesine F’in (Z,y) noktasindaki zayf subdiferansiyeli denir ve 0" F(Z,y)
seklinde gosterilir. 0“F(z,y) # 0 ise F’e (Z,y) noktasinda zayif subdife-
ransiyellenebilirdir denir. ¥ § € F(Z) i¢in OV F(Z,y) # 0 oluyorsa F’e T nok-
tasinda zayf subdiferansiyellenebilirdir denir F'in T noktasindaki zayif subdi-

feransiyeli

0"F(z)= |J 0"F(z,9)

JEF ()
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olarak gosterilir.

Simdi verilen bir kiime degerli doniigtimiin zayif subdiferansiyelinin bu-

lunuguna bir 6rnek verelim.

Ornek 3.2.2. F: R = R kiime degerli dontisumu ¥V x € R i¢in
Fz) ={y : y > —|z|} = [—|z|,00) olarak tanimlansin. Bu durumda F’in

zayif subdiferansiyeli V r € R i¢in

{(uac):czla |U|§C—1} ) g
0 :

]
i
=

oF"(z,y) =

Ny
V
i
=l

olur.

Onerme 3.2.3’de zayif subdiferansiyel kullanilarak bir vektoriin verilen bir
optimizasyon probleminin optimal ¢ozliimii olmasi i¢in gerekli ve yeterli bir

kosul verilmektedir.

Onerme 3.2.3. Z € X ve § € F(Z) olsun. Bu durumda § € WminUF(x)

zeX
olmasy i¢in gerek ve yeter kosul (0,0) € 0V F(Z,y) olmasidur.
Kanat.
¥ € wmin U F(z) <= 0(z)—y € wmaks U [—F(z)]
reX reX
< —y € wmaks| J[0(z) - O]z — Z[| — F(x)]
zeX

<~ (0,0) € O"F(z,7)

O

Onerme 3.2.4 bir kitme degerli déniigiimiin zayif subdiferansiyeli ile zayif

eslenik dontigiimii arasindaki iligkiyi vermektedir.

Onerme 3.2.4. 7 € X vej € F(&) olsun. (U,¢) € L(X,Y) xR, olmak iizere

(U,c) € 0" F(z,y) olmas igin gerek ve yeter kosul
izl + U(z) -y € F*(z,U,c)

olmasidar.
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Kanat. (U, c) € 0" F(Z,y) olsun. Bu durumda zayif subdiferansiyel tanimindan
U(Z) — y € wmaks U U(z) — c|lx — z| — F(x)]
zeX
olur. Dolayisiyla
call +U(z) —5 € wmaks| J[U(z) = cle — 2| + el|z]) - F(2)]

zeX
C Sup|J[U(x) - cle — 2| + ellz]| - F(2)]
reX
= F"“(z,U, c) elde edilir.
Tersine ¢||Z|| + U(z) — § € F(Z, U, ¢) olsun. Buradan ve zayif eslenik donii-
simiin tanimindan
U(z) = € Sup | J[U() — el — &l — F(x))
zeX

olur. Buna ek olarak

U) -y e |JW) - cle -z - Fa)]

oldugundan
U(z) — y € wmaks U U(z) — ¢||lx — z|| — F(x)]
zeX
bulunur. Béylece (U, c¢) € 0V F(z,y) elde edilir. O

Teorem 3.2.5 bir kiime degerli dontigiim ile bu kiime degerli dontigimiin

zaylf bieglenik doniigimiiniin esitligi i¢in bir kogul vermektedir.

Teorem 3.2.5. T € X noktas: verilsin. F, T noktasinda zayf subdiferansiyel-

lenebiliyorsa F(z) C F**(z) dir. Buna ek olarak InfF(z) = F(z) ise
F(z) = F*(2)
olur.

Kanit. F', T noktasinda zayif subdiferansiyellenebilir olsun. g € F(Z) alalim.

Bu durumda (U, ¢) € 0¥ F(Z, ) vardir. O halde Onerme 3.2.4’den

izl + U(z) -y € F*(z,U,c)
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olur. Buradan

y € dzll+U(@) - F(z,U,c)
c U [=dl|7 = o[l +dl|zol| +T(Z) = I (0, T, d]] (3.2)

N (w0, T, d)EX X L(X,Y) xRy
olur. Onerme 3.1.24’den V (zo, T, d) € X xL(X,Y)xR; veVy/ € —F“(z0,T,d)
icin
y £y +T(@) = dlz = zol| + o

olur. (3.2) yardimiyla

y € wmaks U Fdllz = ol +dllzwoll + T(7) — £ (20, T, d)]
(x0,T,d)EX X L(X,Y) xRy
C Sup U Fdllz—zoll+dllzoll + T(7) — £ (20, T, d)]
(w0,T,d)EX X L(X,Y) xRy
= F(7)

elde edilir. O halde F(z) C F**(Z) olur.
InfF(z) = F(z) ve F, Z noktasinda zayif subdiferansiyellenebilir olsun.

Keyfi bir y € F*(z) alahm. Yardimci Teorem 3.1.13’den
Y = InfF(z)UA(InfF(z)) U B(InfF(z))
= F(z)UA(F(Z))UB(F(x))

ve bu {i¢ kiimenin ayrik oldugunu biliyoruz. Sonug 3.1.26'dan V y € F(Z)
icin y £ g olur. O halde § ¢ A(F(z)) olur. Dolayisiyla § € F(z) ya da
g€ B(Z?’(:E)) olmaldir.

y ¢ B(F(z)) olur. Ciinkii y € B(F(Z)) olsayd:1 3 ¢ € F(Z) i¢in y < Yy’
olurdu. ¢y € F(x) ve F, T noktasinda zayif subdiferansiyellenebilir oldugundan
F, (z,y') noktasinda zayif subdiferansiyellenebilir olur. O halde
3 (T,c) € 9“F(z&,y') vardir. Onerme 3.2.4’den

—d|z|| - T(z) +y € —F"“(z,T,c)
olur. v/ 5 y oldugundan

y € Blelzl +T(z) - F*(z,T,c))
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olur. Bu ise
y € Sup U [=dl|z — ol + dllzoll + U(z) — F* (20, U, d)]
(z0,U,d)eX X L(X,Y)xR4
oluguyla celigir. Boylece y ¢ B(F(z)) olur. Dolaysiyla y € F(Z) elde edilir.
Buradan F*"(z) C F(Z) olur. Sonug olarak F(z) = F*"(Z) elde edilir. O

Onerme 3.2.6’da kiime degerli déniigiimlerin zayif subdiferansiyellenebilme-

si i¢in gerekli kogullar verilmektedir.

Onerme 3.2.6. = € X noktasi verilsin. ¥ z € X 1cin
F(z) ¢ F(x)+ L|z — z|| + intC

olacak sekilde AL > 0 wvar ve wminF(Z) # 0 olsun. Bu durumda

Vye F(x)\ U )+ Ll|x — || + intC] i¢in F, (Z,y) noktasinda zayf sub-
zeX
diferansiyellenebilirdir.

Kamit. y € F(z \U z) + L||x — z|| + intC] alalm.  Bu durumda
zeX
y € y ¢ U )+ L||lx — || + intC] olur. Yani V x € X igin
zeX

gy ¢ F(x)+ L)z — z|| + intC elde edilir. O halde V y € F(x) igin
y¢y+ Lz —z| + intC
dolaysiyla —y + y + L||x — Z|| ¢ —intC olur. Buradan
(F(z) + Lllz — 2| — ) 0 (=intC) = 0

olur. Boylece y € wmin U )+ L||z — z||] yani
zeX

—y € wmaks U [—F(z) — L]z — z|]

reX
elde edilir. Dolayisiyla (0, L) € 0¥ F(z,y) olur.
0

Onerme 3.2.7'de tamm ve goriintit kiimesi sonlu boyutlu uzay olan kiime
degerli dontigiimlerin zayif subdiferansiyellenebilmesi i¢in verilen 6n kogulun

varligini veren bir kogul ifade edilmistir.
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Onerme 3.2.7. F : R" = R? kiime degerli doniigim, RP, RE konisiyle kismi

swraly uzay,

-1 R* — RY
vektarel normu, || - || R™ dzerinde norm olmak tzere her x € R™ i¢in
Izl = (lzll; .-, ll=||) olarak tanimlansin ve T € R™ wverilsin. wminF(z) # 0,
————

P
F(z), RE -sinarly (yani ¥ y € F(Z) i¢in a < y olacak sekilde 3a € RP var)
RP

olsun ve 3L > 0 sayist ve U € N (Z) kiimesi g x e U igin
F(z) ¢ F(z) + L||z — z|| + intR%.
olacak sekilde bulunsun. Bunlara ek olarak p > 0 ve ¢ € RP, ¥V x € R" i¢in
—pllzll + ¢ & F(x) + intRY
olacak sekilde bulunsun. Bu durumda ¥V x € R™ icin
F(z) ¢ F(z) + M|z — z| + intR%.
olacak sekilde M > 0 vardr.
Kanat. Varsayalim ki V k£ € N i¢in 3 x, € R”
F(z) C F(xzy) + kf|xr — Z|| + intRY,
olacak gekilde bulunsun. Bu durumda V k € N ve V y € F(Z) i¢in
v — i — kllay — 2] € intR?,
olacak bigimde 3 g, € F(zy) vardir. Dolaywisiyla V j € {1,2,...,p} igin
y =g — kllaw -z >0 (3-3)

olur. V. € X igin —pllz|| + ¢ ¢ F(x) +intRE oldugundan 6zel olarak x5 € R"
i¢in de
—pllzell +q ¢ F(xx) + intRE

olur. O halde V y € F(zy) igin

—pllegll + g — yr & intRE
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elde edilir. Uggen esitsizligi yardimiyla V y;, € F (xy) igin
—pllzr — Zll = pllzll + ¢ — yx ¢ ntRY
elde edilir. Dolayisiyla
—plla = z|| — pllzll + ¢* —y <0

olacak gekilde bir i, € {1,2,..., p} indisi vardir. Bu egitsizlik 6zel olarak (3.3)
esitsizligindeki g icin de gegerlidir. Yani,

—pllar =zl = pllz] +¢* — 7 <0 (3.4)

olur. (3.3) 6zel olarak iy igin de saglanir. Yani
y* — g = kllax — 2] >0 (3.5)
olur. O halde (3.4) ve (3.5) esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak
0 > —pllay -z = pllz] +a* = 7 =y + G + ko — 7]
= (k=p)llzx — 2l = pllzll + ¢ —y™

dolayisiyla

(k = p)llzr — 2l < pllz]l — g +y™*

elde edilir. Yeterince biiyliik k dogal sayilar icin £ — p > 0 olur. O halde
yeterince biiyiik & lar i¢in esitsizligin her iki tarafi £ —p’ye boltiniirse ve k — oo
i¢in limit alinirsa ' '
plzl — g +y*

0
k—p -

lax — 2] <

olur. Dolayisiyla xp — Z’dir.
U € N(z) ve z, — T oldugundan V k > kg i¢in x;, € U olacak sekilde
d kg € N vardir. Hipotezden V k > kq igin

F(z) ¢ F(xy) + L||lxy, — 7)) + intRE,
olur. Yani V y; € F(xy) igin

2k — Yp — Lz — Z|| ¢ intR
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olacak sekilde 3 2z, € F/(Z) yani

A~y — Lo — 7l <0
olan 3 j;, € {1,2,...,p} vardir. Ozel olarak gi’“ icin de

e — gl — Ll — 2 0 (3.6)
olacak sekilde 3 Zi’“ vardir. (3.3) esitsizligi yardimiyla

y* =gl = kllay — 7| >0 (3.7)
elde edilir. (3.6) ve (3.7) esitsizliklerinden

£ — g+ bl — 7] — Ll — 7] <0

olur. F(z), R -simirh oldugundan Zﬁ’“ — yI* alttan simrhdir. b bu dizi icin bir

alt sinir olsun. Bu durumda yeterince biiyiik £ dogal sayilar: i¢in
b+ (k—L)||lzx —Z|| <O
olur. Bu bir celigkidir. O halde V z € R" icin
F(z) ¢ F(z) + M|z — z| + intR%.

olacak sekilde M > 0 vardir.

Sonug 3.2.8. Onerme 3.2.7'nin kosullar: altinda

Vye F(z)\ U [F(x)+M|z—z|+intRE ] icin F' kiime degerli dontisimi (z, )
r€eR”™

noktasinda zayf subdiferansiyellenebilirdir. (Burada M Onerme 3.2.7nin ka-

nitindan elde edilen pozitif saydar.)

Onerme 3.2.9. F : R" = R? kiime degerli dontigim, R?, RE konisiyle kismi

swraly uzay,

-1 R — RY
vektorel normu, || - || R™ dzerinde norm olmak dzere her x € R™ i¢in
el = ([l -, ll]])
————
p
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olarak tamimlansin. = € R", § € F(&) verilsin ve wminF(z) # 0 olsun. F,

(Z,9) noktasinda zayf subdiferansiyellenebiliyorsa ¥V x € R™ i¢in
F(7) ¢ F(x)+ Lliz — 7] + intR,
olacak sekilde 3L > 0 sayist varder.
Kanat. F, (z,y) noktasinda zayif subdiferansiyellenebildiginden
y - U(@) € wmin | J[F(2) = U(x) + cllz — 2]

olacak gekilde 3 (U, ¢) € L(R",RP) x R, vardir. Buradan V 2 € R" igin

(F(z) = U(z) + clle — 2| =5 + U(x)) N (—intRY) = 0 (3-8)
olur. U = (Uy,Us,...,U,) olmak iizere V z € R"\{0} ve Vi € {1,2,...,p}
icin

= sy WIS U@ U

sergoy 2l T flell T [l

dolaywisiyla, V. o € R* ve Vi € {1,2,...,p} icin ||U||||z]| > Ui(z) olur. O

halde 6zel olarak & — x i¢in de ||U||||x — z|| > U;(Z — x) olur. Dolayisiyla
IU|llz —z|| > U(z — ) elde edilir. (3.8)’den V x € R™ igin
RL

0 = (F(a)+|Ullle — 2] + cllz — 2| - §) N (~intR?)
= (F(@) + (|U] + O)le — 2]l - §) N (—intR?)

olur. Buradan V y € F(x) icin y + (||U|| + ¢)||lx — Z|| — g ¢ —intRE dolayisiyla
y¢y+ Ul +)llz — 2] + intRY
elde edilir. y € F(z) keyfi oldugundan
y & Fz)+ (IU]l + o)l — z]| + intRY
olur. Dolayisiyla
F(z) ¢ F(z)+ (U] + o)llz — 2|l + intRY

bulunur. Son ifadede ||U|| 4+ ¢ = L alinirsa istenen elde edilmis olur. O
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Sonug 3.2.10’da tanim ve goriintii kiimesi sonlu boyutlu uzay olan bir kiime
degerli dontisiimiin zayif subdiferansiyellenebilmesi igin gerekli ve yeterli bir

kosul verilmektedir.

Sonug 3.2.10. Onerme 3.2.9un kosullari gecerli olsun. Bu durumda F’in
(Z,y) noktasinda zayrf subdiferansiyellenebilmesi icin gerek ve yeter kosul

V z € R" i¢in F(z) ¢ F(z)+ L||lz — z|| + intRY. olacak sekilde L > 0 sayisinin
var ve §y € F(Z)\ U [F(x) + L||x — z|| + intRE] olmasidur.

TER?

Onerme 3.2.11. X, Y gercel normlu uzaylar, Y wuzayr C' kapal, konveks,
sivri ve intC' # 0 olan C konisi ile kismi suraly, || - || : X — C vektérel norm
ve F: X =Y kiime degerli doniisiim olsun. T € X verilsin. wminF(z) # ()
veV x € X i¢in

F(z) ¢ F(x)+ L||x — z|| + intC

olacak sekilde L > 0 sayist var ise V x € X i¢in
—pllzll + ¢ ¢ F(z) +intC
olacak sekilde p > 0 ve ¢ € Y wvardar.
Kanit. ¥V x € X i¢gin F(Z) — L||z — Z|| ¢ F(z) + intC oldugundan
F(z) = Lllz|| - Llzll ¢ F(z) + intC

olur. Eger F(z) — L|z| — L||z| € F(z) + intC olsaydr ¥V § € F(Zz) igin
y— L|z|| — L||z|| € y + intC olan 3 y € F(z) var olurdu. Buradan

y 5y~ Lzl = Lzl < 9 - Lll= — 2|
C

dolayisiyla
F(z) — L)z — z|| C F(x) + intC

olurdu ki bu varsayimmimizla celigirdi. O halde

F(z) = Lzl = Lzl € F(x) + intCdir.
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Dolaywsiyla y — L|z|| — L||Z| ¢ F(x) + intC olan 3 y € F(z) vardir. Burada
p=Lveq=7y— L|z| ahmrsa V x € X igin

—p|lz|| + ¢ ¢ F(z) + intC
elde edilir. 0

Sonug 3.2.12°de, Sonug 3.2.10 ve Onerme 3.2.11 yardimuyla bir kiime degerli
dontigtimiin zayif subdiferansiyellenebilirligi icin iki karakterizasyon verilmek-

tedir.

Sonug 3.2.12. F : R" =% R? kiime degerli dondisim, RP, RY konisiyle kismi

swraly uzay,

-1 R — RY
vektarel normu, || - || R™ dzerinde norm olmak tzere her x € R™ i¢in
Izl = (|||, ..., |z||) olarak tanimlansin ve T € R™ wverilsin. wminF(z) # 0,
———

p
F(z), RE -sinarly olsun. Bu durumda asagudakiler birbirine denktirler;

i) 3 L >0 sayiss ve U € N(Z) kiimesi V x € U igin
F(z) ¢ F(z) + Ll — 7] + intR,
olacak sekilde var, buna ek olarak p > 0 ve ¢ € RP, ¥V x € R" i¢in
—plzll +q ¢ F(x) +intRY
olacak sekilde vardwr ve § € F(T)\ U [F(x) + M|z — z|| + intRE ] “dir.

zeR™
(Burada M Onerme 3.2.7’nin kanitindan elde edilen pozitif sayidir.)

i) Vo € R" i¢in F'(z) ¢ F(x) + Lz — z|| + intRE. olacak sekilde 3 L >0
sayisy vardir ve § € F(T)\ U [F(x) 4+ Lllx — z|| + intRE ] dir

reR™

iii) F, (z,y) noktasinda zayf subdiferansiyellenebilirdir.

Lipschitz ozelligine sahip kiime degerli doniigtimlerin zayif subdiferansiyel-
lenebilmelerinden bahsetmeden once Lipschitz kiime degerli doniigtimiin tani-

mini verelim.
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Tanim 3.2.13. [35] X, Y gercel normlu uzaylar F : X =Y kime degerli

dontisimi ve * € X noktasy verilsin. ¥ x1,x9 € U icin
F(x1) C F(a2) + Loy — 22| B

olacak sekilde T noktasinin bir U C Dom(F) komsulugu ve L > 0 sayist
varsa F kime degerli donusimine T noktasinda yerel Lipschitzdir ya da F,
U dizerinde Lipschitzdir denir. Burada B olarak gésterilen kiime Y de kapal

birim yuvardar.

Onerme 3.2.14. F : R" = R? kiime degerli donigim, RP, R konisiyle kismi

swraly uzay,

-1 R* — RY
vektorel normu, || - || R™ dzerinde norm olmak dizere her x € R™ i¢in
lzll = (=, -, |z|]) olarak tanimlansin ve & € R™ noktasi verilsin. F, T
—_———

p
noktasinin bir U komsulugunda L sabiti ile Lipschitz ozelligine sahip olsun.

Bu durumda ¥V x € U\{Z} i¢in
F(z) ¢ F(x) + Ll|lz — 2| + intRE,
olur.

Kanat. ', U kimesi Ttzerinde Lipschitz 0Ozelligine sahip oldugundan
V x € U\{z} i¢in F(x) C F(z)+ L|jx — Z|| B olur. Dolaysiyla V y € F(z) icin
3y € F(z) ve 3 e € B vektorleri y = § + L||z — Z||e olacak sekilde vardir. O

halde e = (ey, €9, . .., €,) olmak iizere
y—y—Llz -z = —Lljz—Zlle— Lz -z
— (~Lllz—3ler, - . ~Lllw = Zlley) — (Lllz — 7ll, -+ , Lllz — 7]
= (=Llz—2z|(ex+ 1), -, —Lllz — Z([(e, + 1))
>0 >0
e —Ri.

elde edilir. Dolayisiyla § —y — L||z — Z|| ¢ intRE olur. Bu

§ ¢ F(z) + Llla — 2| + intR?,
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olmasi demektir. Sonug olarak V x € U\{z} i¢in
F(z) ¢ F(z) + L||z — z|| + intR%.
elde edilir. O

Sonug 3.2.15 yerel Lipschitz ozelligine sahip kiime degerli dontsiimlerin

baz1 kogullar altinda zayif subdiferansiyellenebilir oldugunu gostermektedir.

Sonug 3.2.15. F : R" = R? kiime degerli donigim, RP, RE konisiyle kismi

swraly uzay,

-1 R* — RY
vektorel normu, || - || R™ dzerinde norm olmak dizere her x € R™ i¢in
el = ([l -, ll]])
—_——
p

olarak tanwmlansin. T € R™, wminF(z) # (), F, T noktasimn bir U C domF
komgulugunda L sabiti ile Lipschitz ozelligine sahip ve F(Z) kimesi RY -sinrly

olsun. Bunlara ek olarak p > 0 ve ¢ € RP, ¥V x € R" i¢in
—pllzll + ¢ ¢ F(z) + intRY
olacak sekilde bulunsun. Bu durumda ¥V x € R™ icin
F(z) ¢ F(z) + M|z — z|| + intR%.
olacak sekilde M > 0 vardur. Ustelik
VyeF@)\ U {F(zx)+ M|z — z| +intRE} igin F, (z,y) noktasinda zayf

r€R™
subdiferansiyellenebilirdir.

3.3 Vektor Optimizasyonda Zayif Eslenik Duallik

Bu béliimde, sarsim fonksiyonu ve bu fonksiyonun zayif eslenik ve zayif
bieglenik dontigiimii kavramlar: kullanilarak verilen bir kisitsiz vektor opti-
mizasyon problemi i¢in zayif dual problem tamimlanmig, zayif duallik teo-

remi verilmigtir. Problemin sarsim fonksiyonuna gore kararliligi tanimlanmig
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ve problemin kararliliginin giiclii dualligi verdigi gosterilmis, ayni zamanda
kararhlik icin yeterli kogullar verilmigtir.

Oncelikle kisitsiz vektor optimizasyon problemini tammlayalhm. X, Y
gercel normlu uzaylar Y uzay1 kapal, konveks, sivri ve intC' # () olan C
konisi ile kismi sirali uzay , Y, Y uzaymin genisletilmisi olsun ve f : X — Y

fonksiyonunu alalim. Kisitsiz vektor optimizasyon problemini
(VOP){ minimize f(z)
bi¢iminde ifade edelim. Bu problemi ¢6zmek
Inf(VOP) = Inf{f(x) | x € X}

kiimesini bulmak anlamina gelmektedir.

Z gergel normlu uzay olmak tizere ¢ : X x Z — Y U {400} fonksiyonu
(VOP) problemi i¢in sarsim fonksiyonu olsun.

Simdi sarsim fonksiyonunun zayif eglenigini olugturup asil problem i¢in zayif
dual problemi olugturalim.

I-llx : X = Cvell-|lz:Z — C vektorel normlar olmak iizere her

V (zo,U,c,20,V,d) € X X L(X,Y) xRy x Z x L(Z,Y) x Ry igin

0" (0, U, ¢, 20,Vid) =Sup - U {=cllz = zoflx + cllwoflx + U(x)
(z,2)eEXXZ

—d|lz = zollz + dllzollz + V(2) — o(z,2)}
olarak tamimlanan " : X X L(X,Y) xRy xZx L(Z,Y) xR, = Y kiime degerli
dontigimii ¢(+,+) fonksiyonunun zayif eglenik doéniigimiidiir. Zayif eslenik
doniisimde zg =0, 2z =0, U =0, ¢ =0 alinirsa,

©"(0,0,0,0,V,d) = ¢*(0,V,d) olmak iizere

p"(0.V.d)=Suw | [~dlzllz +V(z) = ¢(z,2)]

(z,2)eXxZ
olur. Buradan
—0¥(0,V,d) = =Sup | J [~dlzllz+V(2) - ¢(z,2)]
(z,2)eEXXZ
= Inf J [dlzllz —V(2) + ¢l 2)].
(z,2)EXXZ
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elde edilir.

Bu déniigiim yardimiyla (VOP) probleminin zayif eslenik dual problemi

(D*)¢sup | [=¢(0,V,d)]

(V,d)EL(Z,Y) xR
olarak tamimlanir. Amacimiz
Sup(D*)=Sup ) = [-¢“(0,V,d)]
(V,d)EL(Z,Y) xR
kiimesini elde etmektir.
Asgagidaki teorem asil problemin uygun c¢oziimlerinin dual problemin higbir

uygun ¢Oziimiiniin alt noktalar: kiimesine ait olamayacagini géstermektedir.

Teorem 3.3.1. (Zaysf Duallik Toeremi)Herbir x € X wve

©(x,0) ¢ B(—¢™(0,V,d)) olur.
Dolaysiyla
Inf(VOP) N B(Sup(D™)) = 0 dir.
Kanat. Onerme 3.1.24'denV z € X ve V (V,d) € L(Z,Y) x R, icin
p(z,0)=0(x) =V (0)+0lz—0] -OlJo[|+d[|0-0l=d[0]| = ¢(x,0) & B(=¢"(0,V,d))

elde edilir. Buradan V2 € X ve V (V,d) € L(X,Y) x R} i¢in
f(x) ¢ B(—¢™(0,V,d)) ve dolayisiyla
Us@nsC |J  [ev0v.a)=0
zeX (V,d)EL(Z,Y ) xRy
olur. Buradan

AU rennsC J [0 V) =0

z€X (V,d)eL(Z,Y ) xR+

bulunur. A( U f(z)) kitmesinin kapanmg1 alindiginda da esitlik bozulmaz yani
rzeX

0 = A r@nnB  |J  [-¢"(0,v,d)

reX (V,d)eL(Z,Y)xR4

= cl(A( U f(z))) N B(Sup(D"))

zeX
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olur. wmin cl(A( U f(x))) C cl(A( U f(z))) oldugundan

zeX zeX

) = wmin cl(A U f(x))) N B(Sup(D"™))

zeX

= Inf(| J f(x)) N B(Sup(D™))

zeX

= Inf(VOP) N B(Sup(D®))

elde edilir. O
Sonug 3.3.2. Her a € Inf(VOP) ve her b € Sup(D"™) i¢in a £ b olur.
c

Asil problemin kararlilik tanimi verilmeden 6nce deger doniigtimiiniin tani-

mina ihtiya¢ duyulmaktadir.

Tanmim 3.3.3. Her z € Z i¢in ¢(z) = Inf{p(x, 2) | x € X} olarak tansmlanan

$:7=2Y
kiime degerli donisimine (VOP) probleminin deger déniigimi denir.
Inf(VOP) = ¢(0) oldugu agciktir.
Yardimci: Teorem 3.3.4. Her (V,d) € L(Z,Y) x Ry i¢in
¢ (0,V,d) = ¢"(0,V,d)
olur.

Kanit. Sarsim fonksiyonu, deger doniigiimii tanimlarindan ve Onerme 3.1.14’den

¢"(0,V,d) = Sup| J[~dllz =0l + a0l +V(2) — ¢(=)]

z2€Z

= Sup|J[~dllzll + V(2) ~ Inf{p(x, 2) | = € X}]

z2€Z

= Sup{J[=dllzll + V(2) + Sup{~¢(z,2) | = € X}]

z2€Z

= SupJ[dlzll + V() — | ¢lw, 2)]

z2€Z zeX
= Sup |J [=dlzll+V(2) - e, 2)]
(x,2)eXxZ
= ¢*(0,V.d)
elde edilir. O
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Teorem 3.3.5 dual problemin supremumunun deger doéniigimiiniin zayif
bieglenik doniigiimiintin 0 noktasindaki degeri ile karakterize edilebildigini

gostermektedir.

Teorem 3.3.5.
»*“*(0) = Sup(D"™) olur.

Kamit. Zayif bieslenik doniigim tanimindan ve Lemma 3.3.4’den

¢ (0) = Sup | J  [@lo]+V(0) = ¢“(0,V,d)]

(Vd)EL(Z,Y ) xRy

= Sup  {J  [-¢"(0,V;d)]

(Vd)EL(Z,Y ) xRy

= Swp  |J  [-¢“(0,V;d)]

(Vd)EL(Z,Y ) xRy

= Sup(D")

elde edilir. m

Tanim 3.3.6. Deger dontsumi ¢, 0 € Zde zayf subdiferansiyellenebiliyorsa
(VOP) problemine kararlidur denir.

Teorem 3.3.7, (VOP) probleminin kararhihgimimn giiglii dualligi verdigini

gostermektedir.

Teorem 3.3.7. (Giglii Duallik Teoremi) (VOP) problemi kararl ise
Inf(VOP) = Sup(D")
olur.

Kanat.
»(0) = Inf{p(z,0)|xe X}

= Inf{Inf{p(z,0) | x € X}}
= Inf¢(0)
ve ¢, 0'da zayif subdiferansiyellenebilir oldugundan Teorem 3.2.5 ve Teorem
3.3.5’den
If(VOP) = 6(0) = 6 (0) = Sup(D")

elde edilir. O

67



Onerme 3.3.8, (VOP) probleminin kararhlig: igin yeterli bir kogul vermek-
tedir.

Onerme 3.3.8. 3 L > 0 sayst ve V ¢ € intC igin 3 z() € X eleman:
V (z,2) € X X Z igin

—LlAl 5 o2, 2) —pla(e),0) +e

olacak sekilde bulunsun ve Inf(VOP) # () olsun. Bu durumda ¢, 0’da zayf

subdiferansiyellenebilirdir.

Kanit. ¥ y € ¢(0) = Inf U x,0) alahm ve V z € Z alip sabitleyelim. Bu
rzeX
durumda y ¢ A( U @(x,0)) yani ¥ = € X icin ¢(x,0) £ y olur. Ozel olarak
c

zeX

z(e) € X igin de ¢(x(€),0) £ y olur. —Lfz[| < o(z,2) — ¢(x(¢),0) + ¢
c c
oldugundan

(e, 2) + Ll + ¢ 76{ y (3.1)

olur. Buradan V =z € X icin
y—e ¢ oz,2) + Ll|z|| + intC
elde edilir. O halde

y—cé¢ U z, 2)] + L| 2| + intC"dir.

rzeX
Simdi de
—¢c ¢ Inf U (x,2)] + L||z|| + intC

zeX

oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki

—€c€ InfU (x, 2)] + L||z|| + intC

zeX

olsun. Bu durumda y—e = a(e)+L]| z|+c(¢) olacak gekilde a(e) € Inf U o(x, 2)

zeX
ve ¢(¢) € intC vardir. O zaman a(e) € Inf U x, z) oldugundan
zeX
Alae)) € A ¢(x,2))
zeX
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olur. Yani a(e) Sa olan her a elemani i¢in ¢(z, 2) Sa olacak sekilde 3 x € X
vardir. y —e — L] z|| — ¢(¢) = a(e) oldugundan a(e) Sy-—e- L) z|)’dir. Sonug
olarak ¢(Z, z) Sy—€e- L|z| olacak sekilde 3 z € X vardir. Bu ise (3.1) ile
geligir. Dolayisiyla
—c¢ InfU x, 2)] + L||z|| + intC
zeX
olur. Bu ifadede ¢ — 0 limit alinirsa
y ¢ Inf | [o(x, 2)] + Ll|z]| + intC = ¢(z) + L||z] + intC
zeX

olur. y € ¢(0) keyfi bir eleman oldugundan V z € Z igin
$(0) N (p(z) + Lllz]| + intC) =0

elde edilir. Buna ek olarak wming(0) = Inf(VOP) # () oldugundan Onerme
3.2.6 geregi ¢ doniigimii (0,y) noktasinda zayif subdiferansiyellenebilirdir.
y € ¢(0) keyfi bir eleman oldugundan ¢, 0’da zayif subdiferansiyellenebilirdir.

]

Onerme 3.3.9'da , (VOP) probleminin kararli olmasi durumunda sarsim

fonksiyonunun hangi 6zellige sahip olacagi gosterilmektedir.

Onerme 3.3.9. R? uzayr RE. konisiyle kismi sirali olsun,

-1l : R™ — RE wvektirel normu, || - || R™ de norm olmak tizere ¥V x € R™ igin
Izl = (||z]],- -, ||z|l) olarak tanimlansin ve f : R™ — RP fonksiyonu verilsin.
———

Verilen (VOlg) problemine bagl sarsym fonksiyonu

¢ : R" x R™ — RE olarak segilsin. ¢, ¢’ye bagh deger doniisimi olmak
tzere ¢(0),RE -sinerly ,wming(0) = Inf(VOP) # 0 olsun. Bu durumda (VOP)
problemi kararl ise 3 L > 0 ve V ¢ € intRY. i¢in

p(x,2) = p(z(e),0) +e £ —L|lz]| (¥ z€eR™)

P
Ry

olacak sekilde 3 x() € X vardur.
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Kamt. (VOP) problemi kararh ve ¢ € intR% olsun. (VOP) kararli oldu-
gundan ¢, 0’da zayif subdiferansiyellenebilirdir. O halde Onerme 3.2.9 geregi
YV z € R™ igin

$(0) Z ¢(2) + L|| 2| + intRE,

olacak sekilde L > 0 vardir. y € ¢(0) alalm. Bu durumda

y & o(z) + Lllz|| + intRY
= Inf U (z,2)] + L) z|| + intRE

rER?

olur. Dolaysiyla V x € R™ i¢in
y ¢ o(z,2) + L||z[| + intRY (3.2)

olmahdir. y € Inf U x,0) oldugundan Yardimei Teorem 3.1.6 geregi verilen

reR”
e € intRE, " icin

p(x(€),0) < y+e (3.3)

R+
olacak sekilde 3 z(¢) € R™ vardir. Buradan —y +¢(z(¢),0) —e € —intR%. elde
edilir. (3.2) yardimiyla da

P(@(),0) — & — p(x, 2) — L|jz|| ¢ intR?,

oldugu goriilebilir. Bu bize V z € R™ igin
p(z,2) — p(x(€),0) + & £ —Lllz
sy
oldugunu verir. 0

Onerme 3.3.10’da (VOP) probleminin kararhligi i¢in basgka bir yeterli kogul

verilmektedir.

Onerme 3.3.10. Onerme 3.3.9°daki kabuller gecerli ve 3 L > 0 sayisi,
3 N(0) C R™ komsulugu ve ¥ ¢ € intRE i¢in 3 z(e) € R" elemam ¥V z € N(0)
veV x € R” i¢in

~Lll2l 5 elw,2) = ola(e),0) + ¢
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olacak sekilde bulunsun. Bunlara ek olarak 3 p > 0 sayst ve ¢ € RP wvektoru

VreR"veV zeR™ icin
—pllzll +q ¢ ¢(x, 2) + intRY
olacak sekilde bulunsun. Bu durumda ¢, 0°da zayf subdiferansiyellenebilirdir.

Kanit. y € ¢(0) = Inf U (z,0) alalim ve keyfi z € R™ alip sabitleyelim. Bu

zeR”
durumda y ¢ A( U ©(z,0)) olur. Dolayisiyla V o € R™ i¢in ¢(z,0) £ y olur.
zeR” Ri
Ozel olarak p(z(¢),0) £ y olur. Varsayimimizdan V xz € X i¢in
RL

—L||=|| R% o(z,z) — p(x(e),0) + e'dur.

Buradan ¢(z,2) +¢+ L|| 2| 5( y ve dolayisiyla V x € R” igin

—e ¢ oz, 2) + L||z|| + mtRp olur. O halde

—¢ ¢ Inf U (z,2)] + L z|| + intRE

TER?

elde edilir. Burada ¢ — 0 limit alinirsa

y ¢ Inf U (z,2)] + L| || + intRE.

r€eR”™

= ¢(2) + L||z[| + intRY
olur. Bu ise

¢(0) N (¢(2) + Llz]| + intRY) = 0

olmasi demektir.

VreR"veV zeR™igin
—pllzll + ¢ ¢ ¢(z, 2) + intRE

oldugundan

—pllzll +a ¢ | ¢la.2) +intRE,

r€R™
dolayisiyla

—pllz]| +¢ ¢ Inf U (x,z) + intRE

z€eR™

= ¢(z) +intRY
elde edilir. O halde Onerme 3.2.7 geregi ¢ deger doniigiimii 0 noktasinda zayif
subdiferansiyellenebilirdir. O
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Onerme 3.3.11°de (VOP) probleminin kararli olmasi durumunda sarsim

fonksiyonunun hangi ozelligi saglayacagi gosterilmektedir.

Onerme 3.3.11. Onerme 3.5.9’un kosullar: gegerli ve (VOP) problemi kararly
olsun. Bu durumda 3 L > 0 saysi ve V e € intC i¢in 3 x(c) € R™ vektori ,

VeeR"veV zeR™ igcin
p(z,2) — @(x(€),0) + & £ —Lllz
4
olacak sekilde, 3 p > 0 sayist ve 3 q € RP vektoru

—pllzll + ¢ ¢ ¢(2) + intRY
olacak sekilde vardur.

Kanat. (VOP) probleminin kararli olmasi durumunda 3 L > 0 sayisinin ve
Ve € intRE igin 3 z(e) € R™ vektoriiniin V « € R” ve V z € R™ i¢in
p(z,2) = p(2(e),0) +¢ £ —L]2|
=

kosulunu saglayacak sekilde varoldugu Onerme 3.3.9’da gosterildi.

Simdi yukaridaki kosulu saglayan p > 0 sayisinin ve ¢ € R? vektoriiniin
varligini gosterelim.

(VOP) problemi kararli oldugundan ¢, 0’da zayif subdiferansiyellenebilidir.
O halde Onerme 3.2.9’dan V z € R™ icin

$(0) ¢ ¢(2) + L||z|| + intR%,

olacak sekilde L > 0 sayisit vardir. Dolayisiyla Onerme 3.2.11’den V z € R™
icin
—pllzll + q & ¢(2) + intRE.

olacak gekilde p > 0 ve g € RP vardir.
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3.4 Zayif Fenchel Dual Problem

Bu béliimde, sonlu boyutlu uzaylarda verilen kisith vektor optimizasyon
problemleri i¢in 6zel bir sarsim fonksiyonu kullanilarak zayif Fenchel dual prob-
lem olugturulmugtur. Son olarak [28]’de olugturulan Lagrange dual problem
yardimiyla ¢oziilemeyen fakat zayif Fenchel dual problem yardimiyla ¢oziilebi-
len konveks olmayan kisith bir optimizasyon problemi 6rnegi verilmistir.

Oncelikle kisith vektér optimizasyon problemini verelim.
f:R" = RP ve g : R" — R™ vektor degerli fonksiyonlar, RP ve R™ uzaylar1
sirastyla R ve R konileri ile kismi sirali olsun. S, R™'nin bogtan farkli bir
alt kiimesi olsun ve || - || : R® — R% vektorel normu, || - | R™’de norm olmak
tizere Vo € R™ i¢in ||z|| = (||=|, ..., ||z|) olarak tamimlansin. Bu kisith vektor

optimizasyon problemini G = {z € S | g(x) Rgm 0} olmak tizere
+

(VOP) Inf{f(z)]|x € G}

bi¢iminde ifade edelim.

vV x,z € R" i¢in

fle+z2) , z€G
+00 , d.d.

()OF(‘% Z) =

olarak tamimlanan ¢p : R" x R" — RP U {+o0} Fenchel sarsim fonksiyonunu
kullanarak (VOP) probleminin zayif Fenchel dual problemini olugturalim.
Bu fonksiyonun zayif eglenik dontigtimii
e R x R* x Ry x R* x R x Ry — R”, V (20, U, ¢, 29, V. d) icin
Pp(xo,U,c,20,Vod) = Sup ] [=clle = aol + ¢l + Ul)

(z,2)EGXR"

—dl||z = 2ol + dl| 20l + V(2) = f(z + 2)].

olarak tanimlanir. Burada zqg = 29 = 0, U =0, ¢ = 0 ve x + z = r alinirsa
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Onerme 3.1.14 kullanilarak

©(0,V,d) = Sup | [=dlzll +V(2) = f(z + 2)]

2,2)EGXR™
= SUP(LJG) %[—dﬂlr —al|+V(r) = V(z) = f(r)
_ SupIEUGTe —dfjz]l + Lgn[‘/(?“) +dlzll = dllr — ]| = f(r)]].
= SUPQ —djz]l + Sgup Lg ) +dllzll = dlr =2l = f(r)]].
= SupQ —dz]| + f“’(er d)]
olur.
Buradan

(DF) sw  |J  [-ep(0,V,d)]

(V,d)ER™ xR |

zaylf dual problemi, bulunan zayif eslenik doniigiim degeri yerine yazilarak
0p)  sw ) Wf V(@) +dlzl] - £V, d)
(V,d)eR™ xRy el
olarak elde edilir.
Ornek 3.4.1’de Lagrange dual problem 28] ile ¢oziilemeyip bu galigmada
olugturulan zayif Fenchel dual problem yardimiyla ¢oziilen konveks olmayan

bir vektor optimizasyon problemi ornegi verilmistir.

Ornek 3.4.1. f:R = R? ¢g: R — R fonksiyonlar: siraswyla ¥V x© € R igin

flz) = (z,—|z]) ve g(x) = —x — 1 < 0 olarak tanwmlansin. S = R olsun ve
|-l : R = R% vektorel normu ¥V x € R igin ||| = (|z|,|z|) olarak tansmlansin.
inf f(x
(VOP) i)

glx)=—2—-1<0

yani
inf (l’, —|l’|)
(VOP)
r>—1, zeR
problemini goz oniine alalim. Problemde bulunmak istenen infimum kimesi
geometrik olarak Sekil 3.6(a) kimesinin infimumu yani Sekil 3.6(b) de verilen

kimedair.
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Sekil 3.6: (a) (VOP) probleminin deger kiimesi (b) (VOP) probleminin ¢oziim kiimesi

Ik olarak bu problemin [28] ¢alismasinda tanimlanan Lagrange dual prob-
lem ile ¢ézilemeyecegini gosterelim. (VOP) problemi igin Lagrange dual prob-

lem

LT(R,R?) = {A|A:R —R? lineer doniisim ve ¥V z > 0 i¢in A(z) > 0}

RZ
= {(a,b) eR?* |V 2 >0 igin az > 0,bz > 0}

- R

olmak tzere

Sup(Dr) = Sup U InfU[f(x) + Ag(x))]

AeLT(RR2)  z€R

= Sup U IfU [ ~la]) + (@,b)(—z — 1))

(ab)eR?  z€R

= Sup U InfU[(x—ax—a,—|z| — bx —b)]

(a,b)eR3Z  z€R

olarak tanimlanar.
Gerekli islemler yapirsa Inf |J [(x — ax — a,—|x| — bz — b)] kimesinin
z€R
0<a<1wveb>1 olmast durumlarnda Sekil 3.7 dek:i gibi ve diger durumlarda

da {—o0} oldugu gorilir.
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1)0<a<1,b>1 2)0<a<l, b=1 3)a=0,b>1

—1 —1; —1;
-1 - 1 1
(=a.=1) P
(_a7 _b> ( ’ ) .
y£—2x—1 y£—2x—1 y£—2x—1
4)a=0,b=1 5a=1,beR
—1 —1
—1 !
y=—2x-—1 y;—2x—1

Jekil 3.7: Inf U (x — ax — a, —|x| — bz — b) kiimeleri
z€R
Sekil 3.7°den de gorildigi gibi bu kiimelerin tim (a,b) € Ri 1¢in birlesimleri

alimirsa olusan kimenin alt noktalary kimes:
{(z.y) eR? o= -1, y > ~1}U[-1,0]x {-1}U{(z,y) [ 2 > 0, y = —22—1}

ktiimesinin alt noktalar kumesidir. Bu kume ve Lagrange dual problemin ¢ozimai

olan

Sup U InfU[(x —ax — a,—|x| — bx — b)]

(a,b)eR%  z€R
kiimesi Sekil 3.8°de gésterilmigtir. Bu ¢ozim ise (VOP) probleminin ¢ézimi

degildir.
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(a) (b)
Sekil 3.8: (a)Sup(Dy) kiimesinin alt noktalar: kiimesi(b)Sup(Dy) kiimesi

Simdi problemin zayf Fenchel dual problemle ¢ozilebilecegini gosterelim.
Problemin zayf Fenchel dual problem yardimayla bir ¢ozuminin oldugunu gos-
termek i¢in problemin deger donusimunin 0°da zayf subdiferansiyellenebilir
oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in ilk olarak, verilen optimizasyon
probleminin  sarsym  fonksiyonunu ve deger donusimiuni olusturalim.
or : R? = R*U {+00} Fenchel sarsim fonksiyonu ¥V (x,u) € R? icin

flx+u) , z>-1 (x4+u,—|z+ul) , x>-1

T, u) = -
400 , d.d. 400 , dd.

—

2

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyona bagh ¢(-) deger donisimi ise
¢(u) = Inf{pp(z,u) | z € R} = Inf{pp(z,u) | © > -1}

olarak tanwmlamir.  Gerekli islemler yapilirsa bu kime degerli dontsumiin

VuéeR icin
(
{(z,y) | zr=—-14u, y>—-1+u}y
{(,9) ly=-14u, ~1+u<z<l-ujy , u<l
{(x,y)\x21—u, yI—l'}
¢(u) =

x, r=—-14u, y>1—u}jU
{(z,9) | y } Cus1

{(:L‘,y) ‘ r > —1+u, y:_x}

\
oldugu gorilir. Deger dontisiminin gorinti kimesi Sekil 3.9 (a) ve (b)’de

gosterildigi gibidir.
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i)u<1 i) u>1

—1+ 1—u —14u

-1+

Sekil 3.9: (a) v < 1 iken deger doniigimiiniin goriintii kiimesi (b) w > 1 iken deger

doniigtimiiniin goriintii kiimesi

¢’'nin 0 “da zayf subdiferansiyellenebilir oldugunu gostermek i¢in ¥V u € R
icin ¢(0) ¢ ¢(u) + L|u|| + intR3 olacak sekilde L > 0 sayisinan varlgina
gosterelim.

»(0) = Inf(VOP) oldugu a¢iktir. L = 1 segilirse u < 1 ve u # 0 iken
V(z,y) €{(z,y) | 2 >1—u, y=—z} C ¢(u) icgin

(2, y) + Lljull = (z + [ul,y + |ul]) = (2 + Ju|, =z + |u]) € {(z,y) [ y > —=}

oldugundan

$(0) Z ¢(u) + Llull + intR%

olur. w=0 veu > 1 i¢cin de

$(0) ¢ ¢(u) + Ll|ull + intR?
oldugu aciktir. O halde V u € R i¢in

$(0) ¢ ¢(u) + Ll|ull + intR?

elde edilir. O halde ¢ donisimi ¥V y € ¢(0)\ U ¢(u) + Lljul] + intR2 = ¢(0)
icin (0,y) de dolayisiyla O noktasinda zayuf schel]zI'jcemnsiyellenebilirdir. O halde
Gl Duallik Teoremi geregi Inf(VOP) = Sup(Dy) olur.

Simdi (VOP) probleminin zayf Fenchel dual problemini olusturalim.
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(VOP) probleminin zayif Fenchel dual problemi asagudaki gibi ifade edilir:

(D¥)  Sup U Inf U [(azxo, bxg) + (d|xol, d|zo|) — f* (20, a,b,d)]

(a,b,d)ER2xR;  wo>—1
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Gerekli hesaplamalar yapilirsa ¥ xy > 0 i¢in

fw(x07a7 b7 d) =

(

\

d > maks{—a + 1,1 — b} veya

+00 ,
d <min{—a+1,1—-0b}

{(z,y) |z < (d+a—1)xg,y = (d+ b+ 1)xo}U

—d+b+1 ,—b+1<d<a-1,b+1<d
{(z,y) | 2> (d+a—1)xg,y = (¥ — 2drg)———— + 2dx0 }

—d+a—1

—d+b+1
x, r<(d+a-—1xg,y=(r—2dr)) ——— + 2dxo}U
(o) e S (b Teoy =) gt g adeody

{(z,y) |x=(d+a—1D)xo,y < (d+ b+ 1)zo}

{(z,y) | <(d+a—1)zg,y = (d+ b+ 1)z }U maks{—b+1,b+1,a — 1} < d,
{(z.9) [ &> (d+a— 1o,y < (d+b+1)ao} Cat+1<d
a=1,d=0,be R veya
{0} xR , —b+1<d=—a+1veya
b+1<d=—-a+1<-b+1
d+b—1
< =
{@.y) [ <0y = —a} .
U{(z,y)|0§x§(d+a—1)xo,y:%x} ,b+1<d<min{a—1,-b+1}
—d+b+1

U{(z,y) | (d+a—1)xzg, y = (x — 2dxg) + 2dxo}

—d+a—1



18

x1

d+b+1)(d+a—1)z d+b—1

{(x,y) | x < Lo, Y= 7$}
d+b-1 dta-1 b+1<d<min{a—1,-b+1}
U{(z,y) | 2> (d+a—1)z —(x—2dx)ﬂ+2dx}
Y = 0, Y = 0 “dta—1 0

T2
A

(@ )|x<dx0(d—b)(d+a—1)‘ :d+b—1x}
= T v ad—a—d+ 1Y T dra—1 la —1] <d <min{-b+1,b+ 1},

—d+b+1 ;
U{(z,y) | 22 <2 < (d4+a—1)zg,y = (f—QdZ'O)W—FQd%} db—ad+a+d—1<0

U{(z,y) | o= (d+a—T1)xo, y < (d+b+1)ao}

—d+b+1
{(#,y) |z < (d+a—Dao,y = (z = 2dwo) = + 2dzo} la —1| < d < min{—b+1,b+1},
UH(z,y) |e=(d+a—1Dxg,y < (d+ b+ 1)xo} db—ad+a+d—-1>0
d+b—1 maks{—a+1,-b—1} <d < —-b+1,
{y) |z <o, y=m——u}
Ta— maks{a — 1,0+ 1} < d veya

W(z,y) |1 <ax < (d+a—1)zg, y=(d+b+ 1)z} ’
U{(z,y) | 2= (d+a—1)zo,y < (d+b+ 1)xo}

maks{a —1,-b—1} <d < —-b+1,
maks{—a — 1,0+ 1} < d
R x {(d+b+1)xo} ,—b+1<d=b+1<a-1



G8

d+b—1
{(z.y) |2<0,y=——u}
dra—l d+b+1

U{(e,y) [ &= (d+a—1)xo,y < (d+ b+ 1)zo}

—~d+b+1
{(z,9) | 2 <(d+a—1)m,y = (f—le”o)m + 2dxo}
d+b+1
Ale) | ([d+a=Day <2 <0,y = Ta)
d+b—-1
> — 7
Hzy) |2 20, y = —a}

{(z,y) | x < (d+a—1Dxg,y=(d+ b+ 1)xo}

d+b+1
A 0= D02 S0y = T
> :4_
Uiz, y) | 220,y d+a_1ﬂg+b+1
< = —_ e

U{(z,y) |z =0,y < (d+b+ 1)zo}
{(d+a—1)zo} xR

{(z,y) | <0,y =(d+b+1)xo}
U{(z,y) [z =0,y < (d+b+ 1)z}

,—a+l<d<—-b—1,a—1<d

,—b+1<d<b+1,d<—a+1

Oo+l<d< —a+1,-b+1<Zd

,—b+1<d=—-a+1<b+1

,Jd=a—1<b+1

—b+1<d=-a+1b+1<d



€8

veV —1<1xy <0 i¢in
(
d < min{a — 1,b+ 1} veya
+o0 )
d <min{—a+1,-b+ 1}

{(z,y) [z < (=d+a—1)zo,y = (—=d+b— 1)z}

—d+b—1
U{(m,y)\(—d—l—a—l)xoSxSO,yzi_djLa_lx} ,maks{—b+1,b+1} <d<a-—1
—d+b+1
> - -
d+b—-1
— —1
U{(x,y)\(—d—l—a—l)xonSO,y:de} b+1<d<-b+1l,d<a-—1
fw($07a7b7d>: —d—|—b+1 _d+a,—1
> S e e
—d+b+1
—d+a—1 Qb1
U{(x,y)\OSxS(—d—i-a—l)xo,y::dia:lx} ,a—1<d<b-1,—-a+1<d
U{(z,y) | t=(—d+a—1Dxg,y < (—d+b—1)zo}
d+b—1
{(z,y) | v < (=d+a—1)xg,y = (z+ 2d$0)ﬁ — 2dxo}
+a ,Ja—1l<d, b+1<d<—b+1

U{(z,y) | x=(=d+a—1)xg,y < (=d+b— 1)z}
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ZEI

A

Ve

(—d+b—1)(-d+a—1)  —d+b+1

{(z,y) |z < To,y = ————}
—d+b+l —d+a—l =1/ <d<min{—a+1,b+1}
U{(z,y) | 2’ <x < (=d+a—1)xg,y=(—d+b— 1)z}
d+b—1
{(=d+a—1)xe} xR sy d=—a+1<—-b+1
z,y) | e < (—d+a—1)zg,y=(—d+b—1)x
Hoy) fo<( J70.y = ( 7o) , maks{—a+1,-b+1,0+1}<da-1<d
U{(z,y) | x=(=d+a—1)xg,y < (—d+b— 1)z}
{(z,y) | < (=d+a—1)xg,y = (—d+b—1)xo}
d+b—1 y b+1<d, -b+1<d< —-a+1
U{(z,y) | (md+a—1)zg < z,y = (x4 2drg)——— — 2dx0}
d+a—1
d+b—1
x, x<0,y=(x+2drg)—— — 2dx
{(z,y) | y=( O)d+a—1 o} btl<d=a—1<—b+1

U{(z,y) | y < (=d+b— 1)z, =0}
b—1<d=a—1<b+1veya
{0} xR ;, —b+1<d=a—-1<b+1veya
a=1,d=0,beR



a8

Z,ll

(1) | <, dzo(b— a) ) _—d—l—b—l—l}
U= T vad—at+r1-d? T “dta—1" o — 1] <d <min{b+1,-b+1}

d+b—1 ;
U{(x,y) | x”ﬁxﬁ(—d+a—1)xo,y:(x+2dxo)m—2dxo} db—ad+a—-1+d<0

U{(z,y) |z =(—d+a—1)xg,y < (—d+b— 1)z}

d+b—1
{(,y) |z < (=d+a—1)xg,y = (93+2d930)m — 2dzo} la—1| <d <min{-b+ 1,0+ 1}
U{(z,y) |z =(—d+a—1D)xg,y < (—d+b— 1)z} db—ad+a—-1+d=>0
—d+b+1
< S e
{(z,y) [z <0,y _d+a_1$}d+b 1
U{Oﬁxﬁ(—dﬂLa—l)l’my:me} ; d <min{—a+1,b—1}
d+b—1
—d+b+1
{@y) e <oy = —————1}
—d+ta-— maks{a — 1,0 —1} <d<b+1

U{(SL’,y) | I’SIS(—d+a—1)x0,y:(—d+b—1)x0} )
W{(z,y) |z =(—d+a—1xg,y < (—d+b—1)zo}

maks{—a+1,—-b+1} <d<b+1

R x {(—=d +b— 1)z} Cbt1<d=—b+1<—a+1l

,maks{—-b+1,0+1} <d=a—-1



elde edilir. (a,b,d) € R? x R, Jiclilerinin ¢esitli durumlarina gore

Inf U [(azxo, bxo) + (d|xol, d|zo|) — f* (20, a, b, d)]

zro>—1

kiimeleri Sekil 3.10 ve Sekil 3.11°de verilmaistir.

Sekﬂ 3.10: Inf U [(CLI(), blE()) + (d|$()|, d|l‘()|) - fw(lﬂ(), a, b, d)] kiimeleri

10271
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Sekil 3.11: Inf U [(axo, bxo) + (d|xo|, d|x0]) — f* (20, a, b, d)] kiimeleri

10271
Bu sekillere gore

U Inf U [(azo, bxg) + (d|zo|, d|zo|) — f*(x0,a,b,d)]

(a,b,d)ER? xR zo>—1

birlesim kiumesinin alt noktalar: kiimesi

{(:E7y) |l‘: _1ay2 —1}U{(ZL‘,y) | —1<z< 1ay: —1}U{(ZL‘,y)|ZL‘Z 17 Yy = —l‘}

kiimesinin alt noktalar: kiimesidir. Dolayisiyla bu kuimenin supremum kimesi
ise (DY) zayif Fenchel dual problemin ¢ézimidir ki bu ¢ézim (VOP) proble-
minin ¢ozimidir. (Buiki kiime Sekil 3.12 (a) ve Sekil 3.12 (b)’de gosterilmistir.)
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/,4 ! =1 :

Sekil 3.12: (a) () Inf |J [(awo,bwo) + (dlzo|, d|wol) — f* (20, a,b,d)] kiimesinin
(a,b,d)ER2XR 4 zo>—1
alt noktalar1 kiimesi

(b)Sup | Inf | [(azo, bwo)+(dlol, dlao|) — f* (w0, a, b, d)] kiimesi
(a,b,d)ER2XR; x0>—1
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