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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

Zayif Tekil Cekirdege Sahip Fredholm Volterra Integro-Diferansiyel ve Integral
Denklemlerin Sayisal Coziimleri Uzerine

MWANGELWA MWABA

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danisman: Prof. Dr. Ali KONURALP

Bu tezde, zayif tekil cekirdekli kesirli integro-diferansiyel denklemleri Chelysh-
kov Dalgacik Yaklagim Yontemi ile ¢c6zmeyi amagliyoruz.

Birinci boliim, integro-diferansiyel denlemler, dalgaciklarin ve kesirli integrasyo-
nun tarihine ve bunlarin kesirli integro-diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiindeki rollerine
dair kisa bir girig sunmaktadir.

Ikinci Boliim’de, kesirli integrasyon ve tiirev alma konularina iliskin bazi temel
bilgiler sunulmustur. Bu kapsamda, Gamma fonksiyonu, Riemann—Liouville kesirli in-
tegrali ve Caputo tiirevi ele alinmistir.

Uciincii Boliim, Chelyshkov polinomlari ve dalgaciklari kapsamaktadir. Yapilan
kapsamli literatiir taramasi, Chelyshkov dalgaciklarinin zayif tekil ¢ekirdekli kesirli mer-
tebeden integro-diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde daha 6nce kullanilmadigini ortaya
koymakta ve boylece bu tezin 6zgiinliigiinii ortaya koymaktadir. Ayrica boliim, kesirli
integrasyon i¢in operasyonel matris kavramini tanitmakta ve bir fonksiyonun kesirli in-
tegrasyonunun matris tabanl bir yaklasimla nasil elde edilebilecegini gostermektedir.

Dordiincii boliimde, blok darbe fonksiyonlarinin 6zelliklerinden yararlanilarak za-
yif tekil ¢ekirdekli kesirli integrallerin ¢oziimii i¢in bir sayisal yontem Onerilmektedir.

Besinci boliim, zayif tekil ¢ekirdekli kesirli integro-diferansiyel ¢cozmek i¢in dal-
gacik yontemini sunmaktadir. Bu formiilasyonda Volterra bileseni, dnceki boliimde tani-
tilan yontem kullanilarak ¢oziilen zayif tekil bir ¢cekirdek icerir. Fredholm bileseni ise bir
cekirdek matrisinin, psi-fonksiyonlarindan olusturulan bir vektoriin ve kesirli integrasyo-
nun operasyonel matrisinin kullanilmasiyla ele alinmaktadir.

Altinci boliimde, yaklagik ve tam ¢oziimler arasindaki mutlak hatalari ile L-sonsuz
hatalarin1 gosteren tablolar sunulmustur. Bu tezde yalnizca alt1 temsili ornege yer veril-
mis olup, yaklagik ¢oziimler Mathematica ve Pandas yazilimi kullanilarak elde edilmistir.
Yontemin dogrulugu bu alt1 sayisal 6rnekle dogrulanmuis; Ek olarak, iki 6rneklerden, CAS
dalgacig ile kargilastirilip mutlak hata ve L-sonsuz hatalar1 gosterilmistir.



Anahtar Kelimeler: Chelyshkov dalgaciklari, Kesirli Analiz, Zayif tekil ¢ekirdek, Blok
darbe fonksiyonlari, ortogonal polinomlari.

2025, 52 sayfa
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ABSTRACT
M. Sc. Thesis

On the Numerical Solutions of Fredholm-Volterra Integro-Differential and Integral
Equations with Weakly Singular Kernel

MWANGELWA MWABA

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ali KONURALP

In this thesis, we aim to a solve fractional integro-differential equation with a
weakly singular kernel using the Chelyshkov Wavelets Collocation Method.

Chapter One presents the historical background and fundamental Integro-
differential equations, concepts of fractional calculus and wavelet methods, as well as
their roles in fractional integro-differential equations. The aim is to present the reasoning
behind the wavelet-based method and to clarify its place within the scope of this thesis.

Chapter Two presents some information about Fractional integration and diffe-
rentiation. This includes the Gamma function, Riemann-Liouville fractional integral and
Caputo-derivative.

Chapter Three provides an overview of Chelyshkov polynomials and wavelets. A
thorough literature review reveals that Chelyshkov wavelets have not previously been app-
lied to the solution of fractional-order integro-differential equations with weakly singular
kernels, thereby establishing the originality of this thesis. Furthermore, the chapter intro-
duces the concept of an operational matrix for fractional integration, demonstrating how
the fractional integration of a function can be achieved through a matrix-based approach.

Chapter Four presents a numerical method for solving fractional integrals with a
weakly singular kernel using properties of block pulse functions.

Chapter Five presents the wavelet collocation method for solving fractional-order
integro-differential equations. In this formulation, the Volterra component involves a we-
akly singular kernel, which is addressed using the technique introduced in the preceding
chapter. The Fredholm component is handled through the construction of a kernel matrix,
a vector formed from psi-functions, and an operational matrix of fractional integration.

Chapter six presents tables showing the absolute errors between the approximate
and exact solutions and L-infinity errors. This thesis includes only six representative
examples, with the approximate solutions obtained using Mathematica and Pandas soft-
ware. The accuracy of the method has been verified through these seven numerical examp-

VII



les. Furthermore, two examples have been compared with CAS wavelet using the absolute
error and L-infinity errors.

Keywords: Chelyshkov wavelets, Fractional Calculus, Weakly singular kernel, block
pulse functions, Orthogonal polynomials.

2025, 52 pages

VIII



1. GIRIS

Integral denklemleri, bilinmeyen fonksiyon wu(x)’in integral isareti altinda yer
aldig1 denklemler olarak tanimlanir. 1900’lerin baglarinda Volterra, niifus dinamikle-
rini incelerken bu yapilarin tiirev iceren yeni bir tiiriinii gelistirmis ve bunlara integro-
diferansiyel denklemler ad1 verilmistir. Bu denklemlerde bilinmeyen fonksiyon bir tarafta
tiirevli bicimde yer alirken, diger tarafta integral igareti altinda bulunur. Fizik ve biyolo-
jide karsilagilan bircok problem bu tiir denklemlerle modellenebilir. Ayrica, diferansiyel
denklemlerden integral denklemlere gecis siirecinde, integro-diferansiyel denklemler do-

gal bir ara asama olarak karsimiza ¢ikar [18].

Ornegin asagidaki denklemler, integro-diferansiyel yapilara tipik 6rneklerdir:

(i) w(z)=o— /0 = u(®)dt, u(0) =0
() u'(z)=x— /01 e tu(t)dt, w(0)=0

Burada, integral sinirlarinin degisken oldugu denklemler Volterra tipi, sabit sinir-

larla verilenler ise Fredholm tipi olarak adlandirilir.

Kesirli analiz, fonksiyonlarin yalnizca tam say1 mertebelerinde degil, kesirli mer-
tebelerde de tiirev ve integralini inceleyen bir matematik dalidir. Baska bir deyisle, “yarim
tirev” veya “kesirli integral” gibi kavramlarin ne anlama geldigini arastirir. Bu fikir ilk
kez 1695’te L’Hopital’in Leibniz’e yazdig1 bir mektupta ortaya ¢cikmistir. L'Hopital, bir
fonksiyonun yarim mertebeden tiirevinin ne olacagini sormus; Leibniz ise, “Ilk bakista bir
paradoks gibi goriinse de, bir giin faydali olabilir” diyerek yanitlamistir. Zamanla bu me-
rak pek ¢ok matematik¢inin ilgisini ¢ekmis ve 1819°da Lacroix, kesirli tiirev kavramini

iceren ilk akademik yayini yapmustir [13—15].

Dalgacik yontemleri ise fonksiyonlar1 ve verileri farkli dl¢eklerde temsil etmeye
yarayan giiclii araclardir. Fourier analizinin ani degisimleri yakalamakta yetersiz kaldig1
durumlarda, dalgaciklar daha esnek ve basarili ¢coziimler sunar. 1980’lerden itibaren geli-
sen modern dalgacik teorisi, sinyal isleme, goriintiileme, miithendislik, fizik ve diferansi-
yel denklemlerin sayisal ¢oziimleri gibi bir¢cok alanda yaygin bir uygulama alan1 bulmusg-

tur [8].



Dalgacik yontemleri; adi, kismi ve kesirli diferansiyel denklemleri ¢c6zmek icin
kullanilmigtir. Son yillarda yapilan calismalar, zayif tekil cekirdekli kesirli integro-
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde dalgacik yontemlerinin yiiksek dogruluk ve diisiik
hesaplama maliyeti sagladigim1 gostermektedir. Bu kapsamda Cos ve Sin (CAS) dalga-
cik yontemi [1, 2], Second Chebyshev wavelets (SCW) yontemi [3], Taylor dalgaciklari
temelli hizli algoritmalar [4], Euler dalgaciklar1 yontemi [5], Bell dalgaciklar1 temelli

yontem [6] ve Legendre dalgaciklar1 yontemi [7] gibi cesitli yaklagimlar gelistirilmigtir.

Bu tezde, zayif tekil ¢ekirdekli kesirli integro-diferansiyel denklemler Chelyshkov

dalgacik yontemi kullanarak el alinacaktir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde Gama fonksiyonu, Riemann—Liouville kesirli integrali ve Caputo ke-

sirli tiirevi tanimlar1 verilmektedir.

2.1. Gama Fonksiyonu

Faktoriyel fonksiyonu, pozitif tamsayilar kiimesinde, n € Z™, tanimli olup,

seklinde ifade edilir.

Gama fonksiyonu ise, I'(z), faktoriyel kavraminin analitik devami olarak, tanim
kiimesini negatif tam sayilar hari¢ tiim karmagik sayilar1 yani C \ {0, —1, —2, ... } kiime-
sini kapsayacak sekilde genellestirir. Fonksiyon, gercel kismi pozitif (Re(z) > 0) olan 2z
kompleks say1 degerleri icin Euler’in ikinci tiir integrali ile

['(z) = / t*le7tdt 2.1
0
seklinde tamimlanir. Bu iki fonksiyon arasindaki temel iligki, herhangi bir pozitif n tam-
sayist i¢in gecerli olan
I'(n+1) =n!
esitligidir.
Temel Ozellikler
(i) = € R" i¢in Gama fonksiyonu agagidaki tekrarlama bagintisini saglar.
I'z+1)=al(x)
(ii) = € Z* i¢in Gama fonksiyonu faktoriyel yardimiyla ifade edilebilir.
[(z) = (z—1)! (2.2)
2.2. Riemann-Liouville Kesirli Integrali
Tekrarlanan integrallerin bilimde, miihendislikte ve diger alanlarda kullanim1 son

derece onemlidir. Augustin-Louis Cauchy [23] bu tiir integralleri basitlestirerek indirgeme

formiiliinii gelistirmisgtir.



Tanmm 2.2.1. v € C([0,t]) ve t > 0 olmak iizere integrasyonun n € N kez uygulanmasi

durumunda u(¢)’nin n kath integrali, indirgeme formiiliiyle

[ ([ i)Yo g Lo

n 1 ' n—1
elde edilir. Bu esitlik, n katli tekrarli integrali tek bir integral ile ifade etmeye yarar ve
J" operatoriiyle gosterilebilir [15,23]. @ € R* i¢in bu formiil (2.2) ifadesi kullanilarak

genellestirilebilir ve Riemann—Liouville kesirli integrali

1

Ju(t) = m/() (t —7)* tu(r)dr 2.4)

olarak elde edilir [1-4]. Bu tanim klasik tekrarlanan integrali keyfi pozitif mertebelere

genellestirir. Kesirli mertebe o« = 0 oldugunda Riemann—kesirli integrali basitge

olarak yazilir.
Riemann-Liouville kesirli integralinin baz 6zellikleri

a,f € Rt ve a,b € Riginu,w € C([0,¢]) olmak iizere [24]:
1) Dogrusallik 6zelligi
J (au(t) + bw(t)) = aJ(t) + bJw(t)
i1) Yar1 grup ozelligi
J [JPu(t)] = J*Hu(t)
ii1) Degisme ozelligi

J* (JPu(t)) = J7 (J*u(t))



2.3. Caputo Kesirli Tiirevi

a,t € R* olmak iizere kesirli operator

d"u(t) a=7r¢eN
D¥ dtr 2.5
/ —dr, 0<r—1l<a<r
Lir—a)j, (t—7)er+!

seklinde tanimlanir ve bu operator Caputo kesirli tiirevi olarak adlandirilir [1,3,16,17,23].

Riemann-Liouville kesirli integrali J "~ ile klasik tiirev D" kullanilarak da
Du(t) = J"* D u(t) (2.6)

ifade edilebilir ve D", r. mertebeden standart tiirev operatoriidiir.
Caputo Kesirli Tiirevinin bazi ozellikleri

t,a, 8 € RT ve u,w : Rt — R fonksiyonlari i¢in asagidaki 6zellikler gegerlidir [15,24].
i) Dogrusallik 6zelligi
D¢ [au(t) +bw(t)] = a Dfu(t) + b Diw(t),
Burada a, b € R dir.
i1) Yar1 grup ozelligi
D [Du(t)] = DI Pu(t).
Riemann-Liouville integral operatorii ile Caputo kesirli tiirev operatorii, asagida verilen
iki temel iligkiyi saglar.
(ii1)
D¢ J%u(t) = u(t). (2.7)
(iv)

t>0. (2.8)



3. CHELYSHKOV DALGACIKLARI

3.1. Chelyshkov Polinomlari
Son zamanlarda Vladimir S. Chelyshkov tarafindan tanitilan Chelyshkov polinom-

lar1 ortogonal polinomlar sinifina aittir.

M—-m
Hym(t) = > ajmt™, m=0,1,....M (3.1)
j=0
ile tantmlanan Chelyshkov polinomlari
M —m\ (M+m+j+1
= (—=1) 3.2
“”()(jx M—m) 2

katsayilari ile olusturulur. Bu tanimdan, m-inci Chelyshkov polinomunun H,,,(t) dere-
cesinin her zaman M oldugu anlagilmaktadir. Bu 6zellik, derecesi indisi m ile ayni olan
Legendre polinomlari gibi diger klasik ortogonal polinomlardan Chelyshkov polinomla-
rin1 ayirmaktadir [9]. Chelyshkov polinomlart [0, 1] aralifinda ortogonal olup ortogonallik
ozelligi
1
m=n,

1 000
/ Hypon(t) Hypn () dt = { m+n+ 1’ (3.3)
0 0, diger durumlarda

seklinde verilir.

Ornek 3.1. M = 3 icin Chelyshkov polinomlarini olusturalim. Genel ifade
M—m
H]V[,m(t) = Z Qjm tm+j
=0

seklindedir.
Once H3(t) polinomunu hesaplayalim:

3
Hg}o(t) = Z ;.0 tj.
j=0

Katsayilar agsagidaki sekilde bulunur:

wom () () -

st ()() -
camr()() o



Bu katsayilar yerine yazildiginda
Hs(t) = 4 — 30t + 60t — 35¢°
elde edilir. Benzer hesaplamalar yapildiginda diger polinomlar
Hy,(t) = 10t — 30> + 21¢3
Hso(t) = 6t — 7t°
Hs3(t) =t

bi¢ciminde bulunur. Dolayisiyla M = 3 i¢in Chelyshkov polinomlar: kiimesi

{Hso(t), H31(t), H3x(t), Hz3(t)}

seklindedir.

Hs, m(t)

Sekil 3.1. M = 3 i¢in Chelyshkov Polinomlarinin Grafigi

3.2. Chelyshkov Dalgaciklar:
Chelyshkov dalgaciklart 1),,,,,(t), Chelyshkov polinomlart Hy;,, (¢) kullanilarak

1
VI F 1252 Hyp (256 =), oo <t < "J,: ,
Y (t) = 2 2 (3.4)
0, diger durumlarda



bu bicimde tamimlanir ve burada n = 0,1, ..., 2% — 1 6teleme parametresini, k¥ € N ge-
nigleme parametresini, ¢ € [0, 1] normallestirilmis zaman degiskenini ifade etmektedir ve
v2m + 12%/2 normalizasyon faktorii, Chelyshkov dalgaciklarinin [0, 1] araliginda orto-

normal bir baz olusturmasim saglar [9-11].

Herhangi bir kare-integrallenebilir fonksiyon u(¢) € [0, 1] Chelyshkov dalgaciklar cin-

sinden

u(t) = i > Coum (1) (3.5)

n=0 meZ
ifade edilir.

Pratikte bu a¢ilim katsay1 vektorii C ve dalgacik vektorii W(¢)

C=[Co -+ Com -+ Cuar_gy - C'(2k-1)M]T (3.6)

T(t) = [Poo(t) -+ Wou(t) -+ beonp(®) -+ beropu(t)] (3.7)

olmak tizere
2k—1 M

u@) =~ Uk,M(t) = Z Z Crm ¢nm(t) = CT‘I’(t) (3.8)

n=0 m=0

seklinde yazilir.

Her iki vektoriin boyutlar1 28(M +1) x 1 olup, katsayilar C,,,,, fonksiyon u(t) ile Chelysh-
kov dalgaciklar arasindaki i¢ carpim kullanarak
1
Com = (u(t) 6o 8)) = [ 0(t) bum(0) (3.9)
0

bulunur.

Ornek 3.2. M = 2 ve k = 1 i¢in Chelyshkov dalgaciklarim olusturalim

Toplam dalgacik sayisi
m =2"(M+1)=2x3=6

Oteleme parametresi n = 0,1 degerlerini alirken, indeks m = 0, 1,2 degerlerini alir.

Dalgacik tanimina yerlestirildiginde

V2(3—24t+40t%), 0<t<}
Yoo(t) =

0, diger durumlarda



V6 (8t —20t%), 0<t<1
Vo1 (t) =
0, diger durumlarda
4/1082, 0<t <y
Voa(t) = _
0, diger durumlarda
V2(3—12(-1+2t) +10(-1+2t)?), i<t<1
Uio(t) = .
0, diger durumlarda
VE(4(—1+2t) —5(-1+2t)?), 2<t<1
Yi(t) = _
0, diger durumlarda
V10 (—1+42¢t)?, $<t<1
Y12(t) =
0, diger durumlarda
elde edilir.
— Woolt) —= woa)  —  ynl(t)
wor(t) e yo(t) = - yia(t)
s e \ i
- - ]r
_____________ \ |
\
|
\
|
-2 \
I

Sekil 3.2. Ornek 3.2: [0,0.5) araliginda oo, o1, 102 ve [0.5,1) araliginda g, 11, 110
Chelyshkov dalgaciklarinin grafikleri.

3.3. Kesirli Integrasyon icin Operasyonel Matris

Dalgacik vektorii W(¢) nin integrali, Chelyshkov operasyonel matrisi kullanarak



yaklasik olarak
(JW) (t) ~ P*W (1) (3.10)

hesaplanabilir ve iistelik bu yontem ¥(¢) icindeki her fonksiyonun kesirli integralini ayr1
ayr1 hesaplamaya kiyasla daha kolay ve hizlidir. m’ = 2¥(M + 1) olmak iizere P%, m’ x
m/-boyutlu kare matrisini ifade eder . P*’y1 elde etmek icin ® ve F* matrislerine ihtiyag

vardir.

® matrisi de m’ x m’ boyutlu bir tersinir matristir ve bu matris ¢) fonksiyonlarin siralama

noktalarindaki degerlerini icerir. Tersinirligi saglanabilmesi amaciyla siralama noktalari
21 —1
= ——+

!/
i 1=1,2,...,m

2m’ -’
olarak secilmistir. Her siitunda, 1,,,, fonksiyonlarin = 0,...,2" —1vem =0,..., M
araliklarinda yerlestirilirken siralama noktalarinin sabit tutulur. Bu dogrultuda ® matrisi

asagidaki bicimde tanimlanir.

Yoo (t1) Yoo(t2) Yoo(t3) Yoo (tmr)
Vo1 (t1) Vo1 (t2) Yo (ts) o1 ()
Yo2(t1) Yoa(t2) Yoa(ts) Yoo (tm)
wm;((u; woM'(uz)) W((@)) %M(ktm,))
ot Yro(t2 Y1o(t3 Y1o(Epr
® = Y (t) Y1 (tz) Y (ts) Y1 (o) (3.11)

1a(t1) Ura(t2) V12(t3) Yo (tm)
w1M.<t1) wlM.(tz) wlM.(?fs) ¢1M'(tm’)

1/)(2'6—1.)1\/1(751) 1/1(216—1.)1\4(?52) ¢(2k—1')M(t3)

Yok _1yns (tm)

F matrisini elde edebilmek icin blok darbe fonksiyonlarina ihtiyag¢ vardir.

m/-elemanli blok darbe fonksiyonlari
L Lcr< D
bi(t) = m’ m’
0, diger durumlarda,

i=0,1,2,....,m —1

seklinde tanimlanir ve bu fonksiyonlarin 6zellikleri

10



(i) Disjoint Ozelligi

0, L F 7
bi(t) b;(t) = o
bz(t)a =]
(i) Ortogonallik Ozelligi
1 07 { 7& ja
| wonma=<
0 R 1= j
m

olarak verilebilir.Bu 6zellikler ve Laplace doniisiimii kullanilarak blok darbe fonksiyon-
larinin kesirli integrasyonu

(J*B) (t) = F*B(t) (3.12)
seklinde tanimlanir yani blok darbe fonksiyonlarimin kesirli integrali matris formunda
hesaplanabilir [1,3-5].
Burada

B(t) = [bo(t), b1(t), .., b 1(1)]"

yani B(?) blok darbe fonksiyonlarindan olusan m’ x 1 boyutlu bir vektorii ifade eder. Blok

darbe fonksiyonlarin i¢in de operasyon matrisi

L & & - Sua

01 & - Emos

pe— L 1 oo 1 - g
me Tla+2) 1. . . :
00 0 - 1

ve katsayilar
&= (i+1)"" =20 4 (i — 1)**!
seklinde tanimlanir [19]. Bu yaklasim kesirli integrasyon iglemini matris-vektor carpimi
biciminde ifade eder, bu sayede hesaplamalar kolaylagtirilir .
Chelyshkov dalgacik fonksiyonlari blok darbe fonksiyonlar: cinsinden agilimi
v(t) ~ ®B(t) (3.13)

yazilabilir.

(3.13) kullanarak W¥(¢)’nin kesirli integrali

JOW(t) ~ J(®B(t)) = ®J°(B(t)) = PF°B(t) (3.14)

11



elde edilir.

(3.10) ve (3.14) kullanarak
PYW¥(t) = P*®B(t) = PF*B(t)

bulunur.

(3.13) kullanarak B(¢) vektorii
B(t) = ® ' W¥(t)

yazilabilir ve boylece kesirli integrasyon i¢in Chelyshkov operasyonel matrisi
P*=®F*®! (3.15)

bicimde elde edilir.

12



4. ZAYTF TEKIL INTEGRAL ICIN SAYISAL YONTEM

Bir tekillik iceren integral denklemi, integrasyon sinirlarindan biri veya her ikisi
sonsuz oldugunda veya cekirdek fonksiyonu k(x,t) integrasyon araligindaki bir veya

daha fazla noktada sonsuz oldugunda ortaya ¢ikan bir denklemdir [18].

t
](t):/ wS) gs 0<t<1, 0<fB<ll 4.1
0

Denklem (4.1) t = s noktasinda tekillik gosterse de, bu integrali [0, 1) halen hesaplanabi-
lir. Bu nedenle bu denklemi zayif tekillik iceren integral denklem olarak adlandirilir. Bu
boliimde, bu tiir denklemlerin sayisal ¢oziimii, blok darbe fonksiyonlar1 ve Chelyshkov

dalgacik arasindaki iligkisi kullanilarak verilmektedir.

Denklemler (3.8) ve (3.13) kullanarak u(s) yaklagik olarak
u(s) ~ CT¥(s) = CT ®B(s) (4.2)

seklinde ifade edilebilir. (4.2) denklemini (4.1) icine yerlestirirsek

I(t)~CT & /0 t (tB_(i)) 5 ds, 4.3)

olarak elde edilir. CAS dalgaciklari i¢in [1]’de Onerilen esitlik burada kullanildiginda

V(t) = /0 (23_(‘1)) 5 ds,

seklinde alinir ve zayif tekillik i¢eren integral matris biciminde

It)=C'® V(1)

yazilabilir. Vektor V (¢), blok darbe fonksiyonlar1 kullanarak

13



2

* B(s) W B(s) w B(s) ' By
Vo= [ [T e s

hesaplanabilir ve boylece integrasyon araligi m/’ alt araliga boliinmiis olur.Gosterim ama-

ciyla, ilk integralin hesaplanisini ele alalim. Blok darbe fonksiyonlar: kullanarak integral

w B(s) o[ 1
/0 <2€_S)BQZS—(LO,O,...)/0 (t—s)ﬁds

elde edilir. Degigken degistirme u = ¢ — s uygulandiginda du = —ds ve s = 0 i¢in u = {,

su bicimde

s = = i¢inde u = ¢ — - olur. Boylece

t tl—ﬁ_ t—L, 1-3 T
(1,0,0,...)T/ 1u—5du=( =)™ 0)
=7

_ 1-p

bulunur.

Benzer gekilde ikinci integral i¢in de
2

Blok darbe fonksiyonlar1 kullanarak integral
2

1

w1 w1
1,0,0,...)" [ ——=d 1,0,... T/ d
(70707 ) A (t_s)ﬁ S+(07 707 ) 1 (t_s)’B §

ml

olarak elde edilir. Degisken degistirme yontemi uygulandiginda

-5 1-p
elde edilir.Genel olarak, V (¢) vektorii agsagidaki bi¢imde ifade edilebilir:

((t—%)l—ﬁ—tl—ﬁ (t—2) =t =) >

O (L e i N (S (L

- ) 1= 3 Y 15
Ozel olarak t = 0 icin

sifir vektorii elde edilir.
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5.COZUM YONTEMI

Bu boliimde, zayif tekillik bir ¢ekirdek iceren bir kesirli integro-diferansiyel denklemin
sayisal ¢coziimii sunulmaktadir. Baglangi¢c kosulu ile verilen problemde

¢ 1
Dgu(t) = )\1/0 (tu_<83))6 ds + )\2/0 k(t,s)u(s)ds + f(t) (5.1)

u(0) =0 (5.2)
D¢ Caputo kesirli tiirevini, u(t) bilinmeyen fonksiyonu, \; ve Ao verilen sabitleri, k(t, s) ¢ekirdek
fonksiyonunu ve f(¢) bilinen bir fonksiyonu ifade eder.
u(t) fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevi matris bigiminde yaklagik olarak
D%u(t) ~ CT®(t) (5.3)

yazilabilir.

Denklem (2.8), (3.10) ve (5.3) kullanarak (¢) matris formunda
u(t) = J*(DZu(t)) ~ J*(CT®(t)) = CTP W () (5.4)

ifade edilebilir. Blok darbe fonksiyonlar1 ve Chelyshkov dalgaciklar1 arasindaki iligki kullanarak
ve denklem (3.13) (5.4)’e yerine konularak

u(t) =~ upy (t) = CTPY®B(1) (5.5)
elde edilir.

Denklem (5.5) , (4.1)’e yerine konuldugunda, zay1f tekillikli integral yaklagik olarak

tou(s)
I(t) = ds ~ CTP*®V (¢ 5.6
0= [ G2 ds (1) 5.6
seklinde alinir. Cekirdek fonksiyon (¢, s) de matris bi¢iminde yaklagik olarak
k(t,s) ~ @) TWE(s) (5.7)

seklinde ifade edilebilir. W m’ x m/-boyutlu bir kare matris olup her bir eleman1 asagidaki ¢ift
kath integral kullanarak

1 1
/ / B () By () k(t, 5) ds dt (5.8)
0 0

ile hesaplanir. Burada indeksler,
n=0,...,2"-1, i=0,....,.M, 1=0,...,2"-1, j=0,...,M.

olarak alinmistir. Buna gére W matrisi agikca

//1/100 Joo(s)k(t, s)dsdt -~ //%o (2—1)ar(8)k(t, s) ds dt

/ / Yiar—1ym (D)oo (s)k(t, s)dsdt - / / Yok _1)m 2k—1)M(3)k(ta3)d5dt

biciminde yazilabilir. Chelyshkov dalgaciklar1 ortonormallik 6zelligine sahip oldugundan, i¢ ¢ar-

pimlari
1
/ W (s)®(s) ds =1 (5.9)
0

15



olup I,/ birim matristir. Denklem (5.4), (5.7) ve (5.9) kullanarak Fredholm integrali
1 1
/ k(t, s)u(s) ds ~ / T(t)TWE(s) (CTP*¥(s)) ds
0 0

=w(t)TW ( /0 1 \I’(s)\Il(s)Tds> cp®

= ¥ (t)TWICP*
= CTP*WTw(t) (5.10)
seklinde elde edilir.

Denklem (5.3), (5.6) ve (5.10) (5.1)’e yerine konularak

CTw(t) = MCTP®V (1) + o CTP*WTW (1) + f(1) (5.11)
lineer cebirsel sistemi olugturulur ve bu sistem
2 —1

. /
—, 1=12,...,m

t; =
! 2m

siralama noktalarinda degerlendirildiginde
CTWw(t;)) = MCTP®V (t;) + WCTPWIW () + f(t;), i=1,2,...m/ (5.12)

seklinde yazilabilir.
Son olarak, hesaplanan katsay1 vektorii C denklem (5.4)’e yerine konularak yaklasik ¢oziim u(t)
elde edilir.
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6. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu boliimde, 6nerilen yontemin dogrulugunu ve gecerliligini gdstermek i¢in Chelyshkov
dalgaciklar1 kullanilir. Temel amag, Chelyshkov dalgaciklarinin etkinligini vurgulamaktir. Yakla-
sik ¢oziimlerin dogrulugunu degerlendirmek i¢in klasik mutlak ve L., hatalar analizi yapilir ve
sonuclar, tablolar ve grafiklerle yorumlanir.

Mutlak hata
E(t) = |u(t:) —um (t:)],  1=1,2,...,m

bicimde tanimlanabilir.

L hatas1 (veya maksimum norm hatasi), tiim noktalar arasindaki mutlak hatalarin igeri-
sinden en biiyiik olan1 olarak tanimlanir:

Lo = — (1
o = max [u(ti) — U (t:)]

Ornek 6.1. u(0) = 0 baslangi¢ kosulu ile birlikte

0.75 _ ! u(s) !
DOy (1) = /0 Syl /O tsu(s)ds + £(2)

seklindeki integro-diferensiyel denklemi goz oniine alalim. Bu denklemin analitik ¢6ziimii
u(t) = t3 seklindedir. Bu problemde

105/ 275 _ 30m .y 2

J = 16T(3.75) 128 11

biciminde tanimlanmustir [22].

Chelyshkov dalgaciklar1 yontemi, farkli k ve M = 2 degerleri icin uygulanacak. A\ =1
ve Ao = 1 sabit katsayilar olup, £ = 1 ve M = 2 olarak secildiginde,

m =2(M +1) =6

elde edilir ve iistelik 6teleme parametresi n = 0, 1 degerlerini alirken, indeks m = 0, 1, 2 degerle-
rini alir. Buna gore, W, ®, F ve P matrisleri 6 x 6 boyutunda, ¥ ve CTise 6 x 1 boyutundadir.
Boylece

fofo Yoo(t woo()té’det fofo Yoo (t ¢12 s)tsdsdt
fofo Yo2(t 77000 s)tsdsdt - fofo Yo (t ¢12 s)tsdsdt

fofo 1ot ¢00 s)tsdsdt --- fofo Pro(t wlg s)tsdsdt

JoJy ra(t %Z)oo s)tsdsdt -~ [ ia(t wlg s)tsdsdt

17



olmak iizere

0 0 0 0 0 0
0 L Vi s 1
384 128 963 384 384
o Vs o i ow
W — 128 128 96 28 384
1o 1 V5 1 5 V5
96v3 96 72 96v/3 288
0 5 5\/§ 5 95 33
384 128 96v/3 384 384
0 B oss 15 BV
381 384 288 384 1152
seklinde bulunur.
Yoo(t1) oo(t2) oo(ts) woo(ta) woo(ts) oo(ts)
Yo1(t1) voi(t2) oi(ts) voi1(ts) oi(ts) oi(ts)
3 — | Yo2(tt) Vo2(t2) Voa(ts) hoa(ta) oa(ts) oz(ts)
Po(t1) Yio(t2) io(ts) Yio(ta) wio(ts) vio(te)
Yii(t) Yu(t2) Pu(ts) ¥Yn(ta) vilts) vi(ts)
Yna(t) Yia(ta) 12a(ts) ia(ta) ia(ts) ia(te)
® matris (3.11) ifadesinde tanimlanmigtir. Tersi alindiginda
s 1 0 0
8v/2 8 8v/10
S 1 _1 0 0 0
122 V6 610
o VB 0o 0
(ﬁ_]': 8\/5 8 8\/ﬁ
0 0 0 5 ﬁ _1
8\/3 ? 8@
0 0 0 T 12v2 \/\éf 6110
3
1 2 1
0 0 0 2 8 &/10

elde edilir.

Blok darbe fonksiyonlarin kesirli integraline ait operasyonel matrisin olusturulmasi icin, 6nce kat-
sayilar (&;) asagidaki formiilii kullanilarak

gi — (Z + 1)a+1 _ 22‘0&""1 + (Z _ 1)()4-{-1

hesaplanir.

a = 0.75 yerine konuldugunda katsayilar:
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14 1)0-75+1 107541 4 (1 — 1)075+ = 136359,

=(1+1) -2 (1-1)
(2 + 1)0 75+1 2 20.75"1‘1 + (2 _ 1)0.75+1 — 1111357
54 — (4 4 1)0 7541 2 40.75+1 4 (4 o 1)0.75+1 — 0929612,
( )0 75+1 . 50.75+1 + (5 _ 1)0.75+1 — 0878645

olarak elde edilir. Bu degerler kullanilarak kesirli integrale ait operasyonel matris

S & & &
&1 & & &
I & & &
0 1 & &
00 1 &
0O 0 0 1

223
—

FOT5 — 1 1

6075 T(2.75)

OO OO O
OO OO

yazilabilir.

Hesaplanan &; degerleri yerine konuldugunda operasyonel matrisin sayisal bi¢imi

0.162182 0.221149 0.180241 0.162223 0.150767 0.142501
0 0.162182 0.221149 0.180241 0.162223 0.150767

FO.75 _ 0 0 0.162182 0.221149 0.180241 0.162223
r 0 0 0 0.162182 0.221149 0.180241
0 0 0 0 0.162182 0.221149
0 0 0 0 0 0.162182
elde edilir.

Daha 6nce F%7 ve ® matrisi elde edildigi icin Chelyshkov dalgaciklarina ait kesirli integrale
iligkin operasyonel matris

P*=® . F*. & !

hesaplanabilir.

a = 0.75 yerine konuldugunda

0.0594074 0.137224  0.0946887  0.0354596 0.060167  0.0735004
—0.0277279  0.181029 0.29304 0.114493 0.185329 0.217691
poT5 _ 0.0111293 —0.0212591  0.24611 0.168724 0.242998 0.265881

0 0 0 0.0594074 0.137224  0.0946887
0 0 0 —0.0277279  0.181029 0.29304
0 0 0 0.0111293 —0.0212591  0.24611

elde edilir.

m’ = 6 alindifindan bu alt1 elemanli blok darbe fonksiyonuna karsilik gelir ve agagidaki
stitun vektorii:
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tanimlanir.

B(t) = [bo(t), bi(t), ba(t), bs(t), ba(t), bs(t)] "

[0, ] integrasyon aralig1 alt1 esit alt araliZa boliiniir ve buna bagl olarak vektor fonksiyonu

Ve = /ot (t— )3
:/06 (t

—5)
i Bl(s) \
AL

olarak yazilabilir.

B(s)

ds

B(s)

2

6

ds +

6

2
s B
/6 (8)1d3+
L (t—s)2

)
/2 B(S)l ds +
L)

B(s)

¢
/ —ds
2 (t—s)2

6

Lt (tB_(Z))é @

6

Yine m/ = 6 alindigindan, C” katsay1 vektorii ve Chelyshkov dalgaciklari vektorii W:

C" = [Coo, Co1, Coz, Cro, Ch1, Cr2] ve ¥ = [0, Yo1, Yoz, Y10, Y11, 1/112]T

olarak tanimlanir.

Gerekli tiim matrisler olusturulduktan sonra, cebirsel sistem siralama noktalarinda

t; =
! 12

21

i=1,2,3,4,5,6

degerlendirilir ve asagidaki bicimde ifade edilir:

CTw(t) = A\ CTP® V(t;) + CTPWTW (1) + f(t;).

Son olarak hesaplanan katsay1 vektorii C” denklem (5.4)’te yerine konuldugunda yaklastk

¢oziim u(t) elde edilir.

Tablo 6.1. Ornek 6.1 igin k ve M = 2 icin Mutlak Hata degerleri

t

k=1

k=2

k=3

0
1/6
2/6
3/6
4/6
5/6

8.0923 x 1073
6.2098 x 107°
8.6443 x 1073
3.1154 x 1072
2.4203 x 1072
5.0356 x 1072

6.963 x 10~
6.6746 x 10~
1.4403 x 107*
5.7542 x 1073
7.7843 x 1073
1.2295 x 1072

6.0965 x 10~
1.0521 x 10~*
4.9666 x 10~*
1.2848 x 1073
2.0041 x 103
3.6452 x 1073
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Tablo 6.2. Ornek 6.1 Farkli k degerleri ve M = 2 icin L., hata degerleri.

L
5.0356 x 1072
1.2295 x 1072
3.6452 x 1073
1.0337 x 1073
3.1066 x 1074
9.4745 x 107°

AN N AW

1.07
0.8t

ey 06’

-}

0.4

0.2+

0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 6.1. Ornek 6.1: k = 1 ve M = 2 icin yaklasik ¢6ziim ile tam ¢oziimiin karsilastir-
masi

Yaklasik ¢ozimi  ----- Tam ¢6zimu

0.0t ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Sekil 6.2. Ornek 6.1: k = 2 ve M = 2 i¢in yaklagik ¢dziim ile tam ¢dziimiin karsilagtir-
masi
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Yaklasik ¢6zimi ----- Tam ¢6zimdi

0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Sekil 6.3. Ornek 6.1: k = 3 ve M = 2 i¢in yaklagik ¢oziim ile tam ¢oziimiin karsilagtir-
mast

Yukaridaki iki tablodan ve grafikten, k arttik¢a her ¢ noktasindaki mutlak hatalarin azal-
dig1 ve benzer sekilde Lo, hatasinin da azaldig1 aciktir.

Ornek 6.2. Asagidaki zayif tekilikli kesirli mertebeden integro-diferansiyel denklem baslangic
kosulu % (0) = 0 ile birlikte dikkate alinsin:

0.15,, _} bou(s) s 1 1€t+sus s
petun = [ s g [ s + 10

Bu denklemin analitik ¢oziimii u(t) = t> — ¢ ve

ERVZINCIY L(2)t9%  /al(3) o5  VAL(2) 15 €t =3¢
1) = '(2.85) #% — ['(1.85)  4I(3.5) 0 AT (2.5) B - 7

seklindedir [1,3-6]

Bu 6rnekte daha once yapildig: gibi, Chelyshkov dalgaciklar1 yontemi, farkli & ve M =
2 degerleri icin uygulanacaktir.
Al = i ve A = % sabit katsayilar olup, k = 1 ve M = 2 olarak segildiginde,

m =28(M +1) =6

elde edilir iistelik 6teleme parametresi n = 0, 1 degerlerini alirken, indeks m = 0, 1, 2 deg8erlerini
alir. Buna gore, W, ®, F ve P matrisleri 6 x 6 boyutunda, ¥ ve CTise 6 x 1 boyutundadir.

Boylece
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fo fo Yoo(t 1/100 (s)e!Tsdsdt --- fo fo Yoot %2 (s)etts ds dt
fo fo Yoa(t 1/100 (s)etTsdsdt - fo fo Yoot 1/,12 (s)et™ ds di

fo fo Yro(t ¢00 (s)e't*dsdt - -- fo fo ro(t @1112 (s)et*sdsdt

fo fo Y1a(t 1/100 (s)etTsdsdt - fo fo Dot 1/,12 (s)et™ ds di

olmak iizere

0.055700 0.10815 0.18181 0.091833 0.17831 0.29975
0.10815 0.21000 0.35302 0.17831 0.34623 0.58203
0.18181 0.35302 0.59344 0.29975 0.58203 0.97842
0.091833 0.17831 0.29975 0.15141 0.29399 0.49421
0.17831 0.34623 0.58203 0.29399 0.57084 0.95961
0.29975 0.58203 0.97842 0.49421 0.95961 1.6131

® matris (3.11) ifadesinde tanimlanmigtir. Tersi alindiginda

5 3/2 1
0 0 0
8\/5§ éf 8@
- = 0 0 0
12¢/2 V6 6110
1 3/2 11
— Y= 0 0 0
1_| 82 8  8V10
0 0 5 3/2 1
8\/55 ? 8@
0 0 - -
12¢/2 V6 6110
1 3/2 11
0 0 0 /

82 8  8/10

elde edilir.

Blok darbe fonksiyonlarin kesirli integraline ait operasyonel matrisin olusturulmasi icin, 6nce kat-
sayilar (&;) asagidaki formiilii kullanilarak

gi — (Z + 1)Oc+1 _ 2io¢+1 + (Z _ 1)a+1
hesaplanir.

o = 0.15 yerine konuldugunda katsayilar:
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14 1)015+1 _ 9 q015+1 4 (1 _ 1)0.15+1 _ 0.219139,

52 = (24 1)%15+1 — 2 — 1)015+1 = 0.099165,

=(1+1) 2 +(1-1)

( ) 9. 9015+ | +( )

f3= (341015 9. 3005+ 4 (3 1)015+1 — ,0688307,
(4+1) 2 +(4-1)
(5+1) 2 +(-1)

6-4 = (4 4 1 0.15+1 _ o . 40.15+1 4 — 0.15+1 — 00535382,

55 — 5 + 1 0.15+1 _ . 50.15+1 5 0.1541 — 00441539

elde edilir.
Bu degerler kullanarak kesirli integrale ait operasyonel matris

S & & &
&G &L & &
1 & & &
0 1 & &
00 1 &
0O 0 0 1

015 _ 1 1
6015 1'(2.15)

coococoR
coo o~

yazilabilir.

Hesaplanan &; degerleri yerine konuldugunda operasyonel matrisin sayisal bicimi

0.712326 0.156098 0.0706378 0.0490299 0.0381367 0.031452

0 0.712326  0.156098 0.0706378 0.0490299 0.0381367
FO0.15 _ 0 0 0.712326  0.156098 0.0706378 0.0490299
0 0 0 0.712326  0.156098  0.0706378
0 0 0 0 0.712326  0.156098
0 0 0 0 0 0.712326
elde edilir.
Daha 6nce FO15 ve & matrisi elde edildigi i¢in Chelyshkov dalgaciklarina ait kesirli in-

tegrale iliskin operasyonel matris

P*=&% . F*. & !

olarak hesaplanir.

a = 0.15 yerine konuldugunda

0.630744 0.112514  0.0223751 0.00550644  0.0117717  0.0138677
—0.0260376  0.736828  0.175035  0.0362221  0.0541327  0.0525058
0.00741625 —0.0142448 0.769405 0.132394 0.120687  0.0874505

po-15
0 0 0 0.630744 0.112514  0.0223751
0 0 0 —0.0260376  0.736828 0.175035
0 0 0 0.00741625 —0.0142448 0.769405

24



elde edilir.

m’ = 6 alindigindan bu alti elemanli blok darbe fonksiyonuna karsilik gelir ve siitun

vektorii

olarak tanimlanir.

B(t) = [bo(t), bi(t), ba(t), bs(t), ba(t), bs(t)]

T

[0, t] integrasyon aralig1 alt1 esit alt araliga boliiniir ve buna bagl olarak vektor fonksiyonu

V(t)
_[" B(s)
Vt)_/o (t—s)2
_ [5 B(s) . i B(s) . ¢ B(s) .
A g B SRS e L
i B(s) ¢ B(s) tB(s)
i A LA B S A
yazilir.

Yine m’ = 6 alindgindan katsay1 vektorii CT ve Chelyshkov dalgaciklari vektorii ¥

C" = [Coo, Co1, Co2, Cho, C11, C1z] ve ¥ = [too, Yo1, Vo2, P10, Y11, Y12

ile tanimlanir.

Gerekli tiim matrisler olusturulduktan sonra, cebirsel sistem siralama noktalarinda
2i—1

t;

12

degerlendirilir ve asagidaki bicimde ifade edilir:

CTw(t;)) =\ CTP® V(t;) + CTPWT W (1) + f(t;).

. i=1,2,3,4,56

}T

Son olarak hesaplanan katsay1 vektorii C” denklem (5.4)’te yerine konuldugunda yaklasik
¢oziim wu, (t) elde edilir.

Tablo 6.3. Ornek 6.2: Chelyshkov dalgaciklar farkli k& degerleri ve M = 2, CAS [1]
dalgaciklari i¢in farkli m’ degerleri ile elde edilen mutlak hata degerleri.

t CASW [1]
m =6

ChelyshkovW
k=1

CASW [1]
m =12

ChelyshkovW
k=2

CASW [1]
m =24

ChelyshkovW
k=3

0 6.148x10°3
1/6  2.774 x 1072
2/6  3.509 x 1072
3/6  3.840 x 1072
4/6  3.876 x 1072
5/6  3.668 x 102

1.580 x 1072
6.208 x 1073
1.885 x 1073
9.846 x 10~*
2.096 x 10~*
1.379 x 1073

2.354 x 103
1.236 x 1072
1.542 x 1072
1.659 x 102
1.632 x 1072
1.482 x 1072

7.372 x 1073
1.079 x 1073
7.237 x 1074
3.112 x 10~*
5.637 x 107°
4273 x 1074

9.090 x 102
5.437 x 1073
6.882 x 1073
7.340 x 1073
7.080 x 1073
6.200 x 1073

3.512 x 103
3.987 x 10~*
2.273 x 1074
1.072 x 104
7.011 x 1076
1.242 x 104
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Tablo 6.4. Ornek 6.2: Chelyshkov ve CAS [1] dalgaciklari icin L, hata degerleri

m’ | ChelyshkovW CASW [1]

6 | 1.5801 x 1072 | 3.8756 x 1072
12 | 7.3715 x 1073 | 1.6586 x 1072
24 | 3.5124 x 1073 | 7.3400 x 1073

Tablo 6.5. Ornek 6.2: M = 2 icin Chelyshkov dalgaciklar1 icin farkli k£ degerlerine karsi-
lik gelen L, hata degerleri

k Lo

1.5801 x 102
7.3715 x 1073
3.5124 x 1073
1.6993 x 1073
8.3107 x 1074
4.0948 x 1074

AN W~

Yaklasik ¢6zimi ----- Tam ¢6zimd

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Sekil 6.4. Ornek 6.2: k = 1 ve M = 2 icin yaklagik ¢oziim ile tam ¢oziimiin karsilagtir-
mast
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Sekil 6.5.

Sekil 6.6.

k=2, M=2
Yaklasik ¢6zimi  ----- Tam ¢6zimdi
0.00}4 |
-0.05¢
__-0.10¢
5
-0.15¢
-0.20¢
-0.25¢ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t

Ornek 6.2: k = 2 ve M = 2 i¢gin yaklagik ¢oziim ile tam ¢oziimiin karsilagtir-
masl

k=3, M=2
Yaklasik ¢6zimi  ----- Tam ¢6zimdi
0.00/
-0.05¢
__-0.10¢
5
-0.15¢
-0.20¢
-0.25} ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t

Ornek 6.2: k = 3 ve M = 2 icin yaklagik ¢6ziim ile tam ¢6ziimiin karsilastir-
masi

Yukaridaki tablolara gore, elde edilen mutlak ve L., hatalarina dayanarak, hem
CAS [1] hem de Chelyshkov dalgaciklar1 hatalarinin m’ ve k degerleri arttik¢a azaldig
aciktir. Ancak, Chelyshkov dalgaciklari, CAS [1] dalgaciklarina kiyasla cogu zaman daha dii-
siik hatalar gostererek belirgin sekilde daha iyi bir performans sergilemektedir. Ek bir tablo,
Chelyshkov dalgaciklari icin Lo hatalarinin k£ = 6 degerine kadar nasil azaldigim gostermektedir.

Ornek 6.3. Baslangi¢ kosulu 4(0) = 0 ile birlikte

0.25 [t ) ' — s)u(s)ds
o u(t)—/o (t_s)%cm/o (t — s)u(s)ds + f(2)
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zayif tekil ¢ekirdekli kesirli integro-diferansiyel denklemini géz 6niine alalim. Bu denklemin ana-
litik ¢oziimii u(t) = t2 + 3 seklindedir. Bu problemde

A G
f(t)_r(2.75)t175+r(3.75) 21'(3.5) 21'(4.5) 36 20

seklinde tanimlanmustir [1,3-6].

I'(4) 275 _ Vl'(3) 25 _ V7l'(4) 35 _ T + 3

Bu ornekte daha once yapildig: gibi,Chelyshkov dalgaciklar1 yontemi, farkli & ve M =
2 degerleri icin uygulanacak. A\; = 1 ve Ay = 1 sabit katsayilar olup, k = 1 ve M = 2 olarak
secildiginde,
m =28(M +1) =6
elde edilir iistelik 6teleme parametresi n = 0, 1 degerlerini alirken, indeks m = 0, 1, 2 de8erlerini
alir. Buna gére, W, ®, F ve P matrisleri 6 x 6 boyutunda, ¥ ve C7 ise 6 x 1 boyutundadir.Boylece

fo fo Yoot @Z)OO s)(t—s)dsdt - fo fo Poo(t @1112 s)(t—s)dsdt
Jo Jo oot 1/100 s)(t—s)dsdt - [ [ Yoa(t 1/112 s)(t — s)ds dt

Jo Jo ot @ZJOO $)(t—s)dsdt - [y [o ot ¢12 s)(t —s)dsdt

Jo Jo talt 1/100 s)(t—s)dsdt -~ [y [} via(t 1/112 s)(t — s)ds dt

olmak iizere

0 __1_  _5 1 _ 5 _1/5
183 48 36 183 144
1 0 _ 5/3 1 1 _ 5/3
48+/3 24 16v/3 12 8
V3 5/3 0 RV R VAT B
W — 48 24 144 24 36
1 1 V5 _ 1 _V5
36 163 144 48/3 48
5 _ L AATC S U AL
48+/3 12 24 483 24
V5 5/3 5 V5 5/3 0
144 3 36 18 24

seklinde bulunur.

® matrisi (3.11) olarak tantmlanmustir ve tersinin hesaplanmasiyla elde edilir:
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5 3/2 1
0 0 0
8\/55 % 8@
- — — 0 0 0
12v/2 V6 610
1 3/2 11 0 0 0
11— | 8V2 8  8V10
0 0 5 3/2 1
8\/55 ? 8@
0 0 0o ——— — —
12v/2 V6 6410
1 3/2 11
0 0 0 -

8v/2 8 8v/10

Blok darbe fonksiyonlarin kesirli integraline ait operasyonel matrisin olusturulmasi icin, 6nce kat-
sayilar (&;) asagidaki formiilii kullanilarak:

a = (0.25 yerine konuldugunda, katsayilar su sekilde elde edilir:
=041 —2.15 4 1 -1)4% =0.378414
Eo =24+ 1) —2. 285 4 (2 1)1 =0.191394
f3=(3+1)"* —2.312° 1 (3-1)1% =0.138824
Eo= @A+ —2.485 4 (4 —1)4B =0.111257

& =GB+ —2.52 4 (5 -1)1% = (.0938739

Bu degerler kullanilarak kesirli integrasyonun operasyonel matrisi su sekilde ifade edilir.

& & & &
§1 & & &
I & & &
0 1 & &
00 1 &
O 0 0 1

025 _ 1 1

60-25 T'(2.25)

cocoocooo~
cocoo I

Hesaplanan &; degerleri yerine konuldugunda, operasyonel matrisin sayisal hali:
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0.563938 0.213402 0.107934 0.0782883 0.0627423 0.052939
0 0.563938 0.213402 0.107934 0.0782883 0.0627423

FO-25 _ 0 0 0.563938 0.213402  0.107934 0.0782883
0 0 0 0.563938  0.213402  0.107934
0 0 0 0 0.563938  0.213402
0 0 0 0 0 0.563938

F%25 ve ® matrisi daha once elde edildigi i¢in, Chelyshkov dalgaciklar icin kesirli integ-
rasyon operasyonel matrisi su formiil ile hesaplanir:

P*=&% .F*. & !

a = 0.25 yerine konuldugunda

0.454223 0.150674  0.0395189 0.0107773  0.0207202 0.0241541
—0.0342974  0.595185 0.245678  0.0587042  0.0875294 0.0871847

po-25 _ 0.010227  —0.0196269 0.642405 0.178158 0.175518 0.136558

0 0 0 0.454223 0.150674  0.0395189

0 0 0 —0.0342974  0.595185 0.245678

0 0 0 0.010227  —0.0196269 0.642405
elde edilir.

m’ = 6 alindigindan bu alt1 elemanl blok darbe fonksiyonuna kargilik gelir ve asagidaki siitun

vektorii:

B(t) = [bo(t), bi(t), ba(t), bs(t), ba(t), bs()] -
seklindedir.

_ "B
vuy_A @—@%d

:/06(;3(?)%@—#/; (tB(Z))édH/zG (tB(SS))éds

6

+ [3 ‘ <tB_(Z)>; ds + / ’ (tB_(‘Z)); ds + /5 t (tB_(Z))é ds.

6 6 6

'

[0, t] integrasyon aralid1 alt1 esit alt araliga boliiniir ve buna bagl olarak vektor fonksiyonu

" Bg(s) .
t%_é @—@%d
¢ Ba(s) ds + " Bols) ds+/g Bels)

0 (t—s)2  JL(t—s) 2 (t—s)
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Bg(S)

(t—s)2

P B

NEDE

3 t
B
s+ / ’ ds + / (6(8))1ds
4 5 t — S)2
6 6
yazilabilir.

Yine m/ = 6 alindigindan katsay1 vektorii CT ve Chelyshkov dalgaciklar1 vektorii ¥
T
C” = [Coo, Co1, Co2, Cro, Ci1, Cr2] ve ¥ = [0, Vo1, Vo2, Y10, P11, P12]

tanimlanir.
Gerekli tiim matrisler olusturulduktan sonra, cebirsel sistem siralama noktalarinda

b= 2t — 1
1T 12 9
degerlendirilir ve asagidaki bicimde ifade edilir:

CTw(t) = A\ CTP®@ V(t;) + CTPWT W (1) + f(t;).

i=1,2,3,4,5,6

Son olarak hesaplanan katsay1 vektorii CT denklem (5.4)’te yerine konuldugunda yaklasik ¢oziim
u(t) elde edilir.

Tablo 6.6. Ornek 6.3: Chelyshkov dalgaciklari icin farkli & degerleri ve M = 2, CAS [1]
dalgaciklari i¢in farkli m’ degerleri ile elde edilen mutlak hata degerleri.

t CASW [1]

m =6

ChelyshkovW
k=1

CASW [1]
m' =12

ChelyshkovW
k=2

CASW [1]
m' =24

ChelyshkovW

k=3

1/6
2/6
3/6
4/6
5/6

3.059 x 102
4.408 x 1072
3.871 x 1072
1.570 x 1072
2.855 x 1072
9.888 x 1072

7.376 x 1074
9.902 x 1073
2.516 x 1072
2.561 x 1072
4.348 x 1072
1.242 x 1072

1.433 x 102
2.276 x 1072
1.941 x 1072
6.417 x 1073
1.801 x 1072
5.645 x 102

8.742 x 1072
9.256 x 10~*
2.159 x 1073
5.942 x 1073
8.445 x 1073
1.242 x 1072

6.349 x 103
1.146 x 1072
9.698 x 103
2.950 x 1073
9.673 x 1073
2.948 x 102

8.306 x 1077
1.623 x 104
7.212 x 1074
1.593 x 1073
2.482 x 1073
3.923 x 1073

Tablo 6.7. Ornek 6.3: Chelyshkov ve CAS [1] dalgaciklarinin igin L., hata degerleri

m

"| CASW [1]

ChelyshkovW

4.3479 x 102
1.242 x 102
3.9231 x 1073

6 | 9.888 x 1072
12 | 5.645 x 1072
24 | 2.948 x 1072

Tablo 6.8. Chelyshkov dalgaciklari i¢in farkli £ degerlerine karsilik gelen L, hata deger-
leri

Lo
4.3479 x 1072
1.242 x 1072
3.9231 x 1073
1.2167 x 1073
3.8916 x 1074
1.2602 x 10~*

(@) WV, TN SRR O T \O R e
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t
Sekil 6.7. Ornek 6.3: k = 1 ve M = 2 i¢in yaklagik ¢oziim ile tam ¢oziimiin karsilagtir-
mast
k=2, M-=2
Yaklasik ¢cozUmi  ----- Tam ¢6zimdi
2.00
1.5¢
= 1.0¢
0.5¢
0.0t ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t
Sekil 6.8. Ornek 6.3: k = 2 ve M = 2 i¢in yaklagik ¢oziim ile tam ¢oziimiin karsilagtir-
mast
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Yaklasik ¢6zimi ----- Tam ¢6zimdi
2.0
1.5}
= 1.0}
0.5¢
0.0t ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t
Sekil 6.9. Ornek 6.3: k = 3 ve M = 2 i¢in yaklagik ¢oziim ile tam ¢oziimiin karsilagtir-
mast

Yukaridaki tablolara gore, elde edilen mutlak ve L., hatalarina dayanarak, hem CAS [1]
hem de Chelyshkov dalgaciklari hatalarinin m’ ve k degerleri arttikca azaldigi agiktir. Ancak,
Chelyshkov dalgaciklari, CAS [1] dalgaciklarina kiyasla her zaman daha diisiik hatalar gostere-
rek belirgin sekilde daha iyi bir performans sergilemektedir. Ek bir tablo, Chelyshkov dalgaciklari
icin Lo, hatalarin k£ = 6 degerine kadar nasil azaldigin1 gostermektedir.

Ornek 6.4. Baslangic kosulu «(0) = 0 ile birlikte

a = t uls) S 1 2 4 coss)u(s)ds
pru(o) - [ oy + [0+ cossputs)ds + 0

zayif tekil ¢ekirdekli integro-diferansiyel denklemini g6z oniine alalim. Bu denklemin analitik
¢oziimii u(t) = t? seklindedir [6] .

21075 \/7mT(3) 4 t2
t) = —~ t5/2 — = —2cos(1) + sin(1
IO = Ta75) ~ 2135 g~ 2cos(l) +sin(l)

k =1ve M = 2 alinarak o = 1 ve 1.25 i¢in sayisal ¢oztimler elde edilmis ve karsilasti-
rilmstir. Gosterim amaciyla o« = 1.25, A} = 1 ve A\ = 1 sabit katsayilar olup, k = 1 ve M = 2
oldugundan m’ = 6 elde edilir iistelik 6teleme parametresi n = 0, 1 degerlerini alirken, indeks
m = 0, 1, 2 degerlerini alir.

Buna gore W, ®, F ve P matrisleri 6 x 6 boyutunda iken, ¥ ve CT ise 6 x 1 siitun
matrislerdir.
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fo fo oot
fo fo Poa(t
fo fo Pro(t

fo fo Pa(t

olmak iizere

oo ( )(t2 + cos s) ds dt
) oo ( )(t2 + cos s) ds dt
oo ( )(t2 + coss)dsdt

Yoo ( )(t2 + coss) ds dt

0.055568 0.096190 0.11505
0.096246 0.16661 0.19927
0.14289  0.24736 0.29892
0.069457 0.12025 0.14610
0.13233  0.22911 0.27995
0.22053  0.38184 0.47253

W:

Jo Jo oot
Jo Jo doatt
Jo Jo ot
Jo Jo tratt

)h12( )(t2 + cos s) ds dt
)12( )(t2 + cos s) ds dt
)h12( )(t2 + cos s) ds dt

Yh1a( )(t2 + coss) dsdt

0.048792 0.078554 0.079244
0.084511 0.13606  0.13725
0.12774  0.20793  0.21886
0.062681 0.10261  0.11030
0.12060  0.19856  0.21794
0.20538  0.34240  0.39247

® matris (3.11) ifadesinde tanimlanmigtir. Tersi alindiginda

elde edilir

Blok darbe fonksiyonlarinin kesirli integraline ait operasyonel matrisin olugturulmasi icin,

5 3/2 1
8v/2 8 810
R
12¢/2 V6 610

1 V32 1
8v/2 8 8v/10

0 0

0 0 0

0 0 0

once katsayilar (§;) asagidaki formiil kullanilarak

hesaplanir.

gi — (Z + 1)04-‘1—1 _ 27:0(-‘!‘1 _|_ (1/ _

a = 1.25 yerine konuldugunda katsayilar
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0 0 0
0 0 0
0 0 0
5 3/2 1
8v/2 8 8v/10

R
12¢/2 V6 6110
1 VB2 1
8v/2 8 8v/10

1)a+1




. 11.25+1 1 1)1.25+1 — 275683,

(1+1) 2 +(1-

( ) 2 + (2 — )15+ = 333101,
€3 = (3+ 1)125+1 _ 9. 3025+ 4 (3 1)125+] — 360491,

(4+1) 2. 4125 4 (4 — )15+ = 397355,

(b+1) 2 +(5-1)

. 9l25+1

§1 & & & &
1 & & & &
125 1 1 0 1 & & &3
0
0
0

- 6125T1°(3.25) 1 & &

0
0 0 1 &
0

OO oo o

seklinde yazilabilir.

Hesaplanan &; degerleri yerine konuldugunda operasyonel matrisin sayisal bi¢cimi

0.0417732 0.115161  0.139147  0.154348 0.165988  0.175574

0 0.0417732 0.115161  0.139147  0.154348  0.165988
pl2s 0 0 0.0417732 0.115161  0.139147  0.154348
0 0 0 0.0417732 0.115161  0.139147
0 0 0 0 0.0417732 0.115161
0 0 0 0 0 0.0417732
elde edilir.

Daha 6nce F125 ve & matrisi elde edildigi i¢in Chelyshkov dalgaciklarina ait kesirli in-
tegrale iliskin operasyonel matris

P*=® F* . &!
seklinde yazilabilir.

o = 1.25 yerine konuldugunda

—0.0045124  0.0589296  0.0848922  0.0393828 0.0709388  0.0979044
—0.00926413 0.0426242  0.178055 0.0933978 0.174331 0.248656
0.00614708 —0.0116795 0.0872077  0.0790185 0.163808 0.249331

pLl25 _
0 0 0 —0.0045124  0.0589296  0.0848922
0 0 0 —0.00926413 0.0426242  0.178055
0 0 0 0.00614708 —0.0116795 0.0872077
elde edilir
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m’ = 6 alindifindan bu alt1 elemanli blok darbe fonksiyonuna kargilik gelir ve agagidaki

stitun vektorii:

B(t) = [bo(t), bi(t), ba(t), ba(t), ba(t), bs(t)] "

tanimlanr. [0, ¢] integrasyon aralig1 alt1 esit alt araliga boliiniir ve buna baglh olarak vektor fonksi-

yonu
_ ' Be)
V(t>_/o (t—s)%d
_[5 B(s) . § B(s) . s B(s) .
g A L A A A
s B(s) s B(s) L B(s)
+ —ds + —Fds+ | ———ds
/z (t-s) i (k- /z<t—s>2
yazilabilir.

Yine m/ = 6 alindigindan katsay1 vektorii C? ve Chelyshkov dalgaciklar1 vektorii ¥

C” = [Coo, Co1, Co2, Cro, Ci1, Cr2] ve ¥ = [0, Yo1, Vo2, Y10, Y11, P12

tanimlanir.

]T

Gerekli tiim matrisler olusturulduktan sonra, cebirsel sistem siralama noktalarinda

2i — 1
ti =

12 7

degerlendirilir ve asagidaki bicimde ifade edilir:

CTw(t) = A\ CTP® V(t;) + CTPWT W (t,) + f(t,).

i=1,2,3,4,5,6

lineer cebirsel sistemi elde edilir.
Son olarak hesaplanan katsay1 vektorii denklem (5.4)’te yerine konuldugunda yaklagik ¢oziim u(t)
elde edilir.

Tablo 6.9. Ornek 6.4 Chelyshkov dalgaciklart M = 2 ve k = 3 icin Mutlak hata degerleri

t a=1 a=1.25

0 | 7.0197 x 10~* | 3.5873 x 10~*
1/6 | 9.1493 x 1072 | 3.6226 x 1073
2/6 | 2.2089 x 107! | 9.8417 x 1073
3/6 | 3.9533 x 107! | 2.2586 x 1072
4/6 | 6.3172 x 107" | 4.7524 x 102
5/6 | 9.5496 x 10! | 9.2853 x 1072
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Tablo 6.10. Ornek 6.4 Chelyshkov dalgaciklar icin L, hata degerleri

k a=1 a=1.25
1 1.1289 1.4458 x 107!
2| 9.907 x 107! | 1.0369 x 107!
319.5496 x 107! | 9.2853 x 1072
41 9.4464 x 107! | 8.9724 x 1072
5194162 x 10! | 8.8819 x 102
k=1, M=2

Yaklasik ¢ozimu ----- Tam ¢6zumu

1.2}

1.0t

0.8¢

o6

0.4
0.2¢

0.0¢ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t
Sekil 6.10. Ornek 6.4: o = 1.25, k = 1 ve M = 2 icin yaklagik ¢6ziim ile tam ¢dziimiin
karsilagtirmasi

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Sekil 6.11. Ornek 6.4: o = 1.25 , k = 2 ve M = 2 icin yaklagik ¢oziim ile tam ¢oziimiin
karsilastirmasi
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t
Sekil 6.12. Ornek 6.4: o = 1.25, k = 3 ve M = 2 i¢in yaklagik ¢oziim ile tam ¢6ziimiin
kargilastirmasi

Yukaridaki tablolar incelendiginde, k arttik¢a her bir ¢ noktasindaki mutlak hatalarin azal-
dig1; ayrica, « = 1.25 igin Lo, hatasinin o = 1 durumlarma kiyasla daha diisiik oldugu agikca
gozlemlenmektedir.

Ornek 6.5. Baslangi¢ kosulu u(0) = 0 ile birlikte

0.1 " ou(s) Yoo
D/ u(t) = ~ds+ [ (s*-t9)u(s)ds + f(t)
0 (t—s)2 0
zayif tekil ¢ekirdekli kesirli integro-diferansiyel denklemini géz dniine alalim. Bu denklemin ana-
3
litik ¢oziimii u(t) = t* — & seklindedir [22].

24479 3t* 16Vt (16t —9) 57

) = r49) TI(3.9) 315 T84

A1 = 1 ve Ay = 1 sabit katsayilar olup, & = 1 ve M = 2 se¢ildiginden m’ = 6 olur.
Ustelik 6teleme parametresi n = 0, 1 degerlerini alirken, indeks m = 0, 1, 2 degerlerini alir ve W
, ®, F ve P matrisleri 6 x 6 boyutundadir, ¥ ve C” ise 6 x 1 boyutunda matrisler olur. Boylece

fo fo Yoot ?lloo )Ztgdsdt fo fo Yoot ¢12 )2t2dsdt
fo fo Yo2(t) ¢oo s)s*t2dsdt - - fo fo Yoot 1/,12 §)s2t2 ds di

fo fo Y1o(t ?/)00 s)s*t2dsdt - - fo fo Yro(t ¢12 5)s2t2 ds dt

fo fo Y1a(t woo (s)s*t?dsdt - fo fo ot ¢12 (5)s262 ds dt
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olmak iizere

0 0 0 0

0 0 0 0
0.0062500 0.0046585 0.012103 0.032292
0.0046585 0.0034722 0.0090211 0.024069
0.012103 0.0090211 0.023438 0.062533
0 0 0.032292 0.024069 0.062533  0.16684

® matris (3.11) ifadesinde tanimlanmistir. Tersi alindiginda

o O O o O
o O O o O

3/2 1
o / 0 0 0
8\/5§ 51% 8\/110
- — E—— 0 0 0
12v/2 V6 61/10
2
1o v32 1 0 0
e1_| 82 8  8V10
0 . 5 3/2 1
8\/5§ ié 8@
0 0 _ S — —
122 V6 6410
1 3/2 11
0 0 0 _V3/

8v2 8 810
elde edilir.

Blok darbe fonksiyonlarinin kesirli integrali i¢in operasyonel matrisin olusturulmasinda,
katsayilar (&;) asagidaki formiil ile hesaplanir:
éi — (Z + 1)a+1 _ 2,L~a+1 + (Z _ 1)a+1‘

a = 0.1 yerine konuldugunda katsay1lar

0141 _ 9. 10141 4 (1 — 1)01+1 = (.143547,

(1+1) +(1-
= (24 1)01H 2. 201 o YOI — 0612757,
& =3+ 1) —2.30 (3 1)01F = 0.0416013,

(4 + 1) 2. 40 g 0L = 0,0318774,
& = (5+ 1) — 2. 500 (5 1)01FL — ,0259912

Bu degerler kullanilarak kesirli integrale ait operasyonel matris
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& & & & &
1 & & & &
0 1 & & &
0
0
0

D
o
—
—
[\
—
~

0 1 & &
00 1 &
0 0 0 1

[l le e el

seklinde yazilabilir.

Hesaplanan &; degerleri yerine konuldugunda sayisal bigcimi

0.798825 0.114669 0.0489485 0.0332321 0.0254645 0.0207624
0 0.798825 0.114669 0.0489485 0.0332321 0.0254645

FO1 _ 0 0 0.798825 0.114669 0.04894K85 0.0332321
o 0 0 0 0.798825  0.114669 0.0489485
0 0 0 0 0.798825 0.114669
0 0 0 0 0 0.798825
elde edilir.

Daha once FO-! ve ® matrisi elde edildigi icin Chelyshkov dalgaciklarina ait kesirli integ-
rale iligkin operasyonel matris

P*=® F* . &!
seklinde yazilabilir.

a = 0.1 yerine konuldugunda
0.454223 0.150674  0.0395189  0.0107773  0.0207202 0.0241541

—0.0342974  0.595185 0.245678  0.0587042  0.0875294  0.0871847
0.010227  —0.0196269 0.642405 0.178158 0.175518 0.136558

0.1 _
P = 0 0 0 0.454223 0.150674  0.0395189
0 0 0 —0.0342974  0.595185 0.245678
0 0 0 0.010227  —0.0196269 0.642405

elde edilir.

m’ = 6 alindifindan bu alt1 elemanli blok darbe fonksiyonuna kargilik gelir ve agagidaki
slitun vektorii:

B(t) = [bo(t), ba(t), ba(t), bs(t), ba(t), bs(t)] "
ile tanimlanir.

[0, t] integrasyon aralig1 alt1 esit alt araliga boliindiigiinden, vektor fonksiyonu
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s B(s) ¢ B(s) ¢ B(s)
:/O (t—8)1/2d8+/1 (t—s)1/2ds+/§ s
C S B(s) B(s)

t
dS—Fﬂ) mds
6

seklinde yazilabilir.

Yine m/ = 6 alindigindan katsay1 vektorii C? ve Chelyshkov dalgaciklar1 vektorii ¥

T
C” = [Cuo, Co1, Coz, Cro, Ci1, Cr2] ve ¥ = [0, Yo, o2, Y10, P11, Y12
olarak tanimlanir.

Gerekli tiim matrisler olusturulduktan sonra, cebirsel sistem siralama noktalarinda
= 2i=1

12 7
degerlendirilir ve asagidaki bigcimde ifade edilir:

CTw(t)) = \ CTP® V(t;) + CTPWTW (1) + f(t;).

1=1,2,3,4,5,6

lineer cebirsel sistemi elde edilir.

Son olarak, hesaplanan katsay1 vektorii C7 denklem (5.4)’te yerine konuldugunda yakla-
sik ¢coziim w(t) bulunur.

Tablo 6.11. Ornek 6.5 Chelyshkov dalgaciklari icin mutlak hata degerleri
t k=1 k=2 k=3

0
1/6
2/6
3/6
4/6
5/6

4.086 x 107*
1.862 x 10~*
9.895 x 1073
5.495 x 1072
6.607 x 1072
1.622 x 107*

7.875 x 107°
2.035 x 1074
1.412 x 1073
8.257 x 1073
1.656 x 1072
3.512 x 1072

3.929 x 107°
3.835 x 107°
4.799 x 10~
1.984 x 1073
4.651 x 107*
1.067 x 102

Tablo 6.12. Ornek 6.5 Chelyshkov dalgaciklar igin L., hata degerleri

k

L

AN W=

1.6223 x 1071
3.5115 x 1072
1.0673 x 1072
3.3405 x 1073
1.09 x 1073
3.5961 x 10~
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Yaklasik ¢6zUmi  ----- Tam ¢6zimdi

0.8

0.67

£ 04

0.2+

0.0[ ‘
0.0 0.2

Sekil 6.13. Ornek 6.5: k = 1 ve M = 2 icin yaklagik ¢oziim ile tam ¢6ziimiin karsilagtir-
masi

0.6
0.5/
0.4}

= 0.3}
0.2}
0.1}

0.0 ‘ ‘ —"‘ | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Sekil 6.14. Ornek 6.5: k = 2 ve M = 2 icin yaklagik ¢oziim ile tam ¢6ziimiin karsilagtir-
mast
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
{

Sekil 6.15. Ornek 6.5: k = 3 ve M = 2 icin yaklagik ¢oziim ile tam ¢6ziimiin karsilagtir-
mast

Yukaridaki iki tablodan ve grafikten, k arttik¢a her ¢ noktasindaki mutlak hatalarin azal-
dig1 ve benzer sekilde Lo, hatasinin da azaldig1 aciktir.

Ornek 6.6. Baslangi¢ kosulu u(0) = 0 ile birlikte

fe' ¢ u(s) ! 2

D¢u(t) = ~ds+ [ (t°+ s)u(s)ds + f(t)
0 (t—s)2 0

zayif tekil ¢ekirdekli kesirli integro-diferansiyel denklemini géz 6niine alalim. Bu denklemin ana-

litik ¢oziimii u(t) = ¢2 ve

27 ﬁF(3)t5/2 _ ﬁ

J) = [(1.75) 2T(35) 3

—2cos(1) +sin(1)
seklindedir [6] .

a =1, A\; = 1 ve \y = 1 sabit katsayilar olup, k = 1 ve M = 2 secildiginden m’ = 6
olur. Ustelik dteleme parametresi n = 0, 1 degerlerini alirken, indeks m = 0, 1,2 degerlerini alir

ve W , @, F ve P matrisleri 6 x 6 boyutundadir, ¥ ve C” ise 6 x 1 boyutunda matrisler olur.
Boylece

fo fo oot ¢OO )(t2+s) dsdt --- fo fo Yoot ¢12 )(t2+s) dsdt
o Jo ot woo )(t2—|—s) dsdt - [if [} ool ¢12 )(t2+s) ds dt

Jo S ot 1/;00 )(t2+s) dsdt - [if [ ot wlz )(t2+s) ds dt

fO fO ¢12 wo(] ) (tz + 8) dsdt --- fO fO ¢12 ¢12 ) (t2 + 8) dsdt
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olmak iizere

—2.1684 x 10719 —2.1684 x 10~ 0.0186339 0.0138889 0.0360844 0.0962751

0.0102081 0.0208333 0.0591706 0.0360844 0.0833333 0.193649
W — 0.0465847 0.0806872 0.145833 0.0776412 0.161374  0.319444
0.0277778 0.0481125 0.0807469 0.0416667 0.0841969 0.158888
0.0601407 0.104167 0.166753 0.0841969 0.166667  0.301232
0.108698 0.18827 0.284722  0.139754  0.268957  0.458333

® matris (3.11) ifadesinde tanimlanmustir. Tersi alindiginda

5 3/2 1
0 0 0
8\/55 513 8@
- — - 0 0 0
12¢/2 V6 6410
1 V3/2 11 0 0 0
d1—| 82 8  8V10
0 0 5 3/2 1
8\/55 513 8@
0 0 | - . — -
12¢/2 V6 6410
1 3/2 11
0 0 0 —
8v/2 8 810

Blok darbe fonksiyonlarinin kesirli integrali i¢in operasyonel matrisin olugturulmasinda,
katsayilar (&;) su formiille hesaplanir:

(;:i — (Z + 1)a+1 o 2Z-a+1 + (’L _ l)a-i-l.

a = 1 yerine konuldugunda katsayilar:

41 _ 9 141 (1

(1+1) +(1-1) 2
2+1) +(2-1) 2
53:(3+1>1+1_2_31+1+(3_1)1+1 2,
(4+1) +(4-1) 2
(G+1) +(6-1) 2

141 _ 9 9l+l

1+1 —92. 41+1 4

5

1
&= (5+ 1)1+ — 9. 51+ 1

Bu degerler kullanilarak operasyonel matris
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I & & & & &
0 1 & & & &
F1:i 1 00 1 & & &
617(2.95) |0 0 0 1 & &
00 0 0 1 &
00 0 0 0 1
seklinde yazilabilir. Sayisal bi¢imi
1 1 1 1 1
Fooror o
IEEEE
0 0 0 53 § 0
0 0 0 0 g3 §
0O 0 0 0 0 3

Daha 6nce F! ve ® matrisi elde edildigi icin, Chelyshkov dalgaciklarina ait kesirli integ-
rale iligskin operasyonel matris

P*=& . F*.& !,

a = 1 yerine konuldugunda

0.0108025  0.0948886  0.095585 0.0401235  0.0694959 0.0897188
—0.017374  0.0914352 0.238177  0.10959 0.189815 0.24505
0.00862681 —0.0164363 0.147762  0.120775 0.209189 0.270062

1_
b= 0 0 0 0.0108025  0.0948886  0.095585
0 0 0 —0.017374  0.0914352  0.238177
0 0 0 0.00862681 —0.0164363 0.147762

m’ = 6 alindifindan bu alt1 elemanli blok darbe fonksiyonuna kargilik gelir ve agagidaki
stitun vektorii:

T
B(t) = [bo(t), b1(t), ba(t), b3(t), ba(t), bs(t)]
ile tamimlanur. [0, ¢] integrasyon aralig1 alt1 esit alt aralifa béliindiigiinden, vektor fonksiyonu

t B(s
V(t)—/o (t_i;mds
s Bl(s) i Bls) 5 B(s)
:/0 (t_s)l/zds+/é (t—s)1/2d8+/é o

B(s) ; B(s) b B(s)

olw
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Yine m/ = 6 alindigindan katsay1 vektorii C? ve Chelyshkov dalgaciklar1 vektorii ¥

C” = [Coo, Co1, Coa2, Cro, Ci1, Cr2] ve ¥ = [0, Yo1, Yo2, Y10, Y11, ¢12]T

Gerekli tiim matrisler olusturulduktan sonra, cebirsel sistem siralama noktalarinda
21

ti = IR
degerlendirilir ve asagidaki bicimde ifade edilir:

1=1,2,3,4,5,6

CTw(t;)) =\ CTP® V(t;) + CTPWT W (1) + f(t;).

lineer cebirsel sistemi elde edilir.

Son olarak, hesaplanan katsay1 vektorii C*' denklem (5.4)’te yerine konuldugunda yaklagik ¢oziim

u(t) bulunur.

Tablo 6.13. Chelyshkov dalgaciklar icin mutlak hata degerleri

t

7 L

k=2

k=3

0
1/6
2/6
3/6
4/6

5.7973 x 107?
1.3293 x 1072
2.6584 x 1072
4.5871 x 1072
6.3205 x 1072
9.4219 x 102

1.0921 x 1073
3.8421 x 1073
7.2318 x 1073
1.2224 x 1072
1.8122 x 1072
2.6320 x 102

2.4209 x 1074
1.0906 x 1073
2.1537 x 1073
3.5694 x 1073
5.3829 x 1073
7.9253 x 1073

5/6

Tablo 6.14. Ornek 6.6 Chelyshkov dalgaciklar igin L., hata degerleri

k Lo

9.4219 x 102
2.632 x 1072
7.9253 x 1073
2.4522 x 1073
7.8122 x 1074

(O N R S
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1.5}

= 1.0}

>
0.5¢
0.0t ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t
Sekil 6.16. Ornek 6.6: k = 1 ve M = 2 icin yaklagik ¢oziim ile tam ¢6ziimiin karsilagtir-
mast

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Sekil 6.17. Ornek 6.6: k = 2 ve M = 2 icin yaklagik ¢oziim ile tam ¢6ziimiin karsilagtir-
mast
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k =3, M=
Yaklasik ¢6zimi ----- Tam ¢6zimdi
1.5¢
= 1.0}
=1
0.5+
0.0} ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0
t
Sekil 6.18. Ornek 6.6: k = 3 ve M = 2 icin yaklagik ¢oziim ile tam ¢6ziimiin karsilagtir-

masi

Yukaridaki iki tablodan ve grafiklerden, k arttik¢a her ¢ noktasindaki mutlak hatalarin

azaldig1 ve benzer sekilde L, hatasinin da azaldig1 aciktir.
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7. SONUC VE ONERILER

Zayif tekil cekirdekli integral ve integro-diferansiyel denklemler, bircok bilimsel ve mii-
hendislik uygulamasinda siklikla kullanilmaktadir. Bu tiir denklemler i¢in analitik ¢oziimleri elde
etmek cogunlukla zor veya zaman alicidir. Bu nedenle, tam ¢éziime en yakin yaklagik ¢coziimle-
rin hesaplanmasi ve sayisal yontemlerin gelistirilmesi uzun yillar boyunca arastirilan bir ¢alisma
alani olmustur.

Bu tez kapsaminda, Chelyshkov dalgacik yontemi, kesirli mertebeden ve zayif tekil ¢e-
kirdekli integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde bagariyla uygulanmis ve oldukca giizel so-
nuglar elde edilmistir. Mutlak hata analizinde L., yaygin olarak kullanilan normu degerlendirme
Olciitii olarak secilmig ve bazi1 6rneklerde mevcut dalgacik tabanl yaklagimlara gore daha yiiksek
dogruluk elde edildigi gosterilmistir. Yontemin genel performansi giiclii olmakla birlikte, 6zellikle
trigonometrik cekirdeklere sahip orneklerde ek iyilestirmelere ve daha kapsamli niimerik deney-
lere ihtiya¢ duyuldugu gézlemlenmisgtir.

Bu dogrultuda, yontemi daha esnek ve kararli héle getirecek kiigiik yaklagimlarin gelis-
tirilmesi, ileriki calismalar icin oldukga ilham verici bir arastirma yonii olarak degerlendirilmek-
tedir. Boyle bir ilerleme, hem ¢6ziim dogrulugunun artirilmas: hem de hesaplama verimliliginin
iyilestirilmesi a¢isindan 6nemli bir potansiyel tagimaktadir.
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