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ZAYIF -⊕- YEREL ARTİN TÜMLENMİŞ MODÜLLER 

(Yüksek Lisans Tezi) 

 

Ruhiye KURT 

 

AMASYA ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

Ocak 2023 

 

ÖZET 

 

Bu çalışmada (𝐷1𝐿𝐴)-modüller, sonlu üretilmiş (𝐷1𝑊𝐿𝐴)-modüller, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüller 

ve (𝐷1𝐺𝐿𝐴)-modüllerin sınıfları tanımlanarak bu sınıfların sağladığı temel özellikler verildi. 

(𝐷1𝐿𝐴)-modülün ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modül olduğu gösterildi. Sonlu sayıda ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş 

modülün direkt toplamının ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modül olduğu gösterildi. (𝐷3) koşulunu sağlayan 

⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modülün direkt toplam teriminin de ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modül olduğu 

ispatlandı. (𝐷1𝐺𝐿𝐴)-modülün ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modül olduğu elde edildi. Ayrıca yerel artin 

tümlenmiş bir modülün, her yerel artin alt modülünün bir direkt toplam terimine yükseltilebildiği 

takdirde bu modülün ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş olduğu görüldü.  
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ABSTRACT 

 

In this study, it is defined the classes of (𝐷1𝐿𝐴)-modules, finitely generated (𝐷1𝑊𝐿𝐴)-modules, 

⊕𝑊𝐿𝐴-supplemented modules, (𝐷1𝐺𝐿𝐴)-modules and given key features of these modules. It was 

shown that a (𝐷1𝐿𝐴)-module is a ⊕𝑊𝐿𝐴-supplemented module. It was shown that the finite direct 

sum of ⊕𝑊𝐿𝐴-supplemented modules is a ⊕𝑊𝐿𝐴-supplemented module. It has been proven that 

the direct sum of the ⊕𝑊𝐿𝐴-supplemented module satisfyıhg the condition (𝐷3) is also  ⊕𝑊𝐿𝐴-

supplemeted. It was obtained that every (𝐷1𝐺𝐿𝐴)-module is a ⊕𝑊𝐿𝐴-supplemented module. It was 

also determined that if each locally artinian submodule of a locally artinian supplemented module 

can be lies above a direct summand, the module is ⊕𝑊𝐿𝐴-supplemented. 
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𝑆                             birimli halka 
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 ℤ                                 tamsayılar halkası 

 

ℙ     asal sayılar kümesi 

 

ℚ                                    tamsayılar halkasının kesirler cismi  

ℕ                               doğal sayılar kümesi  

∅                 boş küme  

⊆                                        alt küme  

⊈                                 alt küme değil  

⊊                                 öz alt küme  

≤                                 alt modül  

<                                 öz alt modül  

𝑚𝑆 =< 𝑚 >              𝑚 elemanı tarafından üretilen devirli  alt modül  

𝐸𝑛𝑑(𝑀)                      𝑀 modülünün endomorfizmalarının kümesi  

𝐺ö𝑟(𝑓)                        𝑓 homomorfizmasının görüntü kümesi  

Ç𝑒𝑘(𝑓)                            f  homomorfizmasının çekirdeği  

𝐾 ≅ 𝑁                            𝐾 ile 𝑁 modülleri izomorftur.  

𝑖                                    içerme monomorfizması  

𝜋                                  doğal homomorfizma  

𝑓∣𝑁                              𝑀 modülünden herhangi bir modüle tanımlı 𝑓  

     homomorfizmasının 𝑁 ≤ 𝑀 alt modülüne kısıtlanışı  

𝐼𝐾                                  𝐾 modülünün birim homomorfizması  

𝐾/𝑁                             𝐾 modülünün 𝑁 alt modülüne göre bölüm modülü  

〈 𝑋 〉                                              𝑋 kümesi tarafından üretilen modül 
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𝐷𝑒𝑠(𝐾)                       𝐾 modülünün tüm basit alt modüllerinin toplamı  

𝐷𝑒𝑠𝑠(𝐾)                        𝐾 modülünün tüm küçük ve basit alt modüllerinin toplamı  

≪                                      küçük alt modül  

⊴                                   büyük alt modül                                                                                                                             

𝑅𝑎𝑑(𝐾)                        𝐾 modülünün radikali  

𝑃(𝐾)                                 𝐾 modülünün tüm radikal alt modüllerinin   

    (𝑈 = 𝑅𝑎𝑑(𝑈),𝑈 ≤ 𝐾) toplamı  

⊕𝑖∊𝐼
 𝑁𝑖                           𝑁𝑖 alt modüllerinin direkt toplamı 

 ∏ 𝑁𝑖𝑖∊𝐼                            𝑁𝑖 alt modüllerinin direkt çarpımı    

∑ 𝑁𝑖İ∊𝐼                             𝑁𝑖 alt modüllerinin toplamı 
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1. GİRİŞ 

 

1970’lerde Helmut Zöschinger tümlenmiş modül ve tümleyen alt modül kavramları 

üzerine çalışma yapmıştır. 1979 da Varadarajan bir makalesinde tümleyen alt modüllerle 

çalışmıştır. 2006 yılında Nil Orhan Ertaş zayıf-⊕-tümlenmiş modül (w-⊕-tümlenmiş 

modül)  üzerine çalışma yapmıştır. Engin Kaynar, Ergül Türkmen ve Hamza Çalışıcı’nın 

2020 de yayınladıkları ‘ss-Supplemented Modules’ isimli makalelerinde ss-tümlenmiş 

modüller üzerine çalışarak temel özelliklerine değinmişlerdir. 2021 yılında Yavuz Şahin ve 

Burcu Nişancı Türkmen Yerel Artin Tümlenmiş Modüller üzerine çalışma yapmışlardır.  𝑇 

bir modül ve 𝑋 ≤ 𝑇 olmak üzere 𝑌 ≤  𝑇 modülü 𝑇 =  𝑌 +  𝑋 şartını sağlayan bir 

minimal alt modülse, 𝑌 modülüne 𝑋 in tümleyeni ve 𝑋 e de 𝑇 de 𝑌 tümleyenine sahip 

denir. Buna denk olarak; 𝐾 nın 𝑇 de 𝑁 nin tümleyeni olabilmesi için 𝑇 =  𝑁 +  𝐾, 𝑁 ∩

 𝐾 ≪  𝐾 olması gerek ve yeterlidir. Eğer 𝑇 nin alt modüllerinin 𝑇 de bir tümleyeni 

mevcutsa, 𝑇 ye tümlenmiş modül adı verilir. 𝐴 ≤ 𝑇 için 𝑁 ≤  𝐴 ve 𝐴/𝑁 ≪  𝑇/𝑁 olacak 

biçimde 𝑇 modülünün bir 𝑁 direkt toplam terimi mevcutsa 𝑇 ye yükseltilebilir modül adı 

verilir (Clark vd., 2006). 𝑇 modül ve 𝑇 nin her yarı basit alt modülü 𝑁 ise 𝑇 = 𝑁 +

𝑉  ve  𝑁 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 şeklinde 𝑇 nin bir  𝑉 direkt toplam alt modülü varsa 𝑇 ye zayıf-⊕-

tümlenmiş modül (w-⊕-tümlenmiş modül) denir (Orhan Ertaş N., 2006). 𝑇 nin tüm küçük 

ve basit alt modüllerinin toplamı 𝐷𝑒𝑠𝑠(𝑇) = ∑{𝑁 ≪ 𝑇|𝑁, 𝑇 nin basit alt modülü}olarak 

tanımlanır.  𝑇 yerel modül ve 𝑅𝑎𝑑(𝑇), 𝑇 nin yerel artin alt modülü oluyorsa 𝑇 ye RLA 

yerel modül adı verilir. 𝑇 modülü için 𝐷𝑒𝑠𝑠(𝑇) = 𝑅𝑎𝑑(𝑇)  ∩  𝐷𝑒𝑠(𝑇) dir. 𝑇 modül ve 𝑋 ile 

𝑌, 𝑇 nin alt modülleri ise  𝑇 =  𝑋 +  𝑌 ve 𝑋 ∩  𝑌 ≤  𝐷𝑒𝑠𝑠(𝑌) oluyorsa 𝑌 ye 𝑋 in ss-

tümleyeni adı verilir (Kaynar vd., 2020). 𝑇 bir modül ve 𝑋 ≤ 𝑇 olsun. 𝑇 =  𝑋 +  𝑌, 𝑋 ∩

 𝑌 ≪  𝑌 ve 𝑋 ∩  𝑌, 𝑇 nin yerel artin modülü olmak üzere 𝑌 ye 𝑋 in yerel artin tümleyeni 

adı verilir. 𝑇 nin alt modülleri 𝑇 de yerel artin tümleyene sahip oluyorsa 𝑇 ye yerel artin 

tümlenmiş modül adı verilir. 𝑇 modülünün 𝑇 =  𝑋 +  𝑌 olan her 𝑋 ≤  𝑇 için 𝑌 de 

kapsanacak şekilde yerel artin tümleyene sahip oluyorsa 𝑇 ye bol yerel artin tümlenmiş 

modül adı verilir (Şahin ve Nişancı Türkmen, 2021).  

 

Bu sonuçlardan hareketle bu tez çalışmasında  (zayıf) yerel artin yükseltilebilir modüller, 

sonlu üretilmiş zayıf yerel artin yükseltilebilir modüller, zayıf-⊕-yerel artin tümlenmiş 

modüller ve genelleştirilmiş yerel artin yükseltilebilir modüller tanımlandı ve bu modül 

sınıflarının sağlamış oldukları cebirsel özellikler incelendi. 
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2. GENEL BİLGİLER 

 

Bu bölümde üzerinde çalışacağımız konuyla ilgili tanım ve teoremler verilecektir. 

 

2.1. Halkalar 

 

2.1.1. Tanım (𝑆, +,∙) cebirsel üçlüsü her 𝑘, 𝑡,𝑚 ∈  𝑆 elemanları için aşağıdaki koşulları 

sağlıyorsa bu yapıya halka denir.  

(i) (𝑆, +) değişmeli gruptur, 

(ii) (𝑘 ∙ 𝑡) ∙ 𝑚 =  𝑘 ∙ (𝑡 ∙ 𝑚) olup ∙ işlemi birleşmelidir, 

(iii) 𝑘 ∙ (𝑡 +  𝑚) =  𝑘 ∙ 𝑡 +  𝑘 ∙ 𝑚 ve (𝑘 +  𝑡)𝑚 =  𝑘 ∙ 𝑚 +  𝑡 ∙ 𝑚 olup ∙ işleminin + 

üzerine dağılma özelliği vardır (Hungerford, 1973). 

 

Kısalık anlamında 𝑘, 𝑡 ∈  𝑆 elemanları için 𝑘 ∙ 𝑡 yerine 𝑘𝑡 kullanılacaktır. 

 

2.1.2. Tanım 𝑆 bir halka ve her 𝑚, 𝑛 ∈  𝑆 için 𝑚𝑛 =  𝑛𝑚 oluyorsa 𝑆 ye değişmeli halka, 

1𝑆 ∈  𝑆 olmak üzere her 𝑚 ∈  𝑆 için 1𝑆𝑚 =  𝑚1𝑆 =  𝑚 ise 𝑆 ye birimli halka , 

1𝑆 elemanına 𝑆 halkasının birim elemanı adı verilir (Hungerford, 1973). 

 

Değişmeli halkalara örnek olarak ℤ,ℚ,ℝ halkaları verilebilir. 𝑛 > 1 olmak şartıyla, 

katsayıları tamsayılar olan 𝑛 × 𝑛 tipindeki matrislerin halkası olan  𝑀𝑛(ℤ) halkası 

değişmeli olmayan halkadır (Hungerford, 1973). 

 

Çalışmamızda kullanılan tüm 𝑆 halkaları birimli halka olarak çalışılacaktır. 

 

2.1.3. Tanım 𝑆 halka ve 0 ≠  𝑚 ∈  𝑆 için 𝑛𝑚 = 0 (𝑚𝑛 =  0 ) şeklinde 𝑆 nin  0 ≠ 𝑛 ∈  𝑆 

mevcutsa, 𝑚 sağ (sol) sıfır bölen eleman adı verilir. Halkanın sağ (sol) sıfır bölen elemanı 

yoksa sağ (sol) sıfır bölensiz halka ve sağ (sol) sıfır bölensiz olan halkaya sıfır bölensiz 

halka adı verilir (Hungerford, 1973).  

 

Örneğin 𝑝 ∈ ℙ asal tamsayı için ℤ𝑝 sıfır bölensiz halkadır. Böylece ℤ2 , ℤ3, ℤ5 halkaları 

sıfır bölensiz halkalardır (Hungerford, 1973). 
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2.1.4. Tanım Sıfır bölensiz olan bir değişmeli halkaya değişmeli bölge adı verilir 

(Hungerford, 1973). 

 

2.1.5. Tanım S halka ve 𝑚 ∈  𝑆 olmak üzere 𝑚𝑛 =  𝑛𝑚 = 1𝑆  olacak biçimde 𝑛 ∈  𝑆 

mevcutsa 𝑚 elemanına terslenebilir, 𝑛 elemanına ise 𝑚 elemanının tersi adı verilir 

(Hungerford, 1973). 

 

2.1.6. Tanım 𝑆 halkasında sıfır dışındaki elemanlar terslenebilir ise 𝑆 ye bölme halkası adı 

verilir. Değişmeli olan bölme halkasına cisim adı verilir (Hungerford, 1973). 

 

2.1.7. Tanım 𝑆 halka, ∅ ≠  𝑇 ⊆  𝑆 ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇 için  𝑇, 𝑆 nin alt grubu ve  𝑥𝑦 ∈  𝑇 

oluyorsa 𝑇 ye 𝑆 nin alt halkası adı verilir ve her 𝑥 ∈  𝑇 ve 𝑠 ∈ 𝑆 için 𝑥𝑠 ∈ 𝑇 (𝑠𝑥 ∈ 𝑇) 

oluyorsa 𝑇 ye 𝑆 halkasının sağ (sol) ideali adı verilir. 𝑇 kümesi 𝑆 nin sağ ve sol ideali 

oluyorsa 𝑇 ye 𝑆 nin ideali adı verilir (Hungerford, 1973). 

 

Sağ (sol) idealler birer alt halkadır fakat tersi doğru olmayabilir. Örneğin;                                         

𝑇 = {(
𝑛 𝑘
0 𝑘′

) 
 

∣ 𝑘, 𝑘’ ∊ ℚ ve 𝑡 ∊ ℤ  } kümesi 𝑀2(ℤ) matris halkasının bir alt halkasıdır 

fakat sağ (sol) ideali değildir. 

 

2.1.8. Tanım 𝑆 halkasının 0 ve 𝑆 idealleri birer aşikâr idealdir. 𝑆 halkasının kendisinden 

başka bütün ideallerine ise öz ideal adı verilir (Hungerford, 1973). 

 

2.1.9. Tanım Değişmeli 𝑆 halkasının 𝐼 ideali için; 𝐼 ideali sadece 𝑏 ∈  𝑆 elemanı tarafından 

üretilmişse 𝐼 ya esas ideal adı verilir (Hungerford, 1973). 

 

2.1.10. Tanım Değişmeli 𝑆 halkasının 𝑇 ideali için; 𝑥, 𝑦 ∈  𝑆 olmak şartıyla 𝑥𝑦 ∈ 𝑇 iken 𝑥 

∈ 𝑇 veya 𝑦 ∈  𝑇 oluyor ise 𝑇 ye 𝑆 nin asal ideali adı verilir (Hungerford, 1973). 

 

2.1.11. Tanım 𝑆 halka ve 𝑆 nin kendinden farklı bir sol ideali 𝐼 olmak şartıyla, 𝑆 de 𝐼 

idealini kapsayan 𝑆 dışında bir sol ideal mevcut değilse 𝐼, 𝑆 nin maksimal sol ideali olarak 

adlandırılır. Değişmeli ve birimli halkalarda her maksimal ideal bir asal idealdir 

(Hungerford, 1973).  
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2.2. Modüller 

 

2.2.1. Tanım 𝑆 bir halka ve (𝑇,+) değişmeli grup olmak üzere; 

 • (𝑘, 𝑟) = 𝑘𝑟 ile gösterilen • : 𝑇 × 𝑆 ⟶ 𝑇 dış işlemi; her 𝑟, 𝑡 ∈𝑆 ve her 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑇 için 

(i) (𝑘 + 𝑙)𝑟 = 𝑘𝑟 + 𝑙𝑟,  

(ii) 𝑘(𝑟 + 𝑡) = 𝑘𝑟 + 𝑘𝑡,  

(iii) 𝑘(𝑟𝑡) = (𝑘𝑟)𝑡 

şartlarını gerçekliyorsa 𝑇 değişmeli grubuna “•” dış işlemine göre bir sağ S-modül adı 

verilir ve 𝑇𝑠  yazılışı ile sembolize edilir.  𝑆, birimi 1𝑠 olan bir halka olsun. Her 𝑘 ∈ 𝑇 için 

𝑘1𝑠  = 𝑘 eşitliği gerçekleniyorsa 𝑇 modülüne üniter sağ S-modül denir. 𝑆 halkasının 

tanımı gereği 𝑆𝑠 nin üniter sağ 𝑆-modül olduğu açıktır. Bu sebeple modül kavramına 

halkaların genellemesi olarak bakılabilir (Hungerford, 1973).  

 

Bu çalışmada aksi belirtilmedikçe tüm modülleri üniter sağ 𝑆-modül olarak alacağız. 

 

2.2.2. Tanım 𝑇 modül ve boştan farklı 𝑁 ⊆ 𝑇 alalım. (𝑇,+) değişmeli grubun bir 𝑁 alt 

grubunda her 𝑘 ∈ 𝑁 ve her 𝑠 ∈ 𝑆 için 𝑘𝑠 ∈ 𝑁 sağlanıyorsa 𝑁 ye 𝑇 nin bir alt modülü adı 

verilir ve 𝑁 ≤ 𝑇  biçiminde ifade edilir. 

Buna göre 0 ve 𝑇 modülleri 𝑇 nin alt modülleri olur ve bu alt modüllere aşikâr alt 

modüller adı verilir. (Hungerford, 1973). 

 

2.2.3. Tanım 𝑇 modülünün kendinden farklı her alt modülüne öz alt modül adı verilir.    

𝐾 < 𝑇 şeklinde ifade edilir (Hungerford, 1973). 

 

2.2.4. Tanım 𝑇 modül ve 𝑁 ≤ 𝑇 olmak üzere 𝑇 nin 𝑁 yi kapsayan 𝑇 ve 𝑁 dışında bir alt 

modülü mevcut değilse 𝑁 ye 𝑇 nin maksimal alt modülü adı verilir (Hungerford, 1973). 

 

2.2.5. Teorem 𝑇 modülünün alt modüllerinin kesişimi de 𝑇 nin alt modülüdür (Hungerford, 

1973). 

 

2.2.6. Tanım 𝑇 modül ve 𝐾 < 𝑇 olmak üzere 𝑇 nin 𝐾 yı kapsayan tüm alt modüllerinin 

kesişimine 𝑇 nin 𝐾 tarafından üretilen alt modülü adı verilir ve 〈𝐾〉 şeklinde ifade edilir. 

Burada 𝐾 kümesine 〈𝐾〉 alt modülünün üreteç kümesi adı verilir.  𝐾 kümesi sonlu ise, 
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〈𝐾〉 alt modülüne sonlu üretilmiş alt modül adı verilir. 𝐾 =  {𝑡} şeklinde tek bir elemanı 

varsa 〈𝐾〉 =〈𝑡〉 ye devirli alt modül adı verilir. 𝑇 nin 𝑇 =  〈𝐾〉 olacak biçimde bir 𝐾 sonlu 

alt kümesi mevcutsa 𝑇 ye sonlu üretilmiş modül adı verilir. Eğer 𝑇 =  〈𝑡〉 olacak biçimde 

bir 𝑡 ∈  𝑇 mevcutsa 𝑇 ye t elemanı tarafından üretilmiş devirli modül adı verilir 

(Hungerford, 1973). 

 

2.2.7. Tanım 𝑆 değişmeli bölge ve 𝑁 𝑆-modül olsun. 0 ≠ 𝑠 ∈  𝑆 için  𝑛𝑠 = 0 şartını 

gerçekleştiren 𝑛 ∈ 𝑁 elemanına 𝑁 nin burulma elemanı adı verilir. 𝑁 nin bütün burulma 

elemanlarından oluşan küme 𝑇(𝑁)  =  {𝑛 ∈  𝑁 ∶  0 ≠  𝑠 ∈  𝑆 için 𝑛𝑠 = 0} dir ve bu 

kümeye 𝑁 nin burulmalı alt modülü adı verilir. 𝑇(𝑁)  =  𝑁 ise 𝑁 ye burulmalı modül, 

𝑇(𝑁)  =  0 oluyorsa  𝑁 ye burulmasız modül adı verilir (Alizade ve Pancar, 1999). 

 

2.2.8. Tanım 𝑇, 𝑆-modül ve 𝑁 alt modülü için 𝑇/𝑁 bölüm grubu, 𝑡 +  𝑁 ∈  𝑇/𝑁 ve 𝑔 ∈

 𝑆 elemanları için (𝑡 +  𝑁)𝑔 =  𝑡𝑔 +  𝑁 biçiminde tanımlanmış dış işleme göre modül 

yapısındadır ve bu modüle 𝑇 nin 𝑁 alt modülüne göre bölüm modülü adı verilir (Alizade 

ve Pancar, 1999). 

 

2.2.9. Teorem 𝑇 modülü sonlu üretilmiş ve 𝐾 < 𝑇 keyfi olsun. Bu durumda 𝐾,  𝑇 nin bir 

maksimal alt modülde içerilir (Hungerford, 1973). 

 

2.3. Modül Homomorfizmaları 

 

2.3.1. Tanım 𝑆 halkası ve 𝐾,𝑁 modüllerinin her 𝑚, 𝑡 ∈𝐾 ve her 𝑠 ∈ 𝑆 elemanları için; 

(i) 𝑓(𝑚 +  𝑡)  =  𝑓(𝑚)  +  𝑓(𝑡) 

(ii) 𝑓(𝑚𝑠)  =  𝑓(𝑚)𝑠 

koşullarını gerçekleştiren 𝑓:K ⟶𝑁 fonksiyonuna 𝑆-modül homomorfizması adı verilir 

(Hungerford, 1973). 

 

2.3.2. Tanım 𝐾 dan 𝑁 ye tanımlanmış bütün modül homomorfizmalarının kümesi 

𝐻𝑜𝑚(𝐾,𝑁) ile ifade edilir. 

𝐾 bir modül olmak üzere 𝑓: 𝐾 ⟶ 𝐾 şeklindeki homomorfizmaya 𝐾 modülünün 

endomorfizması adı verilir. 𝐾 modülünün bütün endomorfizmalarının kümesi ise 𝐸𝑛𝑑(𝐾) 

şeklinde ifade edilir.  
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𝑓: 𝐾 ⟶ 𝑁 bir homomorfizma olsun. 𝑓 homomorfizması örten ise epimorfizma, 𝑓 

homomorfizması bire bir ise monomorfizma, 𝑓 homomorfizması bire bir ve örten ise 

izomorfizma adı verilir. 𝐾 ile 𝑁 modülleri arasında bir izomorfizma mevcutsa 𝐾 ve 𝑁 

modülleri izomorftur ve 𝐾 ≅ 𝑁 ile gösterilir (Hungerford, 1973). 

 

2.3.3. Tanım  (i) 𝑓:𝐾⟶𝑁 epimorfizması verilsin.  𝑓𝑔=1𝑁 şeklinde 𝑔:𝑁⟶𝐾 

homomorfizması varsa 𝑓 epimorfizmasına parçalanabilir epimorfizma adı verilir.  

(ii) 𝑓: 𝐾 ⟶ 𝑁 bir monomorfizma olsun. ℎ𝑓=1𝐾 şeklinde ℎ:𝑁 ⟶ 𝐾 homomorfizması 

mevcutsa 𝑓 ye parçalanabilir monomorfizma adı verilir (Wisbauer, 1991). 

 

2.3.4. Teorem 𝑇 modül, 𝑁 ≤  𝑇 ve her 𝑡 ∈ 𝑇 için 𝜋(𝑡) = 𝑡 + 𝑁 şeklinde tanımlanmış 

𝜋: 𝑇 ⟶ 𝑇/𝑁 dönüşümü bir epimorfizma olup bu epimorfizmaya doğal (kanonik) 

epimorfizma adı verilir. 

Her 𝑇 ≤ 𝐿, 𝑡 ∊ 𝑇  için 𝑖(𝑡) = 𝑡 şeklinde tanımlanmış 𝑖: 𝑇 ⟶ 𝐿 dönüşümü  

monomorfizmadır ve bu monomorfizmaya içerme monomorfizması adı verilir 

(Hungerford, 1973). 

 

2.3.5. Tanım 𝑇 ve 𝐿 modülleri için 𝑓: 𝑇 ⟶ 𝐿 modül homomorfizması olmak üzere             

{𝑡 ∈  𝑇 | 𝑓(𝑡)  =  0} şeklindeki kümeye 𝑓 nin çekirdeği adı verilir ve Ç𝑒𝑘(𝑓) şeklinde 

ifade edilir. {𝑓(𝑡) | 𝑡 ∈  𝑇} şeklindeki kümeye 𝑓 nin görüntüsü adı verilir ve 𝐺ö𝑟(𝑓) 

şeklinde ifade edilir (Alizade ve Pancar, 1999). 

 

2.3.6. Teorem 𝑋 ve 𝑌 birer modül ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 homomorfizma ise; 

(i) 𝑇 ≤  𝑋 ise, 𝑓(𝑇)  ≤  𝑌 dir. Özel olarak 𝐺ö𝑟(𝑓) ≤ 𝑌 olur. 

(ii) 𝐿 ≤  𝑌 ise, 𝑓−1(𝐿)  ≤  𝑋 dir. 

(iii) 𝑇 ≤  𝑋 ise,  𝑓−1(𝑓(𝑇)) = 𝑇 + Ç𝑒𝑘(𝑓) dir. 

(iv) 𝑇 ≤  𝑋 ve 𝐿 ≤  𝑌 ise, 

𝑓−1( (𝑓(𝑇)  +  𝐿) = 𝑇 + 𝑓−1(𝐿) ve 𝑓(𝑓−1(𝐿)  ∩  𝑇) = 𝐿 ∩  𝑓(𝑇) dir.  

(v)  𝑔 ve ℎ modül homomorfizmaları için 𝑓=𝑔ℎ ise Ç𝑒𝑘(𝑓)≅ℎ−1(Ç𝑒𝑘(𝑔)) dir (Alizade ve 

Pancar, 1999). 
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2.3.7. Teorem 𝐾 ve 𝑇 modüller, 𝑓: 𝐾 →  𝑇 homomorfizma ve 𝜋:𝐾 → 𝐾/Ç𝑒𝑘(𝑓) kanonik 

epimorfizma olmak üzere 𝑓 = 𝑔𝜋 şeklinde bir 𝑔:𝐾/Ç𝑒𝑘(𝑓)  →  𝑇 monomorfizması 

mevcuttur ve 𝐾/Ç𝑒𝑘(𝑓)  ≅  𝑓(𝐾) dir (Alizade ve Pancar, 1999). 

 

2.3.8. Teorem 𝑇 modülü ve 𝑉, 𝐾 ≤ 𝑇 iken (𝑉 +  𝐾)/𝐾 bölüm modülü, 𝑇/𝐾 nin alt 

modülü olur ve (𝑉 +  𝐾)/ 𝐾 ≅ 𝑉/(𝑉 ∩  𝐾) dır (Alizade ve Pancar, 1999). 

 

2.3.9. Teorem 𝑇 modülünün 𝑉 ≤  𝑀 ≤  𝑇 alt modülleri için 𝑇/𝑀 ≅  (𝑇/𝑉)/(𝑀/𝑉) dir 

(Alizade ve Pancar, 1999). 

 

2.3.10.Tanım 𝑇 modül olmak üzere 𝑇 modülünün öz alt modülleri en az bir maksimal alt 

modül tarafından kapsanırsa, 𝑇 eş atom modül olarak adlandırılır (Zöschinger, 1974).  

 

2.3.11. Teorem (Modüler Kural) 𝑁 modül ve 𝑀, 𝐿, 𝑇 ≤ 𝑁 olsun. 𝑇 ≤  𝐿 ise   (𝑇 +

 𝑀) ∩  𝐿 =  𝑇 + (𝑀 ∩  𝐿) dir (Alizade ve Pancar, 1999). 

İspat Her 𝑎 ∈  (𝑇 +  𝑀)  ∩  𝐿 için 𝑎 ∈  𝑇 +  𝑀 ve 𝑎 ∈  𝐿 olduğu için 𝑎 =  𝑥 +  𝑦 

olacak biçimde 𝑥 ∈  𝑇 ve 𝑦 ∈  𝑀 mevcuttur. 𝑇 ≤  𝐿 olduğu için 𝑥 ∈  𝑇 olur. 𝑦 =  𝑎 –  𝑥  

ve      𝑎 ∈  𝐿, 𝑥 ∈  𝐿 olduğu için 𝑦 ∈  𝐿 olup 𝑦 ∈  𝑀 ∩  𝐿 elde edilir. Yani 𝑥 ∈  𝑇, 𝑦 ∈

𝑀 ∩  𝐿 iken 𝑎 =  𝑥 +  𝑦 ∈  𝑇 + (𝑀 ∩  𝐿) bulunur. Bu durumda (𝑇 +  𝑀) ∩  𝐿 ≤

 𝑇 +  𝑀 ∩  𝐿 olur. Ayrıca, 𝑇 + (𝑀 ∩  𝐿)  ≤  𝑇 +  𝑀 ve 𝑇 +  (𝑀 ∩  𝐿)  ≤  𝐿 

olduğundan 𝑇 + (𝑀 ∩  𝐿)  ≤  (𝑇 + 𝑀) ∩  𝐿 dir. Sonuç olarak (𝑇 +  𝑀)  ∩  𝐿 =  𝑇 +

 (𝑀 ∩  𝐿 ) eşitliği sağlanır. 

  

2.4. Direkt Çarpımlar ve Direkt Toplamlar 

 

2.4.1. Tanım 𝑁 modülünün alt modüllerinin ailesi {𝑁𝑖}i∊I olmak üzere                          

∑ 𝑁𝑖𝑖∊𝐼 ={𝑛𝑖1+ 𝑛𝑖2+…+𝑛𝑖𝑘; k∊ℤ+,𝑖1, 𝑖2,…, 𝑖𝑘∊I, 𝑛𝑖1∊𝑁𝑖1, 𝑛𝑖2 ∊ 𝑁𝑖2,…, 𝑛𝑖1 ∊ 𝑁𝑖𝑘} kümesi 

𝑁 nin alt modülü olur ve bu alt modüle {𝑁𝑖}i∊I   ailesinin toplamı adı verilir (Hungerford, 

1973). 

 

2.4.2. Tanım 𝑆 halkası ve 𝐼≠ ∅ indis kümesi olsun. {𝑇𝑖}i∊I,  𝑆-modüllerin bir ailesi olmak 

üzere  ∏ 𝑇𝑖𝑖∊𝐼 ={ 𝜃 ⎸ 𝜃: 𝐼 → ⋃i∊I 𝑇𝑖 , her 𝑖 ∈ 𝐼 𝑖ç𝑖𝑛 𝜃(𝑖) ∈𝑇𝑖}  kümesine {𝑇𝑖}i∊I modüller 

ailesinin çarpımı adı verilir.  
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Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝜃(𝑖) = 𝜃𝑖 ve 𝜃 = (𝜃𝑖)i∊I ile ifade edelim. 𝜃 dönüşümünün i. bileşeni 𝜃𝑖 dir. 

Burada 𝐼 sayılabilir ise, 𝜃 =  (𝜃𝑖)𝑖∈𝐼 ∊ 𝐼 = (𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑖 , … . ) şeklinde gösterilir. 𝜃,𝜔 ∈

 ∏ 𝑇𝑖𝑖∊𝐼  ve her 𝑖 ∈ 𝐼 için; 

(i) 𝜃 =  𝜔 ⟺   𝜃𝑖 = 𝜔i , 

(ii) 𝜃 +  𝜔 =  ( 𝜃𝑖  + 𝜔𝑖 )𝑖∊𝐼 , 

(iii) -𝜃 = (−𝜃𝑖)𝑖∊𝐼, 

(iv) 𝑠 ∈ 𝑆 için 𝜃𝑠 = (𝜃𝑖𝑠)𝑖∊𝐼 şeklinde tanımlanmış cebirsel işlemlere göre ∏ 𝑇𝑖𝑖∊𝐼  bir modül 

yapısındadır ve {𝑇𝑖}i∊I modüller ailesinin dış direkt çarpımı adı verilir.  

⊕𝑖∊𝐼
𝑤 𝑇𝑖= { (𝜃𝑖)𝑖∊𝐼 | sonlu sayıda 𝑖 ∈ 𝐼 için  𝜃𝑖≠ 0 ve 𝜃𝑖 ∈ 𝑇𝑖 şeklindeki kümeye {𝑇𝑖}i∊I 

modüller ailesinin dış direkt toplamı adı verilir ve bu küme ∏ 𝑇𝑖𝑖∊𝐼  modülünün bir alt 

modülüdür. 𝐼 sonlu küme ise ∏ 𝑇𝑖𝑖∊𝐼 =⊕𝑖∊𝐼
𝑤 𝑇𝑖 dir. 𝑀 bir modül {𝑀𝑘  | 𝑘 ∈ 𝐾} da 𝑀 nin alt 

modüllerinin bir topluluğu olsun. Her 𝑚 ∈ 𝑀 elemanı tek türlü olarak 𝑀𝑘 alt modüllerinin 

elemanlarının toplamı şeklinde, yani  

𝑚=𝑚𝑘1 +𝑚𝑘2 +⋯+𝑚𝑘𝑛 , 𝑚𝑘𝑖
∈ 𝑀𝑘𝑖

 

şeklinde yazılabilirse 𝑀 ye 𝑀𝑘 alt modüllerinin iç direkt toplamı denir. Tanımlardan 

görüleceği üzere dış direkt toplam ile iç direkt toplam izomorftur (Alizade ve Pancar, 

1999). 

 

2.4.3. Tanım 𝑆 bir halka ve {𝑇𝑖}i∊I 𝑆-modüller ailesi olsun. Her 𝑛∈𝐼 için 𝜋𝑛(𝑚i)=𝑚n ile 

tanımlı 𝜋n: ⊕𝑖∊𝐼
𝑤 𝑇𝑖 ⟶𝑇n epimorfizmasına 𝑛. kanonik projeksiyon adı verilir. Diğer taraftan 

her 𝑘≠𝑛 için 𝑚𝑘=0 ve 𝑛=𝑘 için 𝑚𝑘=𝑚 olmak üzere 𝑖n(𝑚n)=𝑖n(𝑚)=(𝑚i) ile tanımlı 

𝑖n:𝑇n⟶⊕𝑘∊𝐼
𝑤 𝑇𝑘 fonksiyonuna 𝑛. injeksiyon adı verilir (Alizade ve Pancar, 1999). 

 

2.4.4. Tanım (i) 𝑇 modül ve 𝐼≠ ∅  indis kümesi olsun. Buna göre her 𝑖 ∈ 𝐼 için  𝑇𝑖 = 𝑇 

alırsak ⊕𝑖∊𝐼
𝑤 𝑇𝑖 şeklindeki dış direkt toplama 𝑇 nin kopyalarının toplamı adı verilir ve 𝑇(𝐼) 

şeklinde ifade edilir (Hungerford, 1973). 

(ii) 𝑇 modül ve 𝑇 nin 𝑇 = 𝑇1 + 𝑇2 koşulunu sağlayan 𝑇1 , 𝑇2 direkt toplam terimleri için    

𝑇1 ∩ 𝑇2 de 𝑇 nin bir direkt toplam terimi oluyorsa 𝑇 modülüne (𝐷3) koşuluna sahiptir adı 

verilir (Clark vd., 2006). 

 

2.4.5. Tanım 𝑇, 𝑆-modül ve 𝐼 indis kümesi olsun. Bu durumda 𝑇 ≅ 𝑆(𝐼)  oluyorsa 𝑇 ye 

serbest modül adı verilir. 𝐼 = {1, 2, …, 𝑛} sonlu elemana sahipse 𝑇 = 𝑆(𝐼) ya sonlu 

üretilmiş serbest modül adı verilir (Kasch, 1982). 
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2.4.6. Teorem Her modül bir serbest modülün bölüm modülüne izomorftur (Sharpe ve 

Vamos, 1972). 

 

2.4.7. Önerme 𝑇 modülünün alt modüllerinin ailesi {𝑇𝑖}i∊I için her (𝑡i)i∊I ∈ ⊕𝑖∊𝐼
𝑤 𝑇𝑖 için 

𝑓(𝑡i)i∊I = 𝑡𝑖1 + 𝑡𝑖2 +⋯+ 𝑡𝑖𝑘 olarak tanımlanmış 𝑓: ⊕𝑖∊𝐼
𝑤 𝑇𝑖⟶ ∑ 𝑇𝑖𝑖∊𝐼  epimorfizması 

mevcuttur. 𝑗=1, 2, …, 𝑘 olmak kaydıyla 𝑡𝑖𝑗 ler (𝑡i)i∊I ∈ ⊕𝑖∊𝐼
𝑤 𝑇𝑖 elemanının sıfır dışında tüm 

bileşenleri şeklindedir (Hungerford, 1973).  

 

2.4.8. Tanım (i) 𝑇 modül ve 𝐿, 𝑁 ≤ 𝑇 için 𝐿 ∩  𝑁 =  0 ve  𝑇 =  𝐿 +  𝑁 ise 𝑇 ye 𝐿 ve 𝑁 

nin direkt toplamı adı verilir. 𝑇 =  𝐿⨁𝑁 şeklinde ifade edilir. Burada 𝐿 ve 𝑁 ye 𝑇 nin 

direkt toplam terimleri adı verilir ve 𝑇 = 𝐿 ⊕ 𝑁 ifadesine 𝑇 nin bir direkt parçalanışı adı 

verilir. (ii) Aşikâr direkt toplam terimlerinden farklı bir direkt toplam terimi bulunmayan 

𝑇 modülüne parçalanamaz modül, aksi takdirde 𝑇 ye parçalanabilir modül adı verilir 

(Hungerford, 1973). 

Örneğin ℤ 
 
ℤ parçalanamaz modüldür. Fakat ℤ6 modülü parçalanabilirdir. 

(Hungerford, 1973). 

 

2.4.9. Teorem 𝑇 bir modül, 𝑉, 𝐿 ≤  𝑇 olmak üzere 𝑇 modülünün 𝑉 ve 𝐿 nin direkt toplamı 

olması için her 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑣 ∈ 𝑉 ve  𝑙 ∈ 𝐿 için  𝑡 = 𝑣 +  𝑙  tek türlü biçimde olması gerek ve 

yeterlidir (Alizade ve Pancar, 1999). 

 

2.4.10. Tanım {𝑇𝑖}i∊I modüller ailesinden ve bunların 𝑓𝑛: 𝑇𝑛⟶𝑇𝑛−1 homomorfizmalarının 

ailesinden oluşan …⟶𝑇𝑛+1
𝑓𝑛+1
→  𝑇𝑛

𝑓𝑛     
→  𝑇𝑛−1

𝑓𝑛−1
→  … dizisinde her 𝑛 ∈ ℤ için                       

𝐺ö𝑟(𝑓𝑛) = Ç𝑒𝑘(𝑓𝑛−1) ise bu diziye tam dizi adı verilir.  

 

0 → 𝐾 → 𝐿 → 𝑀 → 0 tam dizisine kısa tam dizi adı verilir (Alizade ve Pancar, 1999). 

 

2.4.11. Teorem  0
 
→𝐾  

    ℎ   
←   

    𝑓    
→   𝐿 𝑀

   𝑘   
←  

   𝑔   
→  

        
→ 0 şeklindeki kısa tam dizi için aşağıdaki ifadeler 

denktir; 

(i) ℎ𝑓 = 𝐼𝐾 şeklinde bir ℎ: 𝐿 ⟶ 𝐾 homomorfizması mevcuttur, 

(ii)  𝐿 nin 𝐺ö𝑟(𝑓) alt modülü bir direkt toplam terimidir, 
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(iii) 𝑔𝑘 = 𝐼𝑀 eşitliğini sağlayan 𝑘:𝑀⟶𝐿 homomorfizması mevcuttur dolayısıyla 

𝐿 ≅ 𝐾 ⊕𝑀 olur (Alizade ve Pancar, 1999). 

 

Teorem 2.4.11 deki denk şartlardan birini sağlayan 0
 
→𝐾  

    ℎ   
←   

    𝑓    
→   𝐿 𝑀

   𝑘   
←  

   𝑔   
→  

        
→ 0  kısa tam 

dizisine parçalanabilir kısa tam dizi adı verilir (Alizade ve Pancar, 1999). 

 

2.5. Artin ve Noether Modüller 

 

2.5.1. Tanım 𝑇 modül ve 𝑇 nin alt modüllerinin boş olmayan her 𝜓 ailesinin minimal 

elemanı mevcutsa 𝑇 ye minimal koşulunu sağlar denir (Sharpe ve Vamos, 1972). 

 

2.5.2. Tanım 𝑇 modül ve 𝑇1  ⊇  𝑇2  ⊇  𝑇3  ⊇  ⋯ biçimindeki 𝑇 nin alt modüllerinin her bir 

azalan zincirleri için en az bir 𝑘𝜖 ℤ+ ve 𝑛 ≥  𝑘 koşulunu gerçekleştiren her 𝑛 ∈ ℤ+ için  

 𝑇𝑛= 𝑇𝑘 eşitliği sağlanıyorsa 𝑇 ye azalan zincir koşulunu sağlar denir (Sharpe ve Vamos, 

1972). 

 

2.5.3. Önerme 𝑇 modülü için aşağıdakiler denktir; 

(i) 𝑇 minimal koşulunu sağlamaktadır, 

(ii) 𝑇 azalan zincir koşulunu sağlamaktadır (Sharpe ve Vamos, 1972).  

 

2.5.4. Tanım 𝑇 bir modül olmak üzere azalan zincir veya buna denk olan minimal 

koşulunu sağlayan 𝑇 ye artin modül adı verilir. Eğer 𝑆-modül olarak 𝑆 halkası artinse, 𝑆 ye 

artin halka adı verilir (Sharpe ve Vamos, 1972). 

 

ℤ𝑚  ℤ-modülü sonlu azalan zincire sahip olduğu için artindir ama ℤℤ  modülü artin 

değildir. Örneğin (3)  ⊃  (32)  ⊃  (33)…  ⊃  (3𝑛)… sonsuz azalan zincirdir (Nişancı 

Türkmen, 2019). 

 

2.5.5. Tanım 𝑇 modül ve 𝑇 nin alt modüllerinin boş olmayan her 𝜓 ailesinin maksimal 

elemanı mevcutsa 𝑇 ye maksimal koşulunu sağlar denir (Sharpe ve Vamos, 1972). 
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2.5.6. Tanım 𝑇 modül ve 𝑇1  ⊆   𝑇2  ⊆  𝑇3  ⊆  ⋯ biçimindeki 𝑇 nin alt modüllerinin her bir 

artan zinciri için en az bir 𝑘∈ ℤ+ ve 𝑛 ≥  𝑘 şartını sağlayan her 𝑛 ∈ ℤ+ için  𝑇𝑛= 𝑇𝑘 eşitliği 

sağlanıyorsa 𝑇 modülüne artan zincir koşulunu sağlar denir (Sharpe ve Vamos, 1972). 

 

2.5.7. Önerme 𝑇 modülü için aşağıdakiler denktir; 

(i) 𝑇 maksimal koşulunu sağlamaktadır,  

(ii) 𝑇 artan zincir koşulunu sağlamaktadır (Sharpe ve Vamos, 1972).  

 

2.5.8. Tanım Artan zincir veya buna denk olarak maksimal koşulunu sağlayan 𝑇 ye 

Noether modül adı verilir. 𝑆 halkası 𝑆-modül olarak Noether ise, 𝑆 ye Noether halka adı 

verilir (Sharpe ve Vamos, 1972). 

Örneğin ℤℤ modülü bir Noether modül olup ℚ 
 

ℤ  modülü Noether modül değildir. Çünkü 

(
1

3
) ⸦(

1

32
) ⸦ (

1

33
) ⸦…⸦(

1

3𝑛
) ⸦… bir sonsuz artan zincirdir (Nişancı Türkmen, 2019). 

 

Tanım 2.5.4 ve Tanım 2.5.8 den her bölme halkasının Noether ve artin halka olduğu 

açıktır. 

 

2.5.9. Teorem  𝑇 modülü için aşağıdakiler denktir;  

(i) 𝑇 bir Noether modüldür, 

(ii) 𝑇 nin alt modüllerinin boş olmayan her kümesinin maksimal elemanı mevcuttur, 

(iii) 𝑇 nin alt modülleri sonlu üretilmiştir (Wisbauer, 1991). 

 

2.5.10. Teorem 0⟶𝑇 ⟶𝐿 ⟶𝑀 ⟶0 kısa tam dizisinde 𝐿 nin artin (Noether) modül 

olması için 𝑇 ve 𝑀 modüllerinin artin (Noether) modül olması gerek ve yeterlidir (Nişancı 

Türkmen ve Pancar, 2014). 

 

2.5.11. Teorem 𝑆 halka ve 𝑇1 , 𝑇2 , 𝑇3 , ⋯ , 𝑇𝑛  𝑆-modüller olmak şartıyla 𝑇 = 𝑇1  ⊕ 𝑇2  ⊕

𝑇3  ⊕ ⋯⊕ 𝑇𝑛 modülünün artin (Noether) modül olması için her 𝑖 = 1,2,…, 𝑛 için 𝑇𝑖  nin 

artin (Noether) modül olması gerek ve yeterlidir (Sharpe ve Vamos, 1972). 

İspat 𝑛 = 2 için doğruluğunu ispatlayalım. 

 0⟶𝑇1 ⟶𝑇1  ⊕ 𝑇2⟶𝑇2 ⟶0 şeklindeki kısa tam dizi için Teorem 2.5.10 gereği istenen 

görülür. 
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2.5.12. Teorem 𝑇 modül ve 𝐿 ≤ 𝑇 için aşağıdaki şartlar denktir; 

(i) 𝑇 artin modüldür, 

(ii) 𝐿 ve 𝑇/𝐿 artin modüldür (Sharpe ve Vamos, 1972). 

 

2.5.13. Teorem 𝑇 modül ve 𝐿 ≤ 𝑇 için aşağıdaki şartlar denktir; 

(i) 𝑇 Noether modüldür, 

(ii) 𝐿 ve 𝑇/𝐿 Noether modüldür (Sharpe ve Vamos, 1972). 

 

2.5.14. Sonuç (i) 𝑀 modülünün artin (Noether) alt modüllerinin sonlu toplamı artin  

(Noether) modüldür.  

(ii) Artin (Noether) halkanın her bölüm halkası artin (Noether) halkadır (Sharpe ve Vamos, 

1972). 

 

2.6. Projektif ve İnjektif Modüller 

 

2.6.1. Tanım (i) 𝑇 ile 𝐿 modülleri için her 𝑓: 𝐿 →  𝐾 homomorfizması ve her 𝑔: 𝑇 →  𝐾 

epimorfizması için aşağıda gösterilen diyagram değişmeli oluyorsa yani 𝑓 = 𝑔ℎ şeklinde 

ℎ: 𝐿 ⟶ 𝑇 homomorfizması mevcutsa 𝐿 ye 𝑇-projektiftir adı verilir. 

 

 

 

(ii) 𝐿 bir modül olmak üzere her 𝑓: 𝐿 →  𝐾 homomorfizması ve her 𝑔: 𝑇 →  𝐾 

epimorfizması için aşağıda gösterilen diyagram değişmeli oluyorsa yani 𝑓 = 𝑔ℎ şeklinde 

ℎ: 𝐿 ⟶ 𝑇 homomorfizması mevcutsa 𝐿 ye projektiftir adı verilir. Eğer 𝐿, 𝐿-projektif ise 𝐿 

ye kendi kendine projektiftir adı verilir (Hungerford, 1973).        

 

                                   

                                                                    𝐿 

                                                        ℎ              𝑓                

                                                                             

                                                                    𝐿 

                                                        ℎ              𝑓                

                                                                             

                                                   𝑇       𝑔      𝐾 ⟶ 0 
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                                                   𝑇       𝑔      𝐾 ⟶ 0 

 

2.6.2. Teorem {𝐾i}i∊I modüller ailesi ve 𝐾 = ⊕𝑖∊𝐼
 𝐾𝑖 olsun. 𝐾 nın projektif olabilmesi için 

her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝐾i lerin projektif olması gerekli ve yeterlidir (Kasch, 1982). 

 

2.6.3. Teorem 𝑆 halka olmak üzere her 𝐹 serbest 𝑆-modülü projektiftir (Kasch, 1982). 

İspat 𝐼 indis kümesi ve 𝐹=𝑆(𝐼)serbest modülü verilsin. 𝑆 halkasının projektif olduğu 

gösterilirse Teorem 2.6.2 den 𝐹 serbest modülü projektif olur. 𝑓:𝐴→𝐶 epimorfizmasını ve 

𝑔:𝑆→𝐶 homomorfizmasını alalım. 𝑆 halkasının birim elemanı 1𝑆 olmak üzere f 

epimorfizma olduğundan 𝑔(1𝑆)=𝑓(𝑎) olacak biçimde 𝑎 ∈ 𝐴 mevcuttur. Bu durumda her 

𝑠 ∈ 𝑆 için ℎ(s)=𝑎𝑠 ile tanımlanmış ℎ: 𝑆 → 𝐴 dönüşümü bir homomorfizmadır. Şimdi 𝑓ℎ=𝑔 

nin doğruluğunu gösterelim. Her 𝑠 ∈ 𝑆 için 𝑔(𝑠) = 𝑔(1𝑆𝑠) = 𝑔(1𝑆)𝑠 = 𝑓(𝑎)𝑠 = 𝑓(𝑎𝑠) =

(𝑓ℎ)(𝑠) olduğundan 𝑔=𝑓ℎ eşitliği elde edilir. Dolayısıyla 𝐹 serbest modülü bir projektif 

modüldür. 

 

2.6.4. Teorem 𝐶 modülü için aşağıdakiler denktir; 

(i) 𝐶 projektiftir, 

(ii) 0⟶𝐴⟶𝐵 ⟶𝐶 ⟶0 kısa tam dizisi parçalanabilir kısa tam dizidir,  

(iii) 𝐶 modülü bir serbest modülün direkt toplam terimidir (Alizade ve Pancar, 1999). 

İspat (i)⟹(ii) 0 → 𝐴   
   𝑓    
→  𝐵  

   𝑔    
→   𝐶 → 0 tam dizi ise 𝑔:𝐵⟶𝐶 bir epimorfizmadır. 1𝐶 , 𝐶 

nin birim homomorfizması ise 𝐶 projektif olduğu için 𝑔𝑘=1𝐶  şeklinde bir 𝑘:𝐶⟶𝐵 

homomorfizması mevcuttur ve Teorem 2.4.11 den verilen kısa tam dizi parçalanabilirdir. 

(ii)⟹(iii) Teorem 2.4.6 gereğince bir  𝐹 serbest modülü için 𝑔:𝐹⟶𝐶 epimorfizması 

vardır. Bu durumda kabulümüzden 0 → Ç𝑒𝑘(𝑔)
𝑖
→ 𝐹 

𝑔
→ 𝐶 → 0 kısa tam dizisi 

parçalanabilirdir. Teorem 2.4.11 den  𝐹 ≅ Ç𝑒𝑘(𝑔)⊕ 𝐶 dir. Dolayısıyla 𝐶, 𝐹 nin direkt 

toplam terimidir.  

(iii)⟹(i) Teorem 2.6.2 ve Teorem 2.6.3 den görülür. 

 

2.6.5. Tanım 𝑇 modülünün 𝑇 =  𝐾 +  𝐿 eşitliğini sağlayan 𝐾, 𝐿 ≤ 𝑇 alt modülleri 

verilsin. Eğer 𝐺ö𝑟(𝑓)  ≤  𝐾 ve 𝐺ö𝑟(1𝑇  −  𝑓)  ≤  𝐿 olacak şekilde bir 𝑓 ∈  𝐸𝑛𝑑(𝑇) varsa 

𝑇 ye  𝜋 −projektif modül adı verilir (Wisbauer, 1991). 

 

2.6.6. Teorem 𝑁 projektif modülü 𝜋-projektiftir (Kasch, 1982). 
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İspat 𝑁 projektif modül olsun. 𝑈, 𝑉 ≤ 𝑁 ve 𝑁 =  𝑈 +  𝑉 için 𝑝: 𝑁 →  𝑁/ 𝑉 doğal 

homomorfizmasının 𝑃∣𝑈: 𝑈 ⟶ 𝑁/𝑉 kısıtlanışı bir epimorfizmadır ve 𝑁 projektif olduğu 

için aşağıdaki diyagram değişmelidir. 

 

 

 

 𝑁 

             p 

      𝑈          𝑁/𝑉 ⟶ 0 
                                                               𝑝 ∣𝑈 
 

Yani 𝑃∣𝑈 ℎ = 𝑝 şeklinde bir ℎ:𝑁 ⟶ 𝑈 homomorfizması mevcuttur ve 𝐺ö𝑟(ℎ)  ≤  𝑈 

olduğu açıktır. Her 𝑘 ∈ 𝐺ö𝑟(1𝑁  − ℎ) olduğunda 𝑛 ∈  𝑁 için 𝑘 =  𝑛 − ℎ(𝑛) yazılabilir. 

Şimdi 𝑘 nin 𝑝 altında görüntüsüne bakalım. 𝑝(𝑘)  =  𝑝(𝑛 −  ℎ(𝑛))  =  𝑝(𝑛) − (𝑝ℎ)(𝑛)  =

 𝑝(𝑛)  − (𝑃∣𝑈ℎ)(𝑛)  =  𝑝(𝑛)  −  𝑝(𝑛)  =  0 olduğundan 𝑘 ∈  Ç𝑒𝑘(𝑝)  =  𝑉 bulunur. 

Böylece 𝐺ö𝑟(1𝑁  − ℎ)  ≤  𝑉 olup 𝑁  𝜋-projektiftir. 

 

2.6.7. Tanım 𝑀, 𝑇 ve 𝐾 modülleri için her 𝑓:𝐾⟶𝑀 homomorfizması ve  𝑔:𝐾 ⟶ 𝑇 

monomorfizması için aşağıda verilen diyagram değişmeli ise yani 𝑓=ℎ𝑔 olacak biçimde bir 

ℎ: 𝑇 ⟶ 𝑀 homomorfizması bulunabiliyorsa 𝑀 ye 𝑇-injektiftir adı verilir. 

              𝑔 
 0 ⟶ 𝐾    𝑇 

             𝑓 

   𝑀 
 

Yukarıdaki diyagramda 0 → 𝐾   
   𝑔    
→  𝑇 tam dizisini keyfi alırsak 𝑀 modülüne injektif 

modül adı verilir (Alizade ve Pancar, 1999). 

 

2.6.8. Önerme İnjektif modülün direkt toplam terimleri de injektif olur (Alizade ve Pancar, 

1999). 

 

2.7. Küçük Alt Modüller 

 

hℎℎℎ 

 

ℎ 
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2.7.1. Tanım 𝑇 modül ve 𝐿 < 𝑇 ise 𝐿 + 𝑁 = 𝑇 şartını sağlayabilen 𝑇 modülünün bir 𝑁 öz 

alt modülü bulunmuyorsa 𝐿 ye 𝑇 nin küçük alt modülü adı verilir ve 𝐿 ≪ 𝑇 gösterimi 

kullanılır (Wisbauer, 1991). 

 

2.7.2. Önerme 𝑉 modül ve 𝑁 ≤ 𝑇 ≤ 𝑉 için aşağıdakiler sağlanır. 

(i) 𝑇 ≪ 𝑉 olursa 𝑁 ≪ 𝑉 dir.  

(ii) 𝑁 ≪ 𝑇 olursa 𝑁 ≪ 𝑉 dir (Wisbauer, 1991). 

İspat (i) 𝑁 + 𝐿 = 𝑉 şeklinde olan bir 𝐿 alt modülünü alalım. 𝑁 ≤ 𝑇 olduğu için 𝑇 + 𝐿 = 𝑉 

yazılır. Buradan 𝑇 ≪ 𝑉 olduğundan 𝐿 = 𝑉 bulunur. Dolayısıyla 𝑁 ≪ 𝑉 olur. 

(ii) 𝑁 + 𝐾 = 𝑉 şartını sağlayan 𝑉 nin bir 𝐾 alt modülünü ele alalım. 𝑇 ≤ 𝑉 olduğundan 

(𝑁 + 𝐾) ∩ 𝑇 = 𝑇 bulunur. 𝑁 ≤ 𝑇 olduğundan 𝑁 + (𝑇 ∩ 𝐾) = 𝑇 yazılabilir. 𝑁 ≪ 𝑇 iken 

𝑇 ∩ 𝐾 = 𝑇 bulunur. Buradan 𝑇 ⊆ 𝐾 olur. 𝑁 ≤ 𝑇 ≤ 𝐾 ve 𝑁 + 𝐾 = 𝑉 olduğundan 𝐾 = 𝑉 

bulunur. Dolayısıyla 𝑁 ≪ 𝑉 dir.  

 

2.7.3. Önerme 𝑇 modül ve 𝑁1, 𝑁2, … , 𝑁𝑚, 𝐿1, 𝐿2, … , 𝐿𝑚 ≤  𝑇 ve her 𝑖=1,2,…,𝑚 için  𝑁𝑖 ≪

𝐿𝑖 oluyorsa 𝑁1 + 𝑁2 +⋯+𝑁𝑚 ≪ 𝐿1, 𝐿2, … , 𝐿𝑚  olur (Wisbauer, 1991). 

İspat 𝑁1 + 𝑁2+𝑈= 𝐿1+𝐿2 şartını sağlayan 𝐿1+𝐿2 nin bir 𝑈 alt modülünü alalım. N1≪𝐿1 

olduğundan Önerme 2.7.2. (ii) gereğince N2+𝑈= 𝐿1+𝐿2 yazılır. Benzer şekilde N2≪𝐿2 

olduğundan 𝑈=𝐿1+𝐿2 elde edilir. Böylece N1+N2≪L1+L2 bulunur. Tümevarım yöntemiyle 

her 2 < 𝑚 tamsayısı için de ifadenin doğru olduğu gösterilebilir.  

 

2.7.4. Önerme 𝑇 ile 𝑁 modül ve 𝑈 ≤ 𝑇 olsun. 𝑓: 𝑇 ⟶ 𝑁 homomorfizmasında 𝑈 ≪ 𝑇 ise 

𝑓(𝑈) ≪ 𝑓(𝑇) dir (Wisbauer,1991). 

İspat 𝑓(𝑈) + 𝐿 = 𝑓(𝑇) şartını gerçekleyen 𝐿 ≤ 𝑓(𝑇)  modülünü alalım. Bu durumda, 

𝑓−1(𝑓(𝑈) + 𝐿) = 𝑇 olur ve 𝑈 + 𝑓−1(𝐿)=𝑇 eşitliği elde edilir. 𝑈 ≪ 𝑇 olduğu için     

𝑓−1(𝐿) = 𝑇 bulunur. Bu durumda 𝐿 = 𝑓(𝑇) olur. Dolayısıyla 𝑓(𝑈) ≪ 𝑓(𝑇) bulunur.  

 

2.7.5. Önerme 𝑉 bir modül ve  𝐾 ≤ 𝑇 ≤ 𝑉 olsun. 𝑇, 𝑉 nin bir direkt toplam terimi ise  

𝐾 ≪ 𝑇 olması için 𝐾 ≪ 𝑉 olması gerek ve yeterlidir (Wisbauer, 1991). 

İspat (⟹) 𝐾 ≪ 𝑇 ise Önerme 2.7.2. (ii) gereğince 𝐾 ≪ 𝑉 bulunur.  

(⟸) 𝐾 ≪ 𝑉 olsun. 𝐾 + 𝐿 = 𝑇 koşulunu sağlayan 𝑇 nin bir 𝐿 alt modülünü alalım. 𝑇, V nin 

direkt toplam terimi olması nedeniyle 𝑉 = 𝑇⨁𝑈 şeklinde 𝑉 nin bir 𝑈 alt modülü 
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mevcuttur. Buradan 𝐾 + 𝐿 + 𝑈 = 𝑉 bulunur. 𝐾 ≪ 𝑉 olduğu için 𝐿 + 𝑈 = 𝑉 dir.  𝑇 = 𝐿 +

(𝑈 ∩ 𝑇) = 𝐿 olup 𝐾 ≪ 𝑇 bulunur. 

 

2.7.6. Tanım 𝑇 bir modül ve 𝑓: 𝑇 ⟶ 𝑁 epimorfizma olsun. Eğer Ç𝑒𝑘(𝑓)  ≪  𝑇 ise 𝑓 

epimorfizmasına küçük epimorfizma adı verilir (Wisbauer, 1991). 

 

2.7.7. Tanım 𝑇 projektif modül ve 𝑓: 𝑇 ⟶ 𝑁 küçük epimorfizması verilsin. Bu durumda  

𝑇 ye 𝑁 modülünün projektif örtüsü adı verilir (Alizade ve Pancar, 1999). 

 

2.8. Basit, Yarı-Basit Modüller 

 

2.8.1. Tanım 𝑆 halka, 𝑇 de 𝑆-modül olsun. 𝑇 nin kendisi ve sıfır dışında bir alt modülü 

mevcut değilse 𝑇 ye basit modül adı verilir. 𝑆-modül olarak 𝑆 basit ise, 𝑆 ye basit halka adı 

verilir (Alizade ve Pancar, 1999). 

Örneğin 𝑞 ∈ ℙ olmak üzere ℤ𝑞 ℤ-modülü basittir. 

 

2.8.2. Teorem Birimli 𝑆 halkası için aşağıdaki şartlar denktir; 

(i) 𝑆 bölme halkasıdır, 

(ii) 𝑆 sol basit halkadır, 

(iii) 𝑆 sağ basit halkadır (Kasch, 1982). 

İspat (i)⟹(ii) Birimli 𝑆 bölme halkası ve 𝐼, 𝑆 nin sıfırdan farklı bir sol idealini ele alalım.           

 𝐼 idealinde sıfırdan farklı bir 𝑎 ∈ 𝐼 mevcuttur. 𝐼 sol ideal ve 𝑆 bölme halkası olduğu için  

1𝑆 = 𝑎−1𝑎 ∈ 𝐼 dır. Böylece her 𝑠 ∈  𝑆 için 𝑠 = 𝑠1𝑠 ∈ 𝐼 olup 𝑆 =  𝐼 bulunur. 

(ii)⟹(i) 𝑆 sol basit halka olsun. Sıfırdan farklı bir 𝑎 ∈ 𝑆 alalım. 𝑆𝑎 = 𝑆 olduğundan 

1𝑆=𝑠𝑎 olacak şekilde sıfırdan farklı bir 𝑠 ∈ 𝑆 mevcuttur. Diğer yandan bu 𝑠 elemanı için 

de 𝑘𝑠 = 1𝑠 olacak biçimde 𝑘 ∈ 𝑆 vardır. Buradan 𝑘=𝑘1𝑆 = 𝑘(𝑠𝑎) = (𝑘𝑠)𝑎=1𝑠𝑎=𝑎 olur. 

Dolayısıyla 𝑠𝑎 = 1𝑠=𝑎𝑠 sağlanır ve 𝑎 nın tersi mevcuttur. 𝑆 nin sıfır dışındaki 

elemanlarının tersi bulunduğundan 𝑆 bölme halkasıdır.  

(i)
 
⇔(iii)  Benzer biçimde bulunur. 

 

2.8.3. Lemma 𝑇 modül ve {𝑇𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} basit alt modüllerin ailesi olmak üzere 𝑇=∑ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼  ve 

𝑉 < 𝑇 olmak üzere aşağıdakiler sağlanır. 

         (i) 𝑇 = 𝑉⨁(⨁𝑖∈𝐽𝑇𝑖) olacak biçimde 𝐽 ⊆ 𝐼 alt kümesi mevcuttur. 
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        (ii) 𝑉 ≅ ⨁𝑖∈𝐾𝑇𝑖 olacak biçimde 𝐾 ⊆ 𝐼 alt kümesi mevcuttur (Kasch, 1982). 

İspat (i) 𝛤 = {𝐿 | 𝐿 ⊆ 𝐼 için 𝑉 + (∑ 𝑇𝑖𝑖∈𝐿 ) = 𝑉⨁(⨁𝑖∈𝐿𝑇𝑖)}  kümesini tanımlayalım. 𝐿 = ∅ 

ise, ⨁𝑖∈∅ 𝑇𝑖=0 olduğu için ∅ ∈ 𝛤 olur ve 𝛤 boştan farklıdır ve kapsama bağıntısı gereği 

kısmen sıralıdır. Burada  𝛤 nın tam sıralı olan alt kümesi 𝛬 olmak üzere 𝐿∗ = ⋃𝐿∈𝛬𝐿, 𝛬 

kümesinin bir üst sınırı olur. Şimdi 𝐿∗∈𝛤 olmasını görelim. 𝐸 sonlu küme ve 

𝐸⊂𝐿∗ kümesini ele alalım. Bu durumda, 𝛬 tam sıralı olduğu için  𝐸 ⊂ 𝐿 şeklinde bir 𝐿 ∈ 𝛬 

vardır. 0 = 𝑣 + ∑ 𝑡𝑖𝑖∈𝐸  olacak şekilde 𝑣 ∈ 𝑉 ve 𝑡𝑖 ∈ 𝑇𝑖 elemanlarını alalım. 𝐸 ⊂ 𝐿 olduğu 

için her 𝑖 ∈ 𝐸 için 𝑣 = 𝑡𝑖 = 0 olur ve 𝑉 + ∑ 𝑇𝑖𝑖∈𝐿∗ = 𝑉⨁(⨁𝑖∈𝐿∗𝑇𝑖) olup 𝐿∗ ∈ 𝛤 olur. Yani 

𝛤 nın tam sıralı alt kümelerinin bir üst sınırı vardır.  Zorn Lemması gereği 𝛤 nın bir 𝐽 

maksimal elemanı mevcuttur. Farzedelim ki 𝑁 = 𝑉 + ∑ 𝑇𝑖𝑖∈𝐽 = 𝑉⨁(⨁𝑖∈𝐽 𝑇𝑖) olsun. 𝑖0 ∈ 𝐼 

için 𝑁 + 𝑇𝑖0 alt modülünü alalım. 𝐽 nin maksimalliğinden dolayı 𝑇𝑖0 ≤ 𝑁 olduğundan 𝑁⊕

𝑇𝑖0  yazılamaz. 𝑇𝑖0 basit olduğundan 𝑁 ∩ 𝑇𝑖0 = 𝑇𝑖0 olup 𝑇𝑖0 ≤ 𝑁 bulunur. Yani 𝑁, 𝑇 de ki 

bütün basit alt modülleri kapsar. Dolayısıyla 𝑁 = 𝑇 bulunur.  

(ii) (i) den dolayı 𝑇 = 𝑉⨁(⨁𝑖∈𝐽 𝑇𝑖) eşitliği elde edilir. Şimdi (i) deki 𝑉 alt modülünü 

⨁𝑖∈𝐽 𝑇𝑖 olarak alalım. Tekrar (i) yi uygularsak  

𝑇 = (⨁𝑖∈𝐽 𝑇𝑖)⨁(⨁𝑖∈𝐾𝑇𝑖)  

olacak biçimde 𝐾⊆𝐼 vardır. Teorem 2.3.8 den  𝑉 ≅ 𝑇/(⨁𝑖∈𝐽𝑇𝑖) ≅ ⨁𝑖∈𝐾𝑇𝑖 olup istenen 

elde edilmiş olur. 

 

2.8.4. Önerme 𝑇 basit modül olmak üzere 0 modülü, 𝑇 modülünün bir maksimal alt 

modülü olup 0 ≠ 𝑡 ∈  𝑇  için 𝑡𝑆 =  𝑇 olup 𝑇 devirli olur (Kasch, 1982). 

İspat 𝑇 basit modül olmasından dolayı 𝑇 nin 0 alt modülünü kapsayan kendisi dışında alt 

modülü mevcut değildir. 0 modülü tanım gereğince 𝑇 nin maksimal alt modülü olur. Her 

0 ≠  𝑡 ∈  𝑇  için 𝑡𝑆, 𝑇 nin alt modülü ve 𝑡 ∈  𝑡𝑆 olur. Böylelikle 𝑡𝑆 ≠  0  ve 𝑇 basit 

olduğu için 𝑡𝑆 =  𝑇 eşitliği sağlanır. Böylelikle 𝑇 devirlidir. 

 

2.8.5. Teorem 𝑇 modül, 𝐾 ≤ 𝑇 ise 𝐾 nın 𝑇 nin maksimal alt modülü olabilmesi için 𝑇/𝐾 

modülünün basit olması gerek ve yeterlidir  (Wisbauer, 1991).  

İspat (
     
⇒)  𝑇 nin maksimal alt modülü 𝐾 ve 𝑈/𝐾 ≤  𝑇/𝐾 olsun. 𝐾, maksimal alt modül 

olduğu için  𝑈 =  𝑇 veya 𝑈 =  𝐾 dır. Yani 𝑇/𝐾 bölüm modülünün alt modülleri 𝑇/

𝐾veya 𝐾/𝐾 olur. Bu durumda 𝑇/𝐾 bölüm modülü basit olur.                                                          
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         (
 
⇐) 𝑇/𝐾 basit modül ve  𝐾 ≤  𝑈 ≤  𝑇 olsun. Buradan 𝑈/𝐾 modülü, 𝑇/𝐾 bölüm 

modülünün bir alt modülüdür. 𝑇/𝐾 basit olduğu için  𝑇/𝐾 = 𝑈/𝐾 veya 𝑈/𝐾 = 𝐾/𝐾 olup 

𝑈 =  𝑇  veya 𝑈 = 𝐾 dır. Bu durumda 𝐾, 𝑇 nin maksimal alt modülü olur. 

 

2.8.6. Tanım 𝑇 modülünün alt modülleri 𝑇 nin bir direkt toplam terimi oluyorsa 𝑇 ye yarı 

basit modül adı verilir (Sharpe ve Vamos, 1972). 

Örneğin ℤ4 ℤ-modülünü alalım. {0̅, 2̅} ≤ ℤ4 alt modülü ℤ4 ün bir direkt toplam terimi 

olmadığı için ℤ4 yarı basit modül değildir.  Fakat ℤ6 modülü ℤ6 = {0̅, 2̅, 4̅}⨁{0̅, 3}̅ olduğu 

için yarı basittir.  

Ayrıca herhangi bir modülün 0 alt modülü basit olmayan, yarı basit bir modüldür (Kasch, 

1982). 

 

2.8.7. Teorem 𝑇 modülü için aşağıdakiler denktir;  

(i) 𝑇 nin her alt modülü basit alt modüllerin toplamından oluşur,  

(ii) 𝑇 basit alt modüllerin toplamından oluşur,  

(iii) 𝑇 basit alt modüllerin direkt toplamından oluşur,  

(iv) 𝑇 yarı basittir (Kasch, 1982). 

 

2.8.8. Lemma 𝑇 yarı basit modül olmak üzere 𝑇 nin sıfırdan farklı her alt modülü bir basit 

alt modül içerir (Kasch, 1982). 

İspat 0 ≠𝑈, 𝑇 nin sonlu üretilmiş sıfırdan farklı alt modülü olmak üzere Teorem 2.2.9 dan 

𝑈 da bir 𝐶 maksimal alt modülü mevcuttur. Hipotez gereğince; 𝑇 = 𝐶⨁𝑇1 olacak biçimde 

𝑇1  alt modülü mevcuttur. Teorem 2.3.12 gereği  𝑈 = 𝑇 ∩ 𝑈 = 𝐶⨁(𝑇1  ∩ 𝑈) dur. Böylece   

𝑈/𝐶 ≅ 𝑇1  ∩ 𝑈 elde edilir. 𝐶, 𝑈 nun maksimal alt modülü olduğundan 𝑈/𝐶 basittir. Sonuç 

olarak     𝑇1 ∩𝑈, 𝑈 nun basit alt modülü olur. 𝑇 nin sıfırdan farklı alt modülleri, sonlu 

üretilmiş bir alt modülü kapsayacağı için bir basit alt modül içerir. 

 

2.8.9. Teorem Yarı basit 𝐾 modülü için aşağıdakiler sağlanır. 

(i) 𝐾 nın alt modülleri de yarı basit modüldür, 

(ii) 𝐾 nın her homomorfik görüntüsü de yarı basittir, 

(iii) 𝐾 nın herhangi sayıdaki toplamı da yarı basittir (Kasch, 1982).  
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2.8.10. Tanım 𝐿 modülü için 𝑁 ≤ 𝐿 olmak üzere 𝑁 nin, 𝐿 modülünün sıfırdan farklı alt 

modülleri ile arakesiti sıfırdan farklı oluyorsa 𝑁 ye 𝐿 nin büyük alt modülü adı verilir ve 

𝑁 ⊴ 𝐿 şeklinde ifade edilir (Wisbauer, 1991). 

ℤℤ modülünün sıfırdan farklı her alt modülü büyüktür.  

 

2.8.11. Tanım 𝑇 modül ve 𝑈,𝑈′ ≤ 𝑇 olsun. 𝑈 ∩ 𝑈′ = 0 eşitliğini sağlayan 𝑈′ alt modülü  

bu koşulu sağlayan maksimal ise yani her 𝑈′ ≤ 𝐿 ≤ 𝑇 için 𝑈 ∩ 𝐿 = 0 olması 𝐿 = 𝑈′ 

olmasını gerektirirse 𝑈′ ye 𝑈 nin kesişime göre tümleyeni denir (Alizade ve Pancar, 1999). 

 

2.8.12. Sonuç 𝑆 halkası için aşağıdaki şartlar denktir; 

(i) 𝑆 yarı basit halkadır,  

(ii) Her sağ 𝑆-modül yarı basittir, 

(iii) Her sol 𝑆-modül yarı basittir (Kasch, 1982). 

 

Basit modüllerin direkt toplamı yarı basit olduğu için basit modülün yarı basit modül 

olduğu açıktır. 

Sonuç 2.8.12 de ki denk koşullardan birini sağlayan halkaya yarı basit halka adı verilir. 

 

Her bölme halkası yarı basit halkadır, fakat tersi doğru olmayabilir. Örneğin; ℤ6 yarı basit 

halkadır fakat bölme halkası değildir. 

 

2.8.13. Önerme 𝑇 yarı basit modülü için aşağıdaki ifadeler denktir;  

(i) 𝑇 basit alt modüllerin sonlu ailesinin direkt toplamıdır, 

(ii) 𝑇 Noetherdir,  

(iii) 𝑇 artindir,  

(iv) 𝑇 sonlu üretilmiştir (Nişancı Türkmen ve Pancar, 2014). 

 

2.8.14. Sonuç Yarı basit bir halka hem Noether hem artindir (Lam, 1991).  

İspat 𝑆 yarı basit bir halka olmak üzere 𝑆 halkası yarı basit ve sonlu üretilmiş olduğu için 

Önerme 2.8.13 gereğince artin ve Noetherdir. 

 

2.8.15. Sonuç Sol yarı basit her halka aynı zamanda sağ yarı basit halkadır ve tersine sağ 

yarı basit her halka da sol yarı basit halkadır (Lam, 1991). 
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2.9. Bir Modülün Desteği ve Radikali 

 

2.9.1. Tanım 𝑇 modül ve 𝑇 nin basit alt modüllerinin toplamı 𝑇 nin desteğidir ve 𝐷𝑒𝑠(𝑇) 

şeklinde ifade edilir (Sharpe ve Vamos, 1972). 

Destek tanımı gereği aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

 

2.9.2. Sonuç 𝑇 modülü için aşağıdakiler denktir; 

(i) Her 𝑁 ≤ 𝑇  için 𝑁=𝐷𝑒𝑠(𝑁) dir,  

(ii) 𝑇 = 𝐷𝑒𝑠(𝑇) dir, 

(iii) 𝑇 basit alt modüllerin direkt toplamı şeklindedir, 

(iv) 𝑇 yarı basittir (Kasch, 1982).  

 

2.9.3. Önerme {𝑇𝑖}i∊I  bir modüller ailesi olmak üzere, 𝐷𝑒𝑠(⨁𝑖∈𝐼 𝑇𝑖) = ⨁𝑖∈𝐼𝐷𝑒𝑠(𝑇𝑖)   dir 

(Wisbauer, 1991). 

 

2.9.4. Tanım 𝑇 modülünün maksimal alt modülerinin kesişimine 𝑇 nin radikali adı verilir 

ve 𝑅𝑎𝑑(𝑇) şeklinde ifade edilir. 𝑅𝑎𝑑(𝑇) = 𝑇 ise 𝑇 nin maksimal alt modülü mevcut 

değildir ve 𝑇 ye radikal modül adı verilir (Wisbauer, 1991). 

𝑅𝑎𝑑(𝑇)  =  0 ise 𝑇 nin 0 dışında küçük alt modülü mevcut değildir (Anderson ve Fuller, 

1992). 

P(𝑇), 𝑇 nin radikal alt modüllerinin toplamı olarak gösterilir (Zöschinger, 1974). Ayrıca 

yarı basit modüllerin radikali 0 dır. 

 

2.9.5. Teorem 𝑁 bir eş atom modül olmak üzere 𝑅𝑎𝑑(𝑁) ≪ 𝑁 dir (Wisbauer, 1991).  

İspat 𝑅𝑎𝑑(𝑁) + 𝑈 = 𝑁 olan 𝑈 < 𝑁 için hipotez gereğince 𝑇 maksimal alt modülünde 𝑈 

modülü içerilmiş olur. Dolayısıyla 𝑈 ≤ 𝑇 ve 𝑅𝑎𝑑(𝑁) ≤ 𝑇 olduğu için 𝑁 =  𝑅𝑎𝑑(𝑁) +

𝑈 ≤ 𝑇 olup çelişki olur. Bu sebeple 𝑈 = 𝑁 olup 𝑅𝑎𝑑(𝑁) ≪ 𝑁 bulunur.  

 

2.9.6. Sonuç Sonlu üretilmiş 𝑇 modülü için 𝑅𝑎𝑑(𝑇) ≪ 𝑇 olur (Wisbauer, 1991). 

 

2.9.7. Sonuç 𝑇 bir 𝑆-modül ve 𝑡 ∈ 𝑇 için 𝑡𝑆 ≪ 𝑇 olması için 𝑡 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝑇) olması gerek ve 

yeterlidir (Kasch, 1982). 
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2.9.8 Lemma 𝐿 modül ve  𝐼 indis kümesi olsun. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑉𝑖 modülleri 𝐿 modülünün 𝑉 

yi kapsayan alt modülleri ise ⋂ 𝑉𝑖/𝑉𝑖∈𝐼 =(⋂ 𝑉𝑖)/𝑉𝑖∈𝐼  dir (Kasch, 1982).  

İspat 𝑘 + 𝑉 ∈ ⋂ (𝑉𝑖/𝑉)𝑖∈𝐼  ve her 𝑖∈𝐼 için 𝑘 + 𝑉 ∈ 𝑉𝑖/𝑉 olup 𝑘 ∈ 𝑉𝑖 olur. Dolayısıyla                 

𝑘 ∈ ⋂ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼  olur ve buradan 𝑘 + 𝑉 ∈ (⋂ 𝑉𝑖)/𝑉𝑖∈𝐼  bulunur. Benzer şekilde ters kapsama da 

gösterilir. 

 

2.9.9. Teorem 𝑇 bir modül olmak üzere 𝑅𝑎𝑑(𝑇) = ∑ 𝐿𝐿≪𝑇  olur (Kasch, 1982). 

 

2.9.10. Teorem (i) 𝑆 halka, 𝑈 ve 𝑁 birer modül ve 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝑈,𝑁) olmak 

üzere 𝑓(𝑅𝑎𝑑(𝑈)) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑁) olur. Eğer Ç𝑒𝑘(𝑓) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑈) oluyorsa 𝑓(𝑅𝑎𝑑(𝑈)) =

𝑅𝑎𝑑(𝑓(𝑈)) dur. 

(ii) 𝑅𝑎𝑑(𝑈/𝑅𝑎𝑑(𝑈)) = 0 dır.  

(iii) 𝑇 ≤ 𝑉 ≤ 𝑈 ise 𝑅𝑎𝑑(𝑇) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑉) dir. 

(iv) 𝑈 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑈𝑖 ise 𝑅𝑎𝑑(𝑈) = ⨁𝑖∈𝐼 𝑅𝑎𝑑(𝑈𝑖)dir. 

(v) 𝑁 ≤ 𝑈 iken (𝑁 + 𝑅𝑎𝑑(𝑈))/𝑁 ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑈/𝑁) ve 𝑁 ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑈) ise 𝑅𝑎𝑑(𝑈/𝑁) =

𝑅𝑎𝑑(𝑈)/𝑁 dir. 

(vi) 𝑈 nun bir radikal modül olabilmesi için 𝐿 nun her sonlu üretilmiş alt modülünün 𝑈 da 

küçük olması gerek ve yeterlidir (Kasch, 1982; Wisbauer, 1991). 

 

İspat (i) 𝑅𝑎𝑑(𝑈)  =  ∑ 𝑉𝑉≪𝑈  olmasından dolayı 𝑓(𝑅𝑎𝑑(𝑈))  =  ∑ 𝑓(𝑉)𝑉≪𝑈   olur. 

Buradan Önerme 2.3.6 dan 𝑓(𝑉) ≪ 𝑁 olur. Böylece 𝑓(𝑅𝑎𝑑(𝑈)) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑁) bulunur.   𝑢 ∈

𝑅𝑎𝑑(𝑈) için, Sonuç 2.9.7 den   𝑢𝑆 ≪ 𝑈 olur ve  Teorem 2.3.6 gereği 𝑓(𝑢𝑆) = 𝑓(𝑢)𝑆 ≪

𝑓(𝑈) sağlanır. Buradan 𝑓(𝑢) ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝑓(𝑈)) olur ve 𝑓(𝑅𝑎𝑑(𝑈)) ≤  𝑅𝑎𝑑(𝑓(𝑈)) olur.              

𝑓(𝑢) ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝑓(𝑈)) alalım. Sonuç 2.9.7 gereğince  𝑓(𝑢)𝑆 ≪ 𝑓(𝑈) dur. 𝑢 ∉ 𝑅𝑎𝑑(𝑈) 

alalım. Bu takdirde 𝑢𝑆 + 𝐾 = 𝑈 şeklinde 𝑈 nun bir 𝐾 maksimal alt modülü mevcuttur. 

Dolayısıyla 𝑓(𝑢)𝑆 + 𝑓(𝐾) = 𝑓(𝑈) olup 𝑓(𝑢)𝑆 ≪ 𝑓(𝑈) olmasından dolayı 𝑓(𝐾) = 𝑓(𝑈) 

eşitliği sağlanır. Önerme 2.7.4 den 𝑈 = 𝐾 + Ç𝑒𝑘(𝑓) olup, Ç𝑒𝑘(𝑓) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑈) ≤ 𝐾 olduğu 

için 𝑈 = 𝐾 çelişkisi bulunur. Dolayısıyla 𝑢 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝑈) olmalıdır. Bu takdirde 𝑓(𝑢) ∈

𝑓(𝑅𝑎𝑑(𝑈)) olmalıdır. Sonuçta 𝑓(𝑅𝑎𝑑(𝑈)) = 𝑅𝑎𝑑(𝑓(𝑈)) elde edilir. 

(ii) 𝑈/𝑅𝑎𝑑(𝑈) nun maksimal alt modülleri ile 𝑈 nun maksimal alt modülleri ile              

arasında bire bir eşleme mevcuttur. 𝑋 kümesi 𝑈 nin maksimal alt modüllerinin                   
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kümesi ise 𝑈/𝑅𝑎𝑑(𝑈) = ⋂ (𝑇/𝑅𝑎𝑑(𝑈)𝑇∈𝑋 ) olup, Lemma 2.9.8 gereği                                                                

𝑈/𝑅𝑎𝑑(𝑈)=⋂ (𝑇/𝑅𝑎𝑑(𝑈)) = (⋂ 𝑇)/𝑅𝑎𝑑(𝑈) =𝑇∈𝑋𝑇∈𝑋 𝑅𝑎𝑑(𝑈)/𝑅𝑎𝑑(𝑈) = 0 bulunur. 

(iii) 𝑖: 𝑇 ⟶ 𝑉 içerme dönüşümü olsun. (i) gereği 𝑖(𝑅𝑎𝑑(𝑇)) = 𝑅𝑎𝑑(𝑇) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑉)  dir.  

(iv) (iii) gereği 𝑅𝑎𝑑(𝑈𝑖) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑈) dur. Dolayısıyla ∑ 𝑅𝑎𝑑(𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑅𝑎𝑑(𝑈𝑖)≤

𝑅𝑎𝑑(𝑈)  olur. Tersine; 𝑢=∑ 𝑢𝑖 ∊ 𝑅𝑎𝑑(𝑈)𝑖∈𝐼  elemanını ele alalım. 𝜋𝑖(𝑢)= 𝑢𝑖 şeklinde 

tanımlanmış 𝜋𝑖:𝑈⟶𝑈𝑖  𝑖. doğal projeksiyon olsun. (i) gereği 𝜋𝑖 (𝑢)= 𝑢𝑖 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝑈𝑖)  dir. 

Böylelikle 𝑢∈⨁𝑖∈𝐼 𝑅𝑎𝑑(𝑈𝑖) sağlanır. Dolayısıyla 𝑅𝑎𝑑(𝑈) = ⨁𝑖∈𝐼 𝑅𝑎𝑑(𝑈𝑖) eşitliği 

bulunur.  

(v) 𝜋:⟶ 𝑈/𝑁 doğal homomorfizmasını alalım. (i) gereği 𝜋(𝑅𝑎𝑑(𝑈)) = (𝑅𝑎𝑑(𝑈) +

𝑁)/𝑁 ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑈/𝑁) olur. Ç𝑒𝑘(𝜋) = 𝑁 ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑈) oluyorsa Lemma 2.9.8 den dolayı      

𝑅𝑎𝑑(𝑈/𝑁) = 𝑅𝑎𝑑(𝑈)/𝑁 bulunur.  

(vi) 𝑈 = 𝑅𝑎𝑑(𝑈) ise, her 𝑢 ∈ 𝑈 için Sonuç 2.9.7 den 𝑢𝑆 ≪ 𝑈 olur ve dolayısıyla Önerme 

2.7.3 gereğince 𝑈 nun sonlu üretilmiş öz alt modülleri 𝑈 da küçüktür. Tersi ise Sonuç 2.9.7 

gereği açıktır. 

 

2.9.11. Teorem 𝑇 modül ve 𝐾 ≤  𝑇 iken, 

(i) 𝑇 eş atomsa 𝑇/𝐾 eş atomdur. 

(ii) 𝐾 ve 𝑇/𝐾 eş atom modüller ise 𝑇 eş atomdur (Zöschinger, 1974) 

 

2.10. Yerel ve Yarı Yerel Modüller 

 

2.10.1. Tanım 𝑇 bir 𝑆-modül olmak üzere 𝑇 nin bütün öz alt modüllerinin toplamı da yine 

öz alt modül oluyorsa, 𝑇 modülüne yerel modül adı verilir. 𝑆𝑆 yerelse 𝑆 halkasına yerel 

halka adı verilir (Wisbauer, 1991). 

Örneğin 𝑝 ∈ ℙ ve 𝑘 ≥ 1 olmak üzere ℤ𝑝𝑘 yerel ℤ-modüldür (Nişancı Türkmen ve Pancar, 

2014). 

Aynı zamanda ℤ𝑝∞ ℤ-modülü oyuk modüldür fakat ℤ𝑝∞ ℤ-modülü yerel değildir. 

 

2.10.2. Tanım 𝑆 halka, 𝑈 𝑆-modül olmak üzere 𝑈/𝑅𝑎𝑑(𝑈) yarı basit oluyorsa 𝑈 ya yarı 

yerel modül adı verilir. 𝑆 sağ (sol) 𝑆-modül olarak yarı yerel modülse 𝑆 ye yarı yerel halka 

adı verilir (Wisbauer, 1991). 
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2.10.3. Teorem 𝑆 yarı yerel halka ve 𝑇 𝑆-modül olmak üzere  𝑅𝑎𝑑(𝑇)  =  𝑇𝑅𝑎𝑑(𝑆) olur 

(Zhou ve Zhang, 2011). 

 

2.10.4. Teorem Sıfırdan farklı 𝑉 modülünün yerel modül olması için 𝑉 nin bir tek 

maksimal alt modüle sahip ve sonlu üretilmiş (devirli) modül olması gerek ve yeterlidir. 

Bu şartlar altında 𝑅𝑎𝑑(𝑉),  𝑉 nin maksimal alt modülü olur 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ≪ 𝑉 sağlanır 

(Wisbauer, 1991). 

İspat (
 
⇒) 𝑉 yerel modül ve 𝑉 modülünün bütün öz alt modüllerinin toplamı 𝑇 ise 𝑇 ≠ 𝑉 

olduğundan ∃ 𝑣 ∈ 𝑉 vardır ki  𝑣 ∉ 𝑇 ve  𝑣𝑆 ⊈ 𝑇 dir. 𝑇 modülü, 𝑉 nin öz alt modüllerinin 

toplamından oluştuğu için 𝑣𝑆 =  𝑉 olup 𝑉 devirli olur. Buradan 𝑇 alt modülünün tek 

maksimal alt modül olması ise tanım gereği açıktır.  

(
 
⇐) 𝑉 sadece 𝑇 maksimal alt modülüne sahip ve sonlu üretilmiş (devirli) modül ise 𝑉 

modülü sonlu üretilmiş olduğu için 𝑉 nin öz alt modülleri 𝑉 nin bir maksimal alt 

modülünde kapsandığından dolayı 𝑉 nin her öz alt modülü de 𝑇 tarafından kapsanır. 

Böylelikle 𝑉 nin kendisinden farklı bütün alt modüllerinin toplamı 𝑇 olup buradan 𝑉 yerel 

modül olur. Radikal tanımından dolayı 𝑅𝑎𝑑(𝑉) = 𝑇 olup 𝑉 devirli olduğu için 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ≪

𝑉 olduğu görülür. 

 

Cisimlerde tek maksimal ideal 0 olduğu için her cisim aynı zamanda bir yerel halka olur. 

 

2.10.5. Tanım 𝑇 modülünün öz alt modülleri 𝑇 de küçük alt modül oluyorsa 𝑇 ye oyuk 

modül adı verilir (Wisbauer, 1991). 

 

Örneğin 𝑞 asal tam sayı olmak üzere  ℤ𝑞∞  ℤ-modülü yerel olmayan oyuk modüldür. 

 

2.10.6. Teorem 𝑉 𝑆-modülü için aşağıdakiler denktir; 

(i) 𝑉 oyuk modüldür ve 𝑅𝑎𝑑 (𝑉)  ≠  𝑉 dir, 

(ii) 𝑉 oyuk ve devirli modüldür (sonlu üretilmiştir), 

(iii) 𝑉 yerel modüldür (Wisbauer, 1991). 

İspat (i) ⇒ (ii) 𝑅𝑎𝑑(𝑉)  ≠  𝑉 olmasından dolayı 𝑉 nin bir 𝐾 maksimal alt modülü 

mevcuttur. 𝐾 maksimal olmasından dolayı her 𝑣 ∈  𝑉 ∖  𝐾 için 𝐾 +  𝑣𝑆 =  𝑉 olur. 𝑉 

oyuk olduğu için     𝐾 ≪ 𝑉 olup 𝑣𝑆 =  𝑉 bulunur. Dolayısıyla 𝑉 devirlidir (sonlu 

üretilmiştir). 
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(ii) ⇒ (iii) 𝑉 devirliyse sonlu üretilmiştir. Buradan 𝑅𝑎𝑑(𝑉)  ≠  𝑉 dır. Yani 𝑉 nin bir 𝑇 

maksimal alt modülü mevcuttur. Diğer yandan 𝑇 maksimal alt modülün diğer tüm öz alt 

modülleri kapsadığını ispatlayalım. 𝐾 < 𝑉 modülü için 𝐾 ⊄  𝑇 olursa 𝑇 maksimal iken 

𝐾 +  𝑇 =  𝑉 olup 𝑉 nin oyuk olmasından dolayı 𝑇 =  𝑉 bulunur. Dolayısıyla 𝐾 ⊆  𝑇 

olmak durumundadır. Yani 𝑇, 𝑉 nin diğer tüm öz alt modüllerini içerir. Buradan 𝑇 bir öz 

alt modül olduğu için 𝑉 yerel olur. 

(iii) ⇒ (i) 𝑉 yerel modül olmak üzere 𝑇 öz alt modülü 𝑉 nin diğer öz alt modüllerini içerir 

ve  𝑇 +  𝐿 =  𝑉 için eğer 𝐿 ≠ 𝑉 olursa, 𝐿 ⊂  𝑇 olup 𝑇 =  𝑉 dir. Dolayısıyla   𝑇 +  𝐿 =

 𝑉 şeklinde olan her 𝐿 alt modülü için 𝐿 =  𝑉 olur. Yani 𝑇 ≪  𝑉 dir. 𝐾˂𝑉 öz alt modülünü 

alırsak 𝐾 ⊂  𝑇 ve 𝑇 ≪  𝑉 olduğundan 𝐾 ≪  𝑉 olur. Dolayısıyla 𝑉 oyuk olur ve 

𝑅𝑎𝑑(𝑉)  =  𝑇 ≠ 𝑉 dir. 

 

basit modül ⟹ güçlü yerel modül ⟹ yerel modül 

 

Yukarıdaki gerektirmelerin tersi her zaman doğru olmayabilir. Örneğin ℤ4 yerel ℤ-modülü 

𝑅𝑎𝑑(𝑀) = 𝐷𝑒𝑠(𝑀) = {0̅,2̅}=<2̅> olduğundan güçlü yerel modüldür fakat basit modül 

değildir. ℤ8 yerel ℤ-modülü {0̅,2̅}=𝐷𝑒𝑠(𝑀) ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑀) = {0̅,2̅ 4̅,6̅} olduğu için  güçlü 

yerel modül değildir (Kaynar vd., 2020). 

 

2.10.8. Tanım 𝐿 modülünün hem küçük hem de basit alt modüllerinin toplamı                           

𝐷𝑒𝑠𝑠(𝐿)=𝛴{𝐾 ≪ 𝐿 ∣ 𝐾, 𝐿 nin basit alt modülü} ile ifade edilir (Zhou ve Zhang, 2011). 

 

2.10.9. Önerme 𝑇 modül olmak üzere, 𝐷𝑒𝑠𝑠(𝑇) = 𝑅𝑎𝑑(𝑇) ∩ 𝐷𝑒𝑠(𝑇) dir (Kaynar vd., 

2020). 

 

2.10.10. Sonuç 𝑇 basit olmayan yerel modül ise 𝐷𝑒𝑠𝑠(𝑇)=𝐷𝑒𝑠(𝑇)  olur (Kaynar vd., 

2020). 

 

2.11. Yerel Artin Modüller 

 

2.11.1. Tanım Her sonlu üretilmiş alt modülü artin olan modüle yerel artin modül adı 

verilir (Wisbauer, 1991).  
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Örneğin yarı basit modüller, 𝑞 asal sayı olmak üzere ℤ𝑞 ve ℤ6 ℤ-modülleri yerel artin 

modüldür. 

 

2.11.2. Teorem 1) 0⟶𝐾′⟶𝐾   ⟶𝐾′′⟶0 kısa tam dizisi için aşağıdakiler sağlanır. 

(i) 𝐾  (yerel) artin modül ise 𝐾′ve 𝐾′′ (yerel) artin modüldür. 

(ii) 𝐾′ve 𝐾′′ artin modüller ise 𝐾 artin modüldür. 

(iii) 𝐾′ artin modül ve 𝐾′′ yerel artin modülse 𝐾 yerel artin modül olur (Wisbauer, 1991). 

 

2.11.3. Teorem 𝐾 yerel artin modül olmak üzere 𝐾 nın sonlu sayıda direkt toplamı da yerel 

artin modül olur (Wisbauer, 1991). 

 

2.11.4. Teorem 𝐾 yerel artin ise 𝐾/𝑅𝑎𝑑(𝐾) yarı basit modül olur (Wisbauer, 1991). 

 

2.11.5. Sonuç i) 𝐾 yerel artin ise 𝐾 nın her alt modülü de yerel artin olur (Wisbauer, 1991). 

ii) 𝐾 yerel artin ise 𝐾 nın homomorfik görüntüsü de yerel artin olur (Wisbauer, 1991). 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

3.1. Tümlenmiş ve Bol Tümlenmiş Modüller 

 

3.1.1. Tanım 𝐿 modül ve 𝑁 ≤ 𝐿 ise 𝐿 = 𝑁 + 𝑈 biçiminde bir 𝑈 ≤ 𝐿 mevcut ve 𝑈 

minimalse, yani 𝑁 + 𝑇 = 𝐿 eşitliğini sağlayan her 𝑇 ≤ 𝑈 için 𝑇 = 𝑈 oluyorsa 𝑈 ya, 𝐿 de 

𝑁 nin tümleyeni adı verilir ve 𝑁 ye 𝐿 de tümleyene sahiptir denir (Wisbauer, 1991). 

𝑇 bir modül ve 𝐾 ≪ 𝑇 olmak üzere küçük alt modül tanımı gereği 𝑇, 𝐾 nın tümleyeni olur. 

Yani modülün kendisi sıfır alt modülünün tümleyeni olur.  

 

3.1.2. Önerme 𝑇 modül ve 𝐿, 𝑌 ≤ 𝑇 olsun. 𝑌 alt modülünün 𝐿 nin tümleyeni olabilmesi 

için 𝑇 = 𝐿 + 𝑌 ve 𝐿 ∩ 𝑌 ≪ 𝑌 olması gerekli ve yeterlidir (Wisbauer, 1991). 

İspat (
 
⇒) 𝑌, 𝐿 nin bir tümleyeni ise tanıma göre 𝑇 = 𝐿 + 𝑌 dir. 𝐾 ≤ 𝑌 modülü için                  

𝑌 = (𝐿 ∩ 𝑌) + 𝐾 oluyorsa 𝑇 = 𝐿 + 𝑌 = 𝐿 + (𝐿 ∩ 𝑌) + 𝐾 = 𝐿 + 𝐾 olup 𝑌, 𝐿 nin 

tümleyeni olduğu için  𝐾 = 𝑌 bulunur ve 𝐿 ∩ 𝑌 ≪ 𝑌 olur. 

(
 
⇐) 𝑇 = 𝐿 + 𝑌 ve 𝐿 ∩ 𝑌 ≪ 𝑌 olsun. 𝐾 ≤ 𝑌 modülü için 𝑇 = 𝐿 + 𝐾 oluyorsa, Modüler 

kural gereği  𝑌 = (𝐿 ∩ 𝑌) + 𝐾 olup 𝐿 ∩ 𝑌 ≪ 𝑌 olmasından dolayı 𝐾 = 𝑌 bulunur. 

 

3.1.3. Tanım 𝑇 modülünün alt modülleri tümleyene sahipse 𝑇 ye tümlenmiş modül adı 

verilir (Wisbauer, 1991). 

 

3.1.4. Teorem Yarı basit modüller ve artin modüller tümlenmiştir (Wisbauer, 1991). 

 

3.1.5. Teorem Yerel ve oyuk modüller tümlenmiştir (Wisbauer, 1991). 

 

3.1.6. Teorem 𝐾 tümlenmiş bir modül ise 𝐾 nın homomorfik görüntüsü de tümlenmiş 

modüldür (Wisbauer, 1991). 

 

3.1.7. Sonuç Tümlenmiş bir modülün bölüm modülü de tümlenmiş modüldür (Wisbauer, 

1991). 

 

3.1.8. Lemma 𝑈 modül ve 𝐾, 𝑇 ≤  𝑈 olsun. 𝐾 tümlenmiş modül olmak üzere 𝐾 +  𝑇 nin 𝑈 

da bir tümleyeni mevcutsa 𝑇 nin de bir tümleyeni mevcuttur (Wisbauer, 1991). 
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İspat 𝐾 +  𝑇 nin 𝑈 da ki bir tümleyeni 𝐶 ve 𝐾 ∩  (𝑇 +  𝐶) alt modülünün 𝐾 da ki             

bir tümleyeni 𝐷 olmak üzere 𝐶, 𝐾 +  𝑇 nin  𝑈 da ki tümleyeni olduğu için  (𝐾 +  𝑇) +
 𝐶 =  𝑈 ,   (𝐾 +  𝑇)  ∩ 𝐶 ≪  𝐶 ve 𝐷, 𝐾 ∩  (𝑇 +  𝐶) nin 𝐾 da ki tümleyeni olduğu için                  

𝐾 ∩ (𝑇 +  𝐶)  +  𝐷 = 𝐾 ve [𝐾 ∩ (𝑇 +  𝐶)]  ∩  𝐷 ≪  𝐷 olur. Buradan                                   

𝐾 ∩ (𝑇 +  𝐶) + 𝐷 +  𝑇 +  𝐶 =  𝐾 +  𝑇 + 𝐶 =  𝑈 olduğu için 𝑇 +  𝐶 +  𝐷 =  𝑈 

bulunur. Diğer taraftan, 𝑇 ∩ (𝐶 +  𝐷)  ≤  𝐶 ∩ (𝑇 +  𝐷)  +  𝐷 ∩ (𝑇 +  𝐶) olup 𝐷 ≤  𝐾 

ve                         𝐷 ∩ (𝑇 +  𝐶)  ≪  𝐷 olduğundan 𝑇 ∩ (𝐶 +  𝐷)  ≪  𝐶 +  𝐷 olup 𝐶 +
 𝐷 , 𝑇 nin 𝑈 da tümleyenidir. 

 

 

3.1.9. Teorem 𝑇 modül ve 𝐿, 𝑈 ≤ 𝑇 için 𝑇 = 𝐿 + 𝑈 ve  𝐿 ile 𝑈 bol tümlenmiş ise 𝑇 de bol 

tümlenmiştir (Wisbauer, 1991). 

 

3.1.10. Tanım 𝑇 modül 𝑉 ≤ 𝑇 olmak üzere 𝑉 +  𝐿 =  𝑇 şeklinde olan 𝐿 alt modülü için 𝑉 

nın 𝐿' ⊆ 𝐿 şeklinde bir 𝐿' tümleyeni mevcutsa 𝑉 nin 𝑇 içinde bol tümleyeni adı verilir 

(Wisbauer, 1991). 

 

3.1.11. Tanım Alt modülleri bol tümleyene sahip modüle bol tümlenmiş modül adı verilir 

(Wisbauer, 1991).  

 

3.1.12. Teorem 𝑀 bol tümlenmiş ise tümlenmiştir (Wisbauer, 1991). 

 

3.2. ⊕-Tümlenmiş ve Zayıf Tümlenmiş Modüller 

 

3.2.1. Tanım 𝑈 modül ve 𝑇 ≤ 𝑈 olmak üzere 𝑈 = 𝑇 + 𝐾 , 𝑇 ∩ 𝐾 ≪ 𝐾 ve 𝑈 = 𝐾⊕𝐾1 

şartlarını sağlayan 𝑈 nun, 𝐾, 𝐾1 alt modülleri bulunuyorsa burada ki  𝑇 modülüne 𝑈 

modülünde ⊕-tümleyene sahiptir denir. 𝑈 nun alt modülleri 𝑈 da ⊕-tümleyene sahip 

oluyorsa 𝑈 ya ⊕-tümlenmiştir denir (Mohamed ve Müller, 1990). 

Örneğin oyuk modüller ⊕-tümlenmiş modüllerdir. 

 

3.2.2. Önerme 𝑃 projektif ve tümlenmiş modül ise 𝑃, ⊕-tümlenmiş modüldür (Wisbauer, 

1991). 

 

3.2.3. Teorem  ⊕-tümlenmiş modüllerin sonlu sayıdaki  direkt toplamı da ⊕-tümlenmiştir 

(Harmancı vd., 1999). 
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3.2.4. Tanım 𝑇 modül ve 𝐿 ≤  𝑇 ise 𝑇 = 𝐿 + 𝑁 ve 𝐿 ∩ 𝑁 ≪ 𝑇 şartını sağlayan 𝑇 nin alt 

modülü 𝑁 ye 𝐿 nin zayıf tümleyeni adı verilir. Eğer 𝑇 nin alt modüllerinin 𝑇 de zayıf 

tümleyeni mevcutsa  𝑇 ye zayıf tümlenmiş modül adı verilir (Clark vd., 2006). 

 

3.2.5. Teorem 𝑇  bir modül olsun. 𝑇1 ve  𝐾 modülleri 𝑇 nin birer alt modülü ve  𝑇1 zayıf 

tümlenmiş modül olmak üzere 𝑇1 + 𝐾 nın 𝑇 de bir zayıf tümleyeni mevcutsa 𝐾, 𝑇 de zayıf 

tümleyene sahip olur (Clark vd., 2006). 

 

3.2.6. Teorem 𝑉 ve 𝑁, 𝑈 nun alt modülleri ve 𝑈 = 𝑉 + 𝑁 modülünde 𝑉 ve 𝑁 modülleri 

zayıf tümlenmişse 𝑈 da zayıf tümlenmiş modüldür (Clark vd., 2006).  

İspat 𝑇 ≤ 𝑈 olsun. 𝑉 + (𝑁 + 𝑇) nin 𝑈 da 0 aşikar zayıf tümleyene sahiptir ve 𝑉 zayıf 

tümlenmiş olduğu için Teorem 3.2.5 gereği 𝑁 + 𝑇 nin 𝑈 da bir zayıf tümleyeni mevcuttur. 

𝑁 zayıf tümlenmiş olduğu için tekrar Teorem 3.2.5 den 𝑇, 𝑈 da bir zayıf tümleyene 

sahiptir. Dolayısıyla 𝑈 zayıf tümlenmiş olur. 

 

3.2.7. Sonuç Zayıf tümlenmiş modüllerin sonlu toplamı da zayıf tümlenmiş modüldür 

(Clark vd., 2006). 

 

3.3. (Zayıf) Yükseltilebilir ve Zayıf-⊕-Tümlenmiş Modüller 

 

3.3.1. Tanım 𝑈 modül ve 𝑇 ≤ 𝑈 için 𝑇 modülü 𝑈 nun bir direkt toplam terimi üzerine 

yükseltilebiliyorsa yani 𝑇 modülü, 𝑇 /𝑌 ≪  𝑈/ 𝑌 olacak biçimde 𝑈 nun direkt toplamı 

olan 𝑌 alt modülünü içeriyorsa  𝑈 ya yükseltilebilir modül adı verilir (Clark vd., 2006). 

 

3.3.2. Önerme  𝑇 modülü için aşağıdakiler denktir; 

(i) 𝑇 yükseltilebilir modüldür, 

(ii) 𝐾 ≤ 𝑇 için 𝑇1 ≤ 𝐾 ve 𝐾 ∩ 𝑇2 ≪ 𝑇2 olacak biçimde 𝑇 nin bir 𝑇 = 𝑇1⊕𝑇2 parçalanışı 

vardır, 

(iii) 𝐾 ≤ 𝑇 için 𝐿 ⊆ 𝑇 ve 𝑃 ⊆ 𝐾 olmak üzere 𝐾 = 𝑃 + 𝐿 ve 𝐿 ≪ 𝑇 olacak şekilde 𝑇 nin 𝑃 

direkt toplam terimi vardır. (Clark vd., 2006). 
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3.3.3. Örnek Yükseltilebilir modüllerin direkt toplamı yükseltilebilir değildir. Örneğin  

ℤ/8ℤ  ve  ℤ/2ℤ yükseltilebilir ℤ-modülleri ele alalım. 𝑀 =  ℤ/8ℤ⊕ ℤ/2ℤ modülü 

yükseltilebilir değildir (Clark vd., 2006). 

 

3.3.4. Tanım 𝑇 modülünün 𝐿 yarı basit alt modülü için 𝑉 ≤ 𝐿 ve  𝐿/𝑉 ≪ 𝑇/𝑉 şeklinde 𝑇 

nin bir 𝑉 direkt toplam terimi mevcutsa 𝑇 ye zayıf yükseltilebilir modül adı verilir (Orhan 

Ertaş, 2006). 

 

3.3.5. Örnek ℤℤ zayıf yükseltilebilir fakat yükseltilebilir değildir. 

𝐷𝑒𝑠(𝑇) = 0 olan her 𝑇 modülü zayıf yükseltilebilir modüldür (Orhan Ertaş, 2006). 

 

3.3.6. Önerme 𝑇 modülü için aşağıdakiler denktir; 

(i) 𝑇 zayıf yükseltilebilir modüldür, 

(ii) 𝐾, T nin yarı basit alt modülü,  𝑇1 ≤ 𝐾 ve 𝐾 ∩ 𝑇2 ≪ 𝑇2 şeklinde 𝑇 = 𝑇1⊕𝑇2 

parçalanışı vardır, 

(iii) 𝐾, T nin yarı basit alt modülü ve 𝐵, 𝑇 nin direkt toplam terimi iken 𝑆 ≪ 𝑇 olacak 

biçimde 𝐾 = 𝐵 ⊕ 𝑆 parçalanışı mevcuttur (Orhan Ertaş, 2006). 

 

3.3.7. Önerme 𝑀1 zayıf yükseltilebilir modül ve  𝑀2 yarı basit modül olsun. Eğer  𝑀 =

𝑀1 ⊕𝑀2 ise 𝑀 zayıf yükseltilebilir modüldür (Orhan Ertaş, 2006). 

 

3.3.8. Tanım 𝑇 modül ve 𝑇 nin her yarı basit alt modülü 𝑁 ise 𝑇 = 𝑁 + 𝑉  ve  𝑁 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 

şeklinde 𝑇 nin bir  𝑉 direkt toplam terimi varsa 𝑇 ye zayıf-⊕-tümlenmiş modül                        

(w-⊕- tümlenmiş modül) denir (Orhan Ertaş, 2006). 

 

3.3.9. Örnek 𝑆 yerel artin halka olsun. ℚ = 𝑆
𝑅𝑎𝑑(𝑆)⁄ , 𝑅𝑎𝑑(𝑆)2 = 0   değişmeli ve 

𝑏𝑜𝑦ℚ
𝑅𝑎𝑑(𝑆)

= 2 , 𝑏𝑜𝑦(𝑅𝑎𝑑(𝑆)ℚ)=1 olsun. 𝐷 = {(𝑢𝑠 − 𝑣𝑠) |𝑠 ∊ 𝑆} şeklinde                                

𝑈 = [(𝑆 ⊕ 𝑆)/𝐷]𝑆 𝑆-modülü zayıf-⊕-tümlenmiştir fakat ⊕-tümlenmiş modül değildir 

(Orhan Ertaş, 2006). 

 

3.3.10. Önerme Zayıf yükseltilebilir modüller zayıf-⊕-tümlenmiş modüllerdir (Orhan 

Ertaş, 2006). 
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İspat 𝑇 zayıf yükseltilebilir modül ve 𝑁 ≤  𝑇 yarı basit olsun. Kabul gereği 𝑇 = 𝑇1⊕𝑇2 

parçalanışı mevcuttur ve 𝑇1 ≤ 𝑁 ve 𝑁 ∩ 𝑇2 ≪ 𝑇2 olur. 𝑇 = 𝑁+𝑇2 olduğundan 𝑇 zayıf-⊕-

tümlenmiş modüldür. 

 

Tanımlar gereği aşağıdaki diyagramları elde edilir. 

 Yükseltilebilir modül 
 
⇒ ⊕-tümlenmiş modül

 
⇒ zayıf-⊕-tümlenmiş modül 

 

3.3.11. Önerme 𝑇 (𝐷3) koşuluna sahip zayıf-⊕-tümlenmiş modül ise 𝑇 nin her direkt 

toplam terimi zayıf-⊕-tümlenmiş modüldür (Orhan Ertaş, 2006). 

 

3.3.12. Önerme 𝑀, (𝐷3) koşulunu sağlayan zayıf-⊕-tümlenmiş modül olmak üzere 𝑀1, 

yarı basit, 𝑀2 zayıf-⊕-tümlenmiş modül ve 𝐷𝑒𝑠𝑠(𝑀2)  ≪ 𝑀2 olacak şekilde bir                                 

𝑀 = 𝑀1 ⊕𝑀2 parçalanışı vardır (Orhan Ertaş, 2006). 

İspat 𝑀 zayıf-⊕-tümlenmiş modül olduğundan 𝑀 = 𝐷𝑒𝑠(𝑀) + 𝑀2 ve 𝐷𝑒𝑠(𝑀2)=             

𝑀2 ∩ 𝐷𝑒𝑠(𝑀)≪ 𝑀2 şeklinde 𝑀=𝑀1 ⊕𝑀2 parçalanışı mevcuttur. Önerme 3.3.11 den 𝑀1 

ve 𝑀2 zayıf-⊕-tümlenmiş modüllerdir. 𝐷𝑒𝑠(𝑀) = 𝐷𝑒𝑠(𝑀1)⊕𝐷𝑒𝑠(𝑀2) olduğundan 

𝐷𝑒𝑠(𝑀) + 𝑀2= 𝐷𝑒𝑠(𝑀1) ⊕ 𝐷𝑒𝑠(𝑀2)+ 𝑀2= 𝐷𝑒𝑠(𝑀1) ⊕ 𝑀2=𝑀=𝑀1 ⊕𝑀2 den 

𝐷𝑒𝑠(𝑀1) = 𝑀1 dir. Böylelikle 𝑀1 yarı basit olur. 

 

3.3.13. Teorem Zayıf-⊕-tümlenmiş modüllerin sonlu sayıdaki direkt toplamları da zayıf-

⊕-tümlenmiş modüldür (Orhan Ertaş, 2006). 

 

3.4. ss-Tümlenmiş Modüller 

 

3.4.1. Tanım 𝑇 modül ve  𝑇 =  𝐾 + 𝑈 olan 𝐾,𝑈 ≤ 𝑇 için 𝐾 ∩ 𝑈 ⊆ 𝐷𝑒𝑠𝑠(𝑈) ise 𝑈 ya 𝐾 nın 

𝑇 de ss-tümleyeni denir (Kaynar vd., 2020). 

 

Tanım 3.4.1 gereğince aşağıdaki diyagram elde edilir. 

ss-tümleyen ⟹ tümleyen 

 

3.4.2. Tanım 𝑇 modül ve 𝑁 ≤ 𝑇 olmak üzere 𝑇 = 𝑁 + 𝑉 şeklinde olan her 𝑉 ≤ 𝑇 için 𝑁 

nin 𝑉′ ≤ 𝑉 şeklinde bir 𝑉′ ss-tümleyeni bulunuyorsa 𝑁, 𝑇 de bol ss-tümleyene sahiptir 

denir (Kaynar vd., 2020). 

 

3.4.3. Tanım 𝑇 modülünün tüm alt modülleri ss-tümleyene sahipse, 𝑇 ye ss-tümlenmiş 

modül adı verilir (Kaynar vd., 2020). 
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3.4.4. Önerme 𝑇 ss-tümlenmiş modül ve 𝐾 ≪ 𝑇 ise 𝐾 ⊆ 𝐷𝑒𝑠𝑠(𝑇) dir (Kaynar vd., 2020). 

İspat  𝐾 ≪ 𝑇 olduğu için 𝐾 nın ss-tümleyeni sadece 𝑇 dir. Bu durumda 𝐾=𝐾 ∩ 𝑇 ⊂ 𝐷𝑒𝑠𝑠 
(𝑇) yarı basit olup 𝐾 ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑇) dir. Ayrıca 𝐾 ∩ 𝑇 = 𝐾 ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑇) olup Önerme 2.10.9 

dan 𝐾⊆𝐷𝑒𝑠𝑠(𝑇) elde edilir  

 

3.4.5. Sonuç 𝑉 ss-tümlenmiş modül ve 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ≪ 𝑉 ise 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑉)  dir (Kaynar 

vd., 2020). 

İspat 𝑉, ss-tümlenmiş ve 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ≪ 𝑉 ise, 𝑅𝑎𝑑(𝑉) nin ss-tümleyeni 𝑉 olur. Buradan           

𝑉 ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝑉) = 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ≪ 𝑉,  𝑉 = 𝑉 + 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ve 𝑉 ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝑉) = 𝑅𝑎𝑑(𝑉) yarı basit 

olup 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑉) bulunur.  

  

3.4.6. Lemma 𝑈 tümlenmiş modül ve 𝑅𝑎𝑑(𝑈) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑈) olmak üzere 𝑈 ss-tümlenmiş 

modüldür (Kaynar vd., 2020). 

İspat 𝑇 ≤ 𝑈 olsun. Hipotez gereğince 𝑈 nun 𝑈 = 𝑇 + 𝑉 ve 𝑇 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 koşullarını 

sağlayan 𝑉 alt modülü vardır. 𝑇 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉 olduğu için 𝑇 ∩ 𝑉 ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑉) ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝑈) ⊆

𝐷𝑒𝑠(𝑈) kapsaması yardımıyla 𝑇 ∩ 𝑉,  𝑈 nun yarı basit alt modülü olur. Böylece                     

𝑇 ∩ 𝑉 ⊆ 𝐷𝑒𝑠𝑠(𝑉) olup 𝑈 ss-tümlenmiş olur.  

 

3.4.7. Önerme 𝑇 güçlü yerel modül olmak üzere 𝑇, ss-tümlenmiştir (Kaynar vd., 2020). 

 

3.4.8. Önerme 𝑈 oyuk modül olmak üzere 𝑈 nun ss-tümlenmiş olması için 𝑈 nun güçlü 

yerel modül olması gerekli ve yeterlidir (Kaynar vd., 2020). 

İspat  (⟹) 𝑈 ss-tümlenmiş modül ve 𝑢 ∈  𝑅𝑎𝑑(𝑈) için 𝑢𝑆 ≪  𝑈 dur. 𝑈 ss-tümlenmiş 

olmasından dolayı Önerme 3.4.4 den 𝑢𝑆 ⊆ 𝐷𝑒𝑠𝑠(𝑈) dir. Buradan 𝑢 ∈  𝐷𝑒𝑠(𝑈) olup 

𝑅𝑎𝑑(𝑈)  ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑈) bulunur. 𝑈 =  𝑅𝑎𝑑(𝑈) olduğunu varsayalım. Bu takdirde 𝑈 =

𝐷𝑒𝑠(𝑈) olduğu için 𝑈 yarı basittir. Yarı basit modülün radikali sıfır olduğu için  𝑈 =

 𝑅𝑎𝑑(𝑈)  =  0 bulunur. 𝑈 oyuk  olduğundan 𝑈 ≠  𝑅𝑎𝑑(𝑈) olmalıdır. 𝑈 ≠  𝑅𝑎𝑑(𝑈) ve 𝑈 

oyuk olduğu için 𝑈 yereldir.  𝑅𝑎𝑑(𝑈)  ⊆ 𝐷𝑒𝑠(𝑈) olduğu için 𝑈 güçlü yerel modüldür. 

 (⟸) Önerme 3.4.7 den açıktır. 

 

3.4.9. Örnek 𝑞 asal tamsayı olmak üzere 𝑇 = ℤ𝑞𝑘  (1 ≤ 𝑘 ∈ ℤ) yerel ℤ-modülünü alalım. 

𝑘 = 1 durumunda 𝑇 modülü basit ve ss-tümlenmiştir. 

𝑘 = 2 durumunda 𝑇 modülü tümlenmiş fakat basit değildir. Örneğin; 𝑘 = 2 ve 𝑞 = 2 için 

ℤ4 ss-tümlenmiştir. 
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𝑘 ≥ 3 durumunda 𝑇 modülü ss-tümlenmiş olmaz. Örneğin 𝑘 = 3 𝑣𝑒 𝑞 = 2 için ℤ 8 

tümlenmiş ancak ss-tümlenmiş değildir.   

ℤ4 yerel modülü yarı basit olmayıp ss-tümlenmiş olan bir modüldür (Kaynar vd., 2020). 

Örneklerden anlaşılacağı üzere yarı basit modüllerin genellemesi olarak ss-tümlenmiş 

modülleri düşünebiliriz. 

yarı basit modül ⟹ ss-tümlenmiş modül ⟹ tümlenmiş modül 

 

3.4.10. Örnek 𝑞 asal tamsayı olmak üzere ℤ𝑞∞ = ⋃ ℤ𝑞𝑛
∞
𝑛=1  oyuk ℤ-modülü ss-tümlenmiş 

modül değildir (Kaynar vd., 2020). 

 

 

3.4.11. Lemma 𝑇 bir modül , 𝑋 + 𝑈 nun 𝑇 de bir ss-tümleyeni var ve 𝑋 ss-tümlenmiş ise 𝑈 

nun 𝑇 de bir ss-tümleyeni vardır (Kaynar vd., 2020). 

 

3.4.12. Önerme 𝑇 modül ve  𝑋, 𝑉 ≤ 𝑇 için 𝑇 = 𝑋 + 𝑉 olsun. 𝑋 ve 𝑉 ss-tümlenmiş ise  

𝑇 ss-tümlenmiştir (Kaynar vd., 2020). 

İspat 𝑈 ≤  𝑇 olmak üzere 0 modülü 𝑇 =  𝑋 + (𝑉 +  𝑈) nun ss-tümleyenidir. 𝑋 ss-

tümlenmiş olduğu için 𝑉 +  𝑈 nun 𝑇 de bir ss-tümleyeni mevcuttur. 𝑉 ss-tümlenmiş ise 𝑈 

nun 𝑇 de bir ss-tümleyeni bulunur. Bu 𝑇 nin her 𝑈 alt modülü için geçerli olduğu için 𝑇 ss-

tümlenmiştir. 

 

3.4.13. Sonuç 𝑇1, 𝑇2,…, 𝑇𝑛 modülleri 𝑇 modülünün ss-tümlenmiş alt modülleri ise                

𝑇1+ 𝑇2 +…+ 𝑇 sonlu toplamı ss-tümlenmiştir (Kaynar vd., 2020). 

 

3.4.14. Önerme 𝑇 modülünün bütün alt modülleri ss-tümlenmiş ise 𝑇, bol ss-tümlenmiştir 

(Kaynar vd., 2020). 

İspat 𝑇 =  𝑈 +  𝐾 şeklinde 𝑈, 𝐾 ≤  𝑇 alalım. 𝐾, ss-tümlenmiş olduğu için 𝐾 =

 (𝑈 ∩  𝐾) + 𝐾′, 𝑈 ∩  𝐾′ ⊆ 𝐷𝑒𝑠𝑠 (𝐾
′) olacak biçimde 𝐾′ ≤  𝐾 mevcuttur ve 𝑇 =  𝑈 +

 𝐾 = 𝑈 + ((𝑈 ∩  𝐾)  +  𝐾′ )  =  𝑈 +  𝐾′ bulunur. Buradan 𝐾′ , 𝑈 nun 𝑇 de bir ss-

tümleyeni olur ve 𝑈, 𝑇 de bol ss-tümleyene sahiptir. Sonuç olarak 𝑇 bol ss-tümlenmiştir. 

 

3.4.15. Önerme 𝑇 (bol) ss-tümlenmiş modül olmak üzere 𝑇 nin tüm bölüm modülleri de 

(bol) ss-tümlenmiştir (Kaynar vd., 2020). 
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3.4.16. Lemma Bol ss-tümlenmiş 𝑇 modülünün, ss-tümleyen alt modülü 𝐾 olmak üzere 𝐾 

bol ss-tümlenmiş modüldür (Kaynar vd., 2020). 

 

3.4.17. Sonuç 𝑈 modülü için aşağıdaki şartlar denktir:  

(i) 𝑈 bol ss-tümlenmiştir, 

(ii) 𝑈 nun alt modülleri de ss-tümlenmiştir,  

(iii) 𝑈 nun alt modülleri de bol ss-tümlenmiştir (Kaynar vd., 2020). 

 

3.5. Yerel Artin Tümlenmiş Modüller 

 

3.5.1. Tanım 𝑇 yerel 𝑆-modül ve 𝑅𝑎𝑑(𝑇) 𝑇 nin yerel artin alt modülü olmak üzere 𝑇 ye 

RLA yerel modül adı verilir. 𝑆 halkası RLA-yerel modülse 𝑆 ye RLA-yerel halka adı verilir 

(Şahin ve Nişancı Türkmen, 2021). 

ℤ8 RLA yerel ℤ-modüldür. Ayrıca 𝑇 modülü hem yerel modül hem de artin modül ise bu 

takdirde 𝑇, RLA-yerel modüldür. 

 

3.5.2. Önerme 𝑇 bir RLA-yerel modül olmak üzere 𝑇 nin her bölüm modülü de RLA-yerel 

modül olur (Şahin ve Nişancı Türkmen, 2021). 

İspat 𝑇 RLA-yerel modül ve 𝐾 ≤  𝑇 olsun. 𝑇 yerel olduğu için 𝑇/𝐾 yereldir ve 𝑇 nin tek 

maksimal alt modülü 𝑅𝑎𝑑(𝑇) dir.  Burada (Wisbauer, 31.2 (1) (ii)) den 𝑅𝑎𝑑(𝑇/𝐾) = 

𝑅𝑎𝑑(𝑇)/𝐾 yerel artin modül olur. Sonuç olarak 𝑇/𝐾, RLA-yerel modüldür. 

 

3.5.3. Tanım 𝑇 bir modül ve 𝑈 ≤  𝑇 olmak üzere  𝑈 ∩  𝐿 ≪  𝐿, 𝑇 =  𝑈 +  𝐿 ve 𝑈 ∩  𝐿,

𝑇 nin yerel artin alt modülü oluyorsa 𝐿 ye 𝑈 nun yerel artin tümleyeni adı verilir. 𝑇 nin alt 

modüllerinin 𝑇 de yerel artin tümleyeni mevcutsa 𝑇 ye yerel artin tümlenmiş modül adı 

verilir. 𝑇 nin 𝑇 =  𝑈 +  𝐿 şeklindeki her  𝑈 ≤  𝑇 modülü 𝐿 tarafından kapsanan yerel artin 

tümleyene sahip oluyorsa 𝑇 modülüne bol yerel artin tümlenmiş adı verilir (Şahin ve 

Nişancı Türkmen, 2021). 
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Örneğin Yarı basit modüller yerel artindir. ℤ4 yerel artin modüldür. 𝑞 asal tamsayı olmak 

üzere ℤ𝑞∞ ℤ-modülü artindir bu yüzden yerel artin tümlenmiştir. 

 

Örneklerden yola çıkarak aşağıdaki diyagramı elde ederiz. 

ss- tümlenmiş 
         
⇒    yerel artin tümlenmiş 

         
⇒   tümlenmiş 

 

3.5.4. Lemma 𝑁 tümlenmiş modül ve 𝑅𝑎𝑑(𝑁), 𝑁 modülünün yerel artin alt modülü olmak 

üzere 𝑁 yerel artin tümlenmiş modül olur (Şahin ve Nişancı Türkmen, 2021). 

İspat 𝑁 tümlenmiş modül ve  𝑉 ≤  𝑁 için 𝑁 =  𝑉 +  𝑇 ve  𝑉 ∩  𝑇 ≪  𝑇 olacak şekilde 

∃ 𝑇 ≤ 𝑁 vardır. Dolayısıyla 𝑉 ∩  𝑇 ≪  𝑁 dir. 𝑉 ∩  𝑇 ⊆  𝑅𝑎𝑑(𝑁) ve 𝑅𝑎𝑑(𝑁), yerel artin 

alt modül olduğu için Sonuç 2.11.5 (i) gereği 𝑉 ∩  𝑇 yerel artin alt modül olur ve buradan 

𝑁 yerel artin tümlenmiş modüldür. 

 

3.5.5. Teorem 𝑇  modül ve 𝑅𝑎𝑑(𝑇)  ≪  𝑇 olmak üzere aşağıdakiler birbirine denktir; 

(i) 𝑇 yerel artin tümlenmiş modüldür, 

(ii) 𝑅𝑎𝑑(𝑇) nin 𝑇 de yerel artin tümleyeni mevcuttur ve 𝑇 tümlenmiştir, 

(iii) 𝑅𝑎𝑑(𝑇) yerel artindir ve 𝑇 tümlenmiştir (Şahin ve Nişancı Türkmen, 2021). 

İspat (i)⟹(ii) 𝑇 yerel artin tümlenmiş olduğu için 𝑇 tümlenmiş modüldür ve 𝑅𝑎𝑑(𝑇), 𝑇 

de yerel artin tümleyene sahiptir. 

(ii)⟹(iii) 𝑅𝑎𝑑(𝑇)  ≪  𝑇 olduğu için 𝑅𝑎𝑑(𝑇) nin 𝑇 de ki yerel artin tümleyeni 𝑇 olur. 

Böylelikle 𝑅𝑎𝑑(𝑇) =  𝑅𝑎𝑑(𝑇) ∩  𝑇 ≪  𝑇,   𝑅𝑎𝑑(𝑇) +  𝑇 = 𝑇 ve 𝑅𝑎𝑑(𝑇) yerel artin 

modül olur. 

(iii) ⟹ (i) Lemma 3.5.4 den açıktır.  

3.5.6. Lemma 𝑁 bir modül, 𝑉 ≤  𝑁 ve 𝑈 modülü 𝑁 nin yerel artin tümlenmiş alt modülü 

olmak üzere 𝑈 +  𝑉, 𝑁 de yerel artin tümleyene sahipse 𝑉, 𝑁 de yerel artin tümleyene 

sahip olur (Şahin ve Nişancı Türkmen, 2021). 
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3.5.7. Önerme 𝑇 =  𝑋 +  𝑌 şeklindeki 𝑇 modülünün 𝑋 ve 𝑌 alt modülleri için 𝑋 ve 𝑌 

yerel artin tümlenmiş modül ise 𝑇 de yerel artin tümlenmiş modül olur (Şahin ve Nişancı 

Türkmen, 2021). 

İspat 𝑁 ≤  𝑇 olmak üzere 𝑇 =  𝑋 +  𝑌 +  𝑁 dir. 𝑋 +  𝑌 +  𝑁 ise  𝑇 de 0 (sıfır) aşikâr 

yerel artin tümleyenine sahip olur. Burada 𝑋 yerel artin tümlenmiş olduğu için Lemma 

3.5.7 gereği  𝑌 +  𝑁, 𝑇 de yerel artin tümleyene sahiptir. Tekrar Lemma 3.5.7 

uygulandığında 𝑌 yerel artin tümlenmiş olduğu için 𝑁, 𝑇 de bir yerel artin tümleyene sahip 

olur. Buradan 𝑇 yerel artin tümlenmiş olur. 

 

3.5.8. Sonuç 𝑇 yerel artin tümlenmiş modül olmak üzere 𝑇 nin sonlu toplamı da yerel artin 

tümlenmiş modüldür (Şahin ve Nişancı Türkmen, 2021). 

 

3.5.9. Önerme (Bol) yerel artin tümlenmiş modüllerin bölüm modülleri de (bol) yerel artin 

tümlenmiş modüldür (Şahin ve Nişancı Türkmen, 2021). 

 

3.5.10. Önerme Tüm alt modülleri yerel artin tümlenmiş olan modüller bol yerel artin 

tümlenmiştir (Şahin ve Nişancı Türkmen, 2021). 

İspat 𝐾,𝑁 ≤ 𝑇 ve 𝑇 = 𝐾 + 𝑁 olsun. 𝑁 yerel artin tümlenmiş olduğu için  𝑁 = (𝐾 ∩ 𝑁) +

𝑁′, 𝐾 ∩ 𝑁′ ≪ 𝑁′ ve 𝐾 ∩ 𝑁′ yerel artin alt modülü mevcut olacak şekilde 𝑁′ ≤ 𝑁 vardır.                               

𝑁 = (𝐾 ∩ 𝑁) + 𝑁′ olduğu için 𝑇 = 𝐾 + 𝑁 = 𝐾 + ((𝐾 ∩ 𝑁) + 𝑁′) = 𝐾 + 𝑁′ bulunur. 

Buradan 𝑁′, 𝐾 nın 𝑁 de kapsanan yerel artin tümleyeni olur. Sonuç olarak 𝑇 bol yerel artin 

tümlenmiş olur. 

 

3.5.11. Lemma 𝑇 bol yerel artin tümlenmiş modül, 𝑉 de yerel artin tümleyen alt modül 

olmak üzere 𝑉 bol yerel artin tümlenmiş modüldür (Şahin ve Nişancı Türkmen, 2021). 

 

3.5.12. Önerme 𝜋-projektif yerel artin tümlenmiş modüller bol yerel artin tümlenmiştir 

(Şahin ve Nişancı Türkmen, 2021). 
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3.5.13. Önerme 𝑇 modülü bol yerel artin tümlenmiş ise 𝑇 nin 𝑋 = 𝐾 + 𝐿 formundaki her 𝑋 

alt modülü için  𝐾 yerel artin tümlenmiş ve yerel artin olan 𝐿 ≪ 𝑇 alt modülü olacak 

şekilde mevcuttur (Şahin ve Nişancı Türkmen, 2021). 

İspat 𝑋 ≤  𝑇 olsun. 𝑇 yerel artin tümlenmiş olduğu için 𝑋, 𝑉 yerel artin tümleyene sahip 

olur. 𝑇 bol yerel artin tümlenmiş olduğu için T de 𝑉 nin yerel artin tümleyeni şeklinde         

𝐾 ≤  𝑋 modülü mevcuttur. 𝑋 ∩  𝑉 =  𝐿 olmak üzere 𝑉,  𝑋 nin yerel artin tümleyeni 

olduğu için  𝐿 yerel artin modül olur. Modüler kurala göre 𝑋 =  𝑋 ∩  𝑇 =  𝑋 ∩

(𝐾 +  𝑉) =    𝐾 +  (𝑋 ∩  𝑉)  =  𝐾 + 𝐿 dir. Lemma 3.5.11 gereği 𝐾 yerel artin 

tümlenmiştir. 𝐿 ≪  𝑉 olduğu için 𝐿 ≪  𝑇 olur. 
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4.BULGULAR VE TARTIŞMA 

 

4.1. Zayıf -⊕- Yerel Artin Tümlenmiş Modüller 

 

4.1.1 Tanım (i) 𝐿 modül ve 𝑈, 𝐿 nin herhangi bir yerel artin alt modülü olsun. Eğer  𝑈 ∩

𝑇 ≪ 𝑇  ve 𝐿 = 𝑈 + 𝑇 biçiminde 𝐿 nin bir 𝑇 direkt toplam terimi mevcutsa 𝐿 modülüne 

zayıf -⊕- yerel artin tümlenmiş modül veya kısaca ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modül adı verilir. 

(ii) 𝐿 modül ve 𝑈, 𝐿 nin herhangi bir yerel artin alt modülü olsun. Eğer                                                 

𝑈/𝑇 ≪ 𝐿/𝑇 olacak biçimde 𝐿 nin 𝑇 ⊆ 𝑈 direkt toplam terimi mevcutsa 𝐿 modülüne zayıf 

yerel artin yükseltilebilir modül veya kısaca (𝐷1𝑊𝐿𝐴)- modül denir. 

(iii) 𝐿 modül ve 𝑈, 𝐿 nin herhangi bir alt modülü olmak üzere  𝑈/𝑇 ≪ 𝐿/𝑇 ve 𝑈/𝑇 yerel 

artin olacak biçimde 𝑇 ⊆ 𝑈 direkt toplam terimi mevcutsa 𝐿 modülüne yerel artin 

yükseltilebilir modül veya kısaca (𝐷1𝐿𝐴)- modül denir. 

(iv) 𝐿 modül ve 𝐿 nin sonlu üretilmiş her 𝑈 alt modülü için 𝑈/𝑇 ≪ 𝐿/𝑇 ve 𝑈/𝑇 yerel artin 

olacak biçimde 𝑇 ⊆ 𝑈 direkt toplam terimi mevcutsa 𝐿 modülüne sonlu üretilmiş yerel 

artin yükseltilebilir modül veya kısaca sonlu üretilmiş (𝐷1𝐿𝐴)- modül denir. 

Tanım (ii) gereğince 𝐿 nin (𝐷1𝑊𝐿𝐴)-modül olabilmesi için 𝑈 ≤ 𝐿 için 𝐿 = 𝑈⊕ 𝑇 ve                        

𝑈 ∩ 𝑇 ≪ 𝑇 ve 𝑈 ∩ 𝑇 yerel artin olacak biçiminde 𝑇 ⊆ 𝐿 alt modülünün bulunması gerek 

ve yeterlidir. 

 

4.1.2. Lemma 𝐿,  (𝐷1𝑊𝐿𝐴)-modül olmak üzere 𝐿, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüldür. 

İspat 𝐿,  (𝐷1𝑊𝐿𝐴)-modül olsun. (Clark vd., 2006) da yer alan 22.1 (a)⇒(d) geçişine benzer 

yolla 𝐿 (D1WLA)- modül iken, 𝐿 deki her yerel artin 𝑈 alt modülü için 𝑈, 𝐿  modülünde 

direkt toplam terimi biçiminde bir yerel artin tümleyenine sahip olduğu gösterilebilir. 

Dolayısıyla  𝐿, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüldür. 

 

4.1.3. Teorem  𝑀, (𝐷1𝐿𝐴)-modül olmak üzere 𝑀,  ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiştir. 
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İspat 𝑀, (𝐷1𝐿𝐴)-modül ise (𝐷1𝑊𝐿𝐴)-modül olduğu açıktır. O halde Lemma 4.1.2. den 

⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüldür. 

 

4.1.4 Teorem Her alt modülü 𝑀 de direkt toplam terimine yükseltilebilir olan bol yerel 

artin tümlenmiş 𝑀 modülü ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiştir. 

İspat 𝑀 bol yerel artin tümlenmiş modül olduğu için 𝑀 = 𝑋 + 𝐾 ve 𝑇 ⊆ 𝐾 olacak biçimde 

𝑋  in 𝑇 yerel artin tümleyeni mevcuttur. Hipotez gereğince 𝑀 nin her 𝑋 yerel artin alt 

modülü için 𝐾’ ⊆ 𝑋 ve 𝑋/𝐾’ ≪ 𝑀/𝐾’ olacak biçimde 𝑀 nin 𝐾’ direkt toplam terimi 

mevcuttur. Böylece 𝑀 (𝐷1𝐿𝐴)-modül olduğu için Teorem 4.1.3. den 𝑀 modülü ⊕𝑊𝐿𝐴- 

tümlenmiştir. 

 

4.1.5. Lemma 𝑀 bir Noether modül olsun. 𝑀 sonlu üretilmiş (𝐷1𝐿𝐴)-modül ise 𝑀 (𝐷1𝐿𝐴)-

modüldür. 

İspat Noether modül tanımından görülür. 

 

4.1.6. Teorem 𝑀 Noether ve sonlu üretilmiş (𝐷1𝐿𝐴)-modül ise 𝑀 modülü ⊕𝑊𝐿𝐴-

tümlenmiş modüldür. 

İspat 𝑀 Noether olduğundan 𝑀 nin alt modülleri sonlu üretilmiştir. Hipotez gereğince 𝑀 

sonlu üretilmiş (𝐷1𝐿𝐴)-modül olduğundan Lemma 4.1.5. den  𝑀, (𝐷1𝐿𝐴)-modüldür. 

Teorem 4.1.3. den 𝑀, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüldür. 

 

4.1.7. Teorem 𝐾1, 𝐾2, … , 𝐾𝑚 modülleri 𝐾 modülünün  𝐾 = 𝐾1 ⊕ 𝐾2 ⊕…⊕𝐾𝑚 koşulunu 

sağlayan ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş alt modülleri olmak üzere 𝐾, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiştir. 

İspat 𝑚 bir pozitif tam sayı ve 𝐾𝑗 (𝑗: 1,2, … ,𝑚) alt modülleri ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş olsun. 

İspatı 𝑚 üzerine tümevarım uygulayarak yapalım. 𝑚 = 2 olsun. Bu durumda 𝐾 = 𝐾1 ⊕

 𝐾2 dir. Burada 𝜋𝑗 = 𝐾 → 𝐾𝑗   𝑗. projeksiyonunu (𝑗: 1,2) alalım. 𝑇 modülü 𝐾 nın keyfi bir 

yerel artin alt modülü olsun. Teorem 2.11.2 (i) gereğince (𝑇 + 𝐾1) ∩ 𝐾2 = 𝜋2(𝑇) yerel 

artin alt modüldür. 0 (sıfır) alt modülü, (𝑇 + 𝐾1) + 𝐾2 nin 𝐾 da bir direkt toplam terimi 

biçiminde tümleyeni olur. Lemma 3.5.6 dan  𝑇 + 𝐾1, 𝐾da 𝐻 yerel artin tümleyenine 

sahiptir. Tekrar Teorem 2.11.2. (i) kullanılarak (𝑇 + 𝐻)  ∩ 𝐾1 ∩ (𝑇 + 𝐾2)  ∩ 𝐾1 =
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 𝜋1(𝑇)  yerel artin alt modül olduğu görülür. Hipotez gereğince (𝑇 + 𝐻)  ∩ 𝐾1 in 𝐾1 de 

direkt toplam terimi olacak biçimde bir 𝑈 tümleyeni olduğu açıktır. Tekrar Lemma 3.5.6 

çalıştırılırsa 𝐻 ⊕ 𝑈 nun 𝐾 da direkt toplam terimi biçiminde tümleyeni olduğu görülür. 

Dolayısıyla  𝐾, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiştir. 

 

4.1.8 Tanım 𝑀 modülünün her 𝑁 alt modülü ve 𝑀 = 𝑀1 ⊕𝑀2 parçalanışı için 𝐾1 ⊕𝐾2, 

𝑀 de 𝑁 nin yerel artin tümleyeni olacak şekilde  𝐾1 ≤ 𝑀1 ve 𝐾2 ≤ 𝑀2 alt modülleri varsa  

𝑀 ye genelleştirilmiş yerel artin yükseltilebilir modül veya kısaca (𝐷1𝐺𝐿𝐴)-modül denir. 

 

4.1.9. Teorem 𝑀, (𝐷1𝐺𝐿𝐴)-modül ise 𝑀, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüldür. 

İspat 𝑁, 𝑀 nin yerel artin alt modülü olsun. Hipotez gereğince 𝑁 + (𝑇1  ⊕ 𝑇2) = 𝑀 =

𝑀1 ⊕ 𝑀2 ve 𝑁 ∩ (𝑇1 ⊕ 𝑇2) ≪ 𝑇1 ⊕ 𝑇2 olacak şekilde 𝑀 nin 𝑇1 ⊕𝑇2 direkt toplam 

terimi vardır. 𝑁 ∩ (𝑇1⊕ 𝑇2) ≪ 𝑇1 ⊕𝑇2 bulunur. (Wisbauer, 1991, 19.3 (v)) gereğince                 

𝑁 ∩ (𝑇1 ⊕ 𝑇2) ≪ 𝑀, 𝑁 ∩ (𝑇1⊕ 𝑇2) yerel artin ve 𝑇1 ⊕𝑇2, 𝑀 nin direkt toplam terimi 

olduğu için 𝑁 ∩ (𝑇1⊕ 𝑇2) ≪ 𝑇1 ⊕ 𝑇2 dir. Buradan 𝑀 nin ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modül 

olduğu görülür. 

 

4.1.10. Teorem Yerel artin tümlenmiş modül olan 𝑀 nin her yerel artin tümleyen alt 

modülü 𝑀 nin bir direkt toplam terimine yükseltilebiliyorsa 𝑀, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş 

modüldür. 

İspat 𝑀 nin yerel artin alt modülü 𝑈 olsun. Kabul edelim ki 𝑉, 𝑈 nun 𝑀 de yerel artin 

tümleyeni olsun. 𝑀 nin her yerel artin tümleyen alt modülü 𝑀 de bir direkt toplam terimine 

yükseltilebilir olduğu için  𝑉 ∩𝑀2 ≪ 𝑀2 , 𝑀1 ≤ 𝑉 ve 𝑀 = 𝑀1 ⊕𝑀2 olan 𝑀 nin  𝑀1 ve 

𝑀2 alt modülleri vardır. Böylece 𝑉 = 𝑉 ∩𝑀 = 𝑉 ∩ (𝑀1 ⊕𝑀2) eşitliğinin Modüler kural 

uygulanarak 𝑉 = 𝑀1 ⊕ (V ∩ 𝑀2) olduğu görülür. Burada V ∩𝑀2 ≪ 𝑀 olduğu için 𝑀 =

𝑈 + 𝑉 = 𝑈 + (𝑉 ∩ 𝑀2) + 𝑀1 = 𝑈 +𝑀1 eşitliği bulunur. 𝑉, 𝑈 nun 𝑀 de yerel artin 

tümleyeni olduğundan aynı zamanda bir tümleyenidir. Böylece 𝑉 = 𝑀1 bulunur. Bu 

yüzden 𝑀 = 𝑉 +𝑀2 eşitliği sağlanır. 𝑉, 𝑀 nin bir direkt toplam terimi biçimindedir. 

Dolayısıyla 𝑀, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüldür. 
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4.1.11. Örnek 𝑇 burulma bir ℤ-modül ve 𝑇 nin bir yarı basit alt modülü 𝑁 ise, 𝑁 = 𝐷𝑒𝑠(𝑇) 

dir. 𝐷𝑒𝑠(𝑇) yarı basit ve 𝑁 ≪ 𝑇 olduğundan 𝑁 = 𝐷𝑒𝑠(𝑇) ≪ 𝑇 dir. (Abed M.M. ve 

Ahmad A.G., 2014, Örnek 2.12) gereğince 𝑇 nin her yarı basit alt modülünün 𝑇 de bir 

direkt toplam terimi biçiminde tümleyene sahip olduğu açıktır. Dolayısıyla 𝑇 w-⊕-

tümlenmiş modüldür. Böylece 𝑁 + 𝑇 = 𝑇  ve 𝑁 ∩ 𝑇 ≪ 𝑇 şeklinde 𝑇 için bir direkt toplam 

terimi vardır. (Wisbauer, 31.15 (6)) gereğince 𝑇 nin yerel artin modül olduğu açıktır. 

Ayrıca (Wisbauer, 1991, 31.2.(1)(i)) den 𝑁 ve 𝑁 ∩  𝑇 , 𝑇 nin yerel artin alt modülleridir. 

Sonuç olarak 𝑇,  ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüldür. 

 

4.1.12. Örnek  𝑆 yerel ve artin halka olsun. 𝑄 = 𝑆
𝑅𝑎𝑑(𝑆)⁄ halkasını, 𝑅𝑎𝑑(𝑆)2 = 0,  𝑄 =

𝑆 = 𝑅𝑎𝑑(𝑆) değişmeli ve 𝑏𝑜𝑦(𝑄
 𝑅𝑎𝑑(𝑆)) = 2 , 𝑏𝑜𝑦(𝑅𝑎𝑑(𝑆)𝑄)=1 olacak şekilde alalım.               

𝐷 = {𝑢𝑠 − 𝑣𝑠 ∶ 𝑠𝜖 𝑆} olacak biçimde 𝑈 = [(𝑆 ⊕ 𝑆)/𝐷]𝑆 parçalanamaz injektif                       

𝑆-modüldür. (Orhan and Tütüncü, 2006. Örnek 2.1 ) gereğince 𝑈,  w-⊕-tümlenmiştir. 

Dolayısıyla 𝑈, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüldür. 

 

 4.1.13. Lemma  𝑀,  (𝐷3) koşulunu sağlayan ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modül olmak üzere 𝑀 nin 

direkt toplam terimleri de ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiştir. 

İspat 𝑀 nin direkt toplam terimi 𝑇 ve  𝑇 de yerel artin alt modül 𝑈 olmak üzere hipotez 

gereği 𝑀 = 𝑈 + 𝐿, 𝑈 ∩ 𝐿 ≪ 𝐿 şeklinde 𝑀 nin bir 𝐿 direkt toplam terimi mevcuttur. 

Modüler kurala göre 𝑇 = 𝑈 + (𝑇 ∩ 𝐿) =  𝑇 ∩ (𝑈 + 𝐿) dir. Burada 𝑀 = 𝑇 + 𝐿 dir.                

𝑀, (𝐷3) koşulunu sağladığından 𝑇 ∩ 𝐿 de 𝑇 nin bir direkt toplam terimi olur. 𝑈 ∩ (𝑇 ∩

𝐿) = 𝑈 ∩ 𝐿 ≪ 𝑇 ∩ 𝐿 olduğundan 𝑇, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüldür. 

 

4.1.14. Sonuç 𝑀, (𝐷3) koşulunu sağlayan ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modül olsun. Bu takdirde 𝑀1 

yerel artin alt modülü için 𝑀 = 𝑀1 ⊕𝑀2 parçalanışında 𝐷𝑒𝑠 (𝑀2)  ≪ 𝑀2 olacak şekilde 

⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş olan 𝑀2 alt modülü mevcuttur. 

İspat 𝑀, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modül olsun. 𝐷𝑒𝑠 (𝑀), 𝑀 nin yarı basit alt modülü olduğundan 

yerel artin alt modülüdür. 𝑀 = 𝑀1 ⊕𝑀2 parçalanışında 𝐷𝑒𝑠 (𝑀) ⋬ 𝑀2 = 𝑀 ve 

𝐷𝑒𝑠 (𝑀2) = 𝐷𝑒𝑠 (𝑀) ∩ 𝑀2 şeklindedir. Lemma 4.1.13 gereğince 𝑀1 ve 𝑀2 ⊕𝑊𝐿𝐴-

tümlenmiş modüldür. 𝐷𝑒𝑠 (𝑀) = 𝐷𝑒𝑠 (𝑀1) + 𝐷𝑒𝑠 (𝑀2) ve 𝐷𝑒𝑠 (𝑀) + 𝑀2 = 𝐷𝑒𝑠 (𝑀1) ⊕
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𝐷𝑒𝑠 (𝑀2) + 𝑀2 = 𝑀 dir. Buradan 𝐷𝑒𝑠 (𝑀1) + 𝑀2 = 𝑀 = 𝑀1 ⊕𝑀2 olup 𝑀1, yarı basit 

bulunur. Burada 𝑀1 in yerel artin alt modül olduğu açıktır. 

 

4.1.15. Önerme 𝑇, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modül ve 𝑇/𝑀 projektif olsun. Bu takdirde 𝑀,  

⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüldür. 

İspat  𝑀 nin yerel artin alt modülü 𝐿 ise hipotez gereğince 𝐿 ∩ 𝑉 ≪ 𝑉, 𝐿 ∩ 𝑉 yerel artin ve                        

𝑇 = 𝐿 + 𝑉 biçiminde 𝑇 nin 𝑉 direkt toplam terimi mevcuttur. 𝑀 = 𝐿 + (𝑀 ∩ 𝑉) ve              

𝐿 ∩ (𝑀 ∩ 𝑉) = 𝐿 ∩ 𝑉 ⊆ 𝐷𝑒𝑠𝑠(𝑉) dir. 𝑉/(𝑀 ∩ 𝑉) projektif olduğundan 𝑀 ∩ 𝑉, 𝑇 nin 

direkt toplam terimidir. Bu yüzden 𝑀 ∩ 𝑉 aynı zamanda 𝑀 nin de bir direkt toplam terimi 

olur. Dolayısıyla 𝑀 ∩ 𝑉 ⊆ 𝐷𝑒𝑠𝑠(𝑉) olup 𝑀, ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüldür. 

 

4.1.16. Teorem 𝑀 kendi kendine projektif modülü için aşağıdakiler denktir; 

(i) 𝑀  ⊕𝑊𝐿𝐴- tümlenmiştir, 

(ii)𝑀 nin  𝑀 = 𝑀1 ⊕𝑀2 parçalanışındaki 𝑀1 yarı basit ve 𝑀2  ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modül 

olacak şekilde alt modülleri mevcuttur. 

(iii) 𝑀  (𝐷1𝑊𝐿𝐴)-modüldür. 

 

İspat  (i)
 
⇒(ii) Sonuç 4.1.14 gereği ve (Mohamed ve Müller, 1990) gereğince açıktır. 

(ii) 
 
⇒(i) Teorem 4.1.7 gereği açıktır. 

(iii) 
 
⇒(i) Tanım 4.1.1 gereği açıktır. 

(i) 
 
⇒ (iii) Kabul edelim ki 𝑀 kendi kendine projektif ve ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modül olsun. 𝑀 

nin keyfi bir 𝑁 yerel artin alt modülüne karşılık 𝑀 = 𝑇⊕𝑇′ = 𝑇 + 𝑁 ve 𝑇 ∩ 𝑁 ≪ 𝑇 

olacak biçimde 𝑀 nin 𝑇 ve 𝑇′ alt modülü mevcuttur. 𝜑:𝑀 → 𝑀/𝑁 doğal epimorfizmasını 

ve her 𝑡 ∊ 𝑇 için 𝛽(𝑡) = 𝑡 + 𝑁 ile tanımlı   𝛽: 𝑇 → 𝑀/𝑁 epimorfizmasını gözönüne 

alalım. Ç𝑒𝑘(𝛽) nın 𝑁 ∩ 𝑇 olduğu açıktır. 𝑀,𝑇-projektif olduğundan 𝛽𝑜ℎ = 𝜑 olacak 

biçimde bir ℎ:𝑀 → 𝑇 homomorfizma mevcuttur. Bu homomorfizma epimorfizmadır. 

𝑇,𝑀-projektif olduğundan ℎ parçalanabilirdir. Bu nedenle 𝑀 = Ç𝑒𝑘(ℎ) ⊕ 𝐺ö𝑟(𝑔) olacak 

biçimde 𝑔: 𝑇 → 𝑀 homomorfizması mevcuttur. Burada Ç𝑒𝑘(ℎ) ın 𝑁 nin alt modülü 
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olduğu açıktır. 𝑔(𝑁 ∩ 𝑇) = 𝑁 ∩ 𝐺ö𝑟(𝑔), 𝑁 ∩ 𝑇 ≪ 𝑇, 𝑁 ∩ 𝐺ö𝑟(𝑔) ≪  𝐺ö𝑟(𝑔) dir. Bu 

yüzden 𝑀, (𝐷1𝑊𝐿𝐴)-modüldür. 
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5.SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Literatürde zayıf -⊕-tümlenmiş modüller kavramında geçen yarı basit alt modüller yerel 

artin alt modüllere genelleştirilerek çalıştığımız ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüller ve bu modül 

sınıfının birtakım özelleştirmelerine yer verilerek bu cebirsel yapılar arasındaki geçiş 

teoremleri ve temel cebirsel özellikleri elde edildi. Bu tez konusu yardımıyla Dedekind 

bölgelerinin ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş modüller yardımıyla karakterizasyonu yapılabilir ve daha 

özelde modülleri ⊕𝑊𝐿𝐴-tümlenmiş olan halkalar belirlenebilir. 
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