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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi1 simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek iizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

S birimli halka

1 birimli S halkasinin birimi

Z tamsayilar halkasi

P asal sayilar kiimesi

Q tamsayilar halkasinin kesirler cismi

N dogal sayilar kiimesi

)] bos kiime

c alt kiime

& alt kiime degil

c Oz alt kiime

< alt modiil

< 0z alt modiil

mS =<m > m elemani tarafindan tretilen devirli alt modiil

End(M) M modiiliiniin endomorfizmalarinin kiimesi

Gor(f) f homomorfizmasinin goriintii kiimesi

Cek(f) f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

K=N K ile N modiilleri izomorftur.

i igerme monomorfizmasi

s dogal homomorfizma

fin M modiiliinden herhangi bir modiile taniml1 f
homomorfizmasinin N < M alt modiiliine kisitlanisi

Ik K modiiliiniin birim homomorfizmasi

K/N K modiiliiniin N alt modiiliine gére boliim modiilii

(X) X kiimesi tarafindan tiretilen modiil



Des(K)
Des,(K)

K

1A

Rad(K)
P(K)

@iel Ni
Hie] Ni
Ziel Ni

K modiiliiniin tiim basit alt modiillerinin toplami1

K modiiliiniin tiim kiigiik ve basit alt modiillerinin toplami1
kiigiik alt modiil

biiyiik alt modiil

K modiiliiniin radikali

K modilinin tim radikal alt modiillerinin
(U = Rad(U),U < K) toplam1

N; alt modiillerinin direkt toplami1
N; alt modiillerinin direkt ¢arpimi

N; alt modiillerinin toplami1



1. GIRIS

1970’lerde Helmut Zoschinger tiimlenmis modiil ve tiimleyen alt modiil kavramlari
tizerine ¢alisma yapmustir. 1979 da Varadarajan bir makalesinde tiimleyen alt modiillerle
calismistir. 2006 yilinda Nil Orhan Ertas zayif-@-tiimlenmis modil (w-@-timlenmis
modiil) tzerine ¢alisma yapmistir. Engin Kaynar, Ergiil Tirkmen ve Hamza Calisici’nin
2020 de yaymladiklari ‘ss-Supplemented Modules’ isimli makalelerinde ss-tiimlenmis
modiiller lizerine ¢alisarak temel 6zelliklerine deginmislerdir. 2021 yilinda Yavuz Sahin ve
Burcu Nisanci Tiirkmen Yerel Artin Tiimlenmis Modiiller iizerine ¢calisma yapmislardir. T
bir modiil ve X <T olmak ilizere Y < T modilli T = Y + X sartin1 saglayan bir
minimal alt modiilse, Y modiiline X in tiimleyeni ve X e de T de Y tiimleyenine sahip
denir. Buna denk olarak; K nin T de N nin tiimleyeni olabilmesiicin T = N + K, N N
K « K olmasi gerek ve yeterlidir. Eger T nin alt modiillerinin T de bir tiimleyeni
mevcutsa, T ye tiimlenmis modiil ad1 verilir. A < T icin N < Ave A/N <« T/N olacak
bi¢imde T modiiliiniin bir N direkt toplam terimi mevcutsa T ye yiikseltilebilir modiil adi
verilir (Clark vd., 2006). T modiil ve T nin her yar1 basit alt modiili N ise T =N +
V ve NNV KV seklinde T nin bir V direkt toplam alt modiilii varsa T ye zayif-@-
tiimlenmis modiil (w-@-timlenmis modiil) denir (Orhan Ertag N., 2006). T nin tiim kii¢iik
ve basit alt modiillerinin toplami1 Desg(T) = Y {N « T|N, T nin basit alt modiilii}olarak
tanimlanir. T yerel modiil ve Rad(T), T nin yerel artin alt modiilii oluyorsa T ye RLA
yerel modiil ad1 verilir. T modiili i¢in Dess(T) = Rad(T) N Des(T) dir. T modiil ve X ile
Y, T nin alt modiilleriise T = X + Y ve X N Y < Desy(Y) oluyorsa Y ye X in ss-
tiimleyeni adi verilir (Kaynar vd., 2020). T bir modiil ve X < T olsun. T = X + Y, X N
Y K YveX NnY,T nin yerel artin modiilii olmak iizere Y ye X in yerel artin tlimleyeni
ad1 verilir. T nin alt modiilleri T de yerel artin tiimleyene sahip oluyorsa T ye yerel artin
timlenmis modil adi verilir. T modilinin T = X + Y olan her X < T iginY de
kapsanacak sekilde yerel artin tiimleyene sahip oluyorsa T ye bol yerel artin timlenmis

modiil ad1 verilir (Sahin ve Nisanci Tirkmen, 2021).

Bu sonuglardan hareketle bu tez ¢alismasinda (zayif) yerel artin yiikseltilebilir modiiller,
sonlu iretilmis zayif yerel artin yiikseltilebilir modiiller, zayif-@-yerel artin tiimlenmis
modiiller ve genellestirilmis yerel artin yiikseltilebilir modiiller tanimland1 ve bu modiil

smiflarinin saglamis olduklari cebirsel dzellikler incelendi.



2. GENEL BILGILER

Bu boéliimde iizerinde ¢alisacagimiz konuyla ilgili tanim ve teoremler verilecektir.
2.1. Halkalar

2.1.1. Tanim (S, +,") cebirsel Gglisii her k,t,m € S elemanlar1 i¢in asagidaki kosullari
sagliyorsa bu yapiya halka denir.

(1) (S, +) degismeli gruptur,

(i) (k-t)-m = k- (t-m)olup - islemi birlesmelidir,

@) k-t+m)=k-t+ k-mve (k +tym = k-m + t-m olup - isleminin +

tizerine dagilma 6zelligi vardir (Hungerford, 1973).
Kisalik anlaminda k,t € S elemanlari igin k - t yerine kt kullanilacaktir.

2.1.2. Tanim S bir halka ve her m,n € § i¢in mn = nm oluyorsa S ye degismeli halka,
1¢ € Solmak iizere her m € S i¢cin 1gm = mlg = m ise Sye birimli halka ,

15 elemanina S halkasinin birim elemani ad1 verilir (Hungerford, 1973).

Degismeli halkalara 6rnek olarak Z, Q, R halkalar1 verilebilir. n > 1 olmak sartiyla,
katsayilar1 tamsayilar olan n X n tipindeki matrislerin halkas1 olan M, (Z) halkasi

degismeli olmayan halkadir (Hungerford, 1973).
Calismamizda kullanilan tiim S halkalar1 birimli halka olarak ¢alisilacaktir.

2.1.3. Tanim S halkave 0 # m € Siginnm =0 (mn = 0) seklindeSnin 0 #n € S
mevcutsa, m sag (Sol) sifir bolen eleman adi verilir. Halkanin sag (sol) sifir bélen elemani
yoksa sag (sol) sifir bolensiz halka ve sag (sol) sifir bolensiz olan halkaya sifir bolensiz
halka ad1 verilir (Hungerford, 1973).

Ormegin p € P asal tamsayi icin Ly, sifir bolensiz halkadir. Boylece Z, ,Z3 Zs halkalar
sifir bolensiz halkalardir (Hungerford, 1973).



2.1.4. Tanim Sifir bolensiz olan bir degismeli halkaya degismeli bolge adi verilir
(Hungerford, 1973).

2.1.5. Tanim S halka ve m € S olmak {izere mn = nm = 1 olacak bi¢cimde n € S
mevcutsa m elemanina terslenebilir, n elemanina ise m elemaninin tersi adi verilir
(Hungerford, 1973).

2.1.6. Tanim S halkasinda sifir disindaki elemanlar terslenebilir ise S ye bolme halkas: adi

verilir. Degismeli olan bolme halkasina cisim adi verilir (Hungerford, 1973).

2.1.7. Tanim S halka, ® # T < Sve her x,y € Ti¢in T, Snin alt grubuve xy € T
oluyorsa T ye S nin alt halkas: adi verilir ve her x € Tve s € S i¢in xs € T (sx € T)
oluyorsa T ye S halkasinin sag (sol) ideali adi verilir. T kiimesi S nin sag ve sol ideali

oluyorsa T ye S nin ideali adi1 verilir (Hungerford, 1973).

Sag (sol) idealler birer alt halkadir fakat tersi dogru olmayabilir. Ornegin;
n k
T = {(O k') | k,k’e Qvet eZ } kiimesi M,(Z) matris halkasinin bir alt halkasidir

fakat sag (sol) ideali degildir.

2.1.8. Tanim S halkasinin 0 ve S idealleri birer asikdr idealdir. S halkasinin kendisinden

baska biitlin ideallerine ise oz ideal adi verilir (Hungerford, 1973).

2.1.9. Tanim Degismeli S halkasinin [ ideali i¢in; I ideali sadece b € S eleman tarafindan

tiretilmigse / ya esas ideal ad1 verilir (Hungerford, 1973).

2.1.10. Tamim Degismeli S halkasinin T ideali i¢in; x,y € S olmak sartiyla xy € T iken x

€ T veyay € T oluyor ise T ye S nin asal ideali adi verilir (Hungerford, 1973).

2.1.11. Tanim S halka ve S nin kendinden farkl: bir sol ideali I olmak sartiyla, S de I
idealini kapsayan S disinda bir sol ideal mevcut degilse I, S nin maksimal sol ideali olarak
adlandirilir. Degismeli ve birimli halkalarda her maksimal ideal bir asal idealdir
(Hungerford, 1973).



2.2. Modiiller

2.2.1. Tanim S bir halka ve (T',+) degismeli grup olmak tizere;

e (k,7) = krile gosterilen e : T X S — T dis islemi; her , t €S ve her k,l € T igin

) (k+Dr =kr+Ir,

(i) k(r +t) = kr + kt,

(iti) k(rt) = (kr)t

sartlarint gergekliyorsa T degismeli grubuna “*” dis islemine gore bir sag Smodiil adi
verilir ve T, yazilisi ile sembolize edilir. S, birimi 15 olan bir halka olsun. Her k € T igin
k1, = kesitligi gergekleniyorsa T modiiliine initer sag S-modiil denir. S halkasinin
tanim1 geregi S nin initer sag S-modiil oldugu aciktir. Bu sebeple modiil kavramina

halkalarin genellemesi olarak bakilabilir (Hungerford, 1973).

Bu caligmada aksi belirtilmedikge tiim modiilleri {initer sag S-modiil olarak alacagiz.

2.2.2. Tanim T modiil ve bostan farkli N € T alalm. (T, +) degismeli grubun bir N alt
grubunda her k € N ve her s € S igin ks € N saglantyorsa N ye T nin bir alt modiilii adi
verilirve N < T bigiminde ifade edilir.

Buna gore 0 ve T modiilleri T nin alt modiilleri olur ve bu alt modiillere asikar alt

modiiller ad1 verilir. (Hungerford, 1973).

2.2.3. Tanim T modilinin kendinden farkli her alt modiline 6z alt modiil ad1 verilir.

K < T seklinde ifade edilir (Hungerford, 1973).

2.2.4. Tanim T modiil ve N < T olmak iizere T nin N yi kapsayan T ve N disinda bir alt

modiilii mevcut degilse N ye T nin maksimal alt modiilii adi verilir (Hungerford, 1973).

2.2.5. Teorem T modiiliiniin alt modiillerinin kesigimi de T nin alt modiiliidiir (Hungerford,
1973).

2.2.6. Tanim T modiil ve K < T olmak iizere T nin K y1 kapsayan tiim alt modiillerinin
kesisimine T nin K tarafindan iiretilen alt modiilii ad1 verilir ve (K) seklinde ifade edilir.

Burada K kiimesine (K) alt modiiliiniin zirete¢ kiimesi adi verilir. K kiimesi sonlu ise,



(K) alt modiiliine sonlu iiretilmis alt modiil adi1 verilir. K = {t} seklinde tek bir eleman
varsa (K) =(t) ye devirli alt modiil ad1 verilir. T nin T = (K) olacak bigimde bir K sonlu
alt kiimesi mevcutsa T ye sonlu tiretilmis modiil ad1 verilir. Eger T = (t) olacak bigimde
bir t € T mevcutsa T ye t eleman: tarafindan iiretilmis devirli modiil adi verilir
(Hungerford, 1973).

2.2.7. Tanim S degismeli bolge ve N S-modiil olsun. 0 #s € S i¢in ns = 0 sartim
gerceklestiren n € N elemanina N nin burulma elemant adi verilir. N nin biitiin burulma
elemanlarindan olusan kiime T(N) = {n € N : 0 # s € S i¢in ns = 0} dir ve bu
kiimeye N nin burulmali alt modiilii ad1 verilir. T(N) = N ise N ye burulmali modiil,

T(N) = Ooluyorsa N ye burulmasiz modiil ad1 verilir (Alizade ve Pancar, 1999).

2.2.8. Tanim T, S-modiil ve N alt modiilii i¢in T /N boliim grubu, t + N € T/Nve g €
S elemanlan i¢in (t + N)g = tg + N big¢iminde tanimlanmis dis isleme gore modiil
yapisindadir ve bu modiile T nin N alt modiiliine gore boliim modiilii ad1 verilir (Alizade
ve Pancar, 1999).

2.2.9. Teorem T modiilii sonlu tretilmis ve K < T keyfi olsun. Bu durumda K, T nin bir

maksimal alt modiilde igerilir (Hungerford, 1973).

2.3. Modiill Homomorfizmalari

2.3.1. Tanim S halkas1 ve K, N modiillerinin her m,t €K ve her s € S elemanlari i¢in;

) fm +t) = f(m) + f(©)

(i) f(ms) = f(m)s

kosullarin1 gergeklestiren f:K —N fonksiyonuna S-modiil homomorfizmast adi verilir
(Hungerford, 1973).

2.3.2. Tannm K dan N ye tanimlanmig biitiin modiill homomorfizmalarinin kiimesi
Hom(K, N) ile ifade edilir.
K bir modiil olmak iizere f:K — K seklindeki homomorfizmaya K modiiliiniin

endomorfizmast ad1 verilir. K modiiliiniin biitiin endomorfizmalarinin kiimesi ise End(K)

seklinde ifade edilir.



f:K — N bir homomorfizma olsun. f homomorfizmas: &rten ise epimorfizma, f
homomorfizmasi bire bir ise monomorfizma, f homomorfizmasi bire bir ve orten ise
izomorfizma adi verilir. K ile N modiilleri arasinda bir izomorfizma mevcutsa K ve N

modiilleri izomorftur ve K = N ile gosterilir (Hungerford, 1973).

2.3.3. Tanim (1) f:K—N epimorfizmast verilsin. fg=1y seklinde g:N—K
homomorfizmasi varsa f epimorfizmasina parcalanabilir epimorfizma ad1 verilir.
(i) f:K — N bir monomorfizma olsun. if=1, seklinde h: N — K homomorfizmasi

mevcutsa f ye parcalanabilir monomorfizma ad1 verilir (Wisbauer, 1991).

2.34. TeoremT modill, N< T ve her t €T i¢in m(t) =t + N seklinde tanimlanmis
m:T — T/N donisimii bir epimorfizma olup bu epimorfizmaya dogal (kanonik)
epimorfizma adi verilir.

Her T<L, teT icin i(t) = tseklinde tanimlanmis i:T — L doniistimi
monomorfizmadir ve bu monomorfizmaya igcerme monomorfizmast adi verilir

(Hungerford, 1973).

2.3.5. Tanim T ve L modilleri i¢in f:T — L modiil homomorfizmasi olmak {iizere
{t € T|f(t) = 0} seklindeki kiimeye f nin c¢ekirdegi adi verilir ve Cek(f) seklinde
ifade edilir. {f(t)|t € T} seklindeki kiimeye f nin gériintisii adi verilir ve Gor(f)
seklinde ifade edilir (Alizade ve Pancar, 1999).

2.3.6. Teorem X ve Y birer modiil ve f: X — Y homomorfizma ise;

()T < Xise, f(T) < Y dir. Ozel olarak Gor(f) < Y olur.

(i) L < Yise, f71(L) < X dir.

(i) T < Xise, f~Y(f(T)) =T + Cek(f) dir.

(VT < XveL < Yise,

AT + L)=T + ' Lyve f(F'L) N T) =L n f(T)dir.

(v) g ve h modiil homomorfizmalar igin f=gh ise Cek(f)=h~1(Cek(g)) dir (Alizade ve
Pancar, 1999).



2.3.7. Teorem K ve T modiiller, f: K — T homomorfizma ve m: K = K/Cek(f) kanonik
epimorfizma olmak lizere f = gm seklinde bir g: K/Cek(f) — T monomorfizmasi
mevcuttur ve K/Cek(f) = f(K) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

2.3.8. Teorem T modili ve V,K <T iken (V + K)/K bolim modiili, T/K nin alt
modiiliiolurve (V + K)/ K =V /(V n K) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

2.3.9. Teorem T modiilinin V < M < T alt modilleri i¢in T/M = (T/V)/(M/V) dir
(Alizade ve Pancar, 1999).

2.3.10.Tanim T modiil olmak iizere T modiiliniin 6z alt modiilleri en az bir maksimal alt

modiil tarafindan kapsanirsa, T es atom modiil olarak adlandirilir (Z6schinger, 1974).

2.3.11. Teorem (Modiiler Kural) N modill ve M, L, T< N olsun. T < L ise (T +
M)yYnL =T+ (M n L)dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat Her a € (T + M) N L igin a € T + M vea € L oldugu igin a = x + y
olacak bigimde x € Tvey € M mevcuttur. T < Lolduguiginx € Tolur.y = a- x
ve a €L x € Lolduguiciny € Lolupy€e M n L elde edilir. Yanix € T,y €
MNnLiken a=x+y €T+ (M n L) bulunur. Bu durumda(T + M) n L <
T+MnL olur. Ayrica, T+MnNL)<T+ MveT+MnNnL)<L
oldugundan T + (M n L) < (T + M) n L dir. Sonug olarak (T + M) N L =T +
(M n L) esitligi saglanir.

2.4. Direkt Carpimlar ve Direkt Toplamlar

24.1. Tannm N modiliiniin alt modillerinin ailesi {N;}ier olmak tizere
ZiEI Nl-={nl-1+ ni2+...+nik; kEZ+,i1, iz,..., ikel, nl-lENil, n;, € Niz,..., n;, € Nik} kiimesi
N nin alt modiilii olur ve bu alt modiile {N;}ie1 ailesinin toplami ad1 verilir (Hungerford,

1973).

2.4.2. Tamm S halkasi ve I# @ indis kiimesi olsun. {T;}ie;, S-modiillerin bir ailesi olmak
tizere [ligTi={ 60| 6:1— UiaT; heri €I igin 6(i) €T;} kiimesine {T;}ier modiiller

ailesinin ¢arpimi ad1 verilir.



Her i € I i¢in 6(i) = 0; ve 6 = (6;)ie ile ifade edelim. 6 doniisiimiiniin i. bilegeni 6; dir.
Burada I sayilabilir ise, 8 = (08,)ie; €1 = (04,05, ..., 0;, ....) seklinde gosterilir. 8, w €
[lic; T; ve her i € I igin;

0= we 6;=wi,

()0 + w = (6; +w;)ie,

(iii) -6 = (=6:)ier,

(iv) s € S igin Os = (0;5)¢; seklinde tanimlanmis cebirsel islemlere gore [[;¢; T; bir modiil
yapisindadir ve {T;}iel modiiller ailesinin dis direkt ¢arpimi ad1 verilir.

Wi Ti={ (6)ics | sonlu sayida i € I i¢in 6;# 0 ve 8; € T; seklindeki kiimeye {T;}iei
modiiller ailesinin dus direkt toplam: adi verilir ve bu kiime [];¢; T; modiiliiniin bir alt
modiiliidiir. 1 sonlu kiime ise [;¢; T;=®7},, T; dir. M bir modiil {M,, | k € K} da M nin alt
modiillerinin bir toplulugu olsun. Her m € M eleman tek tiirlii olarak M), alt modiillerinin
elemanlarinin toplami seklinde, yani

m=my, +my, + - +my,, m; €M,
seklinde yazilabilirse M ye M, alt modiillerinin i¢ direkt toplam: denir. Tanimlardan
goriilecegi lizere dig direkt toplam ile i¢ direkt toplam izomorftur (Alizade ve Pancar,

1999).

2.4.3. Tanim S bir halka ve {T;}ie1 S-modiiller ailesi olsun. Her n€l igin m,(mi)=ms ile
tanmimli 7wn: @JL; T; —Th epimorfizmasina 7. kanonik projeksiyon adi verilir. Diger taraftan
her k#n i¢in m,=0 ve n=k igin mi=m olmak flizere in(mn)=in(m)=(mi) ile tanimh

in:Th— @Y, Ty fonksiyonuna 7. injeksiyon ad1 verilir (Alizade ve Pancar, 1999).

2.4.4. Tanim (i) T modiil ve I# @ indis kiimesi olsun. Buna gore her i € [ i¢in T; =T
alirsak @Y, T; seklindeki dis direkt toplama T nin kopyalar:n:n toplam: adi verilir ve T
seklinde ifade edilir (Hungerford, 1973).

(i) T modil ve T nin T = T; + T, kosulunu saglayan T; ,T, direkt toplam terimleri igin
T, NT, de T nin bir direkt toplam terimi oluyorsa T modiiliine (D3) kosuluna sahiptir adi
verilir (Clark vd., 2006).

2.4.5. Tamim T, S-modiil ve I indis kiimesi olsun. Bu durumda T = S® oluyorsa T ye
serbest modiil ad1 verilir. I = {1, 2, ..., n} sonlu elemana sahipse T = S® ya sonlu

tiretilmis serbest modiil ad1 verilir (Kasch, 1982).



2.4.6. Teorem Her modiil bir serbest modiiliin boliim modiiliine izomorftur (Sharpe ve
Vamos, 1972).

2.4.7. Onerme T modiiliiniin alt modiillerinin ailesi {T;}iel iin her (ti)ier € DY, T; icin
f(tiie = t;, +t;, + - +¢t;, olarak tanmmlanmis f: @Dy, T;— X T; epimorfizmasi
mevcuttur. j=1, 2, ..., k olmak kaydiyla ti; ler (ti)ie1 € B, T; elemaninin sifir diginda tiim

bilesenleri seklindedir (Hungerford, 1973).

2.4.8. Tanim (i) T modill ve LLN <Ti¢cinL N N = 0veT =L + NiseTyeLveN
nin direkt toplam: adi verilir. T = L@N seklinde ifade edilir. Burada L ve N ye T nin
direkt toplam terimleri adi verilir ve T = L @ N ifadesine T nin bir direkt par¢alanisi adi
verilir. (ii) Asikar direkt toplam terimlerinden farkli bir direkt toplam terimi bulunmayan
T modiiliine parcalanamaz modiil, aksi takdirde T ye parcalanabilir modiil ad1 verilir
(Hungerford, 1973).

Omegin Z; parcalanamaz modiildiir. Fakat Z, modiilii parcalanabilirdir.

(Hungerford, 1973).

2.4.9. Teorem T bir modiil, V,L < T olmak iizere T modiiliiniin V ve L nin direkt toplam1
olmasi i¢in her t ET, veEVve l €L i¢cin t =v + [ tek tirli bicimde olmasi gerek ve
yeterlidir (Alizade ve Pancar, 1999).

2.4.10. Tamm {T;}ier modiiller ailesinden ve bunlarin f,: T,,—T,_; homomorfizmalarinin

o fi fi fn- .. ..
ailesinden olusan .—Tp 1 —> T, —> T4 —> ... dizisinde her n € Z icin

Gor(f,) = Cek(f,,—1) ise bu diziye tam dizi ad1 verilir.

0—- K- L - M - 0tam dizisine kisa tam dizi ad1 verilir (Alizade ve Pancar, 1999).

f g
24.11. Teorem 0-K (jh L;M — 0 seklindeki kisa tam dizi i¢in asagidaki ifadeler

denktir;
(i) hf = Ik seklinde bir h: L — K homomorfizmasi mevcuttur,

(if) L nin Gor(f) alt modiili bir direkt toplam terimidir,
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(iii) gk = I esitligini saglayan k: M— L homomorfizmasi mevcuttur dolayisiyla

L = K @ M olur (Alizade ve Pancar, 1999).

f g
Teorem 2.4.11 deki denk sartlardan birini saglayan 0 —» K _(T) L;M — 0 kisa tam

dizisine par¢alanabilir kisa tam dizi adi verilir (Alizade ve Pancar, 1999).
2.5. Artin ve Noether Modiiller

2.5.1. Tanim T modil ve T nin alt modiillerinin bos olmayan her y ailesinin minimal

elemani mevcutsa T ye minimal kosulunu saglar denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

25.2. Tanimm T modil ve T; 2 T, 2 T3 2 - bi¢cimindeki T nin alt modiillerinin her bir
azalan zincirleri i¢in en az bir ke Z* ve n > k kosulunu gergeklestiren her n € Z* i¢in

T,,= Ty esitligi saglaniyorsa T ye azalan zincir kogulunu saglar denir (Sharpe ve Vamos,
1972).

2.5.3. Onerme T modiilii icin asagidakiler denktir;
(i) T minimal kosulunu saglamaktadir,

(i) T azalan zincir kosulunu saglamaktadir (Sharpe ve Vamos, 1972).

2.54. Tanim T bir modill olmak {izere azalan zincir veya buna denk olan minimal
kosulunu saglayan T ye artin modiil adi verilir. Eger S-modiil olarak S halkas: artinse, S ye

artin halka ad1 verilir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Z,, Z-modilii sonlu azalan zincire sahip oldugu icin artindir ama Z; modilii artin
degildir. Ornegin (3) © (32) o (3%).. o (3™)... sonsuz azalan zincirdir (Nisanci
Tiirkmen, 2019).

2.5.5. Tanim T modiil ve T nin alt modiillerinin bos olmayan her iy ailesinin maksimal

eleman: mevcutsa T ye maksimal kosulunu saglar denir (Sharpe ve Vamos, 1972).
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2.5.6. Tanim T modill ve T; € T, € T; < --- bigimindeki T nin alt modiillerinin her bir
artan zinciri i¢in en az bir k€ Z* ve n > k sartin1 saglayan her n € Z* igin T, = T}, esitligi

saglaniyorsa T modiiliine artan zincir kosulunu saglar denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

2.5.7. Onerme T modiilii i¢in asagidakiler denktir;
(1) T maksimal kosulunu saglamaktadir,

(i) T artan zincir kosulunu saglamaktadir (Sharpe ve Vamos, 1972).

2.5.8. Tanim Artan zincir veya buna denk olarak maksimal kosulunu saglayan T ye
Noether modiil ad1 verilir. S halkas1 S-modiil olarak Noether ise, S ye Noether halka adi
verilir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Omegin Zz; modiilii bir Noether modiil olup Q; modiilii Noether modiil degildir. Ciinkii

(%) c 312) c (313) = c(3in) c ... bir sonsuz artan zincirdir (Nisanc1 Tiirkmen, 2019).

Tanim 2.5.4 ve Tanim 2.5.8 den her bolme halkasinin Noether ve artin halka oldugu
aciktir.

2.5.9. Teorem T modiilii i¢in asagidakiler denktir;
(i) T bir Noether modiildiir,
(i) T nin alt modiillerinin bos olmayan her kiimesinin maksimal eleman1 mevcuttur,

(iii) T nin alt modiilleri sonlu tiretilmistir (Wisbauer, 1991).

2.5.10. Teorem 0—T —L —M —0 kisa tam dizisinde L nin artin (Noether) modiil
olmasi i¢in T ve M modiillerinin artin (Noether) modiil olmas1 gerek ve yeterlidir (Nisanc1

Tiirkmen ve Pancar, 2014).

2.5.11. Teorem S halkave Ty ,T,,T5, -+, T, S-modiiller olmak sartiyla T =T, @ T, @
T; @ --- @ T,, modiiliiniin artin (Noether) modiil olmasi i¢in her i = 1,2,..., n i¢in T; nin
artin (Noether) modiil olmasi gerek ve yeterlidir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat n = 2 i¢in dogrulugunu ispatlayalim.

0—T, —T; @ T,—T, —0 seklindeki kisa tam dizi i¢in Teorem 2.5.10 geregi istenen

goriiliir.
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2.5.12. Teorem T modiil ve L < T i¢in asagidaki sartlar denktir;
(1) T artin modiildiir,
(if) L ve T /L artin modiildiir (Sharpe ve Vamos, 1972).

2.5.13. Teorem T modiil ve L < T igin asagidaki sartlar denktir;
(i) T Noether modiildiir,
(if) L ve T /L Noether modiildiir (Sharpe ve Vamos, 1972).

2.5.14. Sonu¢ (i) M modiliiniin artin (Noether) alt modiillerinin sonlu toplami artin
(Noether) modiildiir.

(i) Artin (Noether) halkanin her boliim halkasi artin (Noether) halkadir (Sharpe ve Vamos,
1972).

2.6. Projektif ve Injektif Modiiller

2.6.1. Tanim (i) T ile L modiilleri igin her f: L — K homomorfizmas: ve her g:T - K
epimorfizmasi igin asagida gosterilen diyagram degismeli oluyorsa yani f = gh seklinde

h: L — T homomorfizmas: mevcutsa L ye T-projektiftir adi verilir.

L

h l f
‘/

T —g >K—0

(i) L bir modiill olmak tiizere her f:L — K homomorfizmas: ve her g:T — K
epimorfizmasi igin asagida gosterilen diyagram degismeli oluyorsa yani f = gh seklinde
h: L — T homomorfizmasi mevcutsa L ye projektiftir adi verilir. Eger L, L-projektif ise L

ye kendi kendine projektiftir adi verilir (Hungerford, 1973).
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T g K—O0

2.6.2. Teorem {Ki}iet modiiller ailesi ve K = @,; K; olsun. K nin projektif olabilmesi icin

her i € I i¢in K; lerin projektif olmasi gerekli ve yeterlidir (Kasch, 1982).

2.6.3. Teorem S halka olmak tizere her F serbest S-modiilii projektiftir (Kasch, 1982).

Ispat I indis kiimesi ve F=SDserbest modiilii verilsin. S halkasinin projektif oldugu
gosterilirse Teorem 2.6.2 den F serbest modiilii projektif olur. f:A—C epimorfizmasin ve
g:S—C homomorfizmasini alalim. S halkasinin birim elemani1 13 olmak iizere f
epimorfizma oldugundan g(1s)=f(a) olacak bicimde a € A mevcuttur. Bu durumda her
s € S igin A(s)=as ile tanimlanmig h: S = A donisiimii bir homomorfizmadir. Simdi fh=g
nin dogrulugunu gosterelim. Her s € Sicin g(s) = g(1ss) = g(15)s = f(a)s = f(as) =
(fh)(s) oldugundan g=fh esitligi elde edilir. Dolayisiyla F serbest modiilii bir projektif

modildur.

2.6.4. Teorem C modiilii igin asagidakiler denktir;
(i) C projektiftir,
(i) 0—A—B —C —0 kisa tam dizisi par¢alanabilir kisa tam dizidir,

(iii) € modiilii bir serbest modiiliin direkt toplam terimidir (Alizade ve Pancar, 1999).

. f . . .

ispat (i)=(i)) 0 > A —>B - € — 0 tam dizi ise g:B—C bir epimorfizmadir. 1, C
nin birim homomorfizmast ise C projektif oldugu i¢in gk=1, seklinde bir k:C—B
homomorfizmasi mevcuttur ve Teorem 2.4.11 den verilen kisa tam dizi pargalanabilirdir.

(i)=(ii) Teorem 2.4.6 geregince bir F serbest modiilii i¢in g:F—C epimorfizmasi

vardir. Bu durumda kabuliimiizden 0 — Cek(g)—l> F A C — 0 kisa tam dizisi
parcalanabilirdir. Teorem 2.4.11 den F = Cek(g) @ C dir. Dolayisiyla C, F nin direkt
toplam terimidir.

(iti)=(i) Teorem 2.6.2 ve Teorem 2.6.3 den goriiliir.
2.6.5. Tanim T modilinin T = K + L esitligini saglayan K, L < T alt modiilleri
verilsin. Eger Gor(f) < K ve Gor(1y — f) < L olacak sekilde bir f € End(T) varsa

T ye m —projektif modiil ad1 verilir (Wisbauer, 1991).

2.6.6. Teorem N projektif modiilii m-projektiftir (Kasch, 1982).
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Ispat N projektif modiil olsun. U,V <N ve N = U + V icin p. N -» N/V dogal
homomorfizmasinin P,,;: U — N/V kisitlanis1 bir epimorfizmadir ve N projektif oldugu

icin asagidaki diyagram degismelidir.

’
’
-’
-,
-’
-
’
-’

Uy — NV —>0
ply

Yani Py h = p seklinde bir h: N — U homomorfizmas: mevcuttur ve Gor(h) < U
oldugu agiktir. Her k € Gor(1y — h) oldugunda n € N igin k = n — h(n) yazilabilir.
Simdi k nin p altinda goriintiisiine bakalim. p(k) = p(n — h(n)) = p(n) — (ph)(n) =
p(n) — (Pyh)(n) = p(n) — p(n) = 0 oldugundan k € Cek(p) = V bulunur.
Boylece Gor(1y —h) < V olup N m-projektiftir.

2.6.7. Tanim M,T ve K modilleri i¢in her f:K—M homomorfizmas: ve g:K — T
monomorfizmasi i¢in asagida verilen diyagram degismeli ise yani f=hg olacak bigimde bir

h:T — M homomorfizmasi bulunabiliyorsa M ye T-injektiftir ad1 verilir.

g
0 >K——T

/|

M

Yukaridaki diyagramda 0 — K 5T tam dizisini keyfi alirsak M modiiliine injektif

modiil ad1 verilir (Alizade ve Pancar, 1999).

2.6.8. Onerme Injektif modiiliin direkt toplam terimleri de injektif olur (Alizade ve Pancar,
1999).

2.7. Kiiciik Alt Modiiller
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2.7.1. Tanim T modiil ve L < T ise L + N = T sartin1 saglayabilen T modiiliiniin bir N 6z
alt modili bulunmuyorsa Lye T nin kii¢iik alt modiilii ad1 verilir ve L < T gdsterimi
kullanilir (Wisbauer, 1991).

2.7.2. Onerme V modiil ve N < T <V igin asagidakiler saglanir.

()T « VolursaN < V dir.

(i) N L T olursa N < V dir (Wisbauer, 1991).

Ispat (i) N + L = V seklinde olan bir L alt modiiliinii alalim. N < T oldugu i¢in T + L =V
yazilir. Buradan T < V oldugundan L = V bulunur. Dolayisiyla N < V olur.

(i) N + K =V sartin1 saglayan V nin bir K alt modiiliinii ele alalm. T <V oldugundan
(N+K)NT =T bulunur. N < T oldugundan N + (T N K) = T yazilabilir. N < T iken
TNK =T bulunur. Buradan T € K olur. N<T <K ve N+ K =V oldugundan K =V
bulunur. Dolayisiyla N < V dir.

2.7.3. Onerme T modiil ve Ny, Ny, ..., Ny, Ly, Lo, oo, Ly < T ve her i=1,2,...m icin N; <
L; oluyorsaN; + N, + -+ + N,, & Ly, Ly, ..., L,,, olur (Wishauer, 1991).

Ispat N; + N,+U= Li+L> sartin1 saglayan Li+Ly nin bir U alt modiiliinii alalim. Ni<L1
oldugundan Onerme 2.7.2. (ii) geregince No+U= Li+L> yazilir. Benzer sekilde No<<L:
oldugundan U=L1+L: elde edilir. Béylece N1+N2<Li+L2 bulunur. Tiimevarim yontemiyle

her 2 < m tamsayisi i¢in de ifadenin dogru oldugu gosterilebilir.

2.7.4. Onerme T ile N modiil ve U < T olsun. f: T — N homomorfizmasinda U « T ise
f(U) < f(T) dir (Wisbauer,1991).

Ispat f(U)+ L = f(T) sartim1 gergekleyen L < f(T) modiiliinii alalm. Bu durumda,
fFFYfWU)+L)=Tolur ve U+ f~Y(L)=T esitligi elde edilir. U << T oldugu icin
f~Y(L) = T bulunur. Bu durumda L = f(T) olur. Dolayisiyla f(U) <« f(T) bulunur.

2.7.5. Onerme V bir modiil ve K < T <V olsun. T, V nin bir direkt toplam terimi ise
K < T olmasi i¢in K < V olmasi gerek ve yeterlidir (Wisbauer, 1991).

Ispat (=) K « T ise Onerme 2.7.2. (ii) geregince K <« V bulunur.

(&) K K« Volsun. K + L = T kosulunu saglayan T nin bir L alt modiiliinii alalim. T, V nin

direkt toplam terimi olmasi nedeniyle V = T@®U seklinde V nin bir U alt modili
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mevcuttur. Buradan K + L + U =V bulunur. K K V oldugui¢in L+ U =V dir. T =L +
(UNT)=Lolup K «< T bulunur.

2.7.6. Tanim T bir modiil ve f:T — N epimorfizma olsun. Eger Cek(f) < T ise f

epimorfizmasina kiigiik epimorfizma adi verilir (Wisbauer, 1991).

2.7.7. Tanim T projektif modiil ve f: T — N kii¢iik epimorfizmas1 verilsin. Bu durumda

T ye N modiiliiniin projektif ortiisii ad1 verilir (Alizade ve Pancar, 1999).
2.8. Basit, Yari-Basit Modiiller

2.8.1. Tanim S halka, T de S-modiil olsun. T nin kendisi ve sifir disinda bir alt modiilii
mevcut degilse T ye basit modiil ad1 verilir. S-modiil olarak S basit ise, S ye basit halka adi
verilir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ornegin q € IP olmak iizere Z, Z-modiilii basittir.

2.8.2. Teorem Birimli S halkasi i¢in asagidaki sartlar denktir;

(i) S bolme halkasidur,

(i) S sol basit halkadir,

(iii) S sag basit halkadir (Kasch, 1982).

Ispat (i)=(ii) Birimli S bdlme halkas1 ve I, S nin sifirdan farkli bir sol idealini ele alalim.
I idealinde sifirdan farkli bir a € I mevcuttur. I sol ideal ve S bolme halkasi oldugu i¢in
1 = a 'a € I dir. Béylece her s € Sigins=s15 € IolupS = I bulunur.

(i)=(i) S sol basit halka olsun. Sifirdan farkli bir a € § alalim. Sa = S oldugundan
1s=sa olacak sekilde sifirdan farkli bir s € S mevcuttur. Diger yandan bu s elemant i¢in
de ks = 1 olacak bigimde k € S vardir. Buradan k=k1g = k(sa) = (ks)a=15a=a olur.
Dolayisiyla sa = 14=as saglanir ve a nm tersi mevcuttur. S nin sifir digindaki
elemanlarinin tersi bulundugundan S bolme halkasidir.

()e(iii) Benzer bigimde bulunur.

2.8.3. Lemma T modiil ve {T;|i € I} basit alt modiillerin ailesi olmak tizere T=);c; T; Ve
V < T olmak iizere agagidakiler saglanir.

(i) T = V(D¢ T;) olacak bicimde / S I alt kiimesi mevcuttur.
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(i) V = @,k T; olacak bicimde K C [ alt kiimesi mevcuttur (Kasch, 1982).

Ispat VI ={L|L<SIigcinV + Qe T;) = VO (D;c,T;)} kiimesini tammlayalim. L = @
ise, @;ep T;=0 oldugu icin @ € I' olur ve I" bostan farklidir ve kapsama bagintis1 geregi
kismen siralidir. Burada I' nin tam sirali olan alt kiimesi A olmak tizere L* = U 4L, A
kiimesinin bir st sinirt olur. Simdi L*€l’ olmasimi gorelim. E sonlu kiime ve
EcCL’ kiimesini ele alalim. Bu durumda, A tam sirali oldugu i¢in E c L seklinde bir L € A
vardir. 0 = v + );cp t; olacak sekilde v € V ve t; € T; elemanlarin1 alahm. E € L oldugu
icinheri € Eiginv=¢t;=00lurveV + Yic;+T; = VB(D;c+T;) olup L™ € I" olur. Yani
I nin tam sirali alt kiimelerinin bir st sinir1 vardir. Zorn Lemmasi geregi I’ nin bir |
maksimal eleman: mevcuttur. Farzedelimki N =V + ¥;¢; T; = V(D¢ T;) olsun. iy € 1
igin N + T; alt modiiltiinii alalim. J nin maksimalliginden dolay1 T; ) < N oldugundan N &
T;, yazilamaz. T;  basit oldugundan N N T;, = T; olup T;; < N bulunur. Yani N, T de ki
biitiin basit alt modiilleri kapsar. Dolayisiyla N = T bulunur.

(ii) (1) den dolayr T = V@®(D;¢; T;) esitligi elde edilir. Simdi (i) deki V' alt modiiliini
@, T; olarak alalim. Tekrar (i) yi uygularsak

T = (@i T)D(DiexT:)
olacak bicimde K<I vardir. Teorem 2.3.8 den V =T/(B;¢;T;) = D;exT; olup istenen

elde edilmis olur.

2.8.4. Onerme T basit modiil olmak iizere 0 modiilii, T modiiliiniin bir maksimal alt
modiliolup0 #t € T i¢intS = T olup T devirli olur (Kasch, 1982).

Ispat T basit modiil olmasindan dolay1 T nin 0 alt modiiliinii kapsayan kendisi disinda alt
modiilii mevcut degildir. 0 modiilii tanim geregince T nin maksimal alt modiilii olur. Her
0 # te T igin tS, T nin alt modiilii ve t € tS olur. Boylelikle tS + 0 ve T basit

oldugu igin tS = T esitligi saglanir. Boylelikle T devirlidir.

2.8.5. Teorem T modiil, K < T ise K nin T nin maksimal alt modiilii olabilmesi i¢in T /K
modiiliiniin basit olmas1 gerek ve yeterlidir (Wisbauer, 1991).
Ispat (=) T nin maksimal alt modiilii K ve U/K < T/K olsun. K, maksimal alt modiil
oldugu i¢in U = T veya U = K dir. Yani T/K bolim modiiliiniin alt modiilleri T/
Kveya K /K olur. Bu durumda T /K bolim modiilii basit olur.
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(&) T/K basit modiil ve K < U < T olsun. Buradan U/K modiili, T/K bolim
modiiliiniin bir alt modiiliidiir. T /K basit oldugu i¢in T/K = U/K veya U/K = K/K olup

U = T veya U = K dir. Budurumda K, T nin maksimal alt modiilii olur.

2.8.6. Tanim T modiiliiniin alt modiilleri T nin bir direkt toplam terimi oluyorsa T ye yar:
basit modiil ad1 verilir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ormegin Z, Z-modiiliinii alalim. {0,2} < Z, alt modiilii Z, iin bir direkt toplam terimi
olmadig1 i¢in Z, yar1 basit modiil degildir. Fakat Z¢ modiilii Z¢ = {0, 2, 4}{0, 3} oldugu
icin yar1 basittir.

Ayrica herhangi bir modiiliin 0 alt modiilii basit olmayan, yar1 basit bir modiildiir (Kasch,
1982).

2.8.7. Teorem T modiilii i¢in asagidakiler denktir;

(i) T nin her alt modiilii basit alt modiillerin toplamindan olusur,
(ii) T basit alt modiillerin toplamindan olusur,

(iii) T basit alt modiillerin direkt toplamindan olusur,

(iv) T yan basittir (Kasch, 1982).

2.8.8. Lemma T yar1 basit modiil olmak tizere T nin sifirdan farkli her alt modiilii bir basit
alt modiil igerir (Kasch, 1982).

Ispat 0 #U, T nin sonlu iiretilmis sifirdan farkli alt modiilii olmak iizere Teorem 2.2.9 dan
U da bir € maksimal alt modiilii mevcuttur. Hipotez geregince; T = C@T; olacak bicimde
T, alt modiilii mevcuttur. Teorem 2.3.12 geregi U =T N U = CH(T; N U) dur. Boylece
U/C =T, nU elde edilir. C, U nun maksimal alt modiilii oldugundan U/C basittir. Sonug
olarak T; NU, U nun basit alt modiilii olur. T nin sifirdan farkli alt modiilleri, sonlu

iretilmis bir alt modiilii kapsayacagi igin bir basit alt modiil igerir.

2.8.9. Teorem Yar1 basit K modiilii i¢in asagidakiler saglanir.
(i) K nin alt modiilleri de yar1 basit modiildiir,
(if) K nin her homomorfik goriintiisii de yar1 basittir,

(iif) K nin herhangi sayidaki toplami da yar: basittir (Kasch, 1982).
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2.8.10. Tanim L modiili i¢in N < L olmak tizere N nin, L modiiliiniin sifirdan farkli alt
modiilleri ile arakesiti sifirdan farkli oluyorsa N ye L nin biiyiik alt modiilii ad verilir ve
N =2 L seklinde ifade edilir (Wisbauer, 1991).

Z7 modiiliiniin sifirdan farkli her alt modiilii biiytiktiir.

2.8.11. Tamm T modiil ve U,U" < T olsun. U N U’ = 0 esitligini saglayan U’ alt modiili
bu kosulu saglayan maksimal ise yani her U' <L <T i¢in UNL =0 olmast L =U’

olmasini gerektirirse U’ ye U nin kesisime gore tiimleyeni denir (Alizade ve Pancar, 1999).

2.8.12. Sonug S halkasi igin asagidaki sartlar denktir;
(i) S yar1 basit halkadir,

(i1) Her sag S-modiil yar1 basittir,

(iii) Her sol S-modiil yar basittir (Kasch, 1982).

Basit modiillerin direkt toplami yar1 basit oldugu i¢in basit modiiliin yar1 basit modiil
oldugu agiktir.
Sonug 2.8.12 de ki denk kosullardan birini saglayan halkaya yar: basit halka ad1 verilir.

Her bolme halkasi yar1 basit halkadir, fakat tersi dogru olmayabilir. Ornegin; Zg yari basit

halkadir fakat bolme halkas1 degildir.

2.8.13. Onerme T yar1 basit modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir;
(i) T basit alt modiillerin sonlu ailesinin direkt toplamidir,

(if) T Noetherdir,

(iii) T artindir,

(iv) T sonlu tiretilmistir (Nisanc1 Tiirkmen ve Pancar, 2014).

2.8.14. Sonug Yari basit bir halka hem Noether hem artindir (Lam, 1991).
Ispat S yari basit bir halka olmak iizere S halkas1 yar1 basit ve sonlu iiretilmis oldugu igin

Onerme 2.8.13 geregince artin ve Noetherdir.

2.8.15. Sonug Sol yar basit her halka ayn1 zamanda sag yar1 basit halkadir ve tersine sag
yar1 basit her halka da sol yar1 basit halkadir (Lam, 1991).
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2.9. Bir Modiiliin Destegi ve Radikali

2.9.1. Tanim T modiil ve T nin basit alt modiillerinin toplami T nin destegidir ve Des(T)
seklinde ifade edilir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Destek tanim1 geregi asagidaki sonuglar elde edilir.

2.9.2. Sonug¢ T modiilii igin asagidakiler denktir;

(i) Her N < T i¢in N=Des(N) dir,

(ii) T = Des(T) dir,

(iii) T basit alt modiillerin direkt toplami1 seklindedir,
(iv) T yan basittir (Kasch, 1982).

2.9.3. Onerme {T;}iei bir modiiller ailesi olmak iizere, Des(@®;¢; T;) = ®;¢;Des(T;)  dir
(Wisbauer, 1991).

2.9.4. Tanim T modiiliiniin maksimal alt modiilerinin kesisimine T nin radikali ad1 verilir
ve Rad(T) seklinde ifade edilir. Rad(T) =T ise T nin maksimal alt modiili mevcut
degildir ve T ye radikal modiil ad1 verilir (Wisbauer, 1991).

Rad(T) = 0 ise T nin 0 disinda kiigiik alt modiilii mevcut degildir (Anderson ve Fuller,
1992).

P(T), T nin radikal alt modiillerinin toplami olarak gosterilir (Zoschinger, 1974). Ayrica

yar1 basit modiillerin radikali O dir.

2.9.5. Teorem N bir es atom modiil olmak iizere Rad(N) « N dir (Wisbauer, 1991).

Ispat Rad(N) + U = N olan U < N igin hipotez geregince T maksimal alt modiiliinde U
modiilii icerilmis olur. Dolayisiyla U < T ve Rad(N) < T oldugu i¢cin N = Rad(N) +
U < T olup celiski olur. Bu sebeple U = N olup Rad(N) <« N bulunur.

2.9.6. Sonug Sonlu iiretilmis T modiilii i¢in Rad (T) < T olur (Wisbauer, 1991).

2.9.7. Sonug T bir S-modiil ve t € T igin tS < T olmasti i¢in t € Rad(T) olmas1 gerek ve
yeterlidir (Kasch, 1982).
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2.9.8 Lemma L modiil ve I indis kiimesi olsun. Her i € [ i¢in V; modiilleri L modiiliiniin V
yi kapsayan alt modiilleri ise N;¢; Vi /V=(N;¢; Vi) /V dir (Kasch, 1982).

Ispat k +V € Ny (V;/V) ve her i€l icin k+V € V;/V olup k € V; olur. Dolayisiyla
k € Ny V; olur ve buradan k +V € (N;e; Vi)/V bulunur. Benzer sekilde ters kapsama da

gosterilir.
2.9.9. Teorem T bir modiil olmak tizere Rad(T) = Y} «r L olur (Kasch, 1982).

2.9.10. Teorem (i) S halka, U ve N birer modil ve f € Hom(U,N) olmak
tizere f(Rad(U)) < Rad(N) olur. Eger Cek(f) < Rad(U) oluyorsa f(Rad(U)) =
Rad(f(U)) dur.

(if) Rad(U/Rad(U)) = 0 dur.

@) T <V <Uise Rad(T) < Rad(V) dir.

(iv) U = @ U;ise Rad(U) = @®;e; Rad(U;)dir.

(v) N<U iken (N + Rad(U))/N < Rad(U/N) ve N < Rad(U) ise Rad(U/N) =
Rad(U)/N dir.

(vi) U nun bir radikal modiil olabilmesi i¢in L nun her sonlu tiretilmis alt modiiliiniin U da

kiiciik olmasi gerek ve yeterlidir (Kasch, 1982; Wisbauer, 1991).

Ispat (i) Rad(U) = Yy«yV olmasindan dolayr f(Rad(U)) = Yy«y f(V) olur.
Buradan Onerme 2.3.6 dan f (V) < N olur. Béylece f(Rad(U)) < Rad(N) bulunur. u €
Rad(U) igin, Sonug 2.9.7 den uS « U olur ve Teorem 2.3.6 geregi f(uS) = f(u)S K
f(U) saglanir. Buradan f(u) € Rad(f(U)) olur ve f(Rad(U)) < Rad(f(U)) olur.
f(uw) € Rad(f(U)) alalim. Sonug 2.9.7 geregince f(u)S < f(U) dur. u & Rad(U)
alalim. Bu takdirde uS + K = U seklinde U nun bir K maksimal alt modiilii mevcuttur.
Dolayisiyla f(u)S + f(K) = f(U) olup f(u)S « f(U) olmasindan dolay1 f(K) = f(U)
esitligi saglanir. Onerme 2.7.4 den U = K + Cek(f) olup, Cek(f) < Rad(U) < K oldugu
icin U = K ¢eliskisi bulunur. Dolayisiyla u € Rad(U) olmalidir. Bu takdirde f(u) €
f(Rad(U)) olmalidir. Sonugta f(Rad(U)) = Rad(f (U)) elde edilir.

(i) U/Rad(U) nun maksimal alt modiilleri ile U nun maksimal alt modiilleri ile

arasinda bire bir esleme mevcuttur. X kiimesi U nin maksimal alt modiillerinin
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kimesi ise  U/Rad(U) = Nrex(T/Rad(U))  olup, Lemma 2.9.8  geregi
U/Rad(U)=Nrex(T/Rad(U)) = (Ngex T)/Rad(U) =Rad(U)/Rad(U) = 0 bulunur.
(iii) i: T — V icerme doniistimii olsun. (i) geregi i(Rad(T)) = Rad(T) < Rad(V) dir.
(iv) (iii) geregi Rad(U;) < Rad(U) dur. Dolayisiyla Y;c; Rad(U;) = ®;¢; Rad(U;)<
Rad(U) olur. Tersine; u=Y;c;u; € Rad(U) elemanini ele alalim. m;(u)= u; seklinde
tamimlanmus 7;:U—U; i. dogal projeksiyon olsun. (i) geregi m; (w)= u; € Rad(U;) dir.
Boylelikle u€®;¢; Rad(U;) saglanir. Dolayisiyla Rad(U) = ®;¢; Rad(U;)  esitligi
bulunur.

(v) m:— U/N dogal homomorfizmasimni alalim. (i) geregi m(Rad(U)) = (Rad(U) +
N)/N < Rad(U/N)olur. Cek(m) =N < Rad(U) oluyorsa Lemma 2.9.8 den dolay1
Rad(U/N) = Rad(U)/N bulunur.

(vi) U = Rad(U) ise, her u € U igin Sonug 2.9.7 den uS « U olur ve dolayistyla Onerme
2.7.3 geregince U nun sonlu iiretilmis 6z alt modiilleri U da kiigiiktiir. Tersi ise Sonug 2.9.7

geregi aciktir.

2.9.11. Teorem T modiil ve K < T iken,
(i) T es atomsa T /K es atomdur.
(if) K ve T /K es atom modiiller ise T es atomdur (Zoschinger, 1974)

2.10. Yerel ve Yar1 Yerel Modiiller

2.10.1. Tanim T bir S-modiil olmak tizere T nin biitiin 6z alt modiillerinin toplami1 da yine
0z alt modiil oluyorsa, T modiiliine yerel modiil ad1 verilir. Sg yerelse S halkasina yerel
halka ad1 verilir (Wisbauer, 1991).

Ormegin p € P ve k > 1 olmak iizere Lk yerel Z-modiildiir (Nisanc1 Tiirkmen ve Pancar,
2014).

Ayni zamanda Zy, Z-modiilii oyuk modiildiir fakat Z,~ Z-modiilii yerel degildir.

2.10.2. Tanim S halka, U S-modiil olmak tizere U/Rad(U) yar basit oluyorsa U ya yar:
yerel modiil ad1 verilir. S sag (sol) S-modiil olarak yar1 yerel modiilse S ye yar: yerel halka
ad1 verilir (Wisbauer, 1991).
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2.10.3. Teorem S yar: yerel halka ve T S-modiil olmak tizere Rad(T) = TRad(S) olur
(Zhou ve Zhang, 2011).

2.10.4. Teorem Sifirdan farkli ¥V modiliiniin yerel modiil olmasi i¢in V' nin bir tek
maksimal alt modiile sahip ve sonlu {iretilmis (devirli) modiil olmas1 gerek ve yeterlidir.
Bu sartlar altinda Rad(V), V nin maksimal alt modili olur Rad(V) KV saglanir
(Wisbauer, 1991).

Ispat (=) V yerel modiil ve V modiiliiniin biitiin 6z alt modiillerinin toplam1 T ise T # V
oldugundan 3 v € V vardirki v € T ve vS € T dir. T modiilii, V nin 6z alt modiillerinin
toplamindan olustugu i¢in vS = V olup V devirli olur. Buradan T alt modiiliiniin tek
maksimal alt modiil olmasi ise tanim geregi agiktir.

(<) V sadece T maksimal alt modiiliine sahip ve sonlu iiretilmis (devirli) modiil ise V

modiilii sonlu iretilmis oldugu i¢inV nin 6z alt modiilleri V nin bir maksimal alt
modiiliinde kapsandigindan dolayr V' nin her 6z alt modiilii de T tarafindan kapsanir.
Boylelikle V nin kendisinden farkli biitiin alt modiillerinin toplam1 T olup buradan V yerel
modiil olur. Radikal tanimindan dolay1 Rad (V) = T olup V devirli oldugu i¢in Rad (V) «

V oldugu goriiliir.
Cisimlerde tek maksimal ideal 0 oldugu i¢in her cisim ayni zamanda bir yerel halka olur.

2.10.5. Tanim T modiiliiniin 6z alt modiilleri T de kii¢iik alt modiil oluyorsa T ye oyuk
modiil adi verilir (Wisbauer, 1991).

Ornegin q asal tam say1 olmak {izere Zq» Z-modiilii yerel olmayan oyuk modiildiir.

2.10.6. Teorem V S-modiilii i¢in asagidakiler denktir;

(1) V oyuk modiildiir ve Rad (V) # V dir,

(i1) V oyuk ve devirli modiildiir (sonlu iiretilmistir),

(iii) V yerel modiildiir (Wisbauer, 1991).

Ispat (i) = (ii) Rad(V) # V olmasindan dolayr V nin bir K maksimal alt modiilii
mevcuttur. K maksimal olmasindan dolay1 herv € V \ K i¢in K + vS = Volur. V
oyuk oldugu igin K « V olup vS = V bulunur. Dolayisiyla V devirlidir (sonlu

iretilmistir).
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(i) = (i) V devirliyse sonlu tiretilmistir. Buradan Rad(V) # V dir. Yani V nin bir T
maksimal alt modiilii mevcuttur. Diger yandan T maksimal alt modiiliin diger tiim 6z alt
modiilleri kapsadigini ispatlayalim. K <V modiilii i¢in K & T olursa T maksimal iken
K + T = V olup V nin oyuk olmasindan dolayr T = V bulunur. Dolayisiyla K € T
olmak durumundadir. Yani T, V nin diger tim 6z alt modiillerini igerir. Buradan T bir 6z
alt modiil oldugu i¢in V yerel olur.

(iii) = (i) V yerel modiil olmak iizere T 6z alt modiilii V nin diger 6z alt modiillerini igerir
ve T + L = ViginegerL =V olursa, L € TolupT = V dir. Dolayisiyla T + L =
V seklinde olan her L alt modiilii i¢in L = V olur. Yani T <« V dir. K<V 6z alt modiiliinii
alirsak K ¢ T ve T &K V oldugundan K <« V olur. Dolayisiyla V oyuk olur ve
Rad(V) = T # V dir.

basit modiil = gii¢lii yerel modiil = yerel modiil

Yukaridaki gerektirmelerin tersi her zaman dogru olmayabilir. Ornegin Z, yerel Z-modiilii
Rad(M) = Des(M) = {0,2}=<2> oldugundan gii¢lii yerel modildiir fakat basit modiil

degildir. Zg yerel Z-modilii {0,2}=Des(M) € Rad(M) = {0,2 4,6} oldugu i¢in giiclii
yerel modiil degildir (Kaynar vd., 2020).

2.10.8. Tanim L modiliniin hem kiigik hem de basit alt modiillerinin toplami
Desg(L)=2{K < L | K, L nin basit alt modiilii} ile ifade edilir (Zhou ve Zhang, 2011).

2.10.9. Onerme T modiil olmak iizere, Des,(T) = Rad(T) N Des(T) dir (Kaynar vd.,
2020).

2.10.10. Sonu¢ T basit olmayan yerel modiil ise Desgs(T)=Des(T) olur (Kaynar vd.,
2020).

2.11. Yerel Artin Modiiller

2.11.1. Tanim Her sonlu iiretilmis alt modiilii artin olan modiile yerel artin modiil adi
verilir (Wisbauer, 1991).
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Omegin yar1 basit modiiller, g asal say1 olmak iizere L4 Ve ZLe Z-modiilleri yerel artin

modildur.

2.11.2. Teorem 1) 0—K'—K —K'' —0 kisa tam dizisi i¢in asagidakiler saglanir.
(i) K (yerel) artin modiil ise K've K"’ (yerel) artin modiildiir.
(if) K've K'" artin modiiller ise K artin modiildiir.

(iif) K' artin modiil ve K" yerel artin modiilse K yerel artin modiil olur (Wisbauer, 1991).

2.11.3. Teorem K yerel artin modiil olmak iizere K nin sonlu sayida direkt toplami da yerel
artin modiil olur (Wisbauer, 1991).

2.11.4. Teorem K yerel artin ise K /Rad(K) yar basit modiil olur (Wisbauer, 1991).

2.11.5. Sonug i) K yerel artin ise K nin her alt modiilii de yerel artin olur (Wisbauer, 1991).

ii) K yerel artin ise K nin homomorfik goriintiisii de yerel artin olur (Wisbauer, 1991).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Tiimlenmis ve Bol Tiimlenmis Modiiller

3.1.1. Tanmm L modill ve N <L ise L =N + U bigiminde bir U <L mevcut ve U
minimalse, yani N + T = L esitligini saglayan her T < U i¢in T = U oluyorsa U ya, L de
N nin tiimleyeni ad1 verilir ve N ye L de tiimleyene sahiptir denir (Wisbauer, 1991).

T bir modiil ve K < T olmak tizere kiiciik alt modiil tanimi1 geregi T, K nin tiimleyeni olur.
Yani modiiliin kendisi sifir alt modiiliiniin tiimleyeni olur.

3.1.2. Onerme T modiil ve L,Y < T olsun. Y alt modiiliiniin L nin tiimleyeni olabilmesi
icinT =L+YveLNnY K<Y olmasi gerekli ve yeterlidir (Wisbauer, 1991).

Ispat (®)Y,L nin bir tiimleyeni ise tanima gére T =L +Y dir. K <Y modiilii icin
Y=(LnNY)+K oluyorsa T=L+Y=L+({LNY)+K=L+K olup Y,L nin
timleyeni oldugu i¢in K =Y bulunurve L N Y «< Y olur.

(e)T=L+Y ve LNY KLY olsun. K <Y modiili i¢cin T = L + K oluyorsa, Modiiler
kural geregi Y = (L NY)+ Kolup LNY <Y olmasindan dolay1 K = Y bulunur.

3.1.3. Tanim T modiiliiniin alt modiilleri timleyene sahipse T Yye timlenmis modiil adi
verilir (Wisbauer, 1991).

3.1.4. Teorem Yar1 basit modiiller ve artin modiiller tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

3.1.5. Teorem Yerel ve oyuk modiiller timlenmistir (Wisbauer, 1991).

3.1.6. Teorem K tiimlenmis bir modiil ise K nin homomorfik gorlintiisii de tlimlenmis
modiildiir (Wisbauer, 1991).

3.1.7. Sonu¢ Tiimlenmis bir modiiliin béliim modiilii de tiimlenmis modildiir (Wisbauer,
1991).

3.1.8. Lemma U modiil ve K,T < U olsun. K tiimlenmis modiil olmak {izere K + T nin U
da bir tiimleyeni mevcutsa T nin de bir tiimleyeni mevcuttur (Wisbauer, 1991).
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Ispat K+ T nin U da ki bir timleyeni C ve K n (T + C) alt modiiliiniin K da Ki
bir timleyeni D olmak tizere C, K + T nin U da ki tiimleyeni oldugu i¢in (K + T) +
C=U,  K+T)nC K CveD,Kn (T + C)nin K da ki timleyeni oldugu igin
Kn(T+C)+D= K ve [KN (T +C)]ND KD olur. Buradan
Kn(T+C+D+T+C=K+T+C=U oldugu igin T+ C+D=U
bulunur. Diger taraftan, T n (C + D) < C N (T +D)+DnN(T + C)olupD < K
ve DN (T + C) < DoldugundanT N (C + D) K C + DolupC +
D, T nin U da tiimleyenidir.

3.1.9. Teorem T modiil ve L,U < T i¢in T = L + U ve L ile U bol tiimlenmis ise T de bol
tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

3.1.10. Tanim T modiil V < T olmak iizere V + L = T seklinde olan L alt modiilii i¢in V
nin L' € L seklinde bir L' timleyeni mevcutsa V nin T iginde bol tiimleyeni ad1 verilir

(Wisbauer, 1991).

3.1.11. Tanim Alt modiilleri bol tiimleyene sahip modiile bo! tiimlenmis modiil ad1 verilir
(Wisbauer, 1991).

3.1.12. Teorem M bol tiimlenmis ise tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

3.2. @-Tiimlenmis ve Zayif Tiimlenmis Modiiller

3.2.1. Tanim U modiil ve T < U olmak iizere U =T + K, TNK K KveU =K@ K,
sartlarm1 saglayan U nun, K, K; alt modiilleri bulunuyorsa burada ki T modiiliine U
modilinde @-tiimleyene sahiptir denir. U nun alt modiilleri U da @-tiimleyene sahip
oluyorsa U ya @-tiimlenmistir denir (Mohamed ve Miiller, 1990).

Ornegin oyuk modiiller @-tiimlenmis modiillerdir.

3.2.2. Onerme P projektif ve tiimlenmis modiil ise P, @-tiimlenmis modiildiir (Wisbauer,
1991).

3.2.3. Teorem @-tiimlenmis modiillerin sonlu sayidaki direkt toplami da @-tiimlenmistir
(Harmanc1 vd., 1999).
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324 . Tanim T modiil ve L < Tise T =L+ N ve LN N < T sartin1 saglayan T nin alt
modiilii N ye Lnin zayif tiimleyeni adi verilir. Eger T nin alt modiillerinin T de zayif
timleyeni mevcutsa T ye zayif tiimlenmis modiil ad1 verilir (Clark vd., 2006).

3.2.5. Teorem T bir modiil olsun. T; ve K modiilleri T nin birer alt modiilii ve T; zayif
tiimlenmis modiil olmak tizere T; + K nin T de bir zayif tiimleyeni mevcutsa K, T de zayif
tiimleyene sahip olur (Clark vd., 2006).

3.2.6. Teorem V ve N, U nun alt modiilleri ve U =V + N modiilinde V ve N modiilleri
zay1f timlenmigse U da zayif timlenmis modiildiir (Clark vd., 2006).

Ispat T < U olsun. V+ (N + T)ninU da 0 asikar zayif tiimleyene sahiptir ve V zayif
tiimlenmis oldugu i¢in Teorem 3.2.5 geregi N + T nin U da bir zayif tiimleyeni mevcuttur.
N zayif tiimlenmis oldugu icin tekrar Teorem 3.2.5 den T, U da bir zayif tiimleyene
sahiptir. Dolayistyla U zayif tiimlenmis olur.

3.2.7. Sonug Zayif tiimlenmis modiillerin sonlu toplami da zayif tiimlenmis modiildiir
(Clark vd., 2006).

3.3. (Zayrf) Yiikseltilebilir ve Zayif-@-Tiimlenmis Modiiller

3.3.1. Tanim U modiil ve T < U i¢in T modiilii U nun bir direkt toplam terimi lizerine
yiikseltilebiliyorsa yani T modiili, T /Y « U/Y olacak bigimde U nun direkt toplami
olan Y alt modiiliinii i¢eriyorsa U ya yiikseltilebilir modiil ad1 verilir (Clark vd., 2006).

3.3.2. Onerme T modiilii i¢in asagidakiler denktir;
(i) T yiikseltilebilir modiildiir,

(i) K<TiginT; <Kve KNT, < T,olacak bigimde T nin bir T = T; @ T, parcalanisi
vardir,

(i) K <Ti¢in L € T ve P € K olmak lizere K = P + L ve L < T olacak sekilde T nin P
direkt toplam terimi vardir. (Clark vd., 2006).
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3.3.3. Ornek Yiikseltilebilir modiillerin direkt toplami yiikseltilebilir degildir. Ornegin
Z/8Z ve 1Z/2Z vyikseltilebilir Z-modilleri ele alallm. M = Z/8Z @ Z/27Z modiili
yiikseltilebilir degildir (Clark vd., 2006).

3.3.4. Tamim T modiiliinlin L yar1 basit alt modiilii i¢cin V < L ve L/V K T/V seklinde T
nin bir V direkt toplam terimi mevcutsa T ye zayif yiikseltilebilir modiil ad1 verilir (Orhan
Ertas, 2006).

3.3.5. Ornek Z; zay1f yiikseltilebilir fakat yiikseltilebilir degildir.
Des(T) = 0 olan her T modiilii zayif yiikseltilebilir modiildiir (Orhan Ertag, 2006).

3.3.6. Onerme T modiilii igin asagidakiler denktir;
(i) T zay:if yiikseltilebilir modiildiir,

(i) K, T nin yan basit alt modiillii, T; <K ve KNT, KT, seklinde T=T, DT,
pargalanisi vardir,

(iii) K, T nin yar basit alt modiilii ve B, T nin direkt toplam terimi iken S < T olacak
bicimde K = B @ S pargalanis1 mevcuttur (Orhan Ertas, 2006).

3.3.7. Onerme M, zayif yiikseltilebilir modiil ve M, yar1 basit modiil olsun. Eger M =
M; @ M, ise M zayif yiikseltilebilir modiildiir (Orhan Ertas, 2006).

3.3.8. Tanim T modiil ve T nin her yari basit alt modili Nise T=N+V ve NNV KV
seklinde T nin bir V direkt toplam terimi varsa T ye zayif-@-tiimlenmis modiil
(W- - tiimlenmis modiil) denir (Orhan Ertas, 2006).

3.3.9. Omek S yerel artin halka olsun. Q :S/Rad(S)' Rad(S)> =0 degismeli ve

boygad(s) =2 , boy(Rad(S)g)=1 olsun. D ={(us—wvs)|seS} seklinde

U=[(S®DS)/D]s S-modiilii zayif-@P-tiimlenmistir fakat @-tiimlenmis modiil degildir
(Orhan Ertas, 2006).

3.3.10. Onerme Zayif yiikseltilebilir modiiller zayif-@-tiimlenmis modiillerdir (Orhan
Ertas, 2006).
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Ispat T zayif yiikseltilebilir modiil ve N < T yar1 basit olsun. Kabul geregi T =T, @ T,
parcalanigi meveuttur ve T; < N ve N N T, L T, olur. T = N+T, oldugundan T zayif-@@-
tiimlenmis modiildiir.

Tanimlar geregi asagidaki diyagramlari elde edilir.

Yiikseltilebilir modiil = @-tiimlenmis modiil= zayif-@-tiimlenmis modiil

3.3.11. Onerme T (D3) kosuluna sahip zayif-@-tiimlenmis modiil ise T nin her direkt
toplam terimi zayif-@-tiimlenmis modiildiir (Orhan Ertas, 2006).

3.3.12. Onerme M, (D3) kosulunu saglayan zayif-@-tiimlenmis modiil olmak iizere M,
yar1 basit, M, zayif-@-timlenmis modiill ve Des;(M,) < M, olacak sekilde bir
M = M; @ M, pargalanig1 vardir (Orhan Ertas, 2006).

Ispat M zayif-@-timlenmis modiil oldugundan M = Des(M) + M, ve Des(M,)=
M, N Des(M)< M, seklinde M=M; @ M, pargalanis1 mevcuttur. Onerme 3.3.11 den M;
ve M, zayif-@-timlenmis modillerdir. Des(M) = Des(M;)@® Des(M,) oldugundan
Des(M) + M,=Des(M,) @ Des(M,))+ M,= Des(M;) @ M,=M=M, ® M, den
Des(M,) = M, dir. Boylelikle M, yar1 basit olur.

3.3.13. Teorem Zayif-@-tiimlenmis modiillerin sonlu sayidaki direkt toplamlar1 da zayif-
@-tiimlenmis modiildiir (Orhan Ertas, 2006).

3.4. ss-Tiimlenmis Modiiller
3.4.1. Tannm T modillve T= K+ UolanK,U < T i¢cin K N U < Desg(U) ise U ya K nin

T de ss-tiimleyeni denir (Kaynar vd., 2020).

Tanim 3.4.1 geregince asagidaki diyagram elde edilir.

ss-tiimleyen = tiimleyen

3.4.2. Tammm T modiil ve N < T olmak lizere T = N + V seklinde olan her V < T igin N
nin V' <V seklinde bir V' ss-tiimleyeni bulunuyorsa N, T de bol ss-tiimleyene sahiptir
denir (Kaynar vd., 2020).

3.4.3. Tanim T modiiliiniin tiim alt modiilleri ss-tiimleyene sahipse, T Yye SS-tiimlenmis
modiil ad1 verilir (Kaynar vd., 2020).
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3.4.4. Onerme T ss-tiimlenmis modiil ve K < T ise K € Des,(T) dir (Kaynar vd., 2020).

Ispat K « T oldugu i¢in K nin ss-tiimleyeni sadece T dir. Bu durumda K=K N T < Des;
(T) yan1 basit olup K € Des(T) dir. Ayrica KNT = K € Rad(T) olup Onerme 2.10.9
dan KSDesg(T) elde edilir

3.4.5. Sonug V ss-timlenmis modiil ve Rad (V) < V ise Rad(V) € Des(V) dir (Kaynar
vd., 2020).

Ispat V, ss-tiimlenmis ve Rad(V) < V ise, Rad(V) nin ss-tiimleyeni V olur. Buradan
VNRad(V) =Rad(V) KV, V=V+Rad(V) ve VNRad(V) = Rad(V) yar basit
olup Rad(V) < Des(V) bulunur.

3.4.6. Lemma U tiimlenmis modiil ve Rad(U) S Des(U) olmak iizere U ss-tiimlenmis
modiildir (Kaynar vd., 2020).

Ispat T < U olsun. Hipotez geregince Unun U=T+V ve TNV <KV kosullarin1
saglayan V alt modiili vardir. TNV KV oldugu i¢in TNV S Rad(V) € Rad(U) S
Des(U) kapsamast yardimiyla TNV, U nun yar1 basit alt modiilii olur. Bdylece
T NV < Desy(V) olup U ss-tiimlenmis olur.

3.4.7. Onerme T giiglii yerel modiil olmak iizere T, ss-tiimlenmistir (Kaynar vd., 2020).

3.4.8. Onerme U oyuk modiil olmak {izere U nun ss-tiimlenmis olmasi i¢in U nun giiclii
yerel modiil olmasi gerekli ve yeterlidir (Kaynar vd., 2020).

Ispat (=) U ss-tiimlenmis modiil ve u € Rad(U) igin uS « U dur. U ss-tiimlenmis
olmasindan dolay1 Onerme 3.4.4 den uS € Desg(U) dir. Buradan u € Des(U) olup
Rad(U) < Des(U) bulunur. U = Rad(U) oldugunu varsayalim. Bu takdirde U =
Des(U) oldugu i¢in U yar basittir. Yar1 basit modiiliin radikali sifir oldugu i¢in U =
Rad(U) = 0 bulunur. U oyuk oldugundan U # Rad(U) olmaldir. U # Rad(U) veU
oyuk oldugu i¢in U yereldir. Rad(U) < Des(U) oldugu igin U gii¢lii yerel modiildiir.

(<) Onerme 3.4.7 den agiktir.

3.4.9. Ornek q asal tamsay1 olmak iizere T = Ly (1 <k €Z) yerel Z-modiiliini alalim.

k = 1 durumunda T modiilii basit ve ss-tiimlenmistir.

k = 2 durumunda T modiilii tiimlenmis fakat basit degildir. Ornegin; k = 2 ve ¢ = 2 igin
Z.,4 ss-timlenmistir.
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k >3 durumunda T modiilii ss-timlenmis olmaz. Ornegin k =3veq =2 icin Zg
tiimlenmis ancak ss-tiimlenmis degildir.

Z, yerel modiilii yar1 basit olmay1p ss-tiimlenmis olan bir modildiir (Kaynar vd., 2020).

Omneklerden anlasilacag: iizere yari basit modiillerin genellemesi olarak ss-tiimlenmis
modiilleri diigiinebiliriz.

yar1 basit modiil = ss-tiimlenmis modiil = tiimlenmis modiil

3.4.10. Ornek g asal tamsay1 olmak iizere Zgo = Up-; Zyn Oyuk Z-modiilii Ss-tiimlenmis
modiil degildir (Kaynar vd., 2020).

3.4.11. Lemma T bir modiil , X + U nun T de bir ss-tiimleyeni var ve X ss-timlenmis ise U

nun T de bir ss-tiimleyeni vardir (Kaynar vd., 2020).

3.4.12. Onerme T modiil ve X,V <T icin T =X +V olsun. X ve V ss-tiimlenmis ise
T ss-tiimlenmistir (Kaynar vd., 2020).

Ispat U < T olmak iizere 0 modiili T = X + (V + U) nun ss-tiimleyenidir. X ss-
timlenmis oldugu i¢in V' 4+ U nun T de bir ss-tiimleyeni mevcuttur. V ss-tiimlenmis ise U
nun T de bir ss-tiimleyeni bulunur. Bu T nin her U alt modiilii i¢in gegerli oldugu igin T SS-
tiimlenmistir.

3.4.13. Sonu¢ Ty, T,,..., T, modilleri T modiliiniin ss-timlenmis alt modiilleri ise
T,+ T, +...+ T sonlu toplami ss-timlenmistir (Kaynar vd., 2020).

3.4.14. Onerme T modiiliiniin biitiin alt modiilleri ss-tiimlenmis ise T, bol ss-tiimlenmistir
(Kaynar vd., 2020).

Ispat T = U + K seklinde U,K < T alalm. K, ss-timlenmis oldugu ig¢in K =
(UNnK)+ K',Un K € Desg (K")olacak bi¢imde K' < K mevcuttur ve T = U +
K=U+ (UnK)+ K)=U+ K bulunur. Buradan K', Unun T de bir ss-
tiimleyeni olur ve U, T de bol ss-tiimleyene sahiptir. Sonug olarak T bol ss-timlenmistir.

3.4.15. Onerme T (bol) ss-tiimlenmis modiil olmak iizere T nin tiim boliim modiilleri de
(bol) ss-tiimlenmistir (Kaynar vd., 2020).
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3.4.16. Lemma Bol ss-tiimlenmis T modiiliiniin, ss-tiimleyen alt modiilii K olmak tizere K
bol ss-tiimlenmis modiildiir (Kaynar vd., 2020).

3.4.17. Sonug U modiilii igin asagidaki sartlar denktir:
(i) U bol ss-tiimlenmistir,
(i1) U nun alt modiilleri de ss-tiimlenmistir,

(iii) U nun alt modiilleri de bol ss-tiimlenmistir (Kaynar vd., 2020).

3.5. Yerel Artin Tiimlenmis Modiiller

3.5.1. Tanim T yerel S-modiil ve Rad(T) T nin yerel artin alt modiilii olmak tizere T ye
RLA yerel modiil ad1 verilir. S halkasi RLA-yerel modiilse S ye RLA-yerel halka adi verilir
(Sahin ve Nisanci Tiirkmen, 2021).

Zg RLA yerel Z-modiildiir. Ayrica T modiilii hem yerel modiil hem de artin modiil ise bu
takdirde T, RLA-yerel modiildiir.

3.5.2. Onerme T bir RLA-yerel modiil olmak iizere T nin her boliim modiilii de RLA-yerel

modiil olur (Sahin ve Nisanc1 Tiirkmen, 2021).

Ispat T RLA-yerel modiil ve K < T olsun. T yerel oldugu i¢in T/K yereldir ve T nin tek
maksimal alt modiilic Rad(T) dir. Burada (Wisbauer, 31.2 (1) (ii)) den Rad(T/K) =
Rad(T)/K yerel artin modiil olur. Sonug olarak T /K, RLA-yerel modiildiir.

3.5.3. Tanim T bir modil ve U < T olmak tizere U N L K L, T = U + LvelU N L,
T nin yerel artin alt modiilii oluyorsa L ye U nun yerel artin tiimleyeni ad1 verilir. T nin alt
modiillerinin T de yerel artin timleyeni mevcutsa T ye yerel artin tiimlenmis modiil adi
verilir. TninT = U + L seklindeki her U < T modiilii L tarafindan kapsanan yerel artin
timleyene sahip oluyorsa T modiiline bol yerel artin tiimlenmis adi verilir (Sahin ve

Nisanci Tiirkmen, 2021).
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Ornegin Yar1 basit modiiller yerel artindir. Z, yerel artin modiildiir. q asal tamsay1 olmak

lizere Zg Z-modiilii artindir bu yiizden yerel artin tiimlenmistir.

Orneklerden yola ¢ikarak asagidaki diyagran elde ederiz.

Ss- timlenmis = yerel artin timlenmis = tlimlenmis

3.5.4. Lemma N tiimlenmis modiil ve Rad(N), N modiiliiniin yerel artin alt modiilii olmak

iizere N yerel artin tiimlenmis modiil olur (Sahin ve Nisanc1 Tiirkmen, 2021).

Ispat N tiimlenmis modiill ve V < Nicin N=V + Tve V N T « T olacak sekilde
3T < N vardir. DolayisiylaV N T « Ndir.V N T S Rad(N) ve Rad(N), yerel artin
alt modiil oldugu i¢in Sonug 2.11.5 (i) geregi V N T yerel artin alt modiil olur ve buradan

N yerel artin timlenmis modiildiir.

3.5.5. Teorem T modiil ve Rad(T) « T olmak iizere asagidakiler birbirine denktir;
(i) T yerel artin timlenmis modiildiir,

(if) Rad(T) nin T de yerel artin tiimleyeni mevcuttur ve T tiimlenmistir,

(iii) Rad(T) yerel artindir ve T tiimlenmistir (Sahin ve Nisanc1 Tiirkmen, 2021).

Ispat (i)=>(ii) T yerel artin tiimlenmis oldugu i¢in T tiimlenmis modiildiir ve Rad(T), T

de yerel artin tlimleyene sahiptir.

(i)=(ii) Rad(T) « T oldugu i¢in Rad(T)nin T de ki yerel artin timleyeni T olur.
Boylelikle Rad(T) = Rad(T)N' T <K T, Rad(T)+ T =T ve Rad(T) yerel artin
modiil olur.

(iii) = (i) Lemma 3.5.4 den agiktir.

3.5.6. Lemma N bir modiil, V < N ve U modiilii N nin yerel artin tiimlenmis alt modiilii
olmak tlizere U + V, N de yerel artin tiimleyene sahipse VV, N de yerel artin tiimleyene

sahip olur (Sahin ve Nisanc1 Tiirkmen, 2021).
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3.5.7. Onerme T = X + Y seklindeki T modiiliinin X ve Y alt modiilleri icin X ve Y
yerel artin timlenmis modiil ise T de yerel artin tiimlenmis modiil olur (Sahin ve Nisanci

Tiirkmen, 2021).

Ispat N < T olmak lizere T = X + Y + Ndir. X + Y + N ise T de 0 (sifir) asikar
yerel artin tiimleyenine sahip olur. Burada X yerel artin tliimlenmis oldugu i¢in Lemma
357 geregi Y + N, T de yerel artin timleyene sahiptir. Tekrar Lemma 3.5.7
uygulandiginda Y yerel artin timlenmis oldugu i¢in N, T de bir yerel artin tiimleyene sahip

olur. Buradan T yerel artin tiimlenmis olur.

3.5.8. Sonug T yerel artin tiimlenmis modiil olmak tizere T nin sonlu toplam1 da yerel artin

tiimlenmis modiildiir (Sahin ve Nisanc1 Tiirkmen, 2021).

3.5.9. Onerme (Bol) yerel artin tiimlenmis modiillerin bdliim modiilleri de (bol) yerel artin

tiimlenmis modiildiir (Sahin ve Nisanc1 Tiirkmen, 2021).

3.5.10. Onerme Tiim alt modiilleri yerel artin tiimlenmis olan modiiller bol yerel artin

timlenmistir (Sahin ve Nisanc1 Tiirkmen, 2021).

Ispat K,N < T ve T = K + N olsun. N yerel artin tiimlenmis oldugu icin N = (K N N) +
N', KNN'" <« N've Kn N’ yerel artin alt modiilii mevcut olacak sekilde N’ < N vardr.
N=(KNN)+N oldugu icin T=K+N=K+ ((KNN)+N')=K+N’' bulunur.
Buradan N’, K nin N de kapsanan yerel artin tiimleyeni olur. Sonug olarak T bol yerel artin

timlenmis olur.

3.5.11. Lemma T bol yerel artin timlenmis modiil, V de yerel artin tiimleyen alt modiil

olmak iizere V bol yerel artin tiimlenmis modiildiir (Sahin ve Nisanc1 Tiirkmen, 2021).

3.5.12. Onerme m-projektif yerel artin tiimlenmis modiiller bol yerel artin tiimlenmistir

(Sahin ve Nisanc1 Tirkmen, 2021).
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3.5.13. Onerme T modiilii bol yerel artin tiimlenmis ise T nin X = K + L formundaki her X
alt modiilii i¢in K yerel artin timlenmis ve yerel artin olan L « T alt modiilii olacak

sekilde mevcuttur (Sahin ve Nisanci Tiirkmen, 2021).

Ispat X < T olsun. T yerel artin tiimlenmis oldugu i¢in X, V yerel artin tiimleyene sahip
olur. T bol yerel artin tiimlenmis oldugu i¢in T de V nin yerel artin timleyeni seklinde
K < X modiili mevcuttur. X N V = L olmak lizere V, X nin yerel artin tiimleyeni
oldugu i¢in L yerel artin modiil olur. Modiiler kurala gore X = X N T = X N
(K+V)= K+ XnV)=K + L dir. Lemma 3511 geregi K yerel artin
timlenmistir. L <« V oldugu igin L <« T olur.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Zayif -@- Yerel Artin Tiimlenmis Modiiller

4.1.1 Tanim (i) L modiil ve U, L nin herhangi bir yerel artin alt modiilii olsun. Eger U N
T KT ve L=U++T bigiminde L nin bir T direkt toplam terimi mevcutsa L modiiliine

zayif -@- yerel artin tiimlenmis modiil veya kisaca @y, 4-tiimlenmis modiil ad1 verilir.

(i) L modil ve U, L nin herhangi bir yerel artin alt modili olsun. Eger
U/T « L/T olacak bigimde L nin T < U direkt toplam terimi mevcutsa L modiiliine zayif

yerel artin yiikseltilebilir modiil veya kisaca (Dqyy14)- modiil denir.

(iii) L modiil ve U, L nin herhangi bir alt modiilii olmak tizere U/T «< L/T ve U/T yerel
artin olacak bigcimde T € U direkt toplam terimi mevcutsa L modiiline yerel artin

yiikseltilebilir modiil veya kisaca (Dqy4)- modiil denir.

(iv) L modiil ve L nin sonlu iretilmis her U alt modiilii icin U/T < L/T ve U/T yerel artin
olacak bi¢imde T < U direkt toplam terimi mevcutsa L modiiliine sonlu iiretilmis yerel

artin yiikseltilebilir modiil veya kisaca sonlu tiretilmis (D11 4)- modiil denir.

Tanim (ii) geregince L nin (Dyy4)-modiil olabilmesi i¢in U < L igin L=U @ T ve
UNT K Tve UNT yerel artin olacak bi¢ciminde T € L alt modiiliiniin bulunmas1 gerek

ve yeterlidir.

4.1.2. Lemma L, (Dyy4)-modiil olmak tlizere L, Py 4-tlimlenmis modiildiir.

Ispat L, (Dyy14)-modiil olsun. (Clark vd., 2006) da yer alan 22.1 (a)=(d) gecisine benzer
yolla L (Diwrpa)- modiil iken, L deki her yerel artin U alt modiilii i¢in U, L modiiliinde
direkt toplam terimi bi¢iminde bir yerel artin tiimleyenine sahip oldugu gésterilebilir.

Dolayisiyla L, @y 4-tlimlenmis modiildiir.

4.1.3. Teorem M, (D;;4)-modiil olmak lizere M, @y 4-tliimlenmistir.
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Ispat M, (D;.4)-modiil ise (D;y.4)-modiil oldugu agiktir. O halde Lemma 4.1.2. den

D1 4-timlenmis modiildiir.

4.1.4 Teorem Her alt modiili M de direkt toplam terimine yiikseltilebilir olan bol yerel

artin timlenmis M modiilii @y, 4-timlenmistir.

Ispat M bol yerel artin tiimlenmis modiil oldugu i¢cin M = X + K ve T € K olacak bigimde
X In T yerel artin timleyeni mevcuttur. Hipotez geregince M nin her X yerel artin alt
modiilii i¢in K’ € Xve X/K < M/K’olacak bi¢imde M nin K’ direkt toplam terimi
mevcuttur. Boylece M (D;;4)-modiil oldugu i¢in Teorem 4.1.3. den M modilii @y 4-

tiimlenmistir.

4.1.5. Lemma M bir Noether modiil olsun. M sonlu iiretilmis (D;;4)-modiil ise M (Dy14)-

modildir.

Ispat Noether modiil tanimindan gériiliir.

4.1.6. Teorem M Noether ve sonlu iretilmis (D;;4)-modil ise M modilii @Dy 4-

tiimlenmis moddildiir.

Ispat M Noether oldugundan M nin alt modiilleri sonlu iiretilmistir. Hipotez geregince M
sonlu {iretilmis (D;;4)-modiil oldugundan Lemma 4.1.5. den M, (D;.,)-modiildiir.

Teorem 4.1.3. den M, @y 4-timlenmis modiildiir.

4.1.7. Teorem Ky, K,, ..., K;;, modiilleri K modiilinin K = K; @ K, @ ... D K,,, kosulunu

saglayan @y 4-timlenmis alt modiilleri olmak tizere K, @y 4-tiimlenmistir.

Ispat m bir pozitif tam say1 ve K; (j:1,2,...,m) alt modiilleri @y, ,-timlenmis olsun.
Ispati m {izerine tiimevarim uygulayarak yapalim. m = 2 olsun. Bu durumda K = K; @
K, dir. Buradam; = K — K; j. projeksiyonunu (j: 1,2) alahm. T modiilii K min keyfi bir
yerel artin alt modiilii olsun. Teorem 2.11.2 (i) geregince (T + K;) N K, = m,(T) yerel
artin alt modiildiir. 0 (sifir) alt modiilii, (T + K;) + K, nin K da bir direkt toplam terimi
bi¢ciminde tiimleyeni olur. Lemma 3.5.6 dan T + K;, Kda H yerel artin tiimleyenine
sahiptir. Tekrar Teorem 2.11.2. (i) kullanilarak (T+ H) NK; N (T+K;) NK; =
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1 (T) yerel artin alt modiil oldugu goriilir. Hipotez geregince (T + H) N K; in K; de
direkt toplam terimi olacak bigimde bir U tiimleyeni oldugu aciktir. Tekrar Lemma 3.5.6
calistirtlirsa H @ U nun K da direkt toplam terimi bi¢iminde tiimleyeni oldugu goriiliir.

Dolayisiyla K, @y 4-tiimlenmistir.

4.1.8 Tanim M modiiliiniin her N alt modiili ve M = M; @ M, parcalanisi i¢in K; D K,
M de N nin yerel artin tiimleyeni olacak sekilde K; < M; ve K, < M, alt modiilleri varsa

M ye genellestirilmis yerel artin yiikseltilebilir modiil veya kisaca (D1 ¢p.4)-modiil denir.

4.1.9. Teorem M, (D;¢1.4)-modiil ise M, @y 4-tlimlenmis modiildiir.

Ispat N, M nin yerel artin alt modiilii olsun. Hipotez geregince N + (T; @ T,) = M =
M @ M, ve NN (T, ® T,) KT, @ T, olacak sekilde M nin T; @ T, direkt toplam
terimi vardir. NN (T, @ T,) K T; @ T, bulunur. (Wisbauer, 1991, 19.3 (v)) geregince
NN(T;P T,) KM, Nn (T, @ T,) yerel artin ve T; @ T,, M nin direkt toplam terimi
oldugu i¢cin NN (T; @ T,) K T; @ T, dir. Buradan M nin @ 4-timlenmis modiil

oldugu goriiliir.

4.1.10. Teorem Yerel artin tliimlenmis modiil olan M nin her yerel artin timleyen alt
modili M nin bir direkt toplam terimine ylkseltilebiliyorsa M, @ 4-timlenmis

modildur.

Ispat M nin yerel artin alt modiilii U olsun. Kabul edelim ki V, U nun M de yerel artin
tlimleyeni olsun. M nin her yerel artin tiimleyen alt modiiliit M de bir direkt toplam terimine
yiikseltilebilir oldugu icin VNM, K M, ,M; <V ve M = M, @ M, olan M nin M; ve
M, alt modiilleri vardir. Boéylece V.=V NnM =V n (M; @ M,) esitliginin Modiiler kural
uygulanarak V.= M; @ (VN M,) oldugu goriilir. Burada VN M, < M oldugu igin M =
U+V=U+WNM,)+M,; =U+ M, esitligi bulunur. V, U nun M de yerel artin
timleyeni oldugundan ayni zamanda bir tiimleyenidir. Boylece V = M; bulunur. Bu
yizden M =V + M, esitligi saglanir. V, M nin bir direkt toplam terimi bi¢cimindedir.

Dolayistyla M, @y 4-tlimlenmis modiildiir.
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4.1.11. Ornek T burulma bir Z-modiil ve T nin bir yar1 basit alt modiilii N ise, N = Des(T)
dir. Des(T) yar1 basit ve N « T oldugundan N = Des(T) « T dir. (Abed M.M. ve
Ahmad A.G., 2014, Omek 2.12) geregince T nin her yar1 basit alt modiiliiniin T de bir
direkt toplam terimi bi¢iminde tiimleyene sahip oldugu aciktir. Dolayisiyla T w-@-
timlenmis modiildiir. Boylece N+ T =T ve NNT < T seklinde T igin bir direkt toplam
terimi vardir. (Wisbauer, 31.15 (6)) geregince T nin yerel artin modiil oldugu agiktir.
Ayrica (Wisbauer, 1991, 31.2.(1)(i)) den N ve NN T, T nin yerel artin alt modiilleridir.

Sonug olarak T, @y 4-timlenmis modiildiir.

4.1.12. Ornek S yerel ve artin halka olsun. Q = S/Rad(S) halkasini, Rad(S)? =0, Q =

S = Rad(S) degismeli ve boy(oRad(S)) =2, boy(Rad(S)y)=1 olacak sekilde alalim.
D ={us—vs:seS} olacak bicimde U =[(S@S)/D]s pargalanamaz injektif
S-modiildiir. (Orhan and Tiitiincii, 2006. Ornek 2.1 ) geregince U, w-@-tiimlenmistir.

Dolayistyla U, @y 4-timlenmis modiildiir.

4.1.13. Lemma M, (D3) kosulunu saglayan @ 4-timlenmis modiil olmak iizere M nin

direkt toplam terimleri de @y 4-timlenmistir.

Ispat M nin direkt toplam terimi T ve T de yerel artin alt modiil U olmak iizere hipotez
geregi M =U+L, UNL KL seklinde M nin bir L direkt toplam terimi mevcuttur.
Modiiler kurala gore T=U+(TNL)=TnW+L)dir. Burada M =T+ L dir.
M, (D3) kosulunu sagladigindan T N L de T nin bir direkt toplam terimi olur. U n (T N
L)=UNLKTnNLoldugundan T, @ 4-tlimlenmis modiildiir.

4.1.14. Sonu¢ M, (D3) kosulunu saglayan @, 4-tiimlenmis modiil olsun. Bu takdirde M,
yerel artin alt modiilii i¢in M = M; @ M, pargalanisinda Des (M,) <« M, olacak sekilde

@ w1 a-tiimlenmis olan M, alt modiilii mevcuttur.

Ispat M, @y, ,-timlenmis modiil olsun. Des (M), M nin yari basit alt modiilii oldugundan
yerel artin alt modilidir. M =M, @ M, pargalamisinda Des (M) # M, =M ve
Des (M,) = Des (M) N M, seklindedir. Lemma 4.1.13 geregince M, ve M, @Dypa-
timlenmis modiildiir. Des (M) = Des (M) + Des (M,) ve Des (M) + M, = Des (M,) @
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Des (M,) + M, = M dir. Buradan Des (M;) + M, = M = M, @ M, olup M,, yari basit

bulunur. Burada M, in yerel artin alt modiil oldugu agiktir.

4.1.15. Onerme T, @ 4-timlenmis modiil ve T/M projektif olsun. Bu takdirde M,

@Dy 4-timlenmis modiildiir.

Ispat M nin yerel artin alt modiilii L ise hipotez geregince L NV < V, L NV yerel artin ve
T =L+ V bigciminde T nin V direkt toplam terimi mevcuttur. M =L+ (M NV) ve
LnMnV)=LnV < Desg(V)dir. V/(MNV) projektif oldugundan M NV, T nin
direkt toplam terimidir. Bu yiizden M NV ayn1 zamanda M nin de bir direkt toplam terimi

olur. Dolayisiyla M NV < Desg(V) olup M, @ 4-timlenmis modiildiir.

4.1.16. Teorem M kendi kendine projektif modiilii i¢in asagidakiler denktir;
(1) M Dypa- tiimlenmistir,

(i)M nin M = M; @ M, pargalanisindaki M; yar1 basit ve M, @ 4-timlenmis modiil

olacak sekilde alt modiilleri mevcuttur.

(ili)) M (D1yy4)-modiildiir.

Ispat (i)=(ii) Sonug 4.1.14 geregi ve (Mohamed ve Miiller, 1990) geregince aciktir.
(if) =(i) Teorem 4.1.7 geregi agiktir.
(iii) =(i) Tanim 4.1.1 geregi agiktir.

(i) = (iii) Kabul edelim ki M kendi kendine projektif ve @y, 4-tiimlenmis modiil olsun. M

nin keyfi bir N yerel artin alt modiline karsilk M =T @T' =T+ N ve TNN LT
olacak bi¢imde M nin T ve T' alt modiilii mevcuttur. ¢: M - M /N dogal epimorfizmasini
ve her teT igin B(t) =t+ Nile tammh  B:T - M/N epimorfizmasini gozoniine
alalim. Cek(f) nin N NT oldugu agiktir. M, T-projektif oldugundan fSoh = ¢ olacak
bicimde bir h: M - T homomorfizma mevcuttur. Bu homomorfizma epimorfizmadir.
T, M-projektif oldugundan h pargalanabilirdir. Bu nedenle M = Cek(h) @ Gor(g) olacak

bicimde g:T - M homomorfizmast mevcuttur. Burada Cek(h) mm N nin alt modili
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oldugu agiktir. g(NNT)=NNGor(g), NNT KT, NnGor(g) K Gor(g) dir. Bu
yiizden M, (Dqy1.4)-modiildiir.
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5.S0NUC VE ONERILER

Literatiirde zayif -@-tiimlenmis modiiller kavraminda gecen yari basit alt modiiller yerel
artin alt modiillere genellestirilerek ¢alistigimiz @y, 4-tlimlenmis modiiller ve bu modiil
smifinin birtakim 6zellestirmelerine yer verilerek bu cebirsel yapilar arasindaki gecis
teoremleri ve temel cebirsel Ozellikleri elde edildi. Bu tez konusu yardimiyla Dedekind
bolgelerinin @y 4-tiimlenmis modiiller yardimiyla karakterizasyonu yapilabilir ve daha
0zelde modiilleri @y, 4-timlenmis olan halkalar belirlenebilir.
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