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Bu caligmada iki ve li¢ boyutlu Zeeman modeli (kalp atis modeli ) incelenmistir.
S6z konusu modelde kararlilik analizi yapilacaktir. Tipik gevsemis lif uzunlugunun
durumu i¢in analizler yapilmaktadir. Zeeman modellerinin yaklasik analitik ¢6ziimleri elde
edilecektir.

Baslangi¢c olarak iki boyutlu Zeeman modeline gecikme (delay) terimi ilave
edilerek kararlilik analizi gerceklestirilecektir. Daha sonra bu ¢alismada Zeeman tarafindan
gelistirilen kalp atis modeli olarak da bilinen modele, rastgele stokastik efektler eklenerek
¢Oziimiin davranisini, p tansiyon normal dagilima sahip bir rastgele degisken olmasi
durumunda Zeeman modeli ele alinmis, x kalp kas lifinin ilk dort momentleri

hesaplanarak, beklenen deger, varyans, standart sapma ve giiven aralig1 hesaplanmaktadir.
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Ayrica sayisal yontemlerden yararlanarak kalp atis modeli igin grafik similasyonu
olusturulmaktadir.

Kesirli (fractional) mertebeden tiirevli Zeeman modelinin kararlilik analizi
yapilmistir,ayrica farkli mertebeden tiirevler igin ¢oziim egrileri elde edilmektedir. iki ve
tic boyutlu Zeeman modeline wiener siireci (beyaz giiriiltii) terimleri eklenerek stokastik
Zeeman modeli elde edilmistir. Elde edilen bu stokastik model, Milstein ve Euler-
Maruyama yontemleriyle ¢oziilmektedir. Deterministik, rastgele efektli ve stokastik
Zeeman modelinin ¢6zlimleri karsilastirilmaktadir.

Rastgele Zeeman Kalp Atis Modelinin ¢6ziimii i¢in Random Diferansiyel Dontlistim
Metodu (RDDM) kullanilmistir. Parametreler ve baslangic sartlari sirasiyla Beta ve
Normal dagilima sahip rastgele degiskenler olarak alinmistir. Rastgele Zeeman modelinin
yaklasik analitik ¢Oziimii yapilarak sistemin yaklasik beklenen deger ve varyansi
hesaplanmistir. Random Diferansiyel Doniisiim Metodu, bu metoddan elde edilen kesik
seri ¢O0ziimiiniin yakinsaklik orani ve dogrulugunu artirmak i¢in Pade yaklasimi ve Laplace
dontisiimiintin  kullanimin1 igeren Modified Diferansiyel Random Doniisiimii Metodu
kullanilmistir. Rastgele modelin ¢oéziimiinden elde edilen sonuglar ve bilesenlerin rastgele
davraniglar1 grafikler ve tablolar yardimiyla verilmistir. Beta ve normal dagilimli rastgele

etkileri igeren rastgele modellerin ¢6ziim davraniglart karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler:Zeeman kalp atis modeli, kararlilik analizi, wiener siire¢,delay
(gecikme), Euler-Maruyama,Milstein,beklenen deger, varyans, Laplace-Pade yaklagimi,

Random Diferansiyel Doniisiim Y 6ntemi.
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Two and theree dimension Zeeman Model is studied in this project. Stability
analysis will be studied in that type. It is made analysis for the station of typical relaxed
fiber length. Approximate analytic solutions for Zeeman models will be obtained.

Firstly, stability analysis will be carried out by adding ‘delay’ term to the two
dimension Zeeman model. After that in this study, Zeeman model with the behaviour of
thesolution which was developed by Zeeman was dealed in case of being a random
variable which has ‘p’ tension normal distrubition by adding random stochastic effects
which is known as heartbeat model and it is calculated variance, standart deviation,
confidence interval, expected value with calculating first four moments of x heartbeat
muscle fiber, also it is formed graph simiilation for heartbeat model by using numerical

methods.
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It is made stability analysis of differantial Zeeman model from fractional level.
Also, it is obtained solution curves for derivates from different levels. It is obtained
stochasticZeemanmodel by adding Wiener process terms to two and three dimension
Zeeman model. Thisobtained stokastic model is being solved with Milstein and Euler-
Maruyama methods. It is compared the solutions of stokastic, deterministic Zeeman model
with random effect.

It is used Random Diferantial Transformation Method (RDDM) for the solution
ofRandom Zeeman Heartbeat Model. Parameters and initial conditions are taken as
randomvariables which has respectively Beta and Normal distrubitions. Approximate
expectedvalue and variance of the system is calculated by making approximate analytical
solution ofRandom Zeeman Model. It is used Modified Differantial Random Method
which contains theusage of Laplace-Pade Approach conversion to increase the accuracy
and ratio ofconvergence of the solution of slash serial which is obtained from RDDM. The
results obtained from the solution of Random model and random behaviours of
components are shown by the help of tables and graps. The solution behaviours of random

models whicincludes random effects with Beta and Normal distrubitions are compared.

Key Words: Zeeman Heartbeat Model, Stability Analysis, Wiener process, Delay, Euler-
Maruyama, Milstein, Expected Value, Variance, Laplace-Pade Approximate, Random

Differantial Transformation Method, Normal Distribution, Beta Distribution
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Elektrokardiyografi, kalp kasinin ve sinirsel iletim sisteminin ¢alismasini incelemek
izere kalpte meydana gelen elektriksel faaliyetin kaydedilmesidir. Bu kayit ile elde edilen
grafigeelektrokardiyogram, kullanilan aletede elektrokardiyografi denir.
Elektrokardiyografi Hollanda’da gelistirilmistir. EKG cihazin1 Hollandali filozof ve doktor
olan Willem Einthoven 1903’te Leiden Universitesinde gelistirdi ve bilime kattig1 bu
onemli alet adina 1924°te Nobel T1p Odiilii almstir.

Leiden sisesi 1744’te kesfedilince elektrik tip alanina girmistir. Tip alaninda
elektrigin dnemi ¢ok eskilere dayanir. ingiltere kralicesi I.Elizabeth’in doktoru W.Gilbert
1600°de statik elektrik hakkindaki ilk bilimsel kitabini yazmistir. Statik elektrigi muhafaza
edebilen Leiden sisesi, 1744’te Hollanda’da kesfedilmistir. Ardindan Avrupali doktorlar
elektrikle ilgili deneyler yapmaya baslanmustir. italyan biyolog L.Gavani 1780’de
Ogrencilere kurbaga bacagmmin kaslarin1 gostermek amaciyla metal tabaktaki bacagi
keserken, bacagin aniden kasildigini gozlemlemistir. Aym1 yil baska bir bilim adamu,
elektrik yiikli bir Leiden sisesiyle oOlii bir kurbaganin bacaginin hareket ettigini
kesfetmistir. Galvani, 6li bir kurbaga bacaginda elektrik saklidir fikrini 6ne siirmiistiir.
Hayvansal Elektrik adim verdigi bu konuda kitaplar yazmis ve meshur olmustur. italyan
Fizik profesorii A.Volta, bacagi hareket ettiren elektrigin kurbagadan gelmedigini
sOyleyerek aksini iddia etmis oldu. Bu olaya, bicak ve metal tabagin farkli metallerden
olusunun sebep oldugunu kanitladi. Volta 1800°de ¢inko ve bakir metalleri arasina tuzlu
suyla 1slatilmis karton koyarak ilk elektrik pilini iiretmistir. Avrupa’da elektrigin bazi
hastaliklar1 iyilestirecegi ve oliileri canlandiracagi fikrine inanan ¢oktu. Ingiltere’de bir
Oliiniin elektrikle dirilisini anlatan Frankestein romani1 1818’de yazild1 ve filmlere konu

oldu. [B.Mary, 2008].

Sekil 1.1.Waller’in ilk EKG’si (1887)



EKG cihazinin kesfinden 6nceki geligsmeleri ise s0yle agiklayabiliriz:

Galvanometre, elektrik akimindaki degisimin manyetik alan olusturmasi prensibiyle
calisan bir tiir test cihazidir. Bir telden gegen elektrik akimimin varligimi ve siddetini
gosteren bu cihazin icadi elektrokardiyografi cihazinin kesfedilmesine yol agti.

Galvonometrenin kesfinden oOnceDanimarkali fizik ve kimya profesorii olan
H.Oersted 1820°de tesadiifen bir kesif yaptr. Ogrencilere elektrikle ilgili bir deney
yaparken kablonun yaninda duran pusulanin, miknatistan yapilmis olan ibresi telden akim
gecince sapti. Akim kesilince ibre normal yerine dondii. Boyleye kablodan gegerken bir
manyetik alan olusturdugu icin yakinindaki miknatis1 hareket ettirdigi ortaya ¢ikmis oldu.
Bu fikirden faydalanarak ayni yi1l Almanya’da pusulanin etrafina ince bir kablo sarilarak
ilk galvanometre icat edilmis oldu.

Galvanometre hizli bir sekilde gelistirildi ve elektrik konusunda arastirma yapanlar
i¢in biiyiik 6l¢iide yardimei bir cihaz oldu. Galvanometre’nin ileri diizey gelistirilmishale
geldigi iilke ise Ingiltere’dir. Hayvanlarin beyninde elektrik sinyallerinin varlig1,1875’te
yine Ingiltere’de galvanometre yardimiyla ispatlandi. Ingilizler sonraki yil canli bir
kurbaganin kalbine kablolar baglayip, elektrik sinyalleri trettigini de galvanometre

yardimuiyla ispatladilar. [E.Esmeray, 2005].

B—-

Sekil 1.2. Willem Einthoven (soldan ikinci),
calisma arkadaslari, yabanci
iilkelerden gelen ziyaretciler ve
W.Einthoven ‘in gelistirdigi EKG

cithaziyla.



Kalp atislar1 sirasinda insan kalbindeki voltaj degisikliklerini gozleyen ilk kisi
Ingiliz A.D.Waller’dir. Waller, 1887°de laboratuvardaki teknisyenin elektrokardiyogramini
cekmisti. Baska bir Ingiliz doktor, kalpte iiretilen elektrik sinyallerinin iki farkli dalga
halinde oldugunu acgikladi. Bu dalgalar ileriki yillarda QRS ve T olarak tanimlanmistir. Bu
elektrik sinyallerinden bir anlam ¢ikarmak giictii. Oxford Universitesi’ndeki bilim adamlart
matematiksel yoOntemlerle anlamsiz sinyalleri sadelestirmistir. Bu sayede doktorlarin
sinyalleri parazitsiz dalga formunda elde etmeleri saglandi. Hollanda’da Leiden
Universitesi’'nde  tip  profesdérii  olan ~ W.Einthoven  (1860-1927)  Waller’in
elektrokardiyografi denemeleri hakkindaki sunumunu seyretmisti. Konu ilgisini ¢ektigi
icin Einthoven kopegin EKG’lerini ¢ekti. Galvanometreye bir yiikseltici baglayarak
sinyalleri giiclendirdi. Elektrigi iletebilmesi icin kdpegin ayaklarini, tuzlu su dolu kaplara
sokarak EKG ¢ekiyordu. Insanlarin EKG’lerini c¢ekerken el ve ayaklarini tuzlu suya
daldirtyordu. Hastanedeki hastalarin EKG’sini ¢ekebilmek i¢in uzaktan bir sistem kurdu.
Matematiksel olarak elektrik sinyallerindeki parazitleri yok ederek 5 farkl faz belirledi. Bu
fazlar1 P,Q,R,S ve T harfleriyle tanimladi. Einthoven A,B,C,D,E harflerini kullanmadi
clinkii daha 6nce matematiksel diizeltme yapmadan elde ettigi sinyallerle bu harfleri
vermisti. Bu nedenle alfabenin ikinci yarisindaki harfleri tercih etti. Bu harfler glinlimiizde
de kullanilir. P kulakg¢iklarin kasilmasi, QRS karinciklarin kasilmast ve T karinciklarin
gevsemesi sirasindaki sinyallerdir. O zamanlardaki cihazin agirhigt 270 kilogramken,
giinlimiizdeki cihazlar 1 kilogramdan daha hafiftir. Einthoven 1903’te cihazi daha kolay
kullanilabilir hale getirdi. Zamanla daha da gelistirdi. Ardindan seri iiretimini ve ihrag
edilmesini sagladi. EKG’yi gelistirip yaygmlastirdign i¢in 1924’te Nobel Odiilii’nii
kazandi. [U.Dinger, 1997]

Sekil 1.3. Hastanin EKG’si ¢ekilirken elleri ve bir
ayagi su dolu kapta



Kalbin calisma prensibi ile EKG’deki elektrik dalgalarinin iligkisi asagidaki gibi
Ozetlenebilir.

Kalp yaklasik yumruk biiylikliiglinde, viicutta dakikada yaklasik bes litre kan
pompalayan i¢i bos bir kastir. Bu pompalama gorevini yerine getirmek tizere, saglikli bir
insanda istirahat veya zorlanma durumlarina gére 60 ila 140 kez arasinda atar. Insan kalbi
ortalama olarak giinde 100.000 kez, yilda yaklasik 40 milyon kez ve tiim yasam boyunca
yaklasik 3 milyar kez atar. Kalbin i¢ kisminda sag ve sol kalp olarak adlandirilan boliimler
bulunur. Kalbin her iki yaris1 da kulak¢ik ve karinciklardan olusur. Kalbin sag tarafi kirli,
koyu kirmiz1 kan1 yeniden oksijenle zenginlestirerek kalbin sol yarisina gonderecek olan
akcigere yollar. Kalbin sol kismi temiz, acik kirmizi renkli kan1 ana atar damara yollar ve
organizmay1 oksijenle besler. Kalp atis1, kulak¢iklarin ve karinciklarin ritmik olarak agilip
kapanmasi yoluyla gerceklesir. Kalbin her kas lifi kendiliginden kasilma kuvvetine
sahiptir. Kas lifleri her biri kendi elektrik yiikiine sahip kas hiicrelerinden olusur. Bu
elektrik yiikii saglikli insanlarda bir sinir agi, yani siniis diigiimii tarafindan {iretilen
elektriksel uyarilardan komut alir, yani diizene sokulur denebilir. Siniis diiglimiinden gelen
kiigiik elektriksel uyarilar, kalp atisin1 baslatir ve her bir evrenin seyrini diizenlerler.
Uyarilar, siniis diiglimiinden kalp kasinin igine yerlesmis iletme yetenegine sahip bir doku
araciligiyla aktarilir. Bu dokunun adi uyari iletim sistemidir. Uyari iletim sistemi saglikli
ise gelen tiim uyarilar en uzaktaki kalp kasi hiicresine kadar ulasirlar. Bu da tiim kas
liflerinin dogru ritimle kasilmasi ve yeniden gevsemesinin kosuludur. Elektrik sinyalleriyle
kalp kaslar1 kasilarak kan pompalanir. Kalp kasmin en kalin oldugu nokta, pompalama
isleminin en biiyiik boliimiinden sorumlu olan sol karincik civaridir. Kalbin kasilip
gevsemesi sirasindaki elektriksel degisimlerin kayit edildigi ¢iktiya elektrokardiyogram
denilir. Elektrokardiyogram, doktorlara kalbin ritim ve iletim bozuklugukoroner
yetmezligi, enfarktiis tanisi, kalp duvarinda kalinlagma, kalp pilinin islevi, elektrolit
dengesizligi gibi konularda bilgi verir.P,T,U dalgalar1 ve QRS kompleksindeki
degisiklikler, dalgalar arasindaki stirelerdeki degisimler kalp hakkinda ipuglar1 verir.
Ancak bu sonuclar kesin degildir. Doktorlar EKG sonuglar1 ve diger tibbi bulgular birlikte
inceleyerek karar verir.Elekrokardiyografi, kalp hastalarinin teshisini kolaylastirdi.
Yaklasik yliz yildir erken teshis sayesinde milyonlarca kisinin hayatini kurtardi.[K.M
Gabriel, 2007]



P dalgas: : R
alriyum depolarizasyonu

GRS kompleks| :
ventrkal depolarizssyonu

-

T dalgas) :
ventrikal repolarzasycanu
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Complete Cardiac Cyde
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Sekil 1.5. Kalpte meydana gelen ritim bozuklugu

Sekil 1.6. Dakikada 300 ve iizeri atan bir kalp

Zeeman Kalp atis modeli kalp dongiisiiniin bir benzerini olusturmak icin Afet
Teorisinde yer alan calismada kullanilmistir. Kalp uzay evresinde mavi bir dongii olarak
temsil edilir ve yesildongiiler olarak temsil edilen kalbin ritmik genislemesinden kalbin
kasilmasina hareket eder. Kalp kas lifi (x;) y ekseni lizerinde temsil edilir ve
elektrokimyasal aktivite (x,)x ekseni iizerinde temsil edilir. Model dakikada kalp atis
hizint ve kalp piline bagli olan gamma (xq) olarak adlandirilan bir degiskeni
hesaplamaktadir.

Model, kullaniciya kalp atis hizinin nasil etkilendigini gérmek icin kalbin ritmik
genislemesinin ve kalbin kasilmasinin konumunu ve kas tansiyonunu igeren birkac c¢esit

degiskeni ayarlamaya miisaade etmektedir.



Ik olarak bu tez calismasinda iizerinde calistigimiz iki ve ii¢ boyutlu Zeeman

modellerini ele alalim.

1.2. iki Boyutlu Zeeman Modeli

Iki boyutlu Zeeman kalp atis modeli asagidaki gibi verilmistir. (E.C. Zeeman,
1972a):

dx,(t)
dt

1
= — E (x1 (t)3 - Txl(t) + X2 (t))

ey

d
x;t(t) = x1(t) — xg

Burada degiskenler;x; kalp kas lifinin uzunlugu,xzkalp kas lifinin kasilmasini

kontrol eden bir uyaricidir ve t bagimsiz degiskeni de dakikayr gostermektedir. Modelin

parametreleri asagidaki gibi Tablo 1.1'de gosterilmistir.(E.C. Zeeman, 1972a, 1972b, 1977)

Tablo 1.1. (1) sistemindeki parametrelerin degerleri ve agiklamalari

Parametre | Aciklama Deger
Zamana bagli sabit 0.2

T Kalpteki tansiyon 0.5

Xg Tipik gevsemis lif uzunlugu 0,041

(1) Sistemindeki denklemlerin baslangi¢ sartlar1 asagidaki gibidir. (E.C. Zeeman,
1972a, 1972b, 1977):
xl(ﬂ} = ﬂ.S;x:(ﬂ} = 0.

1.3. U¢ Boyutlu Zeeman Modeli

dx; 3
ar 1T X T X
dx,
T = Pxi—ox; (2)
dx;

i R
ac ®
Baglangi¢ sartlart x;(0) = —0.8,x,(0) = —1.1,x3(0) = 0.1 olan ve S =2,0=

2vef =1 katsayilarinasahip denklem sistemi olarak  tanimlanmaktadir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde tez c¢alismalarinda kullanilacak olan iki ve i{ic boyutlu Zeeman
modelininkararlilik analizi, modele gecikme terimi ilave edilerek yapilan analizler, kesirli
mertebeden tiirevin kararlilik analizi, stokastik analiz ve stokastik denklemin ¢oziimleri ve
bu ¢oziimlerin Euler-Maruyama, Milstein yontemleriyle elde edilen simiilasyonlar1 ve
tablolar1 verilecektir. Ayrica denkleme rastgele efektler de eklenerek gerekli simiilasyonlar

ve tablolar verilecektir.

2.1. iki Boyutlu Zeeman Modeli i¢cin Dallanma Analizi
IIk énce (1) denkleminin T>Ove x; = 0 degerleri i¢in denge noktasini bulalim.
Denklem sisteminin sag tarafini sifira esitleyelim.
dx;

1
E=—E(x13—Tx1+x2)=O

dx;
dt

Buradan x; = 0 iken x; = 0 ve x, = 0 yani (0,0)(1) sisteminin denge noktasidir.

X1 —xq4=0

Sistem lineerlestirilirse; yani

dx 1
d_tl = _E(xf —Txy + x3) = f(x1,%3)

dx;
dt

—_— 2 —_—
jaun (f hY_ (sl 2
0(x1.x2) \dx Gy 1 0

T -1
10(0,0) = (E T)
1 0
seklindeki matrisi elde edilir. Burada 6z degerleri bulmak i¢in ilk 6nce iz(J) 1 bulalim.

iz(]o):g, det(Jo)=1/e

Ozdegerleri yani A, ve A, yi bulmak i¢in asagidaki formiilii verelim:

—iz(Jo) £ /iz(Jp)? — 4det(Jy)
2

X1 — Xqg = g(x1,%72)

secilirse;

11,2 =

Bu formiilde istenenler yerine yazilirsa;



Az = 2
elde edilir. Buradan;
A= ()P -2=0
£ €

Olarak alindiginda;
. T

1) A=0ikenl,, = Py

Buradan alinz ki 4, , > 0, kararsiz, itici 6zgin olmayan digim noktasudur.
2 2
2) A> 0 yani (E) — % >0 isei—2 > %iseT2 > 4eiseT > 2+/eise
Ay >0veld, <0

olur ve bu durumda kararsiz semer noktasi olur.

2 2
3) A< 0 ise (g) e g <0 ise:—z < %iseTZ < 4eiseT < 2/eise

A =£+\/—_Ai,,12 =§—\/im
Yani A, = a +if,A, = a — if(B # 0) durumunda
a) a > 0 itici sarmal nokta kararsiz
b) a = 0 kararl1 merkez nokta
¢) a < 0 asimptotik kararli ¢ekici sarmal nokta.
elde edilir.
Literatlirde mevcut olan modelde kullanilan parametre degerleri secilirse; bunlar

T = 0.5, € = 0.1 i¢in (0,0) noktasinda lineerlestirilmis sistem

A7 )
bulunur.

Bu sistemin 6zdegerleri;
A1 = 2.541.9365i
A, =2.5—-1.9365i

d) Seklindedir ve a > 0 itici sarmal nokta kararsizdir.
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Sekil 2.1.x4 = 0 i¢in iki boyutlu zeeman modelinin yon alanlari

ve faz portresi

dx;

dt

dx;
dt

Ikinci olarak T > 0 ve x4 # 0 igin (1) sisteminin kararliligin1 inceleyelim.

1
= —z(x1 —Tx; + x3)

X1 — Xgq

denklemini ele alalim. x; # 0 olsun. Bu durumda sistemin denge noktasi;

X1 —xq = 0isex; = x4

1 5
—;(x1 —Tx; +x,) =

Oisex? —Tx; +x, =0

olur. Buradan x, = (—xJ + Tx,) olur. O halde (1)siteminin denge noktas,

El(xdﬂ (_x(:,i, + Txd)) = E(xdl Txd - xg)

dx;

dt

olur. (1) sisteminin kararliligin1 aragtirmak i¢in dncelikle Jakobiyen matrisini bulalim.

1
= —— 0 =Ty +2) = f(x1,%2)

&)



degerleri igin;

dx,

=x; —Xq = g(x1,%32)

dt
E; denge noktasinda (1) sisteminin Jacobien matrisi
3, T 1
JEY=|"gXaty T3
1 0
Karakteristik denklem,
3., T s 1
UED) - =|"gXatz=4 ~F =0
1 0—2
3 T 1
PQY) =/12+(—x§——>/1+—= 0
& & &
_(3,2_T 3.2 T\ _4
1. = (s Xa e) T \/(s Xd s) £
1 2
(3,2 _T\_ [(3,2_T\ _*
—(a-D- e
2 2
T=05¢=01, x5 =01
A, = 2.35 4 2.1160i
A, = 2.35 — 2.1160i

seklindedir ve a > 0 itici sarmal nokta kararsizdir.

(0.1,0.049) §
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Sekil 2.2. x; = 0.1 igin iki Boyutlu Zeeman modelinin yon
alanlar1 ve faz portresi
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Asagida tli¢c boyutlu Zeeman modeli i¢in kararlilik analizi yapilmaktadir.

2.2. U¢ Boyutlu Zeeman Modeli icin Dallanma Analizi
Baslangi¢ sartlar1 x;(0) = —0.8,x,(0) = —1.1,x3(0) = 0.1 olan ve B =2,6 =
2 ve 8 = 1 katsayilarina sahip (2) denklemini alalim. Sistemin denge noktalarin1 agagidaki
gibi bulalim.
a) 8 = 0 i¢in (2) sisteminin denge noktalari;
x3=0 =x3=0

dir.
x, = 0 oldugundan —fx; — 6x, =0 = x, = —%xl

olur.

B

X, =0ise —x3 —x,%, —x2 = 0= —x3+Lx2=0=>x2(-14Ex)=0
1 1~ X1X2 — X3 1t 1 5 X1

olur. Buradan;

6
X1 = O,xl :E

bulunmus olur. Bu durumda (2) sisteminin denge noktalart;

é
EO (0,0,0), E1 (E, _1,0)

olarak bulunmus olur.

Onerme 1  : E, denge noktasi, § = 2,8 = 2 ve 8 = 1 degerleri igin asimptotik

kararsizdir.
ispat :(2) denkleminin Jakobiyen matrisi;
—3x}-x, —-x; -1
Jo = ') -5 0
0 0 1

seklindedir. Matriste E, denge noktasini yerine koyalim. Bu durumda;

0 0o -1
Jo(Eo) = <—ﬁ -5 0 )
0 0 1

Jakobiyen matrisin karakteristik denklemi;

Jo— M| =0=
2 0 —1
—B —6—-1 0
0 0 1-2

olur.

11



3.satira gore agilirsa;
-1 0
=(1 — 1)(A? + BA)=0
SAP2+A5-23-2%6=0
> -2B+A-HA2+15=0
SB+E-DA2-216=0

Burada
§—1=4,

-6 =4,

0=A43
olur.

A1A; — A3 > 0 olmal.
p=2,0=2iginA; =1,4,=-2,4;=0

olur.

i) Ay, AyAs >0
i) A4, —A3 >0

Routh-Hurwitz sartlarini saglamadigindan E, denge noktas1 kararsizdir.

Routh-Hurwitz Kriteri

i = 1, ...n polinom katsayilari(a;) gercel sabitler olan
PA) ="+ a A"+ +a, 1A+a,
polinomu veriliyor.

Karakteristik polinomun katsayilar (a;) kullanilarak; her j > n i¢in a;=0 kosulunu saglayan
Hurwitz matrisleri asagidaki gibi tanimlaniyor.

a 1 aa 1 0
Hy = (ay), H; = (al a >,H3 =las a a
32 as a; as

ve
a, 1 0 O 0
as a, aq 1 .. 0
Hy=|as a, a3 a 0
0 0 0 O an /
dir.

12



polinomun biitiin kdklerinin negatif olmasi ya da koklerin gergel kisimlarinin negatif deger
almasi, yalniz ve yalniz biitiin Hurwitz matrislerinin determinant degerleri pozitif deger
aldiginda gergeklesir.

detH; > 0,j =12, ...,n.
n=2 degeri i¢cin Routh-Hurwitz Kriteri asagidaki sekilde sadelestirilebilir:

a

detH; = a; > 0 ve detH, = det ( 0

1
az) = a1a2 > 0

veya daha basit sekilde
a, > Ovea, > 0 olarak yazilabilir.
n=2,3,4 ve 5 i¢in dereceden polinomlar i¢in, Routh-Hurwitzh Kriteri sdyle 6zetlenebilir:
n =2,3,4 ve 5 i¢in Routh-Hurwitzh Kriteri;
n=2:a,>0vea, >0
n=3:a; >0,a,>0,a; >0veaa, > a;
n=4:a; >0,a; > 0,a, > 0ve aja,a; > a3 + ata,
n=>5a;>0i=12345aa,a; > a%+ alay,
(a1a4 — as)(a,a,a3 — af — afa,) > as(a,a; — az)* +a.a3

olur.
Routh-Hurwitz Kriterinin ispati i¢in Gantmacher(1964)’e bakilabilir. Teorem n=2 durumu
i¢in ispatlanmistir.

Onerme 2 :(2) denklemi i¢in E; denge noktast,f = 2,8 = 2 ve 8 = 1 degerleri

i¢in asimptotik kararsiz olur.

ispat :(2) denkleminin Jakobiyen matrisi;

-3x2—-x, —-x -1

5= - -5 0

0 0 1

seklindedir.Matriste E, denge noktasini yerine koyalim. Bu durumda;
—362 1 = 1
— - — —
LEy=| B B

(B PN
0 0 1

Jakobiyen matrisin karakteristik denklemi;

Ji—AM|=0=

13



—36% 1—3 ) 1
B? B =0
- —-5—-21 0
0 0 1-1
olur. 3.satira gore acilirsa;
-352 )
—a-n[F Th T |=o0
- —-5—-1

=(1—,1)(,12+(5+3[;i22+1)/1+3ﬁif+5—5)
(7 _ 2 3o% 38°
=A- D@+ (6 + 37 +1) A+

Burada;
352
2
AB+22C+AD—-22-C1-D=0

363 .
o+ +1=CveF=Ddenlrse;

B+C-1DA2+{D-CA1-D=0

olur. Burada

C_1=A1
D_C=A2
_D=A3

dersek;
Routh Hurtwiz Kriterinden;
A1A; — Az > 0 olmal.
B=206=2i¢cinA; =54, = 0,43 = —6
olur.

i) A, A4,,A3>0

i) AjA;, —A3 >0

sartlarin1 saglamadigindan E; denge noktas1 kararsizdir.
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b) 8 # 0 i¢in sistemin kararliligini inceleyelim.
x; =0isex3 =0

x; =0ise —x3 —x;x,—60=0

x, = 0ise —fx; — 6x, = Oise x, = —%xl
olur.
—x3 + gxlz —-6=0

denkleminden ve f = 2,8 = 2 ve 6 =1 oldugundan;
—x}+x}—-1=0
denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri bulunursa; sistemin denge noktasi
E,(—0.7549,0.7549,1) olarak bulunmus olur.
Onerme3 : (2) denklemi icinE, denge noktas;, B =2,6=2vef =

1 degerleri i¢in asimptotik kararsiz olur.

ispat :(2) denkleminin Jakobiyen matrisi;
—3x2—x, —-x -1
L= - -6 0
0 0 1

seklindedir. Matriste E, denge noktasini yerine koyalim. Bu durumda;

—0.18502599 0.7549 -1
J1(Ey) = '] ) 0
0 0 1
Jakobiyen matrisin karakteristik denklemi;
I, —All =0=>
—0.18502599 -1 0.7549 -1
- -5—-1 0 [=0
0 0 1-41
olur. 3.satira gore agilirsa;
—(1-2) —0.18502599 — 1 0.7549 —0

') -5—21
Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa;
—2A3 + (0.8150 — §)A? + (0.1850 + 0.8150 § — 0.07555)4 + 0.07558 + 0.81508 = 0

olur.

15



Burada
(0.8150 — §) = A,
0.1850 + 0.8150 6 — 0.07558 = A,
0.07554 + 0.81506 = Az

dersek;
Routh Hurtwiz Kriterinden;
AA, — Az > 0 olmali.
Ayni zamanda

i) A, A5,A3 >0

i) AA, — A3 >0

sartlarini saglamadigindan E, denge noktasi kararsizdir.

2.3. Zaman Gecikmeli Zeeman Modeli

Bir fiziksel olay1 adi veya kismi diferansiyel denklem yardimiyla tanimlamis
olmak, o olayin gelecekteki durumunu ge¢mis durumundan bagimsiz kalarak hesaplamak
demektir. Halbuki ger¢ek durum boyle degildir. Pek cok fiziksel olayda bir sistemin su
anki durumu ge¢mis durumuna bagli kalinarak ifade edilir. Bir olayin tarihsel gelisimi ile
birlikte ele alinarak modellenmesi halinde gecikmeli diferansiyel denklem olarak
adlandirilan bagka bir denklem smifi elde edilmis olur. Asagidaki denklemler gecikmeli
diferansiyel denklemler i¢in birer 6rnektir.

x,(t) = 5x(t — 4) —x(t —2)
x;(t—1) +x,(t) —x(t—-3)=0

=59 -2e()

Bu o6rneklerden de goriilecegi gibi, bir gecikmeli diferansiyel denklem bilinmeyen
fonksiyon ve onun en yiiksek tiirev harig¢ tiirevlerini farkli gecikme argiimentlerine bagh
kilan bir diferansiyel denklemdir. Bu tiir bir denkleme literatiirde ilk kez onsekizinci
yiizyilin ikinci yarisinda rastlanmasina ragmen gecikmeli diferansiyel denklemler 1950
yilindan sonra A.D. Myshkis, E.M.Wright, R.Bellman tarafindan sistematik olarak
incelenmeye baglanmistir. Daha sonraki yillarda L.E. EI’sgol’ts,N.N. Krasovskii, J.K. Hale
ve digerlerinin yaptiklar1 ¢aligmalar bu teorinin gelisimini hizlandirmistir. Gecikmeli
diferansiyel denklemlerin fiziksel ve biyolojik sistemlerde bircok uygulama alanina sahip

olmast da bu teoriyi matematigin en hizli gelisen dallarindan biri haline getirmistir.
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(1) modeline farkli durumlar i¢in sabit Zeeman gecikmesi eklenerek asagidaki gibi

ele alinacaktir.

2.4. iki boyutlu Zaman Gecikmeli Zeeman Modeli
2.4.1. Birinci Durum

Eger T zaman gecikme terimi (1) sisteminde ikinci terime eklenirse;

d 1
% = =~ (0 (0)° = Ty () + (¢ — 7))
(3)
d
= a0

seklinde (3) denklemi olusturulur.

Burada x; # 0 olsun. Kabul edelim ki Q(2x;,, x2,) (3) denkleminin pozitif denge noktas
olsun. Asagidaki gibi Q denge noktasinda (3) sistemini lineerlestirelim:

Kabul edelim ki u(t) = x;(t) — x1,,v(t) = x,(t) — x;

olsun. O halde;

du dxq dv dx,
dt dt dt dt

seklinde degisken degisimi yapilirsa f ve g fonksiyonlari
1
f(xy,x2) = — z (3 — Txy + x,(t —7))ve
g(x1,x2) = (1 — xq)
seklinde secilirse;

(3) sistemini Q (xlo, Xy 0) noktasinda lineerlestirirsek;

d
=L @O + 5@ -
“4)
dv
@ = g @ +2 @),
olmak iizere gerekli islemler yapilirsa (4) sistemi
d 1 1
=== (3¢, — T + (— E) v(t — 1)
v &)
E = u(t)
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seklinde (5) sistemine doniisiir. (5) sisteminin karakteristik denklemi

A4, 7) = det(Al — Ay — Zj_, Aje~*") seklindedir.

Burada
x24I 0 0 —1/e
Ay = g"lo g ve A; = ( ) dir. Bu yiizden,
1 0 0 0
3 T 1
2
A(A, ‘[) = det (g g) _ <_ Exlo + ; O) _ (0 _g> e—/l‘[
1 0 0 O
3 T 1
2 -1
-1 A
dir.
P(A)=)12+(Ex2 —Z>/1+1e_’1’=0 (6)
g7t ¢ €
P(A) = A2 + ad + ce ™™, (7
Burada
3, T 1
a= gxlo E,C— =
dir. (7) denkleminin karakteristik denklemi T = 0 i¢in
AP 4+al+c=0 (8)
dir ve (8) denkleminin kokleri
5 _ —atva?-4c ©)
12 = 2
(Hl)a = 0 i¢in A; = —i+v/c and A, = iv/c. Bu yiizden,
Aip = +ivc
O halde, a = 0 i¢cin Q(x1 0 X2 0) denge noktasi kararli merkez nokta olur.
(H2)a < 0 igin 6zdegerlerd; = %‘M and A, = _a%az_éw olarak bulunur. Bu yiizden

Hence a = 0 i¢inA; , = %if, B # 0 oldugundan kararhdir.
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Bu ylizdena € R i¢in sistemi genellestirirsek @ denge noktasi1 A,, = %iB,3 # 0 dir ve
kararli denge noktasi olur.
Eger
(H3)a> 0
(H4)c > 0
ise (8) denkleminin tiim kdkleri negative reel kisma sahiptir.
(7) karakteristik denkleminde 7 # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda (7) karakteristik
denkleminin kokleri A = iw, w > 0 olur. (7) denkleminde A nin degerlerini yazarsak;
e = e~ WT = cos(WT) — isin(Wr)

denkleminden yararlanarak

(iw)? + aiw + c[cos(wT) — isin(wt)] = 0.

bulunur. Buradan da
—w? + aiw + ccos(wt) — cisin(wt) = 0 (10)
denklemini elde ederiz.
(10) denkleminin reel ve sanal kisimlarini ayr1 ayri ele alirsak;
—w? + ccos(wt) =0 (11)

ve

aw — csin(wt) =0 (12)

dir. Sonra gerekli diizenlemeler yapilirsa;

w? aw (13)
C

cos(wt) = —,sin(wt) = -

bulunur.

(12) denkleminin her iki tarafindan kare alinirsa;

w*+atw?—c?2=0 (14)
olur.
(14) denkleminin kokleri
2y —a? +Va* + 4c? (15)
w =
- 2
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seklinde bulunur. Bu yiizden (14) denklemi pozitif ve negative koklere sahiptir. Simdi
asagidaki gibi 7, degerlerini bulmaliyiz. (13) den;

_ sin(wt) a
tan(wty) = COS(—W‘L') = E = % (16)

olur ve (16) denkleminin her iki tarafindan tan™?! alinirsa;

W, = tan~1 (3) +2kmk =012 ... (17)
W
1 a 2km
n==tan" (=) + =k =012.. (18)
w w w

bulunur.

Ornek: Bu yizden € =0.2,T = 0.5,x4 = 0.41 parametreleri ile (3) sistemi
disiiniiliirse, (3) sisteminin pozitif denge noktasi, (0.41,0.136079). t =0 igin (3)
sisteminin jakobiyen matrisinin (0.41,0.136079) noktasindaki 6zdegerleri{—0.7482 +
2.1072i,—0.7482 — 2.1072i} bulunur. Dikkat edilirse kompleks eslenik 6zdegerlerin reel
kisimlar1 negatif oldugundan(0.41, 0.136079) denge noktasi kararli olur.

T = 0 oldugunda,

a = 0.0215

bulunur.a degeri kullanilarak w#ve T degerleri belirlenemez.

2.4.2. ikinci Durum

(1) denkleminde, gecikme terimi ikinci denklemdeki birinci terime yerlestirilirse;

dx;

1
rT —E(Xf — Tx; + x,(t))

(19)

sistemi elde edilir. Burada x; # Oolsun. Kabul edelimki Q(x1 o X2 0) (19) sisteminin denge
noktasi olsun. Sistemi @noktasinda asagidaki gibi lineerlestirelim.

Kabul edelim ki

dxq dv __ dx;

du
u(t) = x1(t) — x1,,v(t) = x,(t) — x5, 0lsun, o zaman i (b
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f(xy, %) = _i(xf —Tx, + xz(t)) ve g(x1,x3) = x,(t —7) — x4

secilmis olsun. Bu yﬁzden,Q(x1 0 X2 0) noktasinda (19) sistemini lineerlestirirsek;

du _ f af
& = g @O + 7@
(20)
dv
=L@ - 0+ 2L @,
du 1 1
=== (3, - Du® + (-3 vt
ac = 2 (3, ~Tu@ + (=7 )v® @1)
v @
i u 7).
(21) sisteminin karakteristik denklemi
AQ,7) = det(Al — Ag — I}, 4;e74Y),
seklindedir ve burada
3 2 T
_[—=xf += -—1/¢ _(0 0 s dan-
Ay = ( e 00 € p )Ve A = (1 O)dlr. Bu yiizden;
3 T 1
— AO_——xz-l-———_OO_,‘lT
A(A, 1) = det (0 A) ( e lo T e) (1 O)e
0 0
3., T 1
= det</1 o T T ;)
—e M A
3 T 1
PQ) =27+ (Saf, - <) A+ e =0 (22)
€ € €
P =22 +al+ce? =0 (23)
Burada a = %xlzo — g, c= i olarak secilmistir.
(7) denklemi i¢in de ayn1 iglemleri yapmistik.
(20) denkleminin T = 0 i¢in karakteristik denklemi
PZ+al+c=0 (24)

seklindedir ve (24) denkleminin kokleri
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a4V (25)

olarak bulunmus olur.
Eger;
(HS)a> 0
(H6)c > 0
ise (24) denkleminin tiim kokleri negative reel kisma sahiptir. Bu durumda sartlarin her
ikisinde de Q yerel asimptotik kararli nokta olur. Baz1 koklerin reel kismi sifira yaklagarak
arttigin1 gérmek istiyoruz ve sonundadegistiginde tpozitif olur.
Kabul edelim ki (23) karakteristik denkleminde 7 # 0 olsun.

A =iw,w > 0 (23) karakteristik denkleminin bir kokii olsun

e = e7WT = cos(WT) — isin(WT)
formiiliinii (20) denkleminde yerine yazarsak;
(iw)? + aiw + [cos(WT) — isin(wt)]c = 0

olur. Buradan;
—w? + aiw + cos(wt) ¢ — isin(wt)c = 0 (26)

denklemini elde ederiz.(26) denkleminin reel ve sanal kisimlarini ayr1 ayri ele alirsak;

w? 27
—w? + cos(wt) ¢ = 0 = cos(wt) = — 27)
aw
aw — sin(wt)c = 0 = sin(wrt) = - (28)
olur.
Bu yiizden;
=2
_ w
cos(wt) = - (29)
.o aw
sin(wt) = — (30)
olur.

(29) ve (30) denklemlerinin her iki tarafindan kare alinirsa ve toplanirsa;
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92
( WZ 5 _
—2=COS wWT
c
< a’zwz i D —
>~ = sIn“wrt
c
22 2—2 _
k(W +aw)—==1

t’?+a’t—c?2=0 (31)
elde edilir. Buradan;
—a® +Va* + 4c?
l12 = >
@+ VTS
W= (32)

(H7)v_vi hicbir deger i¢in kompleks koke sahip degildir, iki reel kokii vardir.
(27) ve (28) denklemlerinden

cos(wt) =

sin(wt) =

al8 S
ERIN!

olur ve taraf tarafa boliiniirse;

a
tan(wty) = — (33)
w
bulunur. (33) denkleminin her iki tarafindan tan™! alinirsa;
(34)

a
W, = tan™! (%) + 2km, k= 0,1,2,3 ....

seklinde olur. Yukaridaki tartisma asagidaki Lemma tarafindan 6zetlenebilir. Ayn1 zmanda
Lemmanin ispat1 (Cushing and Saleem, 1982) dir.
Lemma 2:

i) Eger (20) denkleminde (HS) ve(H6) with t = Tj+ lerle saglanirsa denklem

sadece *iw imajiner kisma sahip koke sahiptir.
ii) Eger (HS) ve (H6)7 = t; ler i¢in saglanirsa (20) denklemi sadece tiw cift kath

imajiner koke sahiptir.

23



Zaman gecikmeli Zeeman modeli denkleminin kararliligmi agiklamak igin
asagidaki Teorem verilebilir.

Teorem 1:Eger Q" denge noktasi asagidaki sartlar saglandiginda tiim 7 > 0 i¢in
asimptotik kararl olur.

i) A(4,0) = 0 denkleminin tiim koklerinin gergek kisimlar1 negatiftir.

ii) Tam (W)ve 7 = 0 icin A(iw, 1) # 0,i = V—1 dir.

Simdi bir sonug olarak asagidaki teoremi elde edebiliriz.

Teorem 2:Eger (20) denkleminin @ denge noktasia < 0,c > 0 sartlari
saglandiginda tiim T > 0 i¢in asimptotik kararli olur.
Celiskili sartlarin ispat1 i¢in;
~Re(A(1})) > 0 ve =-Re(4 (1)) < 0
dir. T ya bagli (20) denkleminin her iki tarafindan tiirev alinirsa;

A +al+ce™™=0

dA [

2/1—+a——ce

4 @)=

=>[2A+a-— ce‘“r] E —cle™H =

ZI

1 a 2km
tf = —tan! (:) +2= k=0123...

Wi w Wi
—At
Q _ cle (35)
dt  21+a—ce 1
olur.
a1 .
(E) = ? oldugundan
dt  24+a- ce M1 (36)
dr cle=*t
(d/’l)‘1 _2l+a- ce 't _2l+a T (37)
dt) cle Mt Ccle At )
A% + al + ce™** = 0 denkleminden,
4 A2 —ald
= G8)
olur.
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(38) ifadesini (37) ifadesinde yerine yazarsak

(dxl)_l _20+4a- ce Mt _ —a-21 T
dt) clet T A2 4a1) A

sign {% (Re/l)} = sign {Re(<%>_1)}.

. (d((Red)) } _ { <d/1 !
mgn{— = sign{Re ( ) .
v | dr A=iw
elde edilir.
Bu ylizden, ifade
d((Rel —a—21
sgn{—(( ) }=sign{(—“‘2 =) } (39)
dr |, _.- A% +ad) Ml _

Asagidaki gibi hesaplanabilir. Hesaplamadai? = —1 kullanilarak hesaplamayapilirsa;

. (d((Red)) , —a— 24 T
sign {— ,1=l-w} = sign {Re <<—/1(/12 n a’l)>|,1=iw> —Re (/—1)|/1=iv_v}

dt
—d((sjm)h ,_} hesaplamak i¢in agasidaki gibi degerlendirebiliriz.
=W

elde edilir. Simdi sign{
1 Re ()|

R ( —a — 2iw )—R ( —a >+R ( —2iw )
\im=w?2 + am)) =~ " \iw(—w? + aiw)) T \iw(—w? + aiw)

) nin degeri asagidaki gibidir.

A=iw

R —2iw _ R 2 (w* + aiw)
¢ (—iW(v_vZ + aiv_v)) - e <(v—v2 — aiw) (w? + aiv‘v))

2 + 2alw> 22

B ( —2iw )
“\iw(—w? + aiw)

(W4 + a’w?) (w* + a?w?)

Re (lW( w2+alw)) Re (l (wz—alw)) Re (ivT/(leza—aivT/) Eziizzi) -
a2

Re( aw?+a?iw )

iw(w*+a2w?)

(W*+a2w?)

Bu yiizden,

R —a—2A 2w’ +a? (40)
¢ (A()lz + a)l))| seim) (W4 a?W?)
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_nin degeri asagidaki gibidir.

A=iw

(d/l)_l _2l4a- ce Mt 2R
dt B

cle=t T le M)
Re (I)| — Re (iﬂ> = Re <_Tiw) =0
Moiw w—iw/ w2 )~

(41) ve (42) yi (39) da yerine koyarsak;

. (d((Red)) . 2w? + a?
sign e y = sign W + 2w?)

elde ederiz.

(41)

(42)

(43)

Teorem 3:t = t%(33) deki gibi tammlanmis olsun. Eger asagidaki sartlar

saglanirsa;
A2+ al+ce™ =0,
denkleminde Q pozitif denge noktas1 m pozitif sabiti i¢in kararsizdir.
7€[0,7d ] U [10, 71 1V .. U [Th— 1, Tl

te[rg, 7o ] U [tf, 71, ] U o U [Ty, Tra ]

Ispat:Teoremdeki asagidaki kosullar saglandiginda o zaman sadece asagida verilen

karsitlik kosullarini1 saglamaya gereksinim vardir.

d d(Rel)
E (Rel)|T=T+ >0 andT |/1=iW+ >0,
d d(Rel)
E(Re/l)l‘rz‘[_ > 0 and dT |A=iW_ < O;
 —a? VAT
W+ =
- 2
ve
1 a 2km
= —tan~! (=) + =,k =0123...
Wy w Wy
Teorem 3 iin sartlarindan,
a*+4c¢?2 >0

Jvar*+4c2 >0
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sign {\/a‘* + 402)} >0

olur.

Bu yiizden,

. (d N
sign {d_r (ReD)|jeiw+, T=T } > 0.

olur.

Simdi,

- (d _ 2w? + a? _
sign {E (Rel)lkiw} = sign{-—————< = sign {\/a‘l + 402)} >0

W* + aZw?)

sign {—\/a“ + 4c2)} <0

dir. Bu yiizden

sign {% (Re)|jziw+ T = T_} < 0.
olur. Boylece ¢aprazlik kosullar1 saglanir ve ispat tamamlanmis olur.

Ornek:Bu yiizden ¢ =0.2,T = 0.5,x4 = 0.41 parametreleri ile (15) sistemi
disiiniiliirse, (15) sisteminin pozitif denge noktasi, (0.41,0.136079). t =0 igin (14)
sisteminin jakobiyen matrisinin (0.41,0.136079) noktasindaki 6zdegerleri{—0.7482 +
2.1072i,—0.7482 — 2.1072i} bulunur. Dikkat edilirse kompleks eslenik d6zdegerlerin reel
kisimlar1 negatif oldugundan(0.41, 0.136079) denge noktasi kararli olur.

T = 0 oldugunda,

a = 0.0215
c=5
bulunur.a ve ¢ degerleri (28)’de yerlerine yazilirsa
w? = 4.9988,
w2 =3.0007

w2’nin karekokii alinirsa,

w, = V4.9988 = 2.2357.

a,c ve w, degerleri (32) denkleminde yerlerine yazilirlarsa, o zaman ilk zaman gecikme
terim degeri,

¢ = 0.011,

71 = 1.2581.

olur.
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Zaman gecikmesinin kritik degeri 7 = 7§ = 0.0215 dir. 7 < 0.011 oldugunda
(0.41,0.136079) denge noktasi

asimptotik kararli olur,

T =0.0215 oldugunda
(0.41,0.136079) kararlilik kaybolur, ve 7 > 0.0215 oldugunda (0.41,0.136079) denge
noktasi kararsiz olur.

025 U L L T L U L L T
0.2
0.15-
0.1
€!.'\l
>
0.05+
O L
-0.05 -
_01 r r r r r r r r r
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X, ()

T
0.5~

1.5

2.5

i
Sekil 2.4. 7§ = 1.2581 igin ¢dziim egrileri

28



2.5. Kesirli Mertebeden Zeeman Modelinin Kararlilik Analizi

1
Dfx,(t) = —E(x13 —Tx; + x3)
Dix,(t) = x1 — x4

Teorem 4: Asagidaki otonom (6zerk) sistem

% = Ax, x(0) = x, (44)

0<a < 1,x € R™ ve A€ R™™ i¢in asimptotik kararli olur < |arg(d)| > %, A
matrisinin tiim 6zdegerleri i¢in saglandiginda (A matrisinin tiim 6zdegerleri i¢in
larg(1)| > az—n oldugunda). Buna ilaveten, bu sistem kararli olur < A nin kritik 6zdegerleri
larg(1)| = az—n oldugunda A nin tiim 6zdegerleri |arg(1)| = % yi saglar.

Teorem 5: Asagidaki ayni kesirli mertebeden sistemi

e = (@), x(0) = % (45

0<a < 1,x € R™. (45) sisteminin denge noktalar1 f(x) = 0 denkleminin ¢6ziilmesi
ile hesaplanabilir. Bu denklemler, | = Z—i Jacobiyen matrisinin tiim A; 6zdegerleri denge
noktasinda |arg(4)| > % kosulunu saglarsa yerel asimptotik kararl olur.

Simdi, (1) modelinin denge noktalarini1 bularak ve kararliligini calisarak modeli analiz
edebiliriz. Modelin kararlilik ifadesi asagidaki saglanabilir.
d%x d%y

F=Odt(x=0 (46)

(1) denkleminin denge noktalari

a)x; = 0iseE, = (0,0)

b)x, # Oise x; = x4 ise x, = i(x;;’ —Txy)
Buradan E; = (xd,i(xfi —Txg))

(1)sisteminin yerel kararliligin1 aragtirmak i¢in, denge noktalarinin lineer bilesimi Jakobien
matriste yerlerine yazalim.

dx 1
d—tlz _E(xf —Tx1 +x2) = f(xlix2)

dx,
dt =x; —Xxqg = g(x1,%7)

29



dersek;

M_(fx fy> _ (3—+1 ‘—1>

d(x1x2) \gx Iy 1 £ (g)
T -1
1 0

seklindeki matrisi elde ederiz. Burada 6z degerleri bulmak i¢in ilk 6nce iz(J,) 1 bulmaliy1z.
iz(]0)=£, det(Jo)=1/e

Ozdegerleri yani a; ve a, yi bulmak i¢in asagidaki formiilii verelim:

—iz(Jo) * \/iZUo)Z — 4det(Jp)
2

/11,2 =

Bu formiilde istenenler yerine yazilirsa;

olur. Bu yiizden E,denge noktas1 kararsiz olur.

E; denge noktasinda (1) sisteminin Jacobien matrisi

3, T 1
/(E1)=<‘zxd+z ‘E)

1 0
Karakteristik denklem,
3., T, 1
JE) - Ml =|"gXatz=4 “Zl=0
1 0—2
P(1) ,12+(3 2 >/1 ' o
= - X5 —— —_ =
& d &
_(3,2_T 3.2 T\ _4
A
1 2
(3.2 _TY_ |(3,2_T\ _+
I R
2 2

T=0.5,e = 0.1,x; = 0.1
Degerleri igin;

A = 2.35 + 2.1160i
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A, = 2.35 - 2.1160i
/11’2 =a $ lﬁ
B # 0 ve a > 0 oldugundan kararsiz itici sarmal noktadir.
an
larg(D)| > >

0.7331 > ”;—”ise‘”fl'z >a

dir. Yukanidaki verilen teoremdeki kosullar saglandigindan 0.4667> a icin asimptotik

kararli olur.

2.6. Diferansiyel Doniisiim Yontemi
Diferansiyel doniisim yoOntemini asagidaki gibi basit bir sekilde tanimlayalim. x(t),
D bolgesinde analitik olan bir fonksiyon ve t =t, ise D bolgesinde bir nokta olsun.
x(t)fonksiyonu t, noktas1 komsulugunda bir kuvvet serisiyle temsil edilebilir.

x(t) fonksiyonunun k.tlirevinin diferansiyel doniisiimii asagidaki gibi tanimlanir.

1 [d*x(t)
k'| dtk

,Vt €D (47)

t=t0

X(k) =

(47) de, x(t) orjinal fonksiyon ve X (k) doniistiiriilmiis fonksiyondur. X (k) nin ters

diferansiyel dontlisiimii agsagidaki gibidir.

x(t) = Z X (t — t,)*, vt € D (48)
k=0
(47) ve (48) den
x(t) = z (t-t )k d’x(©) VteD 49)
B dtk ’
t=t,

elde edilir.[Zhuo, Punkov]

Bir boyutlu diferansiyel doniisiim icin temel teoremleri verelim:
Teorem 6. Egerz(t) = x(t) £ y(t), o haldeZ(k) = X(k) £ Y (k).
Teorem 7. Egerz(t) = cy(t), o halde Z(k) = cY (k).

Teorem 8. Egerz(t) = y( ) ,ohaldeZ(k) = (k+ 1)Y(k + 1).

(k+n)

Teorem 9. Egerz(t) = %, o haldeZ (k) = —=Y (k).
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Teorem 10. Egerz(t) = x(t)y(t), o haldeZ (k) = ZﬁFOX(kl)Y(k — k).

1 k=n
0 k+n

Gergek uygulamalarda x(t) fonksiyonu sonsuz bir seriyle ifade edilir ve (49) dan asagidaki

Teorem 11. Eger z(t) = t™, o haldeZ (k) = §(k — n) = {

gibi yazabiliriz.

N

x(©) = ) X(R)(t - ), Ve €D (50)
k=0

(50) denklemi YLy, 1 X(k)(t — ¢,)* degerinin 6nemsenmeyecek kiigiikliikte oldugunu

ifade eder.

1. Mertebeden adi diferensiyel denklem sistemi diisiiniirsek;

dx

d_tl + hl(ti X1, X2, ""xm) = gl(t);

dx,

E+h2(t,x1,x2,...,xm) :gz(t), (51)
dx,,

It + hy (8, xq, X5, ooy X)) = Gm(t)

baslangi¢ sartlari
x1(to) = dy, x5(tg) = da, -+, x (o) = dpm (52)

dir.

Diferansiyel Doniisiim Metoduna gore (51) ve (52) denklem sisteminin her iki

tarafindan diferensiyel doniigiimii alinarak agagidakiler alde edilir:

(k+ DXy (k +1) + Hy (k) = G1(k),

(k + DX,k + 1) + Hy(k) = G, (k), (53)

(k+ 1X,,(k+ 1) + Hy, (k) = Gy (k).

X1(0) = dy, Xo(0) = dy, ++, Xy (0) = dpy. (54)

Bu yiizden Diferransiyel Dontisiim Metoduna gore (51) sistemi icin n. terim benzer sekilde

elde edilir.

32



N
OEFACESI AL
k=1

020 (O = 1:(0) = ) X)L,
k=1

(55)
N
Omn(®) = X (®) = ) X ()X
k=1
(1) Denklemine diferensiyel doniisiim yontemi uygulanirsa
(k + D)Xy (k + 1) = =2 [Zk, 2o Ty o Xa (k) Xy (e — k)X, (k — k) — 56

Txy (k) + x, (k)| (k + DX, (k + 1) = X; (k) — x48 (k)

elde edilir.
Asagida iki boyutlu Zeeman modelinde parametre veya baslangi¢ sartlari rastgele
secilirse, rastgele Zeeman modeli elde edilir. Burada kullanacagimiz mutlak siirekli

dagilimlardan beta ve normal dagilimin 6zelliklerinden bahsedelim.

2.7. Standart Beta Dagilin Ozellikleri
Oncelikle a > 0,8 > 0 parametresine bagl B(a,B) fonksiyonu tanimlayalim.
Fonksiyon

1

B(a,p) = f x* (1 — x)Pldx (57)

0

seklindedir.

Yogunluk fonksiyonu tanimindan;

x* (1 —x)B1
f(x) = B(a,B)

0 diger x ler

,0<x<1 (58)

I'(a).T(B)

Blah) =Tarp

(59
seklinde tanimlanir. [R.J.Larsen, M.L. Marx,1986]
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2.8. Beta Dagiliminin Beklenen Degeri

a

X~B(a,p) iseE[X] = —

a+f
ap
Varlxl = 55 B2 (a+p+1)
21 a(a+1)
EIX7] “(@+ B+ D(a+pP)
E[X?] = ala+1)(a+2)

T (@+B+2)(@+B+1D)(a+p)

B ala+1D(a+2)..(a+ (n—-1))
T (@+B+n—-D@+p+n-2)..(a+B+1(a+p)

Y, ve Y; bagimsiz rastgele degiskenler oldugundan E[Yy,Y;] = 0 olur. Yani Y, ve Y; in

E[X"]

beklenen degeri sifir olur.

N

(0= ) x(otk (60)

k=00

Elan(@©] = ) Elx(]e%,

o= (61)
N N
Var[xy(t)] = Z Cov(x(i),x(j)) thi +,
J=0i=0
Cov(x(i),x(j)) = E(x(D)x(j)) — E[X|]E[X;],Vi,j = 0,1, ...,N. (62)

2.9. iki Boyutlu Rastgele Zeeman Modelinin Beklenen Deger ve Varyansi

a

X~B(a,p) iseE[X] = —

a+p
_ ap
Vixl = (a+B)2(a+B+1)
_ a(a+1)
E[X*] = (a+B+1D(a+p)
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ala+1)(a+2)

EWﬂ:(a+B+2Xa+ﬁ+1Xa+ﬁy

B a(e+1D(a+2)..(a+ (n—1))
T (@+f+n—-D(@+p+n-2)...(a+B+1(a+p)

(1) denkleminde T parametresi, beta dagilimma sahip bir rastgele degisken

E[X™]

T~B(a =2, =1)Y, ve Y; baslangi¢ kosullar1 normal dagilima sahip
bagimsiz rastgele degiskenler olarak secilsin. Yani Yy, Y; € N(u, 52) olsun.

Burada u = 1,02 = 1,0 = 1 dir. O halde;

E[Y0]=ﬂ=1,E[Y1]=‘Ll=1,
ElY}]=u?+02=1+1=2
E[Y2|=u?>+02=1+1=2

E[Y3|=p® +3uc2=1+311=4 63)
E[Y]=p® +3uc2=1+311=4
ElY2l=p®+3uc?=1+311=4
E[Y$] = E[Y]?] = u® + 10302 + 15u0* = 1+ 10.1.1 + 15.1 = 26
E[Y]]1=E[Y/]=u" +21u°c% + 105u30* + 105u36° = 232
T > Obeta dagilimina sahip rastgele degisken oldugundan yani T~B(a = 2,8 = 1)
a 2
E[T] = ==
7] a+f 3
a(a+1 23 1
EWq:(a+ﬁilX;+ﬁ):§Z:§
' (64)
ala+1)(a+2 2
— (@+D@+2) 2
(a+B+2)(a+pB+1D)(a+p) 5
ala+ 1)(a+2)(a+3)) 1

EWﬂ:(a+ﬁXa+ﬁ+1Xa+ﬁ+2Xa+ﬁ+3):§

bulunur.

(56) ifadesinden, (1) denklemine diferansiyel doniisiim yontemi uygulanarak elde
edilen yaklasik analitik ¢oziimleri
X, =Yy —2Yit + 2TY,t — 2Y$t — Yot? — 2V, Tt? 4+ 2T?Yyt? — 8TY{t? + 6 Y2V t% +
OYSt? +2Yyt% — STVt + 23 t% — T2t + ZT3Yt3 — 53—2T2Y03t3 + 24TY2Y, 3 +

36TEY t3 — 28Y, Yy t3 — 20V t3 — 8Y2Y,t3+... bulunur.
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X, ve X, rastgele degiseknlerinin beklenen degeri olan E[X;] ve E[X,] yi
hesaplayalim. Buna gore (63) ve (64) teki bagintilardan yararlanarak
E[X,] = E[Y,] — 2 E[V;]t + 2E[T]E[Y,]t — 2E[Y§]t — E[Y,]t? — 2E[Y,]E[T]¢t? +
2E[T?)E[Y,]t? — 8E[T]E[Y{]t? + 6 E[YZ1E[Y,]t? + 6E[Y{]t? + EE[Yl]t3 —

%E[T]E[Yo]t3 + gE[YO3]t3 - gE[TZ]E[Yl]t3 + gE[T3]E[YO]t3 - 53—2E[T2]E[Y03]t3 +

24E[T)E[YZIE[Y,]t® + 36E[T]E[Yy]t® — 28E[Y1|E[Yyt]t® — 20E[Y]]t3 —
8E[YZ]E[Y,]t3+...
elde edilir. Yukarida bulunan degerler yerine yazilarak agsagidaki ifadeler elde edilir.

2

El]=1+(-2+3-8)t+(-1-3+1-F+12+1560) ¢ + (2 -2+ 224

= — 22+ 64 + 624 — 280 — 4640 — 16) t3+...

436 383.416 15290326 996772380
t2 — t3+ & t5 + - (65)

26
ElX,]=1- o Lé 3 90 90 94500

Asagidaki sekilde (65) te bulunan beklenen degerin zamana bagli degisimi verilmistir.

TeH)T
beHlf -
heHIT
deHIT -
JeHIT
2eHir

1eH)f -

0 1 2 3 4 5
E(X1)
Sekil 2.5. X;’in beklenen degerinin zamana bagli degisimi
Benzer sekilde, X, yaklasik analitik ¢oziimiiniin beklenen degeri,
Xy = Y+ Yot = Vit? + VT2 — Y§t2 — - Yot® —2ViTt3 + 2V, T23 =2V, Tt® —

SYSTES + 2V3Y,t3 + 253+,
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E[X,] = E["1] + E[Y,]t — E[V;]t* + E[Yo]E[T]t? — E[Y]t? — §E[Yo]t3 -
EE[Yl]E[T]t3 + EE[YO]E[TZ]F - EE[Yl]E[T]t3 - gE[Y03]E[T]t3 + 2E[YZIE[Y,]63 +
2E[Y7]t3+...

— _ 2_ 2 _1_ 4,1 4 32 3
E[Xz]—1+t+( 1+2 4)t +( S-S4i-2 3+4+52)1:+...

ﬂt3 96848 44 2650771 £5 4 ... (66)
9 90 90

E[X,]=1+t—2t2 +

olarak bulunur. Asagidaki sekilde (66) da bulunan beklenen degerin zamana bagli degisimi

verilmistir.

Be-HIT
GeHIT -
de+0¥ -

2e+07 -

Sekil 2.6. X,’in beklenen degerinin zamana baglh degisimi

2.10. Laplace Padé Teknigi

Literatiirde klasik Diferansiyel Doniisiim Yontemi’nin baska ¢ok adiml prosediirler
olmak tiizere farkli modifikasyonlar1 mevcut olsa da [Bervillier,C.,2012] bu ¢alismada Pade
yaklasimini temel alan ve bazi kaynaklarda DTM-Pade Yontemi olarak da adlandirilan
Modifiye Diferansiyel Doniisiim Yontemi kullanilacaktir.[Momani, S., & Ertiirk, V., 2008]
Diferansiyel Dontlisiim Yontemi ile diferansiyel denklemler i¢in kuvvet serileri seklinde
analitik ¢oziimler TUretilmektedir. Ancak Ozellikle kompartmanli modeller 6zelinde
goriilebildigi gibi uzun zaman araliklarinda yapilan incelemelerde (t degeri biiyiik
oldugunda veya t — oo iken) kuvvet serileri temelli yaklasim yontemleri ¢ok kullanigh
olmamaktadir. [Medhi Rashidi,M., & Erfani, E., 2011].Bu dezavantaji kaldirmak icin
polinom formundaki yaklasimlar1 polinomlarin rasyonel fonksiyonlarina doniistiiren Pade

yaklasimi yontemi kullanilmaktadir. [Baker, G.A. 1975]. DTM Yontemi ile Pade
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yaklasiminin birlesimi olan bu yontem kullanilarak sonsuz tanim araligina sahip
problemlerde basari elde edilen basarili sonuglar literatiirde mevcuttur. [Rashidi,M.,2009;
Mehdi Rashidi, M.,& Erfani,E.,2011; Gokdogan, A., Merdan M., &Yildirim, A., 2012].
Bir x(t) fonksiyonunun [p/q] Pade yaklagimi p-inci mertebeden bir polinomun q.
Mertebeden bir polinoma boliimiidiir. Bu polinomlar, yaklagimin kuvvet serisinin bas
katsayilarinin x(t) nin kuvvet serisinin ilk (p + q + 1) terimiyle uyusmasi esasina gore
segilirler. [Boyd, J., P., 1997]. Bir x(t) fonksiyonunu temsil eden Y32, a;t* kuvvet serisini

ele alalim [Rashidi, M. M., 2009].[Z.Bekiryazici, 2017]

(0]

x(t) = z a;t! (67)

i=0

Bu fonksiyonun Pade yaklasimi pay1 ve paydasi polinom olan bir kesirdir ve

P (t)
Qum(t)

[L/M] = (68)

seklinde ifade edilir.
Burada P;(t) ve Qu(t) sirasiyla en fazla L-inci ve M-inci dereceden polinomlardir.

Dolayisla (67) ve (68) denklemlerinde,

X(t) =a0+a1t+a2t2+a3t3+a4t4’+... (69)
P,(t) = po + pit + pot? + p3t® + -+ pytt, (70)
Qu(t) = qo + qut + qot% + q5t3 + - + qt™, (71)

oldugu goriilmektedir. Bu durumda (68) denkleminin pay ve paydasinda sirayla L + 1 ve
M + 1 katsayilari bulunmaktadir. Pay ve paydanin birer katsay: ile c¢arpilmasi [L,M]

ikilisini degistirmeyeceginden
Qu(0) =1 (72)

normallik kosulu kullanilmaktadir. Bu kosul ile birlikte (68) denkleminde payda L+1 ve
paydada M adet olmak iizere toplam L+M+1 adet bilinmeyen katsay1 oldugu goriiliir.

., tEM mertebeleri

Dolayisiyla (67) denklemine uyum igin [L,M] araciiiyla 1,t,t?,.
kullanilmalidir. Bu sekilde tek bir [L,M] yaklasiminin oldugu [Baker, G.,& Graves-Morris,

P., 1981] ve [Boyd, J. P., 1997] ile gosterilmistir. Kuvvet serisi gosterimi kullanilarak
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co

. + pit + pot? + pstd + -+ pth
Z a;tt = Po T P1t T P2 45 pbL +O(eLHMr 73)
— qo + g1t + g2t + q3t3 + - + qutM

yazilir.

Buradan

(p() + plt + pztz + p3t3 + + thL)(aO + alt + a2t2 + a3t3 +
astt + ) = qo + qit + qat? + q3t3 + -+ qyut™ + 0(tLTMFL) (74)
elde edilir. (74) denkleminden

Ao = Po,
a, +apq1 = P1,

a; +aq +aiq; = py, (75)

ap,+a;-1q1 + - aeqy = Py
ve

a4 tapqr + -+ a_ye1qu =0,

Q42 +Ap41q1 + -+ ap_yi2qu =0
(76)

Apem +Apepm—1q1 + -+ aqy =0

denklemleri elde edilir. Burada n < 0 iken a,, = 0 ve j > M iken q; = 0 dir. (75) ve (76)
denklemleri tekil degilseler

ar—m+1 ar-m+2 o A
a ap+1 ar+m
L o otd L o th ... L ]
(L/M] = 2]=M a—M 2]=M—1al M+1 j=0a;t 77)
Ar-mM+1  Ar-mM+2 - AL+1
a, Aar4 © Qr4m
tM tM—l 1

seklinde coziilebilirler. Toplamlarda alt indis st indisi gectiginde, toplam sifir ile
degistirilmektedir.

Alternatif formlar soyledir:

39



LM
[L/M] = z ajt) + M wy W W

j=o
L+n (78)
= Z ajt! + "Wy W MW sy m
j=0
burada
ap-m+1 —ta—m+2 a, —tap4q
WL/M = : : (79)
ap —tapyq o Apypmer —tapyy
ar-m+1
Wim = aL_I‘;HZ (30)
a,

seklindedir. [Rashidi, M. M., 2009; Mehdi Rashidi, M.,&Erfani, E., 2011]. [L/M]
yaklagiminin ingasinda her bir L ve M se¢imi farkl bir yaklagim vermektedir. Yontemin en
zor yanlarindan biri en iyi yaklasimin elde edilmesi i¢in kullanilmasi gereken L ve M
sayilarinin belirlenmesidir. Uygulamalarda genel olarak L = M seklindeki se¢imlerin iyi
yaklagimlar olusturdugu gozlemlenmistir. [Rashidi, M. M., 2009]

O halde ¢oziimleri iyilestirmek yani daha uzun zaman araliginda yakinsak ¢oziimler
eldeetmek i¢in, Laplace-Pade teknigi uygulanirsa(65) denklemine Laplace-Padé
uygulanirsa asagidaki denklem elde edilir.

M; = 0.4000000000.107°(0.2500000000.101° cosh(20.60042595t)
—0.1753686373.10%° sinh(20.60042595t)) 5784007835

elde edilir.
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15

10+

=
-
M
[y
o
[yl

E(X1)

Sekil 2.7. Modifiye DTM den elde edilen X;’in
beklenen degerinin zamana bagl degisimi

Yukaridakine benzer sekilde (66) denklemine Laplace-Padé uygularsa asagidaki

denklem elde edilir.

M, = ——e(-5)(29146 cosh (B22502) + 430v602)sinh (%))
olarak bulunur.
30
5]
20
15
10
5]
(1 1 2 3 4 5

Sekil 2.8. Modifiye DTM den elde edilen X,’in
beklenendegerinin zamana bagh
degisimi
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2.11. ki Boyutlu Zeeman Modeli i¢in Varyans

3 3

Var[x,(t)] = Z Z cov(x, (D)x, (HtH

=0i=0
cov(x,(D)x1(j) = E[(x1(Dx1, ()] — E[x,(D]E[x1()]

formiiliinden yararlanarak iki boyutlu model i¢in varyansi asagidaki gibidir.

64 6413 1377872 .

— - 42 3
Var[x,(t)] =1 3 t+ 3 t a5 (81)
(81) denklemine Laplace-Pade yaklasimi uygularsak;
y 1 _si74asar) 9214102514093 cosh tv18428205028186
= 65475
1~ 9214102514093 ° ( = 65475
_ . tV18428205028186
+ 1888772v18428205028186sinh(
65475
bulunur.
11 250
Vix,(®)]=1——1t?+—1t3 (82)
3 9
(82) denklemine Laplace-Pade yaklasimi uygularsak;
_125¢ tv132639 tv132639
M, = e( 11 )(44213 cosh| ——=— | + 125v132639sinh(——=—))
44213 3 33
bulunur.

2.12. Sadece Y, ve Y Baslangi¢c Sartlarina Bagh Rastgele Zeeman Modeli i¢in
Beklenen Deger

(1) denkleminde Y, ve Y; baslangic kosullari normal dagilima sahip bagimsiz
rastgeledegiskenler yani Y,,Y; € N(u,02) olsun. (19) dan yararlanilirsa; X; yaklasik

¢ozlimiiniin beklenen degeri;

23 133825 1046921 506115583
E[X;]=1-9t+—1t%— t3 + tt — t5
6 30 6 60 (83)
1353423105937 P
+( )t

300

seklinde bulunur.

(83) denklemine Laplace-Pade uygulanirsa;
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M, = 0.2000000000 107°(0.499999999910° cosh(1.601937785t)
—0.271921736710 sinh(1.601937785t))e (~02879659092¢)

Benzer sekilde X, yaklasik analitik ¢6ziimiin beklenen degeri;

EIX,] =14t 9t2+302t3 445541:44_13239481t5
20~ 2 6 40 400

(84)

4741899787

3600

6

(84) denklemine Laplace-Pade yaklasimi uygulanirsa;

_sut 3tV11729 3tv11729
M, = 351876( 20 )(35187 cosh (T) + 331\/11729sinh(T))

fonksiyonu elde edilir.

2.13. Sadece T Parametresinin Rastgele Secildigi Zeeman Modeli I¢in
Beklenen Degeri

(1) denkleminde T parametresini beta dagilimina gore alirsak ve (64) i kullanirsak

X, yaklasik analitik ¢6zlimiin beklenen degert;

E[X;] = 0,13333t — 0,094666t + 0,13331217t3 — 0,0752079t* +

(85)
0,001027t5

seklinde bulunur.
(85) denklemine Laplace-Pade uygulanirsa;
M; = 0.06294460461¢(~071001800058)5inh (2,118211734t)
fonksiyonu elde edilir.
Benzer sekilde X, analitik ¢6ziimiiniin beklenen degeri;

Tr ot nortooo 2 03155527t3 — 0,0109953t* — 0,006615299¢5 (86)
olarak beklenen deger bulunur.

M, = —0.01789421352¢((0:2901632671-1.8503463301)t)
—0.005312919295] ¢((0-2901632671-1.8503463301)t)
— 0.01789421352¢((0.2901632671+1.8503463301)¢)
+0.005312919295] ¢ ((0.2901632671+1.8503463301)¢)
+0.03578842705¢ (0-83954425580)
fonksiyonu bulunur.
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2.14. Uc Boyutlu Zeeman Modeli

Y., Y,veY3; normal dagilima sahip baslangi¢ sartlari, &, i, @ ise beta dagilimina
sahip rastgele degiskenler olsun. O halde; (2) denklemini ele alalim.

Bu problem igin bize gerekli olan degerleri bulalim. (63) ve (64)'teki E[Y;] =
E[Y,]degerlerini daha Onceden bulmustuk. Aym degerler E[Y;]icin de gecerlidir.

&u,0~B(&, u,0) oldugundan burada &¢=2,u=2,6=1 dirr a=1,=1
rastgele secelim. &, u, 0 beta dagilimina sahip oldugundan beta dagilimi Ozelliklerini

kullanirsak (64) ten;

— a —
by
- - 21 o ala+1) _1
E[E]_E[“]_E[e]_(a+ﬁ+1)(a+ﬁ)_3
3 : 2 ala+ 1)(a+2) _1
EEB]_E[‘“B]_E[m]_(a+[)’+2)(a+,8+1)(a+/3)_4 ®7)
ala+1)(a+2)(a+3))

T @+p@+f+ D@+t +2)(atp+3)

E[¢] = E[u] = E[6]

1
2

E[¢*] = E[u*] = E[6%]

1

Bu bilgileri kullanarak 3 boyutlu model i¢in X;, X, ve X;iin beklenen degerlerini bulalim.

ED] = B[]+ EGIELELG]E? — 2 EGIEEIEN]E — ERIERIEL)E

ERIEWIEIVEIE? ~ EDGIEIY,]t + 2 EIGIEILIE +3 EVZELE]:?

+

E[Y2|E[Y1]t? + 2E[Y,]E[YE]t? + ;E[YIZ]E[Yg,]tZ — E[Y5]t — E[Y3]t

1 3 1 5
—=E[Y,]t? + EE[@]t2 + EE[Yf]f:2 +8E[Y22]t3 — EE[Y17]t3

ANl R NPk N~ O

ty
N

1 1 1
E[61¢° + < EGIEIE1E + < ELIEY,1e* — = EVZIE(Y;]e?
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2 EIFIEIGIE — 2 ENFIEIGIE — 2 EIGIEFI + 5 ERIE,]

1 7
— S E[YP]E[6]t — EE[Y14]E[Y3]t3 — E[YZ1E[Y1]t° — E[S]E[Y,']¢°

2
1 1 1
—EE[Yz]E[MZ]E[Y1]t3 — 3 EIGIEMHIELY] - EE[YJE[M]E[YzZ]
5
~ 2 EDFIETIEL,]
=1+ (11—t +(G+5+1+8+3—247+39)e2+(—1-2- 24242

580 — =+ —+——1-2-2_11741-2-35-2-5-2-2-2_3)¢3
12 12 12 3 3 2 18 6 2 3

=1 — 4t 4+ 222 T3 (88)
4 36

(88) denklemine Laplace-Padé uygularsak;

1 347t tv5267719

= me 210 (5267719 COSh( 210 >

tv5267719
—1187v5267719 sinh(T)

M1:

olur.
Benzer sekilde X, yaklasik analitik ¢6ziimiiniin beklenen degeri,

E[Xz] =
E[Y,] + EIV,E[€]t — E[V]E[u]t + 5 E[E1E[Ys]t2 + S E[E]E[V,1E[Y,]e2 +

~EIYFIE[E]e? + S E[MEEIE[]E? + S E[21E[Y,]e? + - E[EIE[Y,]e® — < E[0]E[E]E® —

“E[E2]E[Y2]e® - S E[WIE[EIEIEY,]E - E[EIE[V,1E[V;]e® — S E[E]E[V]E[VE]e —

ZE[E)EIYFIEIY, )63 — S E[EIEIYAIE[Y 163 — S E[E1E[YS e — < E[WIE[E]E[Ys]E® —

=E[E[IENV?]e® — 2 E[WP]E[EEIN]E — < E[1E[Y,]e3
—1+( . 1)t+(1+1+1+1+1>t2
6 4 8 6
+(11211141131111>t3
12 24 9 12 12 6 3 2 2 24 6 36 24

E[X,]=1 t+41t2 317t3 89
2 24 36 (89)
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bulunur. (89) denklemine Laplace-Pade yaklagimi uygulanirsa;

1 _s9st tV662298 tV662298
M1: = 141537 e( 58 )(441532 cosh (8—7> + 535v662298 sinh(T))

fonksiyonu elde edilmis olur.

Simdi X5 yaklasik analitik ¢6zlimiiniin beklenen degeri,

FlXa] = EIY] + EIt — El0]¢ — 5 EIEIEIG1E — 5 EIUIEDG1E? + 2 EIGIETE)E

EMGIERIEMNIE + = EWERIENIE +~ ELPIE]E

N 1
6 6 6
—1+(1 1)t+( ! 1)t2+(1 + ! +1+ ! + 1>t3
- 2 4 4 12 12 3 24 24
1 1 15
— 424 7.3
E[X3]—1+2t 2t +24t (90)
seklindedir.
Ayni1 sekilde (90) denklemine Laplace-Pade yaklasimi uygulanirsa;
1 (e tv359 tv359
M1: = ﬁe( 10)(359 cosh <T> + 22v359 sinh( 10 )

fonksiyonunu elde edilir.

2.15. U¢ Boyutlu Zeeman Modeli i¢in Varyans

(85) modeli icin varyans (63) ve (87) denklemlerinden yararlanarak varyans
asagidaki gibi hesaplanir.

612 220129 .

Vix,()]=1-7t + 2 t? 3

36
15 1008
=1 T2 77743
Vx,(t)] t+ > t = t

13 7
=1 42 _ 43
Var[x;(t)] + 1 t 18t

olarak elde edilir.
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2.16. iki Ve U¢ Boyutlu Stokastik Zeeman Kalp Atis Modeli

Stokastik siire¢ kavrami sistematik olarak A.N. Kolmogorov ve A.Y. Hingin gibi
tinlii olasilik¢ilar tarafindan ortaya konulmustur. A.N. Kolmogorov giiniimiizde Markov
tipli siire¢ olarak adlandirilan stokastik siireglere iliskin problemlere biiylik ilgi
gosterilmektedir. Bu alanda emegi gegen; N. Wiener, W. Feller, J. Dobb, LI. Gihman, A.V.
Skohorod, T.A. Sarimsakov, E. Cinlar, V.S. Korolyuk v.s.bilim insanlari¢calismalar
yapmigtir.

1828 yilinda Iskogyali botanik¢i Robert Brown, sivi igerisindeki polen
taneciklerinin ani yon degistirmeler ve hizlanmalar yaparak sira dist hareket ettigini
gozlemledi. Daha sonra bu hareket, polenin sivi molekiilleriyle rasgele yaptig1 carpismalar
sonucu hareket etmesi olarak aciklandi. Bu hareketi matematiksel olarak aciklamak icin
raslanti(rasgele) siireci kavrami kullanildi. 1905 yilindan Einstein ve Smoluchowski’nin

yaptig1 caligma ile x(t)’yi raslanti siireci olarak ele almis, x(t)-x(0)’1n sifir ortalamali, [t

. N .. op 0 :
varyansli Gaussian dagilimi oldugunu bulmustur. Einstein bunun i¢in 6_p = 26p diflizyon
4 S

2

denklemini olusturmustur. Bu denklemin temel ¢6ziimii p(t,x,y) dir. Bu diflizyon deklemi

t=0 da 6(x—y) ye esittir. Buradaki o6(x) Dirac’in delta fonksiyonudur. Bu frekans

dagilim fonksiyonu ile parabolik kismi diferensiyel denklem arasindaki bag daha sonra
Smoluchowski, Fokker, Planck, Ornstein, Burger, Chapman, Kolmogorow, Feller gibi
fizik¢i ve matematikgiler tarafindan incelenmistir.

1900 yillarin basinda Brownian hareketi Einstein tarafindan kesfedildi. Bu
hareketin diferensiyel denklem yardimiyla dinamik modeli fizik¢i Langevin ve

Smoluchovsky tarafindan yapildi. Onlar ? =a(t,x) deterministik adi diferensiyel
t

denklemi yerine,
dXx (1)
dt
seklindeki giiriiltiilii diferensiyel denklemini elde ettiler. Burada a(¢, X (¢)) deterministik ve

= a(t, X (1)) + b(1, X (1))S,

b(t,X (1)) yogunluk carpimi, &, standart gauss rasgele degiskeni, b(f, X(¢)) & giirilti
terimini ifade etmektedir. Burada ¢, standart gauss rasgele degiskeninin tiirevi
d&.(w) =dW (w(t)) her yerde siirekli Wiener siirecidir. SDD’ler genellikle

dX, =a(t, X, )dt +b(t, X,)dW,
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bu sekilde sembolik olarak gosterilir.

Integral denklemide

X, =X, +[a(s,X,)ds+[b(s,X )dW,

bu sekilde yazilabilir.

Giliniimlizde kullanilan Brownian hareketi bu anlayisin zamana goére homojen
stokastik slirece ve bunun yardimiyla tanimlanan artiglart bagimsiz olan siirece
genislemesidir. N.Winner bu stokastik siireci inceleyen ilk matematikgidir.

SDD kavrami diflizyonlar i¢in olasilik yaklasimi olarak Levy tarafindan ortaya
konulmustur ve K.Ito tarafindan basarili ¢alismalar yapilmistir. 1940 yilinda stokastik
hesap K.Ito tarafindan ortaya konulmustur. Ito’nun calismasindan bagimsiz olarak,
Gihman varlik ve teklik teoremleri ile birlikte SDD teorisini gelistirmistir. 1961 de Ito bir
SDD’in hem drift hemde difiizyon katsayilarinin R iizerinde Lipschitz kosullarini
sagladigin1 gosterdi. Bu ¢aligmay1 daha sonra SDD’in ¢6ziimlerin varligi ve tekligi izledi.
Japon matematik¢i K.Ito’dan baska Rus matematik¢i Gihman ve Skorokhod SDD’ler
teorisi ile ilgili ¢alismalar yapmislardir(1968). Arnold (1974) SDD’lerin tanim ve ¢éziim
yontemlerine detayli bir sekilde deginmislerdir. Yamada (1986), Milstein (1978),
SDD’lerin analitik ¢oziimleri ile ilgilenmisler ve difisyon siirecleri i¢in birinci ve ikinci
mertebeden SDD’leri ele almiglardir. Milstein(1974) ve Riimelin(1982) SDD’lerin sayisal
¢oziimleri tizerinde durmuslardir. Stokastik diferensiyel denklemlerin simulasyonu ile ilgili
calismayi[Milstein, 1995, Talay, 1995, Artemiev ve Averina, 1997, Kloeden ve Platen,
1999 ve Schurz, 2002] yapmislardir. SDD’in sayisal integrasyonuna giris algoritmasini|
Desmond J. Higham, 2001]

Doéntistim kullanilarak bazi stokastik diferensiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimleri
tizerine bir ¢aligma yaptiiMagdyA. El-Tawil,2004]. Ito stokastik diferensiyel denklemlerin
¢Oziimleri iizerine bir ¢alisma yapti[Javier Villarroel,2003]. [Jankovic. S, Ilic. D,2003].
SDD ¢o6zilimleri i¢in analitik yaklasimi {izerine bir ¢alisma yapti. [Fadrani. V.R,2003]
Kismi SDD’ler i¢in hesaplama algoritmasi ¢alismasini yapti. Geri miidahaleli SDD’lerin
¢oziimlerin tekligi calismasiyapildi[Constantin. Gh,2004]. Indeks 1’in  Stokastik
diferensiyellerin cebirsel denklemleri ve devre simiilasyonunda uygulamalari Winkler. R,
2003]Degismeli  giitiiltiilii ~ Stratonovich SDD’ler i¢in Runge-Kutta Metodunu
kullandi[Robler. A,2003]. Stokastik diferensiyel denklemlerin ikinci mertebeden Runge-
Kutta yontemleriyle Ortalama-Kare kararliligi[ Tocino. A,2004]
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E.C. Zeeman ‘m modellerinden olugsan deterministik diferansiyel denklem
sistemleri, kalp atig hareketini iki ya da {i¢ denklemle agiklar. Bu modellere benzer olarak
diger bir ¢cok deterministik modeller, biyoloji, tip fizik gibi alanlarin ¢esitli dinamiklerinin
analizinde yararli bilgi saglar fakat bu modellerin bazi1 bilesenlerinin ger¢ek hayatta
stokastik hareket gosterdigi bilinir. Bazi deterministik modellerin parametreleri ya da bazi
sistemlerin baglangic degerleri rastgele bir yapiya sahiptir. (Merdan et al., nature 2017).
Stokastik diferansiyel denklemleri elde etmek icin stokastik etkilerin kullanimi, model
icindeki bu alanlarin tiim rastgeleligini modellemesini saglar. Stokastik modeller,
bakteriyel direng, Malaria hastaligi SIRS bulasic1 hastaliklar gibi (Merdan et al., 2017;
Bekiryazici, Kesemen, Merdan, 2017; Lahrouz et al., 2015). Modellerin analizinde ve daha
oncesinde kullanilmistir. Bu ¢alismada, E.C. Zeeman’in kalp atis modellerinde stokastik
etkileri kullanarak, kalbin stokastik hareketini modellemek i¢in stokastik diferansiyel
denklem sistemini olusturacagiz.

Bu boliimde iki ve li¢ boyutlu Zeeman modeline beyaz giiriiltii (Wiener siireg)
eklenerek incelenecektir. Bu iki modelin yaklasik ¢ozlimlerini bulmak i¢in Euler—
Maruyama andMilstein niimerik metodlar1 kullanilacaktir. Stokastik modellerin ¢oztimleri
stokastik beyaz giiriiltiiniin etkisi altinda deterministik sonuglarla karsilastirilacaktir. Her
iki yontemden elde edilen sonuglar ayn1 zamanda iki durum i¢in de yorum yapabilmek i¢in
karsilastirilacaktir.

Asagida Zeeman kalp atis modelinin deterministic sonuglar1 sekildeki gibi

gosterilmektedir.

2.16.1. Deterministik Sonuglar

MATLAB’1n diisiik diizen ig¢inde var olan metodlari, deterministik (1) denklem

sistemi i¢in asagidaki sonuglar1 elde etmek icin kullanilir. (Sekil 2.9.)

kalp kas IS uyanct

1 0.4
f ™ i~ ™, 5, Y ~ Ve
asf a\\ [\ [\ AN ozt [ Y :/\ /\ /! /Y
'\\ | ! | |'I \ | \\ f,."’ h / i ! \ / \k /
= of / \ ."l |'| / \I" / N R \ / \ / \‘ / \ /
RN N AR N A /NS N
YA VS \ \ b 2 N/ \/ \/ \Jf
7 (9 s 1% \ W N
1 é 8 T 8 o 10 0.4, 1 5 a 4 5 '5 7 a o 10
Fax portresi
o
~ ™~ i~ ™~
a s, / N [N [N [
| r | " f =, /'\
N | \
] /
7 | [
I os 1 / S 1
/ |V v 1% !
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Sekil 2.9. x4, x, in deterministik sonuclar1 ve faz portesi
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Deterministik modelin bilesenlerinin ekstremum degerleri asagidaki gibi elde
edilmistir. (Tablo 2.1.)

Tablo 2.1. Deterministik ¢oziimlerin ekstremum degerleri

Degisken | Maksimum | Zaman | Minimum | Zaman
x4 (t) 0.821861 | 5.9000 | —0.821905 | 7.4200
x,(t) 0.404943 | 6.9200 | —0.404872 | 5.4000

x41(t) bilesenit = 7.4200 aninda —0.821905minimum degerinialirken,t = 5.9000 aninda
0.821861 maximum degerinialir.
X, (t) bilesenit = 5.4000 aninda —0.404872minimum degerini alirken,t = 6.9200 aninda

0.404943 maximum degerinialir.

2.16.2. iki boyutlu Stokastik Model

Rastgele diferansiyel denklemlerden olusan rastgele modeller sadece denklemlerle
birlikte baslangic degerlerinin katsayilarinin rasgteleligini modeller. Ancak stokastik
diferansiyel denklemleri elde etmek icin stokastik etkilerin kullanimi {izerinde disiiniilen
dogal olaylarda tiim giiriiltiiniin modellenmesini saglar. Bu yiizden biz Wiener siire¢lerine
gore giriiltli kosullarini iceren stokastik diferansiyel denklemleri kullanacagiz. Yeni
olustutulan stokastik sistemlerin sayisal ¢oziimleri, olayin stokastigini incelemek icin
faydali bilgi saglar.

to < t < T luzerindeX, = X, , baglangi¢ kosulu ile verilen stokastik diferansiyel
denklemin ¢6ziimii olan X = X;,ty, < t < T stokastik siirecini ele alalim. [ty T]

araliginin
=1 < <1, < <1ty=T, (n =012,...,N- 1)seklindeki ayrilist i¢in Euler-
Maruyama yaklagimi
Yiir =Y + a(tn, ) (Tner = ) + D(Tn, Vo) (Waiq - Wh).
Ardisik yontemini saglayan bir Y =Y, £, < t < T stokastik siirecidir.Milstein yontemi

de analizler i¢in kullanilacaktir. Milstein yaklagimu,
1
Ype1 =Y, + a+ bAW +§bb’(AW)2,

Iterasyonunu saglayan t, < t < T i¢in Y =Y, siirecidir. Burada A= (Tn+1 - Tn) dir.
(Kloeden, Platen, 1992). Bu iki metod,W;,i = 1,2 bagimsiz Wiener siireclerinde asagidaki

stokastik modellerin sayisal incelenmesi i¢in kullanilacaktir.
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dxi(t)
dt

1

o1

dx;t(t) = (x; — xg)dt + Yox,(t)dW,(t)

(91) Denkleminde stokastik denklemin diffusion katsayilar kii¢iik miktarlar olarak
almacaktir ¢iinkiikiiclik dagilmalar1 olan bir model, deterministik modellerin sonuglart ve

alanlarin gercek hayattaki ¢oziimlerininkiiciik farklarin1 modellemek i¢in ihtiyag duyulur.

2.16.3. Stokastik Sonuclar
(91) stokastik denkleminin Euler Maruyama ve Milstein yontemleriyle elde edilen
¢oziimleri asagidaki gibi verilmistir.

Euler-Maruyama Yoéntemi:(91) stokastik denkleminin Euler-Maruyama Y 6ntemi

ile yaklagik bir ¢oziimii MATLAB programi yardimiyla elde edilir. Bu yaklagimin
cOziimleri agsagida goriildiigi gibidir. (Sekil 2.10.) Yaklasimin u¢ degerleri Tablo 2.2 ‘de

verilmistir.

Iki Boyutlu Zeeman Modelinin Euler-Maruyama Yéntemiyle Goziimii ki Boyutlu Zeeman Modelinin Euler-Maruyama Yéntemiyle Goziimii
T T T T T T T T T 1.5 T T T T

0 AR Vo | i
Vo [ A \v
[ A \ \ A
NRW RN \ \ V)
PO V
.1;
2 e S S S S S SR S
o 2 4 6 8 10 1 14 1 18 2 o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman Zaman

ki Boyutlu Zeeman Modelinin Euler-Maruyama Yéntemiyle Goziimii ki Boyutlu Stokastik Zeeman Modelinin Euler-Maruyama Yéntemiyle Faz Portresi
T T T 15

1k

Sekil 2.10. 1ki Boyutlu Zeeman Modeli IginEuler-Maruyama
Yontemiyle  elde edilen  yaklastk  ¢ozlimler

51



Tablo 2.2. Coziimlerin ug degerleri

Degisken | (Maksimum Deger , Zaman) (Minimum Deger, Zaman)
x1(t) (1.63652,1.8660) (=1.97532,8.9100)
x,(t) (1.0547,8.5360) (—0.894728,7.2480)

x1(t) bilesenit = 8.9100 aninda —1.97532minimum degerini alirken,t = 1.8660
aninda 1.63652 maksimum degerini alir.

x,(t) bilesenit = 7.2480 aninda —0.8947728minimum degerini alirken,t =
8.5360 aninda 1.0547 maksimum degerinialir.

Milstein Yontemi:(91) stokastik denklem sistemi i¢in yaklasik ¢oziimler Milstein

yontemiyleMATLAB ‘de elde edilir (Sekil 2.11.) ve bu yaklasik ¢oziimlerin u¢ degerleri
asagida verilmistir. (Tablo 2.3.)

Iki Boyutlu Zeeman Modelinin Euler- Maruyama Yontemlyle Cozumu

J“W\WW

\W \/ w W

K r I r r r r r r r
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman Zaman

Iki Boyutlu Zeeman Modelinin Euler-Maruyama Yéntemiyle Gozimii
T T T T T T T T T

Iki Boyutlu Zeeman Modelinin Euler- Maruyama Yontemlyle (;ozumu iki Boyutlu Stokastlk Zeeman Modelinin Euler- Maruyama Yontemlyle Faz Portresi
T T

1.5

1k

051

ok

g r r r r r r r r r r r r r r r r
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2
Zaman

Sekil 2.11. Iki Boyutlu Zeeman Modeli i¢in Milstein yontemiyle elde edilen
yaklagik¢oziimler

Tablo 2.3. Coziimlerin ug degerleri

Degisken | (Maksimum Deger, Zaman) (Minimum Deger, Zaman)
x1(t) (2.36291,8.3540) (—2.43221,9.5960)
x5 (t) (1.59703,9.6160) (—1.85195,3.9760)
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x1(t)
t = 8.3540 aninda 2.36291 maksimum degerini alir.

bileseni t = 9.5960 aninda —2.43221 minimum degerini

x,(t) bileseni t = 3.9760
t = 9.6160 aninda 1.59703 maksimum degerini alir.

aninda —1.85195 minimum degerini

Asagida ii¢ boyutlu Zeeman modeli icin stokastik analiz yapilmaktadir.

2.16.4. U¢ Boyutlu Zeeman Modeli i¢in Deterministik Sonuclar

alirken,

alirken,

Ikiboyutlu modelin durumuna benzer (3) sistemi i¢in u¢ degerler Tablo 2.4. te

verilmistir ve deterministik sonucglarasagidaki gibidir.(Sekil 2.12.)

Tablo 2.4. (3) Deterministik ¢dziimlerin u¢ degerler

Degisken | Maksimum | Zaman | Minimum | Zaman
x4 (t) 1.60908 | 3.5388 | —0.833977 | 0.1488
x5(t) 0.343799 | 0.9592 | —1.57313 | 4.2874
x5 (t) 0.209643 | 9.0668 | —2.05045 | 2.5360
x1(t)  bilesenit = 0.1488 aninda —0.833977 minimum  degerinialirken,

t = 3.5388 aninda 1.60908 maksimum degerinialir.
x,(t) bileseni t = 4.2874 aninda—1.57313 minimum degerini alirken, ¢ = 0.9592

aninda 0.343799 maksimum degerinialir.

x3(t) bileseni t = 2.5360 aninda—2.05045 minimum degerinialirken, t = 9.0668

aninda 0.209643maksimum degerinialir.
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Sekil 2.12. Ug boyutlu Zeeman modelinin ¢dziimleri
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2.16.5. Uc Boyutlu Stokastik Zeeman Modeli

Stokastik model asagidaki gibi benzer yollarla elde edilir.

dx,(t 1
x;t( ) T (—x3 — x50 — x3)dt + y13, (£)dW, (D),
d
x;t( 2. (=Bx1 — bx2)dt + yox, (D) AW, (D), (92)
dxs(t
x;f ) = (—x, — 0)dt + y3x5(t)dW5(t).

Burada W;,i =1,2,3 bagimsiz Wiener siireclerdir. Yine (92) sisteminin

cozlimlerini arastirmak i¢in sayisal yontemler kullanilacaktir.

2.16.6. Stokastik Sonuclar

Stokastik modeli i¢in sonuglar Euler-Maruyama ve Milstein yontemleriyle asagida

verilmistir.

Ug Boyulu Zeeman Modelinin Euler-Maruyama Yéntemiyle Gozimii Ug Boyulu Zeeman Modelinin Euler-Maruyama Yéntemiyle Gozimii
T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zaman Zaman
Ug Boyulu Zeeman Modelinin Euler-Maruyama Yéntemiyle Gozimii Ug Boyulu Zeeman Modelinin Euler-Maruyama Yéntemiyle Gozimii

T T T T T T T T T 5 T T T T T T T

T
X
— %
X, ||

Zaman Zaman

Sekil 2.13. Ug boyutlu Zeeman modeli igin Euler - Maruyama Yodntemiyle
yaklagik ¢oziimleri
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Og Boyuly Feman Mocelinin Euler-hiamnyama Yomem ¥ B COzimd

O Bioyulu Feeman Modelinin Euler-diany ama Yontemiyle Cizimi

2 L L L 1 1 L L
a 1 z 3 4 5 1] T 3 a 13

Zaman

0 Boyutu Feeman Modeihin Euler-eiy ama ¥ orte miyle Faz Pomess

Zaman

Sekil 2.13. iin devami

Tablo 2.5. Coziimlerin ug¢ degerleri

Degisken | Maksimum | Zaman | Minimum | Zaman
x4 (t) 472285 | 5.1654 | —0.993867 | 0.6702
x5(t) 0.269405 | 1.1202 | —5.57595 | 9.4878
x3(t) 0.516564 | 6.8220 | —8.49495 | 2.6036

x1(t) bileseni t = 0.6702 aninda — 0.993867 minimum degerini alirken,
t = 5.1654 aninda 4.72285 maksimum degerini alir.

x,(t) bileseni t = 9.4878 aninda—5.57595 minimum degerini alirken,t = 1.1202

aninda 0.269405 maksimum degerini alir.
x3(t) bileseni t = 2.6036 aninda — 8.49495 minimum degerini alirken,

t = 6.8220 aninda 0.516564 maksimum degerinialir.
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Ug boyutlu stokaslik Zeeman modelinin Milstein yantemiyle gozama
8 T T T T T T T T

Zaman

Ug boyutlu stokastik Zeeman modelinin Milstein yontemiyle gozama
20 T T T T T T T T

Ug boyutlu stokastik Zeeman modelinin Milstein yantemiyle ¢cbztmi
10 T T T T T T T T T

i L . L L . L . . L
0 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10
Zaman
Uc boyutlu stokastik Zeeman modelinin Milstein yantemiyle cozimi
10 T T T T T T T T T
*
*
51 %3 [
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0 1 2 3 4 1) 6 7 8 9 10

Zaman

Sekil 2.14. Ug boyutlu zeeman modeli igin Milstein yontemiyle elde edilen

yaklagik ¢oziimler

56

Ug boyutlu stokastik Zeeman modelinin Milstein y&ntemiyle cazama

7aman

Ue boyutlu stokastik Zeeman modelinin Milstein yontemiyle cazimi

Uc boyutlu stokastik Zeeman modelinin Milstein yantemiyle cozimi

1 2 3 4 1) 6 7 8 9
Zaman

Ug boyutlu stokastik Zeeman modelinin Milstein yantemiyle cézimi

-2 0 2 4 6
Zaman



Tablo 2.6. Coziimlerin ug degerleri

Degisken | Maksimum | Zaman | Minimum | Zaman
x4 (t) 3.68199 | 3.8780 | —2.36386 | 0.4800
x5(t) 1.40226 | 0.9220 | —3.6952 | 3.6620
x5(t) 1.16324 | 4.2160 | —5.71624 | 1.4840

x1(t) bileseni t = 0.4800 aninda —2.36386 minimum degerini alirken,t = 3.8780

aninda 3.68199 maksimum degerini alir.

X, (t) bileseni t = 3.6620 aninda—3.6952 minimum degerini alirken,t = 0.9220

aninda 1.40226 maksimum degerini alir.

x3(t) bileseni t = 1.4840 aninda —5.71624 minimum degerini alirken,t = 4.2160

aninda 1.16324 maksimum degerini alir.

2.17. iki ve U¢ Boyutlu Zeeman Modelinin Rastgele Analizi

Bu boliimde iki ve {i¢ boyutlu Zeeman modelinin parametrelerine rastgele etkiler
eklenerek rastgele diferansiyel denklem sistemi olusturulmustur. Kalp atisi modelinin
rastgele davranigini tanimlamak i¢in bu denklemlerle rastgele bir model olusturulur.
Rastgele etki terimleri Gauss(normal) dagilimindan segilmektedir. Gauss(normal) dagilim
efektleri altindaki rastgele model bilesenlerinin sayisal karakteristikleri hem iki hem de ii¢
boyutlu Zeeman modelleri i¢in incelenmis ve bu iki olgu iizerinde yorumlar yapilmistir.
Sonuglar ayn1 zamanda Zeeman ‘in deterministik ve rastgele modellerindeki degisimi
gbozlemlemek ve model bilesenlerin rastgele davranislarini incelemek i¢in kullanilmaktadir.

Deterministik modeller; biyokimya,ilag, miihendislik gibi cesitli yonleri analiz
etmek i¢in faydali bilgiler saglar, fakat bu modellerden bazilarimin gercek hayatta
deterministik olmayan davramslar sergiledikleri bilinmektedir. Ozellikle, baz
deterministic modellerin parametreleri gergek hayattaki verilerin istatiksel analizi
aracilifiyla belirlenir. Bu yilizden rastgele bir yapiya sahiptir. (Merdan et al., 2017).
Katsayilarin rastgele secilmesiyle elde edilen rastgele modeller, rastgele diferansiyel
denklemlerle ifade edilirler. Rastgele modeller, dang hummas1 hastaligini, biyokimyasal
etkileri ve daha fazlasini analiz etmek icin kullanilir. (Bekiryazici et al., 2016; Bekiryazici
et al., 2016b). E.C. Zeeman’n kalp atis modelinde katsayilar beta dagilimindan segilerek

elde edilen rastgele diferansiyel denklem sistemlerini ele alacagiz.
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Bu béliimde iki boyutlu Zeeman modeline katsayilar rastgele alinarak elde edilen

rastgele model incelenmis, elde edilen sonuglar deterministik model ile

karsilastirilmistir.Buna ilaveten ii¢ boyutlu Zeeman modeli de rastgele hale getirilerek iki

boyutlu modelinkine benzer analizler yapilacaktir.

2.17.1. Deterministik Sonuclar

(1) de verilen deterministik Zeeman modeli i¢in sayisal ¢ozlimler ve faz portresi

Matlab programi yardimiyla elde edilmistir. (Sekil 2.15.)

kalp kas lifi uyarici
T T T 0.4 T T

0.5[ 1 021

0.5 il 0.2

Faz portresi
0.4 T T T T T T T T T 1

0.2

0.2k

0.4 r c r c r r c r r 4 r c c c c r c r r
-1 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t t

Sekil 2.15. x4 = Oigin x4, x, nin deterministik sonuglar1 ve faz portresi

Xq = 0 deterministtk model bilesenlerinin maximum ve minimum c¢oéziimleri
asagidaki gibi Tablo 2.7. de gosterilmistir.

Tablo 2.7. x4 = 0 i¢in deterministic ¢oziimlerin u¢ degerleri

Degisken | Maksimum | Zaman | Minimum | Zaman
x4 (t) 0.8240 8.966 —0.8240 | 5,355
x5 (t) 0.3114 7,509 —0.3114 | 6,509

x,(t) Dbilesenit = 5.355

aninda—0.8240 minimum degerinialirken,t = 8.966

aninda 0.8240 maksimum degerinialir.
x,(t) bilesenit = 6,509 aninda—0.3114 minimum degerini alirken,t = 7,509

aninda0.3114 maksimum degerini alir.
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kalp kas lifi uyaricl
T T T T T

Faz portresi
T

c : c c c F : c c : : c c c : c
0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t t

Sekil 2.16. x4 = 0.41 i¢in x4, X, nin deterministik ¢dziimleri ve faz portresi

Xq = 0.41 deterministik model bilesenlerinin maximum ve minimum c¢oziimleri
asagidaki gibi Tablo 2.8. de gosterilmistir.

Tablo 2.8. x; = 0.41 i¢in deterministic ¢éziimlerin u¢ degerleri

Degisken | Maksimum | Zaman | Minimum | Zaman
x1(t) 0.6487 0.27 0.2534 1.82
x,(t) 0.1701 1.154 0 0

x1(t) bileseni t = 1.82 aninda 0.2534 minimum degerinialirken,t = 0.27 aninda
0.6487 maksimum degerinialir.
x,(t) bilesenit =0 aninda  Ominimum  degerini  alirken,t = 1.118

aninda0.1701 maksimum degerini alir.

2.17.2. iki Boyutlu Rastgele Model

Deterministik modelleme c¢alismalarinda bazi parameter degerleri istatistiksel
analizlerin dogrultusunda belirlenmis, ortalama degerleri deterministik katsayilar olarak
belirlenmistir. Ancak, istatistiksel analiz bu parametrelerin yardimiyla degerlerinin gergek
hayattaki dagilimin1 belirlemek i¢in standart sapma ve ortalamasi hesaplanarak karar
verilmistir. Ornegin, tipik gevsemis lif uzunlugunu tanimlayan parametre x, asil ¢alismada
0.041 olan sabit bir degerle birlikte deterministik bir parameter olarak kullanilmistir.

Ancak gevsemis lif uzunlugunun farkl insanlar i¢in farkli degerler alacag agiktir.
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Bir diferansiyel denklem ii¢ yolla rastgele diferansiyel denkleme doniistiiriiliir:
Rastgele baslangi¢ degerleri, homojen olmayan kisimlar ve rastgele katsayilar kullanilarak.
(Soong, 1973). Katsayilar rastgele alinarak olusturulan model Stokastik efektli rastgele
diferansiyel denklem sistemine eklenir.

Yeni rastgele katsayilar1 tanimlamak i¢in

T ~ N(ay, 512)» € ~ N(ay, 5%): xq ~ N(as, 53?)
olan normal dagilim kullanilacaktir. Burada a;,i = 1,2,3 ve sl-z,i = 1,2,3 bagimsiz ve
normal dagilmis rastgele parametrelerin degiskenleri ve ortalamalaridir.

Parametreler i¢in teorik bir %5 strandart sapma kullanarak, parametreleri sdyle
ifade ederiz:

T =0.1+0.005y;,¢6 = 0.5+ 0.025y;,,x4 = 0.41 + 0.0205y5,
Burada ;i =123 ler bagimsiz ve standart normal dagilima sahip rastgele
degiskenlerdir. (Bekiryazici et al., 2016a; Merdan and Khaniyev, 2008). (1)sisteminde yeni
parametreleri denklemde yerine koyarak ayni baslangic kosullariyla yeni rastgele sistem

elde edilir.

dx,(t) 1 3
_48 —(01+0.
dt (05 10,025, "1 — (01 +00052)x; +x2),
93)
dx,(t)
2= = x; — (041 + 0.020573).

2.17.3. Rastgele Sonuclar
Her simiilasyonda, sistemin sayisal ¢6ziimiinii elde etmek i¢in 4. mertebedenRunge-
Kutta metodu kullanilir ve bu 10° simiilasyon ile modelin sayisal karakteristikleri

arastirilir.

Coziim Egrileri:(93) sisteminin ¢0ziim egrileri asagidaki gibi simiilasyonlardan

elde edilmistir. (Sekil 2.17.) Coziimlerin u¢ degerleri Tablo 2.9. da gosterilmistir.

2

0.2
= 0.154
77} S
= S o1
o =
E =
= 0.05 X5

o
o) 5 10 o) 5 10
Zaman Zaman

Sekil 2.17. Rastgele modelin ¢6ziim egrileri
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Tablo 2.9. Degiskenlerin ug degerleri

Degisken | (Maksimum Deger, Zaman) | (Minimum Deger, zaman )
x1(t) (0.61998,0.318826) (0.3,1.7)
x5 (t) (0.145611,1.1) (0,0)

x1(t) bilesenit = 1.7 aninda 0.3 minimum degerini alirken, t = 0.318826
aninda0.61998 maksimum degerinialir.

x,(t) bilesenit = 1.1 anmmda 0.145611 maksimum degerini alirken,t =0
aninda 0 minimum degerini alir.

Beklenen Degerler:(94) sisteminin bilesenlerinin beklenen degerleri asagida Sekil

2.18. de gosterilmistir. Beklenen degerlerin u¢ degerleri Tablo 2.10. da gdsterilmistir.

X, in 2. momenti X, hin 2.momenti

1 2
0.4 0.04
E(x9) E(x2
0.3 7] 0.03} wdl
< 02} L 002
L
0.1 0.01F
O- - E O - L
0 5 10 5 10
Zaman Zaman

Sekil 2.18. Rastgele modelin beklenen degerleri

Tablo 2.10. Beklenen degerlerin u¢ degerleri

Degisken | (Maksimum deger, zaman) (Minimum deger, Zaman)
E(x,(t)) (0.38,0) (0.0875,0.3)
E(x,(t)) (0.0385,0.2) (0.0875,1.4)

x1(t) bileseninin beklenen degerit = 0.6 aninda 0.351835 minimum degerini
alirken, t = 0 aninda 0.5 maksimum degerini alir.

x,(t)

degerinialirken, t = 0.2 aninda 0.0385 maksimum degerini alir.

bileseninin  beklenen degerit = 1.4 aninda —0.0323 minimum

Varyanslar:(93) sisteminin bilesenlerinin varyanslar1 Sekil 2.19.’da gosterilmistir.

Varyanslarindegerleri Tablo 2.11°de gosterilmistir.
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X4 in varyansi X5 nin varyansi

0.03 : : 0.01;

, —— var(x,) , —— var(x,)
0027 _
x 2 0.005-
g g

0.01"
0 - E 0 - L
0 5 10 0 5 10
Zaman Zaman

Sekil 2.19. Rastgele modelin varyanslari

Tablo 2.11. Varyanslarin u¢ degerleri

Degisken (MaksimumDeger, Zaman) | (Minimum Deger, Zaman)
Var(x,(t)) (0.0255,8) (0,0)
Var(x,(t)) (0,00865,8) (0,0)

x4 (t) bileseninin varyansit = 0 aninda 0 minimum degerini alirken,t = 1 aninda
0.000560493 maksimum degerinidegerinde alir.
x,(t) bileseninin varyansit =0 aninda 0 minimum degerini alirken,t = 2.5

aninda 8.05776x10~> maksimum degerini alir.

Giiven araliklari: (93)sisteminin bilesenlerinin giiven araliklart Sekil 2.20.'de

gosterilmistir. Giiven araliklarinin ug degerleri Tablo 2.12.'de gdsterilmistir.
%99 gliven araliklar1 asagidaki formdarastgele degiskenlerin ortalama degerleri i¢in
verilmistir:
[E(X(®) — Ko (X)), E(X(®) + Ko (X ()]
burada K = 3 tiir. Alternatif olarak, K = 2 ya da K = 1 daha diisiik giiven aralig1 i¢in

kullanilabilir. Grafiklerdeki kirmizi ¢izgiler araliklarin en iistteki sonucunu temsil ederken

mavi ¢izgiler en alttaki sonucu temsil eder.

Xy in glven araliklari X5 nin guven araliklari
1 0.4 g
L J
0.2 ]
0.5 W /\/\/\/
O 4
0 [
_02 -
-0.5 -0.4
0 5 10 0 5 10

Sekil 2.20. Rastgele modelin giiven araliklar
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Tablo 2.12. Gliven araliklarinin u¢ degerleri

Degisken | (Maksimum Deger, Zaman) | (Minimum deger, Zaman)
Cl(x, (1)) (0.5,0) (0.294034,0.7)
CI(x, (1)) (0.0210048,0.3) (0.0557494,1.5)

x1(t) bileseninin gliven aralifit = 0.7 aninda 0.294034 minimum degerini

alirken, t = 0 aninda0.5 maksimum degerini alir.

x,(t) bileseninin giiven araliit = 1.5 aninda —0.055749 4minimum degerini

alirken,t = 0.3 aninda0.0210048 maksimum degerini alir.

Asagida li¢c boyutlu model i¢in benzer sonuglar elde edilmektedir.

2.17.4. Deterministik Sonuglar

Ustte iki boyutlu modele benzer olarak (3) sistemi icin asagidaki deterministik

¢oziimleri ve ug degerleri elde ederiz.(Tablo 2.13.)

Tablo 2.13. (3) Denkleminin deterministik déziimlerinin u¢ degerleri

Degisken | Maksimum | Zaman Minimum | Zaman
x4 (t) 1.609 3.5488 | —0.8337 0.1354
x5 (t) 0.3412 1.0133 —1.573 4.2737
x5 (t) 0.2072 8.8657 —2.05 2.5714

x4 (t) bileseni t = 0.1354 aninda —0.8337 minimum degerini alirken,t = 3.5488

anindal.609 maksimum degerini alir.

x,(t) bileseni t = 4.2737 aninda—1.573 minimum degerini alirken,t = 1.0133

aninda 0.3412 maksimum degerinialir.

x3(t) bileseni t = 2.5714 aninda—2.05 minimum degerini alirken,t = 8.8657

aninda0.2072 maksimum degerini alir.
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Sekil 2.21. Ug boyutlu Zeeman modelinin ¢dziimleri

2.17.5. U¢ Boyutlu RastgeleModel

(3) deterministik denklem sistemi rastgele katsayilarla birlikte rastgele bir denklem

elde etmek i¢in kullanilacaktir. Katsayilarin yeni formuasagidaki gibi verilmistir.
B ~ N(ay,51%),€ ~ N(ay,s3),6 ~ N(a3,532),9 ~ N(ay, s3)
Burada a;,i = 1,2,3,4 ve siz,i = 1,2,3,4 ayr1 ayr1 normal dagilimlarin degiskenleri ve
ortalamalaridir. Bu degiskenler icin bir %5 standart sapma kullanarak parametrelerin yeni
degerleri agsagidaki gibidir.
f=2+01y;,e =1+0.05x,,6 =2+0.1y3,0 =1+ 0.05x,

Burada y;, i = 1,2,3,4 bagimsiz ve standart normal dagilima sahip rastgele degiskenlerdir.
[M. Merdan and T. Khaniyev, 2008], [Z. Bekiryazici, M. Merdan, T. Kesemen and T.
Khaniyev, 2016a].

Bu yiizden rastgele model soyledir:
dx; 1
dt  (1+0.05x,)

(—Xf —_ xle - x3);
de (94)
— = @+ 010)x - 2+ 0.1x3)x,,

dx
d—:‘ = —x, — (1 + 0.05y,).
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2.17.6. Rastgele Sonuclar

Her simiilasyonda, sistemin sayisal ¢oziimiinii elde etmek i¢in 4.mertebedenRunge-
Kutta metodu kullanilmistir ve modelin sayisal karakterleri 10° tane simiilasyon yapilarak
elde edilmistir.

Coziim Egrileri:(94) sisteminin ¢oziim egrileri asagidaki gibi simiilasyonlardan

elde edilmistir. (Sekil 2.22.) Coziimlerin ug¢ degerleri Tablo 2.14.te gosterilmistir.

X X5

-0.4 1

-0.5¢

-0.6 ¢

-0.7

kas lifinin genisligi

kalp kas lifinin uzunlugu

-0.8 - 2 -
0 5 10 0 5 10

Zzaman Zzaman

10

elektrokimyasal kontrol

0 5 10

Sekil 2.22. Rastgele modelin ¢6ziim egrileri

Tablo 2.14. Degiskenlerin u¢ degerleri

Degisken | (Maksimum deger, Zaman) | (Minimum deger, zaman)
x1(t) (—0.435834,1) (=0.7,0)
x,(t) (0.607667,1) (-1.1,0)
x3(t) (0.1,0) (—15.2895,10)
x1(t) bileseni ¢ = Oaninda—0.8 minimum degerini alirken, t = 1

aninda—0.535834 maksimum degerini alir.

x,(t) bilesenit =0 aninda —1.1 minimum degerini alirken,t = 0 aninda
0.607667 maksimum degerinialir.

x3(t) bileseni t = 10 aninda—15.2895 minimum degerini alirken, t = 10 aninda

0.1 maksimum degerinialir.
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Beklenen Degerler:(94) sisteminin bilesenlerinin beklenen degerleri asagida sekil

2.23. de gosterilmistir. Beklenen degerlerin ug degerleri tablo 2.15. te gosterilmistir.

X4 in 1. momenti X, hin 1.momenti
-0.5 1
E(x E(x,) [
06l N _ (X5)
—_~ —_ 0 r
x 07 X
w w
-1
-0.8¢
-0.9* : : 2" : :
0 5 10 0 5 10
zaman zaman
X5 Un 1. momeenti
:cf)
w
-20* : -
0 5 10
zaman
Sekil 2.23. Rastgele modelin beklenen degerleri
Tablo 2.15. Beklenen degerlerin ug degerleri
Degisken (Maximum deger, zaman) | (Minimum deger, zaman)
E(x1(t)) (—0.535834,1) (—=0.8,0)
E(x,(t)) (0.607667,1) (-1.1,0)
E(x3(t)) (0.1,0) (—15.2895,10)

x1(t) bileseninin beklenen degeri t = 0 aninda —0.8 minimum degerini alirken,
t = 1 aninda -0.535834 maksimum degerinialir.

x,(t) bileseninin beklenen degeri t = 0 aninda —1.1 minimum degerini alirken,
t = 0 aninda 0.607667 maksimum degerini alir.

x3(t) bileseninin beklenen degeri t = 0 aninda — 15.2895 minimum degerini
alirken,t = 0 aninda 0.1 maksimum degerini alir.

Varyanslar:(94) sisteminin bilesenlerinin varyanslar sekil 2.24. te gosterilmistir.

Varyanslarin ug degerleri tablo 2.16. da gosterilmistir.
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-4 X, invaryansi 3 X, hin varyansi
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Sekil 2.24. Rastgele modelin varyanslari

Tablo 2.16. Varyanslarin u¢ degerleri

Degisken (Maksimum deger, zaman) (Minimum deger, zaman)
Var(x,(t)) (0.000141923,6.3) (1.28368e — 028,0)
Var(x,(t)) (0.00306553,10) (7.50662¢e — 029,0)
Var(x3(t)) (0.501089,10) (2.00574e — 030,0)

x1(t) bileseninin varyansit = 0 anmnda 1.28368 e — 0.28 minimum degerini

alirken,t = 6.3 aninda 0.000141923 maksimum degerini alir.

x,(t) bileseninin varyansit = 0 aninda—7.50662e¢ — 029 minimum degerini

alirken,t = 10 aninda 0.00306553 maksimum degerini alir.

x3(t) bileseni t = 0 aninda 2.0075 e minimum degerini alirken,t = 10 aninda

0.501089 maksimum degerini alir.

Giiven araliklar1 :(94) sisteminin bilesenlerinin giiven araliklart sekil 2.25.

degosterilmistir. Giiven araliklarinin ug¢ degerleri tablo 2.17. de gosterilmistir.

%99 giiven araliklar asagidaki formdarastgele degiskenlerin ortalama degerleri i¢in

verilmistir:
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[E(X(®) — Ko (X)), E(X(®)) + Ka(X(t))]
burada K = 3 tiir. Alternatif olarak,K = 2 ya da K = 1 daha diisiik giiven aralig1 icin
kullanilabilir. Grafiklerdeki kirmizi ¢izgiler araliklarin en iistteki sonucunu temsil ederken
mavi ¢izgiler en alttaki sonucu temsil eder.
Xy in guven araligi X5 nin gtiven araligi

0.5¢ : 1r

0.6

-0.7

-0.8

0.9* : 2" - -
0 5 10 0 5 10

X, Un given araligi

3
10

-10 -

-20 - -
0 5 10

Sekil 2.25. Rastgele modelin giiven araliklari

Tablo 2.17. Gliven araliklarinin u¢ degerleri

Degisken | (Maksimum deger, zaman) | (Minimum deger, zaman)
Cl(x1(t)) (=0.527035,1.1) (—=0.8,0)
Cl(x,(t)) (0.792919,10) (—1.1,0)
Cl(x3(t)) (0.106628,0.1) (—13.1846,10)
x1(t) bileseninin  giiven araligit = 0 aninda -0.8 minimum

degerinialirken, ¢t = 1.1 aninda —0.527035 maksimum degerinialir.

x,(t) Dbileseninin giiven araligit =0 anmnda —1.1 minimum degerini
alirken, t = 10 aninda 0.792919 maksimum degerinialir.

x3(t) bileseninin gliven araligi t = 10 aninda —13.1846 minimum degerini

alirken,t = 0.1 aninda 0.106628 maksimum degerinialir.
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3. BULGULAR

Bu calismada literatiirde iki ve {i¢ boyutlu deterministik diferansiyel denklem
sistemlerinin x; (gevsemis lif uzunlugu)parametresi sifira esit ve sifirdan farkli oldugu
durumlarda dallanma (kararlilik) analizi yapilmistir. Daha sonra sistemdeki parametrelerin
gercek degerleriyle ¢coziimler elde edilip sonuglar karsilastirilmistir.

Yine iki boyutlu modele gecikme terimi ilave edilerek farkli durumlar i¢in de
kararlilik analizi yapilmistir. Yani bir olayin oncesi i¢in gecikme parametresi hesaplanarak
yorumlar yapilmistir.

Rastgele Diferansiyel Donilisiim Yontemi (RDDY) ve Beta dagilim ozellikleri
verilmigtir. Zeeman sistemine bu yontem uygulanarak bir parametresi Beta dagilimina
sahip, baslangi¢ sartlar1 ise normal dagilima sahip sistemin beklenen deger ve varyansi
hesaplanmistir. Bu hesaplamalar gerekli simiilasyonlarla desteklenerek bilgi verilmistir.
Benzer gekilde sistemin sadece baslangic sartlarinin rastgele oldugu sistem i¢in de aym
islemler yapilmigtir. Ayrica elde edilen ¢oziimlerin yakinsaklik araliini genisletmek icin
Laplace-Padéteknigi kullaniimistir.

Kalp atis modeline Wiener siire¢ (beyaz giiriiltii) eklenerek olusturulan stokastik
model Euler-Maruyama, Milstein yontemleriyle ¢oziliip simiilasyon ve grafikler
olusturularak yorumlar yapilmistir. Buna ilaveten iki yontem karsilastirilmistir.

Iki ve ii¢ boyutlu Zeeman modeline rastgele etki terimleri ilave edilerek rastgele
sistem olusturulmustur. Bu sistemlerin beklenen degeri, momenti, varyansi ve giiven

araliklart hesaplanmistir. Bu hesaplanamalar simiilasyonlarla ve tablolarla gosterilmistir.



4. IRDELEME

Calismanin  tamaminda elde edilen sonuglar literatirde var olan
calismalarauygundur ve hazirda yapilmakta olan deterministik modellerin rastgele
davraniglarinin daha kolay bir sekilde incelenmesi tlizerine bir yontem ortaya koymaktadir.
Bu yontem, denklemlere Wiener siire¢ ekleyerek stokastik diferansiyel denklem olusturma
teknigine benzer sekilde paramatrelere beyaz giiriiltii terimiyle ayn1 gérevde olan rastgele
etki terimleri ekleyerek rastgele diferansiyel denklem olusturma ilkesine dayanmaktadir.
Bu yontem kaynaklarda ¢ogunlukla stokastik siirecler kullanilarak yapilan analizlerin daha
hizl1 ve daha basit bir sekilde yapilabilmelerine olanak saglamaktadir.Kaynaklarda rastgele
diferansiyel denklemlerle ilgili Diferansiyel Doniisiim Yontemi ilk defa Zeeman Kalp Atis
Modeline uygulanmistir. Ilk defa rastgele denklemlere uygulanan Laplace-Pade yaklagimi
ile rastgele denklem sistemlerinde rastgele Diferansiyel Doniisiim Yontemi ile elde edilen
sonugclar iyilestirilmistir.

Kararlilik analizi, gecikme (delay),rastgele etki, rastgele Diferansiyel Doniligiim
Yontemi ve Modifiye rastgele Diferansiyel Yontemi Zeeman modeline ilk defa

uygulanmustir.



5. SONUCLAR

Bu c¢aligsmada iki ve ii¢ boyutlu Zeeman kalp atis modelininrastgele etkiler altindaki
davranis1 incelenmistir. Coziim grafikleri incelendiginde degiskenlerin rastgele
davraniginin, deterministik davraniglarina gore bir miktar saptig1 goériilmektedir. Rastgele
ve deterministik sonuglar karsilastirildiginda, elde edilen sonuglararasinda anlaml
farklarin ortaya ¢iktigi goriiliir.Bu tiirden dinamik sistemlerin rastgele davranislarini
incelemekicin rastgele ve stokastik modeller olusturulmustur. iki ve ii¢ boyutlu Zeeman
kalp atis modelininbaslangi¢c kosullar1 veya parametreler rastgele secilerek, stokastik
efektli modeller elde edilmistir.

Bu modelde iki ve li¢ boyutlu Zeeman kalp atis modellerine wiener siireci
eklenerek stokastik diferansiyel denklem sistemi elde edilmistir. S6z konusu sistemlerin
sayisal ¢oziimleri i¢in Euler-Maruyama ve Milstein yontemleri kullanilmistir ve sonuglar
grafiklerle gosterilmistir. Stokastik modellerin ¢oziimgrafikleri incelendiginde, olusan

dalgalanmalardan rastgele etkilerin siddetini Olemek miimkiindiir.



6. ONERILER

Zeeman kalp atis modellerine bazi parametreler ilave edilerek daha gercekei
modeller gelistirilebilir.

Ug boyutlu Zeeman kalp atis modeli i¢in fractional (kesirli) tiirev ve gecikme
terimleri eklenerek elde edilen model i¢in ¢esitli analizler yapilabilir.

Farkli dagilimlar kullanarak olusturulan rastgele modeller i¢in de yukarida
yaptigimiz analizlere benzer analizler yapilabilir.

Stokastik kesirli modeller olusturularak da cesitli analizler yapilabilir.
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