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Bu calismada Zika viriis matematiksel modeli Caputo anlaminda Atangana-Baleanu
kesirli tiirev operatorii uygulanarak genisletilmistir. Daha sonra Caputo anlaminda Atangana-
Baleanu kesirli tiirev operatorii uygulanan bu modelin varlik-teklik ¢oziimii yapilmigtir. Var-
lik ¢oziimii Lipschitz kosulu ile gergeklestirildikten sonra teklik ¢oziimlerinin hangi du-
rumlarda saglandig1 Picard’in teklik teoremi yardimiyla incelenmistir. Modelin kararlilik
analizi Hyers-Ulam kararlilik teoremi ile yapilmistir. Teorik ¢oziimler tamamladiktan sonra
Atangana ve Owolabi tarafindan Caputo ve Atangana-Baleanu kesirli tiirev operatorleri icin
iretilmis olan Adams-Bashforth semas1 yontemi ile sayisal ¢oziimler yapilmis ve bu ¢oziim-

ler niimerik simiilasyonlarla gosterilip karsilastirilarak sonuglar yazilmasgtir.
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In this study, Zika virus mathematical model has been extended by conducting Atan-
gana -Baleanu fractional derivative with Caputo meaning. Subsequently, the model with the
Caputo meaning of the Atangana-Baleanu fractional derivative operator has been subjected
to existence-uniqueness solution analysis. After performing the existence solution analysis
under the Lipschitz condition, the conditions under which uniqueness solutions are satis-
fied have been investigated using Picard’s uniqueness theorem. The stability analysis of the
model has been conducted using the Hyers-Ulam stability theorem. After completing the
theoretical solutions, numerical solutions have been obtained using the Adams-Bashforth
scheme method developed by Atangana and Owolabi for the Caputo and Atangana-Baleanu
operators. These numerical solutions have been demonstrated and compared with numerical

simulations, and the results have been presented.
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1. GIRIS

Tiirev, fiziksel olaylarin hangi hizda nasil degistigini ve belli bir andaki de8isim
hizinin bulunmasini saglar. Tiirevin fiziksel olaylarin degisimini agiklamadaki eksiklik-
lerinin fark edilmesi ile daha kapsamli olan kesirli tiireve ihtiya¢ duyulmustur.

Kesirli tiirev ilk olarak L’Hospital ve Leibnitz arasindaki bir mektuplagsmada kargi-
miza ¢ikmistir. L’Hospital 1695°te Leibnitz’e yazdig1 bu mektupta yaptig1 bir ¢alismada

d"(z)
dx™

ifadesini kullanmistir. Bu ifade y(z) fonksiyonunun z’e baglt olarak n. dereceden
tirevidir. L’Hospital, Leibnitz’e kullandig1 bu ifadede n’nin tam say1 disinda bir deger al-
mast ile ilgili bir soru sormustur (Miller ve Ross, 1993). Bu mektuplasmadan sonra 300 y1l
boyunca bir¢ok matematik¢i bu alanda calismistir (Miller ve Ross, 1993; Podlubny, 1999;
Samko ve dig., 1993). 1729°da Euler Gamma fonksiyonunu tanimlayarak isleri daha kolay
hale getirmistir. Giiniimiizde kullanilan kesirli tiirev tanimlarina 1s1k tutan ilk uygulamayi
1823 yilinda Abel yapmustir. Bir¢ok kesirli tiirev operatdrii tantmlanmistir ve tanimlanmaya
devam etmektedir. Bu tanimlardan bazilar1 Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo,
Hadamard, Miller-Ross ve Weyl’dir (Atangana ve Baleanu, 2016; Caputo, 1967; Miller ve
Ross, 1993; Podlubny, 1999).

Literatiirde en ¢ok kullanilan tanimlar Caputo ve Riemann-Liouville’dir. Tiirev kav-
ramina en yakin kesirli tiirev tanimi olarak Riemann-Liouville tanim1 kullanilmaya baglan-
mistir. Fakat tiirev ve Riemann-Liouville kesirli tiirevi arasinda ¢ok énemli bir fark vardir.
Sabitin tiirevi sifir iken Riemann-Liouville kesirli tiirevde sabitin tiirevi sifir olamamaktadir.
Bu problemi ¢6zmek icin Michele Caputo 1967 yilinda (Caputo, 1967) kesirli tiirev tanimini
yapmustir. Bu tanim ile sabitin tiirevinin sifir olma problemi ortadan kalkmistir. Caputo ke-
sirli tiirev tammminin ise yerellik ve tekillik problemi vardir. Michele Caputo 2015 yilinda
Mauro Fabrizio ile (Caputo ve Fabrizio, 2015) kesirli tiirevini tamimlamistir. Bdoylelikle
tekillik problemini ¢6zmiislerdir. Daha sonra Abdon Atangana ve Dumitru Baleanu bir-
likte (Atangana ve Baleanu, 2016) kesirli tiirevini tamimlayarak Caputo Fabriziodaki yerellik
problemini ortadan kaldirmiglardir.

Kesirli tiirev alaninda ¢alismalar hizla devam etmektedir ve giin gectik¢e yeni uygu-
lama alanlar1 bulmaktadir. Fizik, miihendislik bilimleri basta olmak iizere biyoloji, tip,

genetik, eczacilik, psikoloji vb. pek ¢ok bilim dalinda uygulamalar1 vardir. Tip bilim dalinda
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salgin hastaliklar ile ilgili birgok uygulama yapilmistir. Buna 6rnek olarak (Alkahtani ve
dig., 2017; Dokuyucu ve Celik, 2021; Dokuyucu ve dig., 2018; Koca, 2018b,a; Koca ve dig.,
2020) calismalar1 incelenebilir.

Salgin hastalik, hastaliga etki eden bir enfeksiyonun duyarli bir bireye dogrudan ya da
dolayl yollar ile temas1 sonucunda bireyde hastaliga sebep olmasi ve bu bireylerin de bir¢cok
bireye bulastirmasidir (Yurdakul, 2015). Insanlik tarihi boyunca salgin hastaliklar ile mii-
cadele edilmistir. Salgin hastaliklar yalnizca hasta bireyleri degil hasta olmayan bireyleri de
bir¢ok yonden etkilemistir (Parildar, 2020). insanlik giiniimiize kadar bircok hastalik ile kars1
karsiya gelmistir. Bunlardan bazilari; veba, kolera, Ispanyol gribi, tiiberkiiloz, sitma, AIDS
ve covid-19’dur. Bu hastaliklar toplumu bircok yonden etkilemistir. Ornek olarak Afrikadaki
yoksullugun ve 6liimlerin en 6nemli etkenleri kolera, Ebola, tiiberkiiloz ve AIDS’dir (Sher-
man, 2016).

Insan hayatini etkileyen salgin hastaliklardan biri de Zika viriisiidiir. Zika viriisii
salgin hastalifina Aedes sivrisinekleri neden olur. Bu salgin hastalik 1947°de Uganda’da
maymunlarda ortaya ¢ikmistir. Daha sonra 1952°de Uganda ve Tanzanya’da insanlarda go-
riilmiistiir (Simpson, 1964). Bu salgin hastalik daha cok Asya, Afrika ve Pasifikte goriilmek-
tedir. 2013 yilinda Fransiz polinezyasinda bir salgin meydana gelmistir. Ardindan 2015
yilinda Brezilya’da biiyiik bir salgin olmustur. Zika viriis hastalif1 Aedes cinsinde enfekte
olmus disi sivrisineklerin insanlar1 1sirmast ile ortaya cikmistir (Gao ve dig., 2016). Bu
hastalik iilkeler icin hala endise vericidir (Musso ve dig., 2014). Hastaligin tedavisi sadece
dinlenme ve bazi ilaglardir. Bunlar disinda herhangi bir tedavi mevcut degildir. Aym za-
manda zika virlisiinden korunmak i¢in bireyler enfekte olmus Aedes sivrisineklerden kacin-
malilardir. Bu tiir bulagict hastaliklarin matematiksel modellemeleri, hastaligin davranigim
incelemek i¢in kullanilmaktadir. Zika viriisii model drnekleri (Tesla ve dig., 2018; Din ve
dig., 2016; Gao ve dig., 2016; Bonyah ve dig., 2014; Lee ve dig., 2016; Agusto ve dig., 2017;
Bogoch ve dig., 2016; Khan ve dig., 2019; Suparit ve dig., 2018; Terefe ve dig., 2018)’ dir.

Bu ¢alismada Zika Asemptomatik tasiyict matematiksel modelinin Caputo anlaminda
Atangana-Baleanu kesirli tiirev ile analizi yapilmistir. Calisma beg boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde kesirli tiirevin tarihi ve Zika viriis modeli hakkinda bilgiler verilmistir.
Ikinci boliim, yerel olmayan ve tekil olmayan cekirdekli Atangana-Baleanu kesirli tiirevi
ile ilgili temel tanimlar1 ve teoremleri sunulmustur. Uciincii boliim tezi yazarken kullanilan
tanim ve teoremlerden olusur. Dordiincii boliimde matematiksel modelin varligi ve tekligi,
sabit nokta teoremi yardimiyla analiz edilmistir. Daha sonra modelin kararlili§1 Hyers-

Ulam kararlilik teoremi ile incelenmistir. Son olarak Adams-Bashforth sayisal yaklagimi



Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli diferansiyeline entegre edilerek modelin sayisal
coziimil gerceklestirilmistir. Simiilasyonlar da yapilarak model ayrintili olarak incelenmistir.

Besinci boliimde ise sonug kismi yer almaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Kaesirli Tiirev Operatorlerinde Kullanilan Temel Fonksiyon ve

Doniisiimler

Bu boliimde kesirli mertebeden tiirev operatorlerinden bahsetmeden 6nce bu hesapla-

malarda 6nemli olan temel fonksiyon ve operatorlere yer verilir.
2.1.1. Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonu; kesirli mertebeden tiirev analizinde kullanilan 6nemli fonksiy-
onlardandir (Altin, 2011). T'(m) ile sembolize edilir. Gamma fonksiyonu m € R™ olmak

lizere,

I'(m) = / tm e tdt m € R,
0

seklinde tanimlanir.

Gamma Fonksiyonunun Bazi Ozellikleri:

['(m) fonksiyonu m > 0 tanimlidir.

['(m) fonksiyonu m > 0 degeri igin siireklidir.

Gamma fonksiyonu igin verilen integralde, sonlu pozitif reel sayilar kiimesinde ki [a, b]” de

diizgiin yakinsak oldugu zaman Gamma fonksiyonunun tiirevi elde edilebilir.

I'(m)=(m—1)!
F(m+1) =m! =m(m—1)! = ml(m)
ra=1

L) =ve
esitlikleri saglar (Podlubny, 1998).



2.1.2. Beta Fonksiyonu

Euler integralinin ilk tiirli, Beta fonksiyonudur. Beta fonksiyonu z > 0, ¥y > 0 olmak
uzere,

1
Blz,y) = / FN1— 4P, Re(z) > 0, Re(y) > 0
0

bicimindedir.
Beta Fonksiyonunun Bazi Ozellikleri:

I'(2)?
B(Z> = FE2,)?:)7

) = P(2)l'(y)
D(z+y) 2

2y) = [0 L dt Re(z) > 0, Re(y) > 0,

0 ({ato=+s b

2.1.3. Hata Fonksiyonu

Hata fonksiyonu 6zel fonksiyondur. Olasilik, istatistik ve kismi differansiyel denk-
lem icinde sigmoid ve temel olmayan bir fonksiyondur. Hata fonsksiyonuna Gauss hata

fonksiyonu da denir.

Tamm 2.1
Erf(z) = —/ eV dt (2.1)
0

hata fonksiyonudur.

Hata Fonksiyonunun Baz1 Ozellikleri:
1 Erfe(z) = \% I e dt =1— Erf(x)
2 Erf(0)=0
3 Erf(oo) =1
4 Erf(—x)=—FErf(x)

5 Erf(iz) = \% I e’ dt



2.1.4. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Mittag-Leffler fonksiyon tanimi 1903 yilinda Isvecli bir matematikgi tarafindan yapil-
mustir (Yang., 2011). Mittag-Leffler fonksiyonlar1 kesirli diferansiyel denklem ¢6ziimlerinde
kullanilan 6nemli bir fonksiyondur. Bu fonksiyon e” iistel fonksiyonun bir genellemesidir.

Mittag-Leffler Fonksiyonunun Bir Parametreli Genellestirilmis Sekli:
o0 t

p
E = B T E— > 0,
olark ifade edilir.

Ozel olarak 3 = 1 ve 3 = 2 durumunda

0 t o0 t
BW) =Y o= 22)
t=0 t=0
ve
00 t
Ep) =Y ﬁ = cosh(y/p) (2.3)
t=0
dir.

Bu fonksiyonu ilk olarak Agarwal ve Humbert iki parametreli fonksiyona genellestir-
mistir (Agarwal, 1953). Iki parametreli Mittag-Leffler kesirli dereceden diferansiyel denk-
lem hesaplamalarinda kolaylik saglamaktadir.

Iki Parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonu :
o0 t

p
EgpyP) =) warras  Ai>0,8>0,
(B1.52) = T(Bit + ) 1 i

seklinde ifade edilir. 51 = 1, B2 = 1, 2 degerleri olsun,

00 pt > pt
E e - - — €p7
(1,1)(19) tz; T(t+1) — t!
0o " 00 t o) (t+1) D __
p P 1 p (& 1
E _ — = — == )
(1,2)(P) ; T(t 4+ 2) ; t+1)! p tzz(; (t+1) p

olarak yazilir (Hristov, 2015a; Kilbas ve dig., 2006).

2.1.5. Laplace Doniisiimii

Laplace doniisiimii fizik, matematik, miihendislik gibi bircok alanda kullanilan bir

doniigiimdiir. Bu doniisiim kullanilarak diferansiyel denklemlerin cebirsel denklemler haline

6



getirilmesini saglar boylece ¢oziimlerini kolaylastirir.
F(t), t > 0 olmak iizere ¢ reel degiskenine bagimli bir fonksiyon olsun(t < 0 i¢in F(¢) = 0
almabilir); s > 0 reel veya kompleks bir parametre olmak iizere e~*' ¢ekirdegi ile F(¢) nin

Laplace doniisiimii,
Fls) = s} = [ fear 4

seklindedir.
(2.4) yakinsak bir integral ise F(t) fonksiyonun Laplace doniisiimiiniin varligini gosterir.
Ters Laplace doniisiimiinii gostermek igin £71F(s) ifadesi kullanilir (Atici ve dig., 2011).

Ters Laplace doniisiimii,

Ft)=LYHF(s);t} = o e " F(s)ds,

¢ = Re(s) > ¢y. Burada ¢ Laplace integralinin yakinsak oldugu bolgenin sag yarisinda yer
alir.
Laplace Doniisiimiiniin Ozellikleri

f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin Laplace doniistimleri var olsun,
s L{arf(t) +cof )} = L{f(t)} + c2L{g(t)}, c1 ve ¢, sabit sayilar,
* L{e"f(t)} = F(s —a) (s > a),
* F(s) ve G(s) sirastyla f(t) ve g(t) fonksiyonlariin Laplace doniisiimleri ise

L{f(t) x g(t)} = F(s)G(s)

* f(t) fonksiyonunun n’inci dereceden tiirevinin Laplace doniisiimii ise

3
—

L{f"(t)} = s"F(s)— g s”’kflf(k)(t)h:o, nez
0

e
Il

e G(t) = f(f f(u)du olmak iizere,
ﬁ{/o f(u)du} _ L{F@)} +G(07)

S

dir.

Caputo ve RL Anlaminda Atangana Baleanu Kesirli Tiirevlerinin Laplace Doniisiim-

leri:

B(Q) s*L{f(t)}(s) — s ' £(0)
1-¢ s¢ + 1%4

£ D)) ) =

7



s¢ s
{45 D§(£()(s)} = fﬁ% i{i(ﬁ( )
¢
dir.

2.2. Tiirev ve Integral Operatorii

Siirekli bir fonksiyon olan y = ¢(z)’nin birinci mertebeden klasik tiirevi,

oo dg . g(z)—g(z—h)
9(2)—%—}11_{% 3 (2.5)

seklinde tanimlanir. y = ¢(z) nin ikinci mertebeden klasik tiirevi,

2 / _ A _
dg_hmg(Z) g'(z—h)

"(2) = dz2 ~ ho0 h
_ o 1g(z) —g(z—h) g(z—h) —g(z —2h)
-t & 29
_ iy 92) = 29(2 — h) + g(= — 2h)
h—0 h2

seklinde gosterilir. Boylece liclincii mertebeden tiirev ise

d3g g(2) —3g(z — h) +3g(z — 2h) — g(z — 3h)
" . 1
97=) = G = e @D

seklinde elde edilir. Genellestirilirse

ney_ @9 g1 P
g"(z) = Ton = ,111_{%% ZO(—U ; g(z —rh) (2.8)
olarak ifade edilir.

Ardigik tiirevlerden g(z)’nin genel tiirev formiilii elde edilir. Burada

n nn—1)n-2)...(n—r+1)

= ' (2.9)
r T
n ve r sabitlerinin genel binom gosterimidir. p € Z icin (2.5)-(2.8) esitliklerinden,
O = 23 (¢ ot o 2.10)
gh hc — , g .

esitligine ulagilir.

( € Z ve n € Z olmak {izere, (2.10) denkleminde ¢ ’dan sonraki tiim terimler O (sifir)
¢

bulunacagindan ( < n i¢in

. dSg
lim g (2) = ¢9(2) =

h—0 S 1D



ifade edilebilir. ( negatif degerlerde kolaylik saglamasi i¢in

¢ CC+1)...(¢+r—1)

= ' (2.12)
r 7!
kullanilirsa
- —((— 1)...(— -1
C| - =¢(=C+1) '( CHr=D _ oy |°], (2.13)
r r r
(2.10) denkleminde ( ifadesine, —( getirilirse
_ 1« |¢
o V(o) = 7= g(z —rh) (2.14)
r=0 |T

ulagilir. ¢ € Z*olmak iizere eger n sabitse, h — 0 i¢in, gé_o(z) limit 0’a yakinsar. Bu ya-

kinsamanin sifir olmamasi i¢in n — oo kabul edildigi diistiniiliirse i = =% ifade edilebilir.

Burada degeri a sabit ve g,(fo (z) sinir degeri sonlu veya sonsuz diisiiniiliirse

. (-0 — P9
;{L}H}l gn " (2) =Dy (2)

ifade edilebilir. a ve ¢ sinir olmakla beraber aDE_C)(z) ifadesi, z fonksiyonunun integralini

ifade eder (Podlubny, 1999).
2.3. Baz Kesirli Tiirev ve Integral Operatoreleri

Kesirli tiirev ve integral operator orneklerinden 6nce bu operatorlerde kullandigimiz

bazi uzay tanimlar1 ve kesirli tiirev ve operator tanimlar1 verilecektir.
Tanim 2.2 ¢,d € R, ¢ < d olsun o halde f € Ly(c,d) uzay
d
11 = [ 17@)ds < o0
normu ile verilen fonksiyonlar uzayidir (Samko ve dig., 1993).
Tanmm 2.3 (c, d) olmak iizere Sobolev uzayt
H'(c,d) = {ulu mutlak siirekli,u' € L*(C,D)}

seklinde tanimlanir (Atangana ve Koca, 2016).



Tanim 2.4 (Kesirli Mertebeden Adi Diferansiyel Denklem)
Bir veya daha fazla bagumli degiskenin , bir degiskene gore kesirli mertebeden tiirevlerinin

bulundugu denklemlerdir (Benghorbal, 2004). En genel olarak asagidaki sekilde ifade edilir.
an DY (t) +a,_y D7y(t) + . +ay DOy(t) +ap DOY(E) = f()

Tanim 2.5 (Kesirli Mertebeden Kismi Diferansiyel Denklem)
Bir veya daha fazla bagimli degiskenin, birden fazla degiskene gore kesirli mertebeden tiirev-
lerinin bulundugu denklemlerdir (Podlubny, 1999).
L. Euler (1730):
d’z¢
daxb

esitligi ile Gamma fonksiyonunun 6zelligini kullanarak

=clc—1)...(c=b+ 1)z, (2.15)

Fc+1)=clc=1)...(c=b+ 1 (c=b+1)

olmak tizere,
dbz® I'(e+1) .,

- 2.16
dzb  T(c—b+1) v 2.16)
seklinde tanimlar.
N. Henriks Abel (1823-1826):
Herhangi « degeri icin
© K (p)dy
5 = ¢(),
/0 (= p)e
esitligi kullanilarak
1 d%p(x)
k(x) = 2.17
(z) 'l—«) do— @17)
seklinde tanimlar.
J. B. Joseph Fourier (1820-1822):
Fly) = = /Oocos(t )it
Yy) = 27_‘_ - Yy < )
esitligi ile
dr 1 [
dj;iy) =5 /_OO cos(ty — tz + ng)dt (2.18)

ifadesini elde eder.
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J. Liouville (1832-1855):

seri agilimini kullanarak,

seklinde tanimlar.

Riemann-Liouville:

sarti ile,
1 d\n [t f(r)dr

RLDC = —— (= / SN

¢ Def(t) F(n—{)(dt) ¢ (t—=T)sntl’
seklinde tanimlar.
G. F. B. Riemann (1847-1876):

1 T
D~ f(x z—/ z—t)STLf(t)dt + U(t),
@ =g ) &~ 10 + 00

seklinde tanimlamustir.

Griinwald-Letnikov:

5]

¢ = limh~ “1yi(© —J
D0 = fmh < S (1 () e

-
w‘l
2

<

seklinde tanimlamustir.

Erdelyi-Kober:

—u(C+a) pt patp—1
I ot /$ f(x)dx 0<¢<t<oo
0

O,u,,u+ozf(t) - F(C) (t“ N ;L*,U)l—C )

olmak iizere Erdelyi-Kober kesirli tiirevi,

n 1 n+o
Dl 0 =" (g D) 040 5(£10)

seklinde tanimlanmustir.
Hadamard:

Hadamard kesirli tiirev operatorii,

DS(f(2)) = ﬁ (t%)n/; (log £>n_<_1 @dx, a<t<b

seklindedir.
M. Caputo (1967):

1 Lofr(r)d
Ty TP

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)



M. Caputo and M. Fabrizio (2015):
¢ €10,1],g € H'(c,d),d > colduguna gore,

Dig(t) = ks [ Q| = ar 2.26)

seklinde ifade edilir. Normallestirme fonksiyonu olarak B(() kullamlmistir yani B(0) =

B(1) = 1 dir. CF kesirli integral operatorii de,

CFICF(t) = %u(t)jtﬁ/;u(s)d& t >0, 0<(<1
(2.27)
seklinde gosterilir.
J. Losada and J. J. Nieto (2015):
0 < ¢ < 1 olmak iizere, (. mertebeden Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi,
“EDSF(t) 1_</f exp[l_gg(t—s)}d t>0 (2.28)
ile tanimlanmugtir.
A. Atangana and D. Baleanu (2015):
¢ €0,1], f € H'(a,b),b > a olmak iizere,
ABR DR f(t) = / f(r (= T)C} dr (2.29)
dt —C

seklinde tanimlar. Burada B(() normallestirme fonksiyonu olup, B(0) = B(1) = 1 dir.
Abdon Atangana, Dumitru Baleanu (2015): Bu tiirevde ¢ € [0,1] ve f € H'(a,b)’de

b > a sartiyla:
ABC Cf

a

{ <t - CT)C} dr (2.30)

yukaridaki denklemde oldugu gibi tanimlanmugtir. S6z konusu denklemde B(() normalles-
tirme fonksiyonu olmak {iizere, buradaki ( = 0 ve ¢ = 1 degerleri icin normallestirme
fonksiyonunun degeri sifir olmaktadir.

A. Atangana, D. Baleanu (2015):

0 < ¢ < 1 olmak iizere,

AB 1¢ - (1-=9 tu -1
S0 = G 0+ pe [ @0 @3y

ile tanimlanir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Atangana-Baleanu Kesirli Tiirev ve Integral Operatorii

Kesirli tiirev operatorlerinde olusan eksiklikler yeni ¢ekirdekler ile giderilmeye ca-
lisilmaktadir. (Caputo, 1967) kesirli tiirev operatoriinde bulunan singiilerlik problemini or-
tadan kaldirmak i¢in ¢ekirdegi iistel olarak degistirerek (Caputo ve Fabrizio, 2015) kesirli
tirev tanimin yapmislardir. Bunun akabinde (Losada ve Nieto, 2015) bu tanimin kesirli
integral tanimin1 yapmuslardir. (Caputo ve Fabrizio, 2015) taniminda ise yerellik problemi
oldugundan bu problemi ortadan kaldirmak i¢in Atangana ve Baleanu ise iistel fonksiyon
olan cekirdek yerine en uygun cekirde8i bulmak i¢in; Mittag-Leffler fonksiyonunun kesirli
adi diferansiyel denkleminden yola c¢iktilar. Asagida bulunan denklem Mittag-Leffler fonk-
siyonunun kesirli adi diferansiyel denklemidir (Hristov, 2015a,b; Kilbas ve dig., 2006).

dSz

Pkl 0<(<1 (3.1

Mittag-Leffler fonksiyonu yerel olmayan bir yapiya sahiptir. Mittag-Leffler fonksiyonunun

genellestirilmis hali,

E (_ZC):iﬂ (3.2)
¢ £ T(Ck +1) ‘
exp(—a(l — z))’nin [ noktasindaki Taylor serisi,
exp(—a(l — z)) = Z ?) 3.3)
k=0

a= ﬁ secilip (3.3) denklemi Caputo-Fabrizio tiirev operatorii ile degistirilirse,

D¢ (k(1 Z - /bdf()( 2)fdz (3.4)

elde edilir. Asagidaki ifadede denklem (3.4)’de ! yerine I'(Ck+1) ve (I—2)* yerine (I — 2)¢*

yazilirsa yerellik problemi ortadan kalkar ve

elde edilir.
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Tanmm 3.1 « € H'(a,b),b > a,( € [0,1] olmak iizere, Caputo anlaminda Atangana-

Baleanu kesirli tiirev tanimi asagidaki sekildedir.

l — ¢
i) = o [ o] - = (3.6)

Buradaki B(() Caputo-Fabrizio ile aym 6zelliktedir. Bulunan bu tanim gergek diinya prob-
lemlerini tartismak icin faydali olacaktir. Fiziksel problemlerin baglangi¢ kosulu ile ¢c6zmek
icin Laplace transformunu kullanirken ¢oziimlerde kolaylik saglamaktadir. Fakat ¢ = 0
oldugunda ilk fonksiyonu kaybedilir. Bu sorundan kurtulmak i¢in asagidaki tanim olus-

turulmustur.

Tanmm 3.2 H'(a,b),b > a,[0,1] icindeki ¢ 'de  olsun, o halde Riemann anlaminda Atan-

gana -Baleanu kesirli tiirev tanimi,

ABR _B( ) d : (l—=)°
ABE DS k(1)) = Tcﬁ/b /ﬁ(a:)Eg[—C T }dw (3.7)

seklindedir.

(3.6) ve (3.7) denklemleri yerel olmayan bir ¢ekirdege sahiptir. x fonksiyonu sabitse tiirevi
sifirdir (Atangana ve Baleanu, 2016). Boylece (3.6) denkleminde fonksiyon sabit olursa
tiirevi sifir olur. (3.6) ve (3.7) arasindaki iligkiye bakilirsa sirasiyla verilen tiirevlerin Laplace

iligkisi incelendiginde asagidaki esitlikler,

B ~ B(Q) s*L{k(])}(s)
LIP Dis(D](s) = 1= e (3.8)
L[éBchlﬂ(l)](S) _ 1B£C2 SCL{ﬁ(l?i(j_) ;8<_1H(0> (39)
1<

olarak bulunur (Atangana ve Baleanu, 2016). Boylece asagidaki teorem yazilmistir (Atan-

gana ve Baleanu, 2016).
Teorem 3.1 « € H'(a,b),b > a,( € [0, 1] olmak iizere asagidaki denklem,
07O Df (r(1)) =377 Dy (s(1) + H(D) (3.10)
bulunur.
Ispat Tanim (3.10) ve her iki tarafa uygulanan Laplace déniisiimleri kullanilarak

L[SXBCDICK(D](S) B(C) SC’Q{K’(Z)}(S) o SCilm(()) B(C) (3.11)

Cl-C st sl
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bulunur. (3.8) denkleminden,

sk
L DEs(DI(s) = L Dfw)(s) - S ) (312
=<

olur. Boylece bu ifadenin her iki tarafina da ters Laplace doniisiimii yapilirsa

ABC D¢y (1) =ABR Dék(1) — fﬁcén(owg( - %C#) (3.13)

elde edilir boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2 F, [a,b] kapalr araliginda siirekli bir fonksiyon olsun,

B(C)
-k

esitsizligi bulunur (Atangana ve Baleanu, 2016).

HABC

k()| < oD = maza<i<ol¢(1)] (3.14)

ispat
ABC B d ! (I —=2)°
137l =[5  soree| <= |
BQ)|d [
< T-¢ ‘a i K(x)dx
_ B(©)
EH’@'@)H
boylece K = ||x(x)]|| olur. Bu da ispati1 tamamlar.

Teorem 3.3 Riemann anlaminda Atangana-Baleanu ve Caputo anlaminda Atangana-

Baleanu kesirli tiirevleri Lipschitz sartint saglar ve k ve ¢ fonksiyonlart icin

1225 D k(1)) 427 DE(1))]| < HIlk(1) — ()| (3.15)

|25 DER(1)) =€ DG ()] < HIIm(l) — o(1)]] (3.16)

esitsizlikleri yazilabilir. (3.15) ve (3.16) esitsizliklerinin ispati benzer olacagindan (3.15)

esitsizliginin ispati incelenebilir.

ispat
HABR ABR D<¢ H —

H?%%A?@&Pf%%ﬂw%?%alww&kétﬁ1MH
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olarak ifade edilir. Birinci mertebeden tiirevin Lipschitz kosulu kullanilarak pozitif bir sabit

bulunabilir,
HABR ABR D<¢ H _‘Bl(C)Z_ |: C :|
(3.17)
x)dx —/ o(x
ardindan
B(()0 ¢
o i)~ ]| <50 B - ¢ o
(3.18)

X H/i(iL‘) = gb(x)”l
<H||r(z) — ¢(z)|]
elde edilir. Boylece Lipshitz kosulunu sagladig1 goriiliir. Lipshitz kosulunu saglayan Rie-

mann anlaminda Atangana-Baleanu kesirli diferansiyel denkleminde x, n (n dogal say1) kez

tiirevlenebilir olsun ve k*)(0) = 0, &k =1,2,3,...,n sartiyla
d"rk(1) d"  ABR
ABC ¢ _ ¢
0 D () = gmlo DesD) (3.19)

bulunur. Buradan agagida bulunan esitligin ispat1 yapilabilir.
2BCDr (k(1)) = u(l) (3.20)

Boylece (3.20)’deki ¢oziimii elde edilir. Bu ¢oziim,

1-¢ ¢

l
k(l) = —=u —_— w(z)(1 — 2)¢dz.
0 =550+ 5 ), v -9

olur.

Tamm 3.3 Yerel olmayan yeni kesirli diferansiyel denklemin integral operatorii,

fBIlC (k(1)) = %U(Z) + —B(C)CF(() /a k(2)(l — )" dz.

olarak ifade edilebilir. Burada ( = 0 degeri verildiginde, baslangi¢ fonksiyonu bulunur ve

( = 1 degeri verilirse standart integral elde edilir (Atangana ve Baleanu, 2016).

3.2. Varlik ve Teklik Coziimii

Baslangi¢ kosulu ile verilen diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin var ve tek olmasi

gerekir. Bu diferansiyel denklemlerin once varligina daha sonra tekliine bakilir.
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3.2.1. Varhk Coziimii

Tanim 3.4
2" =h(k,z) z(ko) = 20

baslangi¢ sarti olmak iizere, g fonksiyonu I x R’de tanumli ve siirekli bir fonksiyon ayni
zamanda I C R olan acik bir araliktir. Asagidaki kosullar: saglayan bir fonksiyon I’da

tammly ise ¢oziimii vardir ve (k) bu baslangi¢c deger probleminin ¢oziimiidiir.
k€ Iigin o (k) vardw,
o a(ty) = zo,to € 1
o ke licin (k,a(k)) eI xR
o ke ligina (k) = h(k,a(k))
Tamim 3.5 Her (k,c1), (k,c2) € R(a,b) icin
|h(k,c1) — h(k, co)| < Klep — ¢

esitsizligi saglayan bir pozitif K sabiti var ise bu fonksiyon R(a,b) bolgesinde Lipschitz

kosulunu saglar. Bulunan bu sabite de Lipschitz sabiti denir.

3.2.2. Teklik Coziimii

Baglangi¢ deger probleminin yalniz bir ¢6ziimii var oldugunu gostermek i¢in ¢dziimiin
tekligine bakilir. Baglangic de8er probleminin belli aralikta tekligini gostermek i¢in Picard-

Lindelof teoremi kullanilabilir.

Teorem 3.4 ¢(k,v) ve %fonksiyonlan, R(a,b) = {(k,v) : |k —to| < a,|v—1vo| <b}ka-
pali ve sinirlt araliginda ayni zamanda k ve v’ye gore siirekli ve Lipschitz katsayisi kosulunu
saglar. Bu durumda (1)-(2) kosullari altinda bagslangi¢ deger probleminin |g(k,v)| < M ve

¢ = min(a, ) olmak iizere |k — ko| < ¢ araliginda tammli yalmz bir v(k) ¢éziimii vardr.
1. k € I kosulu ile o (k) vardur.

2. Oé(k(]) = 'Uo,]{]() el
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Teorem 3.5 (Picard-Lindelif teoremi) Baslangi¢ deger probleminde B C R? ve g fonksi-

dy _
de

yonu B — R tanumli olmasi kosuluyla bir B alani ve g(c,b) ve g(c,) = b, kosullariyla
g fonksiyonu vardwr. Eger g fonksiyonu B alaminda siirekli bir fonksiyon ve g(c,b) ve g Lip-
schitz kosulu ile aynmi zamanda B alaminda siirekli olmast kosuluyla € > 0 sabit sayist icin B

alaminda yalniz bir tane ¢oziim vardir.

Ispat (c,,b,) € B olsun, B alaminda herhangi bir (c,, b,) noktalart ve a > 0,b > 0 sabit
noktalar olsun.

D = {(c,b) : [c—¢] < a |b—0b,] <b} C B kosuluyla dikdortgensel bir alan olsun.
M = maz g(c,b) ve h = min(a, &) kosuluyla, [c — ¢;| < h aralifinda baslangi¢ deger

(e,b)eR
b

problemi yalmz bir ¢6ziime sahiptir. Boylece a < 7; olduunda i = a olur. Bdylece

R, = R bulunur. % < a oldugunda h = % bulunur ayni zamanda Ry C R olur.
R={(c,b) : [c = o] < a,|b—b,| <b}

Ry ={(c,b) : [c — ¢o| < h, [b—b,| < b}

R ve R, seklinde tammmlansin. Boylece teoremin ispati ardisik yaklagimlarla yapilabilir. O
halde,

|c — ¢o| < haraliginda Yy, T, T5... fonksiyonlar yazilsin,
T, =b, +/ g(t, by)dt
Ty =0, —|—/ g(t,Y1(t))dt

Ts=b, + / g(t, To(t))dt (3.21)

[k olarak [c,, ¢, +h] arahiginda baglangi¢ deger probleminin varlig1 ispatlanir. Benzer sekilde
[¢co — h, ¢,] araliginda da varhi@: ispatlanir. Ispat dort adimda gosterilebilir.

T,,—1(c) fonksiyonu [¢,, ¢, + h] araliginda tiirevli olsun ve ¢ € [c,, ¢, + h] icin | T, (c) —
b,| < bolsun. O halde (¢,Y,_1(c)) € Ry olur. (¢, Y,_;(c))’da tanimli ve siirekli olan
g(¢,Y,,—1(c)) fonksiyonu vardir. O zaman [c,, ¢, + h] araliginda |b(c, Y, (c))| < M bu-
lunur. T, (¢) = b, + [ f(t, To1(c))dt olursa,

1. Y, bir fonksiyondur ,[c,, ¢, + k| araliginda siirekli ve tiirevi mevcuttur ,
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a(6) bl | [ ate o6t

<t/‘g@,Tnﬂcht

f b
?/Mﬁ-M@ﬂJ h = mina, 7-)

< Mh<b

(¢, Tn(c)) Ry araligindaki bir noktadir ve bu nedenle | (¢, T, (¢)), [¢,, ¢, + h] kapali
araliginda tanimli ve siirekli bir fonksiyondur.n = 1 kabul ederek, o zaman Y;(¢) =
bo+ /. Z | (¢, bo)dt bulunur. Boylece Y fonksiyonu [c,, ¢, + h] kapali araliginda tanimli

ve siirekli olan bir fonksiyondur. Ayni zamanda,

IT1(c) — by| < / lg(t, by)|dt
Co
§M(c—co) < Mh<b

dir.

O halde n = 1 iken (¢, T1(c)) noktast R;’de taniml bir nokta ve g(Y1(c)), [¢o, ¢o + h]
araliginda siirekli bir fonksiyondur ve ayn1 zamanda |[c,, ¢, + h| araliginda denklemin
cOziimiidiir.

Ayn1 yontemle verilen denklemde tanimlanan T, fonksiyonu, timevarim yontemi ile
[¢o, ¢o+h] kapali araligindaki 6zellikleri gosterir. Bu durumda Y fonksiyonu [c,, ¢, + A

kapal1 araliginda vardir ve denklemin ¢6ziimiidiir. Boylece teorem ispatlanmaisg olur.

. (o, ¢o + h) araliginda {7, } ¢c6ztimii tektir ve asagidaki esitsizligi saglar.
[¢o, €o + h] arahiginda | Y, (¢c) — T, _1(c)| < %%’dm

¢ € (¢, ¢ + h) aralifinda |T,,_1(c) — T, _2(c)] < %‘inl_)f(c — ¢,)"" ! oldugu kabul

edilirse,

1) = Taa(0 = | [ (U T - L, Tn_2<t>>>dt]

C
</
Co

[spatin birinci boliimiinden ¢ € (c,, ¢,+h) arahiginda | T, (c) —b,| < bolur. Bu nedenle

(6 Tt (8)) — L(E, Tua(t) 'dt

(¢, Tp—1(c)) ve (¢, T)_o(c)) noktalari ¢ € (¢,, ¢,+h) araliginda R;’ de iki nokta oldugu

soylenebilir. Lipschitz katsayist teoreminden |1, (¢c) — Tp_1(¢)| < a [ Z |T,_1(t) —
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Y,_2(t)|dt olur.
120 = Yua(© < 0 [ [Taa(®) ~ Taa0)

c M n—2
< a/ Y (=) ldt

, (n—=1)!

Mo [(t—c)" " Ma™! M am
< = — n_ 7 7 KN
_(n—l)!{ n ]CO n! (e=c) an!h

M (ah)"
< Mah) (|x—c0\§h>

a nl

seklinde ifade edilir.. Boylece ispat tamamlanir. O halde ¢6ziim tektir denir.

3. n — oo T, siirekli fonksiyonu [c,, ¢, + h| aralifinda esit araliklarla T fonksiyonunu

yakinsar.

4. T fonksiyonunun limiti [c,, ¢, + k| araliginda baglangi¢ deger problemine kargilik gelir.

3.3. Kararhlik Analizi ve Denge Noktasi

¢ € (0, 1] olmak iizere,

(3.22)

sistemi

21(0) = zo1, 22(0) = 202, .., 2(0) = o,

baglangi¢ kosullar1 géz oniinde bulundurulursa (3.22) denklem sisteminin denge noktalari,

Dgzi(t):0:>g,»(zf,z’2“,...,z,’;)20, i=1,2,..k

artlarini saglayan 2%, z5. ... zr noktalardir.
19729 ) <~k

Bu denge noktalarinin asimptotik kararliligini elde edebilmek i¢in,
zi(t) = 27 + N(t) i=1,2,.,k
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oldugunu kabul edersek z(¢) (3.22) de verilen Baglangis Deger Probleminin ¢dziimii oldugu
icin
DS (27 + ;) = gi(2] + Ry, 25 + Vo, oy 25 + R, i=1,2,.,k
boylece
DER;(t) = gi(2F + Ny, 25 + Vo, oy 25+ Ny), 1=1,2,..,k

ifade edilebilir.* Denge noktasini ifade etmek i¢in

d9; 09;
+ 99 |« Ny + J | % Ng
821 822
(3.23)
+ .+ agi\ * N
aZk k
+ ..
ve g;(%7, 23, .., ;) = 0 oldugu i¢in
(27 F Ny, 25 +Noy 20 + Ny) ~ N Ny + ... N 3.24
gi(21 + R, 25 + No, o, 2 + Vy,) 6zl| 1+822|* 2+ +3Zk|* oo (324
elde edilir.(3.23) ve(3.24) den
Jgi Jg; 0gi
DE(R(t)) =~ N Ny + ... X 3.25
(N(0) 2 2 e 2Ry g ZE ey (3.25)
elde edilir.
N = [Ny, Ry, ..., N ]F (3.26)
ve ~ )
ay;y aiz2 ... Qg
az1 Q22 ... Qg d9g; .
A= Qi 8zj| i,7=1,2,...k,
i ar1 Ak ... akk; i
olmak iizere,
DR = AR (3.27)
N;(0) = z/(0) — zf, © =1,2,..., k elde edilir. B matrisi A matrisinin 6z vektorlerinden
olusmustur ve A matrisinin 6z degerleri (;, (5, .., ; olmak iizere,
GG 0 ... 0
0 .o 0
C = 2 , (3.28)
0 0 ...
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C =B 'AB (3.29)

(3.29), (3.27) denkleminde yazilirsa
DSo= B 'CBp (3.30)

bulunur. Burada ¢ = B7!R ve 0 = [g1, 02, ..., 0] dir. (3.30) denklem sisteminin Mittag-

Leffler fonksiyonlar1 yardimu ile ¢6ziimii,

R (O oy o
0i = 20: T(nC + Doi(0) Ec(Git*)ai(0)  (i=1,2,..k) (3.31)

seklinde ifade edilir(Podlubny, 1999).

Matignon (Matignon, 1996)’un elde ettigi sonuglar kullanildiginda

(m

o (i=1,2,.0k) (3.32)

| arg(G:)| >

oldugu icin o(t) azalan olur. Oyleyse N;(t) de azalandr.
Sonug olarak |arg(¢;)| > %T biitiin (;,7 = 1,2, ..., k 6z degerlerini saglarsa denge noktalari

asimptotik kararhdir (Yaprakdal, 2019).

3.4. Caputo Anlaminda Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevinin Iki

Asamali Adams-Bashforth Semasi

Bu boliimde Adams-Bashforth semasi (Bashforth ve Adams, 1883), Caputo anla-
minda Atangana-Baleanu kesirli tiirev operatorii i¢in verilecektir. Asagida Caputo anlaminda

Atangana-Baleanu kesirli diferansiyel denklemi olan,
07 Dry(t) = g"(t.y(t) (3.33)

esitligi analizin temel teoremi dikkate alinarak ele alinirsa

y(t) —y(0) ~ABC(0)? (t,y(t)) 530
C ! —1 * ‘
+ W/o (t = v)* g (v, y(v))dv,
elde edilir. O zaman ¢,,,; i¢in
Vltas) = 4(0) =50 (b 00)
(3.35)

; o —0) gt (v, y(v))dv
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ve t, icin

_1-g
~ ABC(¢)

" m /0 (b =) (),

elde edilir. ¢,, .1 ve t,, denklemlerinin farklar1 alinirsa,

9" (tn—1,y(tn-1))

tai) = 9(6) =5 40 (o 0(1) = 67t (1))}
¢ et 1
+ m/o (tnr1 — )" g* (v, y(v))dv

R S L 1o (0w (o) do

ve boylece,

Wltnin) = () = 3 (0 (e 02)) = 87 (et 9t )} + A = Aca

elde edilir. Bu genelligi kaybetmeden,

A = TEEETT | e =0 )

vE

A2 = apair J, VT e

Lagrange interpolasyon polinomu ile

V—=Un-1 4

Up — Un—lg <Un7 y(vn>) + Up—1 — Up

v — Uy

9 (v,y(v)) =

9" (Un-1,y(vn-1))

bulunur. Boylece,

< o
Aca _ABC(C)F(C)/O (b =)™

_ Cg" (tn, y(tn)) {thiﬂ b } Cg (ta-1,y(tn-1))
ABC(QT(Oh | ¢ ¢+1 ABC(QT(O)h

M 55
¢ ¢+1

« ¢ C+1 *
ACQ _ Cg (tm yn) {htn tn } o g (tn—la y(tn—1>>t§+l

T ABC(QOT(OR| ¢ C¢+1 ABC(Q)T(Oh ™

olur. Burada ¢,,_4, t,,, t,,+1 esit araliklardir.

olur.

ty —tn1=h

tn+1 —t, = h
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(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)



almir.Boylece,

ltwin) = () =l 9(62) = 6" (b1, (1)

L Co' (b ylt) {2ht2+1 £ }
ABC(QT'(¢)h ¢ ¢(+1
<9 (tn—1,y(tn- )){htnﬂ o tiﬂ } (3.44)
ABC(OT(O)h ¢ ¢+1
o (tn,y(tn)) [hE;  i*
- ABO(OF(@)h{T R 1}
i 9*(tn—1ay(tn—1))tg+1
ABC(QT(Oh
. 1-¢ ¢ 2htS, st
y(tn—H) :y(tn) +g (t"’y(t")){ABC(C) + ABC’(C)F(Oh{ C—H C_:ll

¢ C+1 _
Mt :|}+g*(tn—17y(tn—1>>{ - _ : (3:43)

¢ ol ABC(C)  ABC(QT(Oh
x M _ b1 +T P+ R
¢ w1 :

bulunur. Yukaridaki denkleme Caputo anlaminda olan Atangana-Baleanu fraksiyonel tiirevi
icin iki asamali Adams-Bashforth semasi denir. Yakinsama ve kararlilik sonuglar1 verilirse

asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.6 (Yakinsama Sonucu) Verilen denklem y(t) nin bir ¢oziimii olsun,

0 P°Dry(t) = g"(t,y(t))

g* stirekli ve sinirli olmak iizere y (t) 'nin sayisal ¢oziimii,

) * 1—¢ ¢ ontS., St
Y(tusr) =y(t,) + 9 (tn,y(tn)){ABC(g) * ABC(C)F(C)h{ C+ N CI1
hts 6+ . (—1 S
avalon J } +g (tn_l,y(tn_m{ABC(g) ~aporon 0%
% |:h’tfb+l _ tfw_ill +t<+1} } + R
TR C

olarak ifade edilir. Burada || R¢||~ < M ’dir.
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Ispat
1 _

y(thrl)_y(tn):ABC( 1970y () = " (b y e ))}me

tnt1
x[/ (tne1 — v)* g™ (v, dv—/ (tn —v) g (v, y(v))dv
0

_ 1= B ¢ o
~ABC(C) Un = fai) ¥ ABC(C)F(C){UO on vy Wny(va)
t

H(t - tz‘)} (tn41r — 0)* dv

I—I

T =0
tn UV — Up_1 vV —U
- *Uny Un, + = *Un—a Up—
[ g o) + g 1)

Lt Con) + /O 4 i’nt S)' [16t - t)tass ) o

dir. Boylece asagidaki denklem ifade edilebilir.

y<tn+1) - y(tn) - L(ta ¢, n) + RC<t) (3.47)

1-¢ ¢ Wiyt
L(t,¢,n) =g (myn>{ABC(()+ABC(C)F(C)h{ c+ _Cil

¢ (+ 1} } G nt Ynmt) X {ABC(C) T ABCOT(O)h

T
n _'n (—f—l

veE

tn41 *n+1 t n tn xn t n
Rc(t):/ )H E) (et — 0) 1dv—/ IO TT ()t — v) o
0 0

| |
(n+1)! - (n)! %

25



Bunu gosterirsek,

tni1 *n+1(t) n
¢—
|| Re(t ||oo—'/ 1)|ZH’5‘t (bn1 = 0) ' dv
(t) n—1 .
_ (t —t;)(ty — v)*do
\/0' (TL)' i=0 oo
tn+1 . *n+1 n
g t(t) ¢
t— 1) (tq — d
</0 (n+1)!1_£( Yy = o) 7dv)|
tn (¢ n—1
+’/ A
o (! X4 o0 (3.48)
O] || e
t—t)|| L
Sicltirn] (n+ 1) 2.11( Nl 7¢
lg*n(®)||| 77 t
+ mazx t—1; -
te0,tn+1] (TL)' 7;20( ) 00 C

*n+1 t *n
< ap { e 20, B0
te[o,tn+1] tG[O,thrl} (n+ 1)' tE[O t"+ﬂ (n)'

hn+1 h
12246 B Y MTe
X (n i tyyr + (n—1)! 4Ct )

olur.

Teorem 3.7 (Kararhlik Sart1) bir g* fonkisyonu Lipschitz kosunu sagliyor ise ve Adams-
Bashforth yontemini Caputo anlaminda Atanga-Baleanu kesirli tiirev operatoriine uygu-
landiginda

g™ (tn, y(tn)) — " (tn-1, y(tn-1))[loc — 0, (n — o0)
saglaniyorsa sistem kararlidrr.

Ispat

1y (ts1) = y(ta)lloo —IIABC( 197 (s y(tn)) = 9" (bnos, y(tn-1))} + ABC(CC)F(()

9 [ / = 0 o = [ =00 )] I

. ¢
ABC( ){g (tn, y(tn) — g (tnflay(tnfﬁ)}HOO—i_W

ol [ / t"“(tm g o = [ =0 )i

Wu / "t = o) 090 el

+rmeral [ =0 o)l

(3.49)
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boylece,

y(tns1) = y(tn)lloo < ABC()H{g(my( ) = G (-1, y(tn-1)) |

el [ -0 S T S st
n+1 —U Uz; vU; V||oo
ABO = 00<z<n
ABO ”/ (tn =) IZ I @ y))dvlls
i=0 0<i<n-—1
ABC( )Il{g (s y(tn)) = " (tn=1, y(tn1)) Hloo + [1P5(8)]|oo + [R5 ()]0
(3.50)
burada
lh™
PC < Hg Y ||OO n+1n
LOESS —
ve
" g* (s, y(t)||oo S, (n — 1)1A" 1
Rl < Sl 5
RSO < 3 H e a
tiir. Boylece,
y(tni1) — y(ta)lloo < ABO( )|I{g (tn, y(tn)) — 9" (b1, y(tn—1)) Hloo
+Z ||g 1744 ||OOtC+1hn 1 n!
+Z [lg"( ilai/( z‘—l))Hootghn—g(n — 1! (3.51)

M 'h™ 1 ¢
< n n—i—l(n + ) + t_n
4< h h2

ABC( )H{g (tns Y(tn)) = " (ta1, Y (tn-1)) }Hloo

seklinde ifade edilir. Boylece n — oo ise M = mawicpo,+1119" (¢, y(t))| ve [[{g* (tn, Yn) —

9 (tn-1,Yn—1)}|ec — 0 aym zamanda h — oo olursa MZéhn — 0 elde edilir. Boylece

teorem ispat edilmis olur(Atangana ve Owolabi, 2018).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Salgin hastaliklar tarih boyunca insan hayatini olumsuz yonde etkilemistir. Salgin bir
hastalik olan Zika viriisii enfeksiyonu, Aedes disi sivrisinekleri tarafindan insanlara bulagir.
Insanlar arasinda ise cinsel yolla veya anneden bebege gecis ile miimkiindiir. Bu hastalik
ozellikle hamile kadinlar i¢in risk tagimaktadir. Hamilelik sirasinda viriis bebegin gelisimini
etkileyebilir ve mikrosefali gibi anomalilere neden olabilir. Zika viriis enfeksiyonu daha ¢cok
Afrika, Asya, Pasifik Adalar1 ve Amerika Kitasinda salginlara neden olmustur. Bunun sebebi
bu bolgelerde Aedes sivri sineklerinin yogun goriilmesidir. Salgin hastaliklarin matematik-
sel modelleri bu hastaliklar1 kesfetmek ve yayilimini kontrol altina alinmasi i¢in 6nerilerde
bulunulmasini saglar.

Bu tezde amseptomatik tasiyici Zika viriis matematiksel modelinin analizi yapilmis-
tir. Zika viriis matematiksel modeli Caputo anlaminda Atangana Baleanu kesirli tiirev ope-
ratoriine genisletilmis daha sonra varlik-teklik ¢oziimleri, kararlilik analizi ve niimerik simii-

lasyonlar1 elde edilmistir.
4.1. Zika Modeli

Zika viriis modeli (Khan ve dig., 2019) asagida verilmistir,

dX(1)
dt

dVy(t
dt

dZy(t)
dt

dT(t
;t( =y Zy(t) — paTx(t)
“4.1)

dQCZL(t) =xu(1 — ) Vu(t) — g Qn(t)

dXV (t
dt

dYy(t)
dt

A2y (t
dt

=Ny — BuXnu()(2v(t) + pZu(t)) — puXan(t)

~—

=BuXn(t)(Z2v(t) + pZu(t)) — (p + x)Inu(t)

=xueIn(t) — (g + v +n)Zn(t)

~—

~—

=Av = By Xy (1) Z3(t) — pv (1)

=By () Zy(t) — (uv + 0v) I (t)

~—

=0y Iy (t) — pv 2y (t)
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Verilen (4.1) denklem sisteminde ,
Ny (t), t zamaninda toplam birey popiilasyonunu belirtir.
Ny (t), t zamaninda toplam sivrisinek popiilasyonunu belirtir.

Sekiz adi diferansiyel denklemden olusan Zika viriis modelinde, X (¢) t zamaninda
duyarl1 birey sayisini, Z3 () t zamaninda enfekte birey sayisini, V() t zamaninda maruz
kalan birey sayisni, 77 (t) t zamaninda iyilesen birey sayisini, Qy () t zamaninda tagiyici
birey sayisini gosterir. Boylece Ny (t) = Xy (t) + Yy (t) + Z4(t) + Tw(t) + O (t) seklinde
ifade edilir. X)(t) t zamaninda duyarl sivrisinek sayisini, Y, (¢) t zamaninda maruz kalan
sivrisinek sayisini, 2y, () t zamaninda enfekte sivrisinek sayisini gosterir. Boylece Ny (t) =
Xp(t) + Wv(t) + Zy(t) seklinde ifade edilir.

Ayrica bu modelde, py katsayist bireylerde dogal 6liim oranini, py katsayisi siv-
risineklerde dogal 6liim oraninni, Az katsayisi bireylerin biiyiime oranini, Ay katsayisi zika
sivrisineklerinin ise alim oranini, 55 katsayisi duyarli bireyler ve enfekte sivrisinekler arasin-
daki temas oranini, 3y katsayisi enfekte bireyler ve duyarl sivrisinekler arasindaki temas
oranini, p kat sayist enfeksiyonu daha fazla olusturan duyarh ve enfekte bireyler arasindaki
temas oranini, 7) kat sayisi enfekte olmus bireyler i¢in tedavi oranini, x y kat sayist )3, ’den
Qs ’ye ya da Z4’ye gegis oranin1 ve ¢ € (0,1) , v kat sayisi enfekte olmus bireyler i¢in
iyilesme oranini, dy kat sayist maruz kalan vektoriin enfekte olan vektore ilerleme oranin
ifade etmektedir(Khan ve dig., 2019).

Bundan sonra sirasiyla (4.1) denklem sistemiyle verilen Zika viriisiiniin matematik-
sel modeli Caputo anlaminda Atangana -Baleanu kesirli tiirev operatoriine genisletilecek,
Picard-Lindelof teoremi ile varlik ve teklik ¢oziimii ispat edilecek, Hyres-Ulam kararlilig1
incelenerek Adams-Bashforth metodunun kesirli tiirev operatorlerine uyarlanmig halini kul-
lanarak genisletilmis matematiksel model i¢in niimerik ¢éziimler hesaplanacak ve son olarak

simiilasyonlar elde edilecek ve elde edilen sonuglar analiz edilecektir.
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4.2. Zika Viriis Modelinin Caputo Anlamindaki Atangana-Baleanu

Kesirli Tiirev Operatoriine Genisletilmesi

(4.1) denklem sistemin ABC kesirli tiirev operatoriine genisletilmis hali,

PODEX(t) =An — BrXu(t)(Zv(t) + p2u(t)) — prXu(t)
1P DY () =BuXa(t)(2v () + pZa(t)) — (i + X1) V(L)
APODE 20y (1) =xueYn(t) = (na + v + 1) Za(t)
MPODET(t) =y Zu(t) — pa Tu() 42)
ABCDS Oy (1) =xu (1 — @) Vu(t) — i Qu(t)
ABCDE X (1) =Ny — BuX(£) Z3(t) — v Xp(t)
FPC DY () =By (1) Za(t) — (v + 0v) I (t)
ABCDS 2 (1) =0y Wy(t) — v Zp(t)
seklinde elde edilir.

(4.2) denklem sisteminin baglangi¢ kosullar, X3, (0) = ¢o, Y (0) = ¢1, Z4(0) =
2, T3 (0) = ¢3, 9(0) = ¢4, Xp(0) = ¢5,I0(0) = ¢4, Z21(0) = ¢; olsun. Arasgtirmaya konu
olan bu calismada Ny = Xy + Vy + 24 + Ty + Qu ve Ny = Ay + ) + 2 sabittir.
Bannach uzayinda F': R — R seklinde tanimli ve siirekli F' fonksiyonu 7" normu ile
1|l = sup{|Xn(t)] - t € T} Vull = sup{l¥n(t)] : t € T} [ Znll = sup{|Zx(t)] :
te THITul = sup{[Tu(®)] = t € THIQull = sup{[Qu(®)] : t € T} 4] =
sup{ls(8)] : t € TH W)l = sup{[Iv(t)] : t € T}, | 2]l = sup{|Zv(t)| : ¢ € T} olmak
tizere || (X, Vi, Zn, T, Q)| = (1 (O + 12O + ([ 20 (O] + [T ()] + | Qe ()| ve
1(Xy, Vv, Z0)|| = |18 @)|| + [[Dv ()] + || 2v(t)|| seklinde gosterilir. Ozellikle R de tanim-
lanmig ve F' = C(T') x C(T') x C(T') Banach uzayinda siirekli bir fonksiyon olmak iizere

T supremum norma egittir.

4.3. Zika Modelinin Varhk-Teklik Coziimleri

Bu boliimde (4.2) sisteminin varli1 sabit nokta teoremi yardimiyla incelenecektir.

Bu modelin varligin1 incelemek i¢in (4.2) sistemi baglangic degerleri ile Atangana-Baleanu
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integral operatorii yardimiyla,

Xy (t
Yy (t
Zo(t
On(t
t

t

o

(
(
(
Tt
(
(
(
(

(T

)
)
)
)
)
)
)
)

X30(0) +{7C Ii{Amr — Br X (t)(Z0(t) + pZu(t) — puXu(b)},
Vu(0) +{17C I {BuXu (1) (2v(t) + pZu(t)) — (nu + xm) Vu(1)},
Z3(0) +{79 Is{xmeVu(t) — (nu +v +m)Zn(1)},

Tou(0) +7 I {y Zu(t) — puTu(t)},

Qy(0) +7¢ I {xu (1 — @) Viu(t) — pirr Qu(1)},

2(0) +17C I§{Ay — By Xy (t) Zy(t) — vy X (1)},

Ww(0) +{ I§{ By X (1) Z3u(t) — (v + 8v)Iw (D)},

Zy(0) +P I {ov v (t) — pv 20 (1)},

4.3)

seklinde gosterilir. Elde edilen yeni (4.3) sistemi Atangana-Baleanu integral operatorii ile

diizenlenirse,
Hoult) = A(0) = e {hir = (O B0l0) + pZult) — pn (0
b e € 0 A = B 0)(20(0) + 92 ()
— X (v) ydv
Vult) = Yu(0) = B 1) 2o(8) + pZult)) = G+ ) Vu(0)}
b e L 0 B B0) + 20
— (s X)) b
Za(t) = Z(0) = g CaneDult) = (i +-+ 1) 2t
b e 0 Do) = G+ ) Ze)
Todt) = Tru(0) = {1 Z0(t) — s Tae 1)}

B(¢)
¢

t )b v) }dv

(4.4)
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Onlt) — Ou(0) = ;z—g{m(l — O)Vult) — i Qu(t))
¢

"B /0 (t =) xn (1 = 9)Vn(v) — nr Qu(v)}dv
1-¢
B(¢)

r
Xy(t) — (0) = ={Av = Bv X (t) Zu(t) — pvXu(t)}

(¢
¢ ! DA () v
B(OI'(¢) /0 (t =) " HAy = Bv Ay (v) Zx(v) — pvXy(v)}d

%{Bvxv(t)zﬂ(t) = (p +v) ()}
¢

TBONO

1-¢
%{%%(t) — v 2v(t)}

+

+

W(t) = Iv(0) =

/o (t — 0) By X (v) Z(v) — (v + 0v) Y (v) }dv

Zy(t) — 2v(0) =

¢ ! €D oy -
B(C)F(g)/o(t )T Hov I (v) — pv Zv(v) }d

denklemlerine ulagilir. Islemlerin daha anlagilir olmasi icin cekirdekler asagidaki gibi aliirsa,

Gi(t, (t)) =Am — Bu Xy (t)(2v(t) + pZu(t)) — X ()

Ga(t, Yu(t)) =Buady(t)(Z2v(t) + pZu(t) — (ka + Xm) Vu(t)

Gs(t, Zu(t)) =xueIn(t) — (pm + 7 +n)Zu(t)

Ga(t, Tu(t)) =y Z(t) — puTu(t) “45)
Gs(t, Qu(t)) =xu (1 — @) Vn(t) — 1m Qu(t)

Ge(t, Xp(t)) =Av — BvXv(t) Zu(t) — uv Xv(t)

G7(t, (1)) =Bv X (t) Z3(t) — (v + ov) Wv (1)

Gs(t, 2v(t)) =0y Iv(t) — pv 2v(t)

yazilabilir. Modelin Lipschitz sartin1 sagladigin1 ve her bir denklemin sirasiyla Lipschitz

katsayilarinin,

K1 =Bus + Bupys

Ky =pg + Xu

K =pm +7+1

B = (4.6)
Ks =pn

K¢ =Pvibs + py

K7 =py + ov

Kg =py
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seklinde oldugunu gostermek i¢in X1 (1), Xpa(t), YVu1(t), Yuo(t), Z11(t), Zua(t),

To1 (1), Tra(t), Qaa(t), Qaa(t), Xva(t), Xya(t), Wi (t), Wva(t), 2v1(t), 2v2(t) € L]0, 1],
H'de siirekli olmak iizere || X(1)]] < ¥, V(]| < o 2] < o, [ITo®)]] < v
QI < s, [[X0()]] < e, [IDV(O)]] < 7. ||20(1)]] < tfs olsun.

Teorem 4.1 (4.6) sistemindeki G, Gs, Gs, G4, G5, Gg, G7, Gg cekirdeklerinin Lipchitz
katsayilart Ky, Ky, K3, K4, K5, K¢, K7, Kg olmak iizere katsayilar asagidaki goriildiigii

gibi pozitif ve birden kiiciikse Lipschitz kosulunu saglar.

0 < Buis + Bupis < 1
0<pupmw+xm<l
O0<wumw+v+n<l1
0<pug<l
4.7
0<upg<l
0< Bz +puy <1
Oéﬂv+(5v<1

0<puy <1
Ispat Oncelikle G gekirdeginin varlig1 incelensin. Xy (t) ve Xy (t) iki fonksiyondur.

[|G1(t, Xaa (1) — Gi(t, Xo2())]| =[Axr — Ba X () (2v(¢) + pZy(t)) — paXpa(t)
— A + BaSua(t)(2v(t) + pZu(t)) + paXa(t)]|
=[| = Bu(Zv(t) + pZu () { X1 (t) — Xua(t) }|
4.8)

olur. (4.8) denklemine liggen esitsizligi uygulanirsa,

|G1(t, Xa (1)) — Gi(t, Koo ()] <[] = Bu(20(1) + pZu(t)|[|| X (1) — Xz (1) ]
< {BullZv Ol + Bupl[Z1(O)][}H]| X1 (t) — X2 (t)]]
< ABuvs + Bups}| X (t) — X (1) ]
< K| X0 (1) — X (0)]]
4.9)

esitligine ulagilir. Yani Gy ¢ekirdegi buiziilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu saglar.
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Ikinci gekirdek olan G gekirdeginin varlig1 incelensin. Yy (t) ve Vyo(t) iki fonksi-

yondur.

|G2(t, Y3 (1) — Ga(t, Yo (O)] =181 X (1) (20(t) + pZn (1)) — (1 + X1) P (1)
= Budn(t)(2v(t) + pZu(t)) + (1 + Xu) V2 (1) ]
=|| = (tm + X ){Vn1(t) = Vra(t) }]
(4.10)
olur. (4.10) denklemine iicgen esitsizligi uygulanirsa,
G2 (t, V3 () — Ga(t, Va2 ()] < 1] = (e + Xxa) |10 () — Vra(8)]]
<Aum + xut|Vra(t) = Yo (8)] @.11)

< K2||yy1(t) - y?—t2<t)H

esitligine ulagilir. Yani GG, ¢ekirdegi biiziilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu saglar.

Ugiincii gekirdek olan G5 gekirdeginin varligi incelensin. 24 (t) ve 2 (t) iki fonk-

siyondur,
1G3(t, Z31(t)) — Gs(t, Z32 ()] =lIxeIn(t) — (o + 7 + 1) 2 (1)
= xupYu(t) + (pu + 7 +n)Zu2(t)|] (4.12)
=[| = (um + 7+ 0{Znt) — Z32(t)}]|
olur. (4.12) denklemine iicgen esitsizligi uygulanirsa,
1G3(t, 2201 (t) — Ga(t, Za2 ()] < || = (ur + 7 + I Z22(t) — Z202(0)]
< A{un + v+ 02 (t) — Z32(t)] (4.13)
< Ksl[Z3(t) — Z22(1)]|

esitligine ulagilir. Yani G5 ¢ekirdegi biiziilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu saglar.

Dordiincii ¢ekirdek olan G4 cekirdeginin varlifini incelensin. 77 (t) ve Tyo(t) iki

fonksiyondur,

|G4(t, Tra (1)) — Ga(t, Ta2 ()] = (|72 (t) — prToa (t) — vZu(t) + e Tra(t)]| 414
= || = wu{Tra(t) — Tra2(0) }]
olur. (4.14) denklemine ficgen esitsizligi uygulanirsa,
Ga(t, Trr (1)) — Ga(t, Tra(O)I] < || = pa || T22. () — Tr2(0) ]
< pa|[Tra (t) = T2 (1) ] (4.15)
= K| Tra(t) = Tz ()]
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esitligine ulagilir. Yani G4 ¢ekirdegi biiziilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu saglar.

Besinci ¢ekirdek olan G5 ¢ekirdiginin varligi incelensin. Qy; ve Q45 iki fonksiyon-

dur.

1G5 (t, Qua(t)) — Gs(t, Qua ()] = lIxa (1 — @) V() — 1 Qra ()
— X1 = @)V (t) + pr Qe (t)|] (4.16)

= || = ua{Qm(t) — Qu2(t)}|

olur. (4.16) denklemine iicgen esitsizligi uygulanirsa,

1G5 (t, Qua(t)) — G5(t, Qaa ()] < || — pm|l|| Q2 (t) — Qua(t)]
< pul| Qi (t) — Qaa(t)]] (4.17)
< K[| Qui(t) — Qua(t)]|

esitligine ulagilir. Yani G5 ¢ekirdegi buiziilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu saglar.

Altinci gekirdek olan G gekirdeginin varligi incelensin. Xy (t) ve Xy»(t) iki fonk-

siyondur.

G (t, i (t)) — Go(t, o (D)) = |[Av — v dvi () Z3(t) — pv X (£)
— Av = By Xa(8) Z(t) + pv X (2)]
= || = BrZu(t){ X1 (t) — Xa(t)}

— pv{ X1 (t) — Xa(8) ]

(4.18)

olur. (4.18) denklemine iicgen esitsizligi uygulanirsa,

1Gs(t, X (t)) — G(t, Xva(8))]] < | = B Z (8[| A1 (£) — Xra(D)]]
+ [ = pvl[|[ X1 () — Xa(8)]]
< BvZu(t)]| X (t) — X (D)]]
+ pv || A1 (8) — Xa(t)]|
< A{Bvibs + pv || A1 (1) — Xra(t)]|

< K| (t) — Xpa(2)]|

(4.19)

esitligine ulagilir. Yani G ¢ekirdegi biiziilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu saglar.
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Yedinci ¢ekirdek olan G ¢ekirdeginin varligi incelensin. )\ (t) ve Vo (t) iki fonk-

siyondur.

[|G7(t, i (t)) — Gz (t, e ()] = [| B X () Z1(t) — (v + dv) i (1)
— By () Z3(t) + (uv + dv) D2 (t)]] (4.20)

= [ (v + v ) {1 (t) — Wva(t) ]|

olur. (4.20) denklemine ii¢gen esitsizligi uygulanirsa,

1G7(t, i (1) — Gt Vo2 (0))]] < |y + dv[|[[ I (t) — (B
< A{pv 4 0v H|Wvi(t) — ()] (4.21)
< Kq || Wi (t) — Da(t)]]

esitligine ulagilir. Yani GG ¢ekirdegi biiziilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu saglar.

Sekizinci ¢ekirdek olan Gg ¢ekirdeginin varhigi incelensin. 2y, (t) ve 2y iki fonksi-

yondur.

[|Gs(t, Zv1(t)) — Gs(t, Zv2(t))|| = |[ov IV (t) — pv Zv1(t) — v (t) + v Zva(t)]|
= || = {21 (t) — 2va(t) }|

(4.22)
olur. (4.22) denklemine iicgen esitsizligi uygulanirsa,
1Gs(t Z01(1)) = Galt, Zra®)I| < 1| = vl Z0a(t) ~ Z(0)]
< v [|Zv1(t) = Zv2(0)| (4.23)

< Ksl| 201 (1) — Zya(1)]]

esitligine ulagilir. Yani G ¢ekirdegi buiziilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu saglar.
Her bir denklemin pozitif ve birden kiigiik Lipschitz katsayisinin var oldugu bulunmustur.

Teoremdeki katsayilara ulagilmig ve teorem ispatlanmisgtir .

Atangana-Baleanu integral operatorii ile diizenlenen (4.4) denklem sisteminde bag-

langi¢ degerleri sifir kabul edilsin,
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(0) —%Gl(t, Xp0) + m /Ot@ — )G (v, X))o
Pult) =S Galt, ) + s [ 6= 0Dt Vo)
() —1B?<§G3(t, Z) + m /Ot(t o)V Gy (v, Zpy(v))du
Tult) =526t T + s [ =0 VG Tutws .
Qult) =5 Galt: @)+ ey [ (6= )G, Qufw)ae
Xy (t) :2?5@6@, Xy) + m /Ot(t — ) DG (v, Xy(v))dv
0 :13?5(;7(’*3"’)* B(Cfr(o /0 (= 0G0, Bylw)do
20 lezchg(t, )+ B(()CF(C) /Ot(t—v)(cl)Gg(v,Zv(v))dv
olur. Tiimevarim yardimiyla,
Xy () = 1;5 1 (t, Xpmery) + B(C)Cr(g) /Ot(t_U)(C_I)G1(1)7XH(m—1))dU
Vinlt) = Galts D)+ o [ =00 Gl D
Zun(t) =S Galt Zain ) + s || 6= 00 VGl Zan e
Tom(t) = (5 4(t, Tram— 1))+m/ot(t—v)(C_I)G4(v,7§{(m_1))dv 2
Qrn(t) =S Gt Qutn) + i [ (=00 Gi(w, Quni
Kunlt) =Gl Bt ) + o [ (=0 Gl Ay
ondt) =Gt o)+ i [ (40 v
Zym(t) = (5 (b, v 1))+B(OCF(O /Ot(t—v)@—l)c;s(v,zv(m1))dv
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olur. (4.25) denklem grubunun ardigik terimlerinin farklart alinirsa,

Xrym+1) (1) — X (1) :%(Gl(ta Xom) — G1(t, Xom-1)))
F B L € Gt ) — Gt
Vatiminy (t) — Vs (1) :%(Ggos, Vo) — Galt, Vo))
+ m /0 (t — ) (Gt Vi) — Calt, Vrgony))o
Zyimt1) (1) — Zam(t) Z%(G?)(t Zym) — G3(t, Zym-1)))
+ m /0 (t — U)(C_l)(Gg(t, ZHm) — Gg(t, ZH(mfl)))d’U
Trttomeny (1) — Toum(1) —%(Gm Toom) — Calt, Toim)))
+ m /0 (t — U)(C_l)(G4(t, 7;.[7”) — G4(t, H(m_l)))dv
Qs 1)() — s (1) =;%C§<G5<t, Qi) — Gs(t, Q1)
_ ¢ [ e _ ,
1 _
XV(m+1)(t) i XVm(t> :Tcg(Gt‘)(XVm) 5 GG(t> XV(mfl)»
¢ e _ ’
+ 5O €= 0 Gl Bo) = Gt o)
1 _
Vot (£) — Yot :Wg(@?“’ Vo) — Gt Vo))
+ B(C)CF(C) /0 (# =0 Gr(t Dom) = Gt Fomy))
Zomany(t) — Zom() =%<Gs<t, Zym) — Gs(t, Zyim_))
¢ L ) B y
+ B(C)F(C) /; (t ) (GS(ta ZVm) GS(t> ZV(mfl)))d

(4.26)

Ardigik terimlerin farklar1 alindiginda (4.26) denklem sistemi elde edilir. Bu sistemdeki
denklemlerin her birinin normu alinsin.

Xr(m+1)(t) — X (t) denkleminin normu alinsin,
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[ Xrma1) (1) = X (D) =|| S (Ga(t, Kn) — G, Xni(m-1)))

( 9

t
<<>C F 0 @ ) = ot Xl
1-¢
+ (Q)CF ||/ t—?] (€=1) (Gl(t X’Hm) Gl(t X’Hm 1)))d1}||
(4.27)
ifade edilebilir. Gy ¢ekirdegi Lipschitz sartint sagladigi icin
1-¢
[ Xrma1) (1) = X (D] < B )KIH'XHm_X m1)ll
¢ ¢ (4.28)
+ K/t— CD| Xym — Xpgm—n)||d
Ry 7 e = Byl

denklemine ulagilir.

Vr(m+1)(t) — Yum(t) denkleminin normu alinsin,

1_
[ Vrtm1) (£) — Vm ()] =IIW<§(G2(L Vrm) — Ga(t, Vr(m-1)))
¢ / ' (c-1)
+ L — Gao(t, Vum) — Go(t, m—1)))d
BIOTQ) O( v) (Ga(t, Vym) 2(t, Vr(m—1)))dv||
1_
< Tguc:z(t,yﬂm) — Gty Yrom)|
ogr "/ (t =) (Ga(t, Yrum) = Galt: Vi)l
(4.29)
ifade edilebir. G5 cekirdegi Lipschitz kosulunu sagladig icin
D) = Y O < 52 §K2Hm |
; . (4.30)
_ )\ (¢-1) _
S | =0 = ol

denklemine ulagilir.

Z34(m+1)(t) — Z34m(t) denkleminin normu almsin,

| Zsmen (£) — Zoom(D) :H%@S@, Zm) — Ga(t, Zrgim))

¢ o =) B ’
' BOr© / (t =) (Ga(t, Zum) = Gs(t, Zuim-))dol]
(CgHGz(t Zotm) — Ga(t, Zrm-)||
< -1
+ B(OT(C )||/0 (t—u)(C )(Gg(t, Zum) — Gs(t, ZH(m—l)))dUH

(4.31)
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ifade edilebir. G5 ¢ekirdegi Lipschitz kosulunu sagladigi i¢in

1—
12 (®) = Zun (O] € 3 Kl 20 = Zrn|
; t (4.32)
+ K / t —0)C V| Zhm — Zam-n)||d
B(C)F(C) 3 o ( U) H H H( 1)H v
denklemine ulasilir.
Tr(m+1)(t) — Trm(t) denkleminin normu alinsin,
1 —
| Trsim+1) () = Trem (1) ZHW(GN, Trm) = Ga(t, Trum—1)))
S [ e _
+lﬂOF@)A(t 0Dt Tom) — Gl Tan1)l
1—
=50 HG4(?5 Trm) = Galt, Trgm—)) ||
+pamal [ =0 Gult Tn) = Gt T
(4.33)
ifade edilebir. G4 ¢ekirdegi Lipschitz kosulunu sagladigi i¢in
1 —
Tt (®) = (Ol < o3 Kall T = T
; (4.34)

*m% (t = 0) [ Toim = Tragm— I

denklemine ulagilir.

Qpi(m+1)(t) — Qpm(t) denkleminin normu alinsin,

1 Q(mi1)(t) — Qo (t)]] =|| ( 5(t, Qum) — Gs(t, Qu(m-1)))

( )

t
B(§<>/Xt—w“”“Gdquw—w%aﬁHmlﬂmw|
1
< e} 165(t Qo) = Gl Qun)
t
— _ )¢ -
* B(C)F(C)H/O (t =) (Gs(t, Qum) — G5(t, Qpm—1)))dv||
(4.35)
ifade edilebir. G5 ¢ekirdegi Lipschitz kosulunu sagladigi i¢in
Qs (t) = Lun® € 53 Kl = Qnen- |
¢ t (4.36)
BEGRGEE / t =) | Qum — Qum-ld
BT 8 ), €= V1 = Quennlde

denklemine ulasilir.
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Xym41)(t) — Xy (t) denkleminin normu alinsin,

1-¢
| X (1) () — Xum (2)]] =] B(O) (Ge(t, Xvm) — Ge(t, Xvm-1y))
¢ ! -
+ B(C)F(C) /0 (t — 0) < (Gs(t, Xym) — Go(t, Xyim_1)))dv||
1—
S B( ) ||G6(t XVm) GG(t, Xv(m—l))H
+ 5ora! /0 (t = ) (Galt, Byn) — Gt X))o
(4.37)
ifade edilebir. G ¢ekirdegi Lipschitz kosulunu sagladig i¢in
1—
1%m 1) (8) = B (B)] < ?Cimuxvm -
¢ t (4.38)
" B(()F(g)KG/O (t = 0) [ Xy — Xyl

denklemine ulasilir.

Yy(m+1)(t) — Yym(t) denkleminin normu alinsin,

[Pty (&) = Pvom (D] —|| S (Grlt, Yom) — Gl Wm-1))

( )

S / t (¢-1)
t— G, Yom) — G, Vormen))d
(C) ( ) ( U) 7( yV ) 7( yv( 1))) U||
¢
G7(t, Yvm) — G7(t, Vyim—
(C)H 7(t, Yom) = G7(t, Wom—)|
+amal [ =0 Gt o) = G Dot
(4.39)
ifade edilebir. G'7 ¢ekirdegi Lipschitz kosulunu sagladigi i¢in
9%t (6) = P l] < oKD = Pyt |
; (4.40)
€D _
+ e [ =D = Yol

denklemine ulagilir.

Zy(m+1)(t) — Zym(t) denkleminin normu alinsin,

[ Zvam+1) () = Zym(t)] :H%(Gﬁs(ﬂ Zym) — Gs(t, Zvm-1)))

" B(Q)CP(O / (t =) VGt Zvm)) = Gs(t, Zy(m-1)))dv||
+ C ||/(t— YD (Gs(t, Zym)) — Gslt, 2 o
B(OT(¢) " Jo ! 8\H <ym s(t, Z2ym-1)))dv

(4.41)

41



ifade edilebir. G'g ¢ekirdegi Lipschitz kosulunu sagladigi i¢in

1 _

1201 (&) = Zom(®l] < =2 Kl | Zvm — Zvm |
B(0)

4.42)

S Y B
T CROAR A Yo

denklemine ulasilir.

Teorem 4.2 Zika viriis modeli denklem sistemninin, ABC kesirli tiirev tanimi ile olusturulan

(4.2) denklemleri asagida verilen kosullar altinda kesin ¢oziimlere sahiptir.

= _1=¢ 6
== B0 T oo !
= _1-¢ 3
== 0™ Borg !
= _1-C 3
=30 T B !
S 1-Ce ¢
== 0™ Borg ! was)
He = 5[( ¢ K-ty <1 '
=T BO T BONG
1= ¢
== B0 T BorQ !
Ry SN S P
B T BONO
_1-¢ ¢
== o T Qg !
Ispat Asagidaki esitlikler tanimlansin,

Xoi(mrr) — Xn(t) = Rin(t)

Vrms1) — Yu(t) = Ran(t)

Zyim1) — Zu(t) = Rau(t)

Trimsry — Tu(t) = Ran(t) (4.44)

Qu(m+1) — Qu(t) = R (t)
X1y — A (t) = Ren(t)
Womr1) — W(t) = Ran(2)
Zymi1) — 2v(t) = Rea(t)
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Ry, (1) icin

1
[Run(8)]] = ||W§<G1<t,xmm_1)> Gt )
+ m/o (t — U)(C_l)(Gl(U, XH(m—l)) — Gl(v’ XH))d'UH
S %HGl(t; X’H(m—l)) - Gl(t, X’H)H (445)
< t (¢=1)
+ m/o (t—v) ¢-1 ||G1(U,Xﬂ(m,1)) — G1(v, Xy)||dv

Elde edilen islemler tekrar edilirse asagidaki denklem,

RO < (45 + st ) KT (4.46)

ifade edilir.
(4.46) denkleminde ¢ = ¢, alinirsa agsagidaki denklem elde edilir.

IRl < (55 + pbgto ) KE (4.47)

Elde ettigimiz denklem m — oo giderken limiti alindiginda ||}y,,(¢)|| — 0 olur.

1 _
R (1)]] = \\Wgwa Vattm-y) — Gt V)

b e = 9 G i) = Galo D)l
1 _

< WgnGz(t,yH(mn) — Gt V)| (4.48)
BT L, NG Vi) — Gl Vel
¢ ¢

< B(C)K2||y7-[m 1) y’HH"‘WKQHyH(m—l)_yHHt

Elde edilen iglemler tekrar edilirse asagidaki denklem,

ROl < (55 + st ) K3 (4.49)

ifade edilir.
(4.49) denkleminde ¢ = ¢, alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

[ R (1) < ( o+ (C)F(C)t(J) Ky (4.50)
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Elde ettigimiz denklemin limiti alinirsa m — oo giderken ||Rs,(¢)|| — 0 olur.

1—
Run(0)] = 1555 Galt: Zrn) = G, 200
O e B
B, VOl i) = ol Z)e]
< %HGs(u Zym-1)) — Gs(t, Zy)| (4.51)
+ m /0 (t — U)(<—1)||G3(?J, Z"H,(mfl)) — G3(’U, ZH)HdU
- lB((§K3|’ZH (m-1) = Zxll + m[ﬁsuzﬂ(m—l) — Zylt

Elde edilen islemler tekrar edilirse asagidaki denklem,

IRsn(Ol] < (55 + gt ) K3 (4.52)

ifade edilir.
(4.52) denkleminde ¢ = ¢, alinirsa agsagidaki denklem elde edilir.

IRl < (55 + pbegto ) K3 (4.53)

Elde ettigimiz denklemin m — oo giderken limiti alinirsa ||Rs3,,(¢)|| — 0 olur.

T
[Ran(8)]] = ng(@(m(mn) G T)

- m /0 (t - 'U)(Cil)(G4<'U7 7;-[(771—1)) - G4(U, m))dUH
1 —

< TC?“GMHWU) — Gu(t, Ta)l| (4.54)
- m /0 (t - v)(C71)HG4(U> 77}-[(m—1)) — G4(’U, m)l‘dv
_1-¢ ¢

= B(C) 5o KallTrm—n) = Tl + m&ﬂﬁ(m—n — Tallt

Elde edilen iglemler tekrar edilirse asagidaki denklem

[ Ran (2)]] < ( ]% + —B(OCF(C)t ) K! (4.55)

ifade edilir .
(4.55) denkleminde ¢ = ¢ alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

[ Ran (1)]| < ( o+ (C)F(C)t(J) Ky (4.56)
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Elde ettigimiz denklemin limiti alinirsa m — oo giderken ||Ry,,(¢)|| — 0 olur.

1 —
Ren 0] = |55 (G Tt — Gt T
S S PR )
+B(C)F(C)/o(t )¢ 1(G5(U,7;¢(m,1)) G5 (v, Tz))dv||
< e lIGs Totnor) — Glt. Tl .
t
+ m\/o (t—U)(C_1)||G5(/U7T’}.[(mil)) _GB(U,%{)HdU
1
= B<<§K5H%m D mwmmmm_n — Tullt

Elde edilen islemler tekrar edilirse asagidaki denklem,

IRsn(Ol] < (55 + gt ) K3 (4.58)

ifade edilir.
(4.58) denkleminde ¢ = ¢, alinirsa agsagidaki denklem elde edilir.

IRl < (55 + pbegto ) Ko (4.59)

Elde ettigimiz denkleminm — oo giderken limiti alinirsa ||Rs,,(¢)|| — 0 olur.

[Ron(t)]] = H%«;ﬁ(t, Xomry) — Calt, )
¢ D (Gl _ Ga(v v
< 0 IGalt Bn) = Galt. 26| (4.60)
< (-1 y y
o | €= NG, Bny) = Gt )
1 ¢ ¢
< B(C) —— K| | X¥y(m—1) — Av|| + WKGHXV(M—D — Ayt

Elde edilen iglemler tekrar edilirse asagidaki denklem,

Ren(®)ll < ( 55+ st ) Ko (4.61)

ifade edilir.
(4.61) denkleminde ¢ = ¢, alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

[[R6n (1)]] < ( o+ (C)F(C)t()) K (4.62)
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Elde ettigimiz denklemin limiti alinirsa m — oo giderken ||Rg,,(¢)|| — 0 olur.

IRen ()] = [ G723 (Gt Fotm) = Gr(t, )
+ e | € 0 G0 ) - G Y]
< %HG?@,WWM — Gt )| (4.63)
+ e | € 0G0 hin) - Gt e
< 50 KelVvn-n = Wl + gy Kol vy = ol

Elde edilen islemler tekrar edilirse asagidaki denklem,

Rl < (5 + it ) KF (4.64)

ifade edilir.
(4.64) denkleminde ¢ = ¢, alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

[[Ren (B[] < ( 5 + st ) K (4.65)

Elde ettigimiz denklemin m — oo giderken limiti alinirsa ||R7,(¢)|| — 0 olur.

Rt = 15575 (Gt Zutn-1) = Gt 20)
+ im0 G Zrn) — Galo B
< E(SHGBQ Zyon)) — Gs(t, 2| (4.66)
+aare | €D NG, Zvty) — G, 20l
< 570 Ksll iy = 2vll + Gz Kol 2 = Bl

Elde edilen islemler tekrar edilirse asagidaki denklem,

[R5 (£)]] < ( 35+ seret ) K (4.67)

ifade edilir.
(4.67) denkleminde ¢ = ¢, alinirsa agsagidaki denklem elde edilir.

IRan (Ol < (55 + pgto ) K& (4.68)

Elde ettigimiz denklemin m — oo giderken limiti alinirsa ||Rs,(¢)|| — 0 olur. Boylelikle

(4.2)’nin varlig ispat edilmis olur.
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Simdi sira (4.2) denklem sisteminin tekligi ispatlanmasinda, Xy (t), V1 (1), Zx1(t),

T (t), Qi (t), X1 (t), Wpi(t), 2y1(t) 4.2°nin bagka bir ¢ziim sistemi olsun,

Poult) = X (1) = TG (8. 2) = G X))
4 m /Ot(t — )G (v, X)) — Ca(v, Xyt ) )l
olmak tizere bu fark denkleminin normu alinsin,
160) = o ()] < Fr 116 1 ) = G, X
b e | € 0G0 — Gato. )

bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayis1 kullanilirsa,

1% (1) — X (1)]] <

1-¢

— K || () — || +

B(¢)

¢
WKHWH@) — X[t

yazilabilir. Esitsizlik diizenlenirse,

12(8) = X O]] (1= 55 — 5

esitsizligine ulasilir.

Yu(t) = Dwui(t) =

L¢
B(0)
LS

BT

_al <
©oro it ) <0

(Ga(t, Yy) — Ga(t, Vo))

| — o) (Galv — Ga(v, V31))dv
(C)/o(t ) (Gav, Vr) — Ga(v, Vyur))d

olmak iizere bu fark denkleminin normu alinsin,

D(t) = Vs ()] < %H@(t,m Gyt V)|
—C t — )¢ v - v v

bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayis1 kullanilirsa,

[V (t) = V()] <

1-¢

Sl = Yall+ 5

B(¢)

S N
<<)F<<)K2Hy7{(t) Vo[t

yazilabilir. Esitsizlik diizenlenirse,

Va(®) = YOI (1~ 555 — g Kot ) <0

esitsizligine ulagilir.

Zu(t) — Za(t) =

1-¢
B(()
L <

BT

~ B() (OT(C)

(Gs(t, Zn) — Gs(t, Z31))

t — )b v — Gsv 1))dv
T | =Gl 2) = Galo Z))a
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(4.69)

(4.70)

4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

4.77)



olmak {iizere bu fark denkleminin normu alinsin,

[[Z1(t) — Zw1(t)]] < HGs(t Zy) — Gs(t, Zy1)||

< )
¢ ' — )& v — v v
TBOMQ / (t =) NIGs(v, Zu) = Gav, Zpa0)lld

bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayis1 kullanilirsa,

1-¢
B(¢)

yazilabilir. Esitsizlik diizenlenirse,

1Z21(t) = Zra (D]] < K3|[Zn(t) = Zw| + Ks||Z(t) — Zoul[t

_&
B(OT(C)

— 1-¢
12(6) = Zra O] (1 - 55K — gl Kot ) <0
esitsizligine ulasilir.

Tu(t) — Trur(t) = == (Galt, To) — Galt, Tonr))

G
# t — (¢=1) v — v v
* B J, €~ G0 Gt T

DUP—‘

¢
)

olmak iizere bu fark denkleminin normu alinsin,

Toult) = Tra(®)l] < S {1Ga(t. Toe) — Gt T
¢

B(¢)

_— t — )b v — Gy(v 1)|av
* B J, ¢ 9 G~ Gt Tl

bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayisi kullanilirsa,

1—¢ ¢
Tu(t) — T (O)|| < == Ku||Tu(t) — Tarl| + === K4||Tu(t) — Taa||t
[T (t) = T (O] < B0 || Ta(t) = Tl BOTQ) a||Ta(t) — Tl
yazilabilir. Esitsizlik diizenlenirse,
1Tou(t) = Tra ] (1= 55K — g fat ) <0
esitsizligine ulagilir.
1—
Ou(t) — Qui(t) = TC?(G%(@ Tr) — Gs(t, Trn))
t
+ m/o (t —v) T (Gs(v, To) — Gs(v, Tor))dv
olmak tizere bu fark denkleminin normu alinsin,
[ Ta(t) — T (O] < ( >I\Gs(t ,Tr) — Gs(t, T ||
C t
+m/o (t—v)<<_1)||G5(v,TH)—G5(v,7§ﬂ)||dv
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(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)



bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayis1 kullanilirsa,

IT5®) = Ta Ol < o5 Kl Talt) = ol + s Kl Tdt) = Tl
yazilabilir. Esitsizlik diizenlenirse,
H7;'i(t) _Tﬂl( )H ( 17 K5 B(C) 3 )K5t > 0

esitsizligine ulagilir.

Xo(t) — X (1) = ;Tﬁ@ﬁ(t X)) — Golt, X))
b @ 9 G0 ) ~ Galo, Ko
BT Jo " ’ 610, B

olmak iizere bu fark denkleminin normu alinsin,

() — B (D] < IIGﬁ(t Xy) — Gg(t, )|

0
# ' — (¢=1) v — v (%
* B J, G ) = Gt )l

bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayis1 kullanilirsa,

1-¢
(1) — A (1] < B0

yazilabilir. Esitsizlik diizenlenirse,

Ke||Xy(t) — Xn]| + Kg|| Xy (t) — X ||t

&
B(OT(Q)

1 (2) = Bn (0 ( 1= 325K = gl Kt ) <0
esitsizligine ulagihr.
%(Gﬂt, W) = Ga(t, Y1)
b | 0G0, — Grlo Y

Vo(t) = V() = f

DJH

olmak tizere bu fark denkleminin normu alinsin,

[ Wv(t) = Ii(t)]] < |‘G7(t W) = G (t, Y1)

0
# t — (€=1) v — v v
* B J, ¢ G ) = Gl e

bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayis1 kullanilirsa,

—¢
( )

yazilabilir. Esitsizlik diizenlenirse,

() = I ()] < = K| D (t) = Il + K7|[ Qv (t) = Dt

_&
B(OT()

() = IOl (1 - 55Ky — g Kt ) 0
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(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)



esitsizligine ulasilir.

25(t) = Zin(1) = 3 (Galt 2v) = Galt, Z)
¢ ' 4.97)
+ W \/0 (t — U)(C_l) (Gg(’U, ZV) — Gg(v, Zyl))d?}
olmak iizere bu fark denkleminin normu alinsin,
[2v(t) = 20| < ( 3 I\Gs(t 2y) — Gs(t, Zv1)||
¢ ¢ (4.98)
+ WF(C) \/0 (t — U)(C_l)HGS(U, ZV) — Gg(v, ZV1)||dv

bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayis1 kullanilirsa,

1-¢
12v(t) = 2n (1) < BO

yazilabilir. Esitsizlik diizenlenirse,

Kg|[2Zy(t) — 2| + Ks||Zp(t) — 2|t (4.99)

¢
B(OT(¢)

||Zv(t)—2m(t)||< — 5 Ks — ()F(C)th) 0 (4.100)

esitsizligine ulagilir. Yukarida bulunan denklemler géz oniinde bulundurularak asagidaki

teorem yazilabilir.

Teorem 4.3 Verilen kosullar ile 4.2’in yalniz bir ¢oziimii vardur.

1-¢

( - 55K — gorg Kt ) >0
_ 1=

( 1 B(()K2 <>F(< )
_ 1<

( 1 B(<>K3 oF(c ) >0
N

( 1 B(()K4 <>F(< Kt ) >0 4.101)
_ 1<

( 1 - 55K — s Kst ) >0
_ 1=

( 1 B(()K6 <>F(< ) >0
_ 1=

< 1 B(<>K7 or(c K7t ) >0

1-¢
( L= 55 Ks — sgrg Kt ) >0

Ispat Theorem (4.3)teki kosullar saglansin. (4.72) esitsizliginden,

- B ey S
[176(8) = X (1) ( L= 508 — sorg ! ) =0

oldugu i¢in || Xy (t) — X1 (t)|| = 0 olur. Buradan X3 (t) = Xy (t) ye ulasihir.(4.76) esitsi-
zliginden,

_ 1-¢ ¢
1V5t) = Yra (O ( 1~ S§ K — g Kat ) <0
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oldugu i¢in ||V (t) — Vua(t)|| = 0 olur. Buradan Yy, (t) = Y1 () ye ulagilir.(4.80) esitsi-
zliginden,
1—
12(6) = Zra O] (1 - 55K — gl Kot ) <0

oldugu i¢in ||Z4(t) — Zux1(t)|| = 0 olur. Buradan Z3(t) = Z3(t)’ye ulasilir. (4.84)
esitsizliginden,
— _ =<
7o) = Tra®ll (1= 75 K1~ g Kt ) <0

oldugu igin ||73(t) — T31(t)|| = 0 olur. Buradan T3(t) = T3 (t) ye ulagilir. (4.88) esitsi-
zliginden,
_ 1-¢
190t = Q)] {1~ 55K — e Kot ) <0
oldugu icin |[Qx(t) — Qxi1(t)|| = 0 olur. Buradan QH(t) = Oy (t)ye ulagihr. (4.92)

esitsizliginden,

12(8) = B (11 (1= S5 K — g Kot ) <0

B(C)F( )

oldugu igin || Xy (t) — A1 (t)|| = 0 olur. Buradan X),(t) = Xy () ye ulastlir. (4.96) esitsi-
zliginden,
— 1*
Hyv(t) yVI( )H < K? B(C )F(C)K7t ) 0

oldugu i¢in [|Q)(t) — Wi (t)]| = 0 olur. Buradan Yy () = Vyi(t)’ye ulagilir. (4.100)

esitsizliginden,
Z — C1Cp ¢
12v(t) — 2m (@) ( 1 — 55 Ks — g Kt ) <0

oldugu icin || 2y (t) — Zy1(t)|| = 0 olur. Buradan 2 (t) = Zy1(t)’ye ulasilir. Boylece 4.2

denklem sisteminin tekligine ulagilir.

4.4. Kararhlik Analizi

Zika matematiksel modelinin kararlilig1 incelenecektir.

Tanmm 4.1 (4.1) 'in A; > 0, ¢ = 1,2,3,4,5,6,7,8 ve w; > 0, 1 = 1,2,3,4,5,6,7,8

sabitleri varsa Hyers-Ulam’a gore kararlidir.
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Vult) = (5@2@ Vi) + <<)Cr< )/<t—v>< DGy (0, Y (v))d] < @,
¢ ¢ t — )¢ v v))av w
12(t) = 52 Galt Z) + e | (6= 0 IGa(w. Zuto)e] < =,
Tlt) =5 Gt T + s [ (6= 0 Gato. Tate)) o] < =
(4.102)
¢ ¢ t — )¢ VG5 (v v))dv| < w
10u(t) =5 Gt @) + Fryerg [ (0= 0 Go(v. Qulo))n] < =,
20) =52 Galt ) + oy [ (6= )Gl Koo <
0l0) = Gl )+ G | (€= o) VGt ool <,
1—¢ ¢ t — )¢ DGy (v v))av| < w
120(0) =5 Gt 2) + gy [ (0= 0 Ga(o. 2] < s,
R4(0), Phlt), Z4(0), T, Q) K(0), (1), Z4(t) var olsun,
125(0) = e G0 X5 + s | (6= 0 IGa(w A (0] < =
V() = Colt V) + G | (=) Gt Vi) <
24000 = g, Golt 230 + gy [, 0t B < =,
Tlt) =5 Calt T + v [ (= 0 Gt Tl < =
) (4.103)
190 =5y Gt B + Freyeg [ (0= 0 Go(v. o))l <z,
125(0) =52 Galt ) + oy [ (6= )Gl (o)) <
P90 =y Gt )+ g (¢ = o)V Get Byl <
| Z1,(t) :SG (t Z')+#/ (t —v) S VGy(v, Z},(v))dv| < @
YUBO T BN Jo ) )

Teorem 4.4 (4.2) denklem sistemi Hyers Ulam a gore kararlidrr.

Ispat Teorem (4.3) de Xy (t), Vyu(t), Zn(t), Tr(t), Ou(t), Xy(t), Yy(t), Zv(t) nin tek
coziim oldugu gosterilmistir. Simdi X;,(t), V5, (t), Z5,(t), T},(t), Q% (1), X, (t), Yy, (t), Z1,(¢)
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(4.2)’nin bir ¢oziimii olmak iizere, (4.24)’ii saglar. Buradan,

/ ¢ e
IWNXM Gu(t, )| + (OA@ )

x I\Gl(v,?@(v)) — G1(v, 4, (v))[|dv

1_C C /
S(mo+BmNQQK”“‘%M

(4.104)

Burada @, = K;ve A = % + mt alinirsa,

[ (t) — X3 (D)]] < @1

olur.(Burada esitsizligin sagindaki || Xy (t) — X;,(t)|| ¢cok kiigiik bir sayr oldugu i¢in ihmal
edilmistir.) Benzer sekilde,

I95lt) = V(o] < FreslICa(t: Vo) = Galt Bl + gy | 6=

X [|Ga(v, Yy (v)) — Ga(v, V3 (v))]|dv

1_C € /
< (50 * mor) o 24

(4.105)

Burada wy = Ko ve Ay = C) + BOTO ) @) talzmrsa

[V2(t) = V(D] < @24,

olur(Burada esitsizligin sagindaki || Yy (t) — V3, (t)|| cok kiigiik bir sayt oldugu icin ihmal
edilmistir.) Benzer sekilde,

12u(0) = Z30)] < 311Gt Z) = Gatt, Z30l| + oy | (=0

x [|G3(v, Zx(v)) — Ga(v, Z3,(v))||dv

1_C C /
S(mo+B@NoQKﬂa‘Z”

(4.106)

Burada w3 = K3 ve A3 = =% +

¢
B0 B(C)F(C)t alimirsa,

123(t) — Z5(1)]| < wsAs

olur(Burada esitsizligin sagindaki || Zy(t) — Z35,(t)|| ¢ok kiiciik bir sayr oldugu i¢in ihmal

53



edilmistir.) Benzer sekilde,

ITol®) = Tifo)] < FrylIGa(t.Too = Gat Tl + i | (=006

< (1Ga(0, Toe(0)) — G, T ()] (4.107)
1 _C C !
< (B(C) MGG t) BallTow =Tl

Burada wy, = Kyve Ay = é(cc) + (C)CF( )

t alimirsa,
[T (t) = T3 (0] < waly

olur(Burada egitsizligin sagindaki ||Ty(t) — T/, (t)|| ¢ok kiigiik bir sayr oldugu icin ihmal
edilmistir.) Benzer sekilde,

/ ¢ " €D
10n(t) = Gilt)] < s 1Git: @) = Gt Bl + oy | (=)

X 1G5 (v, Qu(v)) = G5 (v, Qy(v))||dv

1_< C /
< (50 * mor!) oo

(4.108)

Burada ws = K5 ve A5 = % + B(c)cr(g)t alimirsa,

1Qn(t) — Q)] < @s45

olur(Burada egitsizligin sagindaki || Q4 (t) — Q4 (t)|| ¢ok kiigiik bir sayt oldugu icin ihmal
edilmistir.) Benzer sekilde,

16() = A0 < T2y [Galt, ) = Golt )+ Gy | (¢ =)<

X [|Go(v, Xp(v)) = Go(v, X (v))||dv (4.109)

1 _C C /
< (B(C) * B<<>r<<>t) Kollty = B

Burada wg = Kg ve Ag = B(C) + (g)Cr( t alimirsa,

[126(t) — (1) < w6l

olur(Burada esitsizligin sagindaki || X\ (t) — X,(t)|| cok kiigiik bir sayt oldugu icin ihmal
edilmistir.) Benzer sekilde,

.Y 1-¢ _ e — S [T e
950 = Y5001 < Frs Gt ) = Gt Wl + gy =0

X |G (v, Wy (v)) — Gr(v, Yy, (v))]|dv (4.110)

1_C C /
< (50 * mor!) 1 -4
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Burada w; = K; ve A7 = % + mt alinirsa,

13(t) = Py ()] < A7

olur(Burada esitsizligin sagindaki ||V (t) — V5, (t)|| ¢ok kiigiik bir sayr oldugu icin ihmal

edilmistir.) Benzer sekilde,

—z 1-c _ e — S [y
120(6) = Z4(0)| < FrylIG(t. ) = Gt 2]l + e | (=)

X [1Gs(v, 2v(v)) = Gs(v, Zy(v))||dv @.111)

1 _C C /
< (B(O ! B<<>r<<>t) Killzy =2l

Burada wg = Kgve Ag = ;%CC) + B(C)CF(C)

t alinirsa,
[2v(t) — Zy,()]] < wsAs

olur(Burada esitsizligin sagindaki || 2y (t) — Z1,(t)|| cok kiiciik bir sayt oldugu icin ihmal
edilmistir.) Boylece teorem ispatlanmuis olur. Yani (4.2) denklem sistemi Hyres Ulam a gore

kararlidir.

4.5. Niimerik Coziim Yontemi

Atangana ve Owolabi (2018) kesirli diferansiyel denklemlerin ayrilabilmesi i¢in Ca-

puto kesirli tiirevini kullanarak yeni diferansiyel denklemi diisiinmiislerdir.
PO Dya(t) = (f(t, (1)), (4.112)

Bu denklem analizin temel teoremi kullanilarak diizenlenirse,

z(t) — x(0) = AlB;C(CC)f(t’ x(t)) + m/() (t —v) f(v,2(v))dv, (4.113)

ulagilir. Bunun sonucunda,

£(tms) — 2(0) = ;B;C(i)f(tm,x(tm)Hm / " b — ) 0, 2(0)) o,

(4.114)

olur ve ¢, icin
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1— tm
T(tm) — z(0) = Fc(i)f(tm—la T(tm-1)) + m/o (tm — ) f (v, 2(v))dv,
4.115)

olur. (4.114) ve (4.115) denklem sistemlerinin farkindan,

1-¢
T(tmt1) — () = m{f@max(tm)) — fltm-1,2(tn-1))}
¢ fm1 _

i W/O (tmsr = 0) f (v, 2())do (@4116)

— " — ) (v, 2(v))dv
THOGR , =0 a0

denklemi elde edilir. Boylece,

2(tns1) = 2(tm) = A;O( (1)) = Pt 2lbn))} + Ay~ Ao @117

genelligine bagh kalarak, A, ; i¢in

A o Cf(tfm x(tm)) {Qh’tfn—kl tf;j—-i-ll } . Cf(tmfla x(tmfl)) { h'tfn_;,_l t$n+-|—11 }
" (O)h

~ABC(QOT(QORL ¢ (+1 ABC(Q)T ¢ (+1
(4.118)
yazilir ve benzer sekilde, A. - igin
Cf (b, @(tm)) [Rte, 1\ Cf (bt @(tm))t5 "
e = ABo(or <<)h{ ¢ _<+1}_ ABC(QT(Q)h R
ulagilir. Sonucta,
_ 1-¢ ¢ 2hthir b
was) = alo) + ot s+ e | o
htC tC-i-l
My HJ}w(tm_l,x(tm_l)) (4.120)
x{ 00~ RABO [htﬁm_ Lo +t<+1”
ABC(C)  hABC(OI(C) | ¢ ¢+1

olur. Bu denkleme, Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirevi i¢in iki asamali

Adams-Bashforth semasi1 denir.
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Teorem 4.5 Asagidaki denklemin ¢oziimii x(t) olmak iizere,

ABCDCx(t) = f(t, z(t)), (4.121)

f fonksiyonu siirekli ve simirlidir, x(t) sayisal ¢oziimii ise,

_ 1-¢ ¢ 2hts, bl
x(tm—&-l) - x(tm) + f(tmax(tm)){ABC(C) + ABC(C)F(C)h [ C = - C‘:l
ht¢ o+l
= B s altne) @122)
(—1 ¢ e b o
§ {ABC<<> " BABC(OT(Q) { ¢ okl ”mﬂ] } T

dir. Buradan ||R¢||« < M olur.

4.5.1. Zika Modelinin Niimerik Coziimii

Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirevi ile Zika viriisii i¢in genisletilmis
matematiksel model (4.2) sisteminde gosterilmistir. Elde edilen sistem (4.3) temel analiz
teoremi ile yeniden diizenlendiginde G;, i = 1,2,3,4,5,6,7, 8 ¢ekirdekleri i¢in bir sonraki

denklem sistem,

X’H(t) — X’H(O) = ﬁGl(t? X’H<t))

; t — )¢t v v))av

1-¢

—C t — )t U v))av
+ TBEETE 0 G o),

; t — )¢t v v))av

Iu(t) — I (0)
(4.123)
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1-¢
ABC(()

¢ t — ) Gy (v v))av
+ A J, ¢V G Tl

1—¢
FC’(OGB(L Ou(t))

* m / (t = 0)¢ G5, Quu(v))do,

1—-¢
AB(J(C)GG(t , Xy(t))

; t — )¢t v v))av
+ BT / (t — v)S Go(v, Xy(v))do,

1—-¢
ABC(C)G7(t , Wu(t))

¢ t — ) Gr(v v))av
+ mooT (C)/O(t )G (v, Yy (v))do,

1-¢
ABC(C)GS(t , 2y(t))

AV 4 t —v)Gs(v v))av
+ABC’(C)F(C)/0 PR

To(t) — T(0) = ——=—==Ga(t, To (1))

Qx(t) — Qu(0) =
Xy (t) — X (0) =
W(t) = Iv(0) =

Zy(t) — 2y(0) =

olarak olusturulur. Boylece,

1489
ABC(Q)

; A — )t v v))av
+ ABC’(C) (C)/O (tm—i-l ) Gl( 7')(7-[( ))d )

1-¢
ABC(C)G2<t y?—lm( ))

; A — )¢t v v))av
+roeT (C)/o (bss — )G (0, Yy (0)) s,

1-¢
ABC(C)G3<t Z?—Lm< ))

; tm+1 . c-1 v v .
S eaTe(y / (tmr1 — ) (v, Zp(v))dv,

1-¢

# e — )¢t v v))av
+ ABC’(C)F(()/O (tm—l-l ) G4( 77;{( ))d )

Xrm+1() — X (0) = G1(tm; Xom (1))

y’Hm+1(t) - y?-l( )

(4.124)

ZHm+1 (t) - ZH(O)

7;-im+1(t) - 7;-1( )
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1-¢
ABC(()

; 2 . -1 v v .
+ABC(O o / (bss — )51 Gs (v, Qg (),

1-¢

# A — )" G (v v))av
T ABEOT <<>/o e =0 Gl B

1-¢
ABC(C)G7(t yVm( ))

; A — )¢t v v))av
+ ABCOT (C)/o (tms1 — ) Gr(v, Yy(v))dv,

1-¢
AB(J(C)GB(t , 2y(t))

; A — )¢t v v))av
+ BT / (tmr1 — )5 (v, Zy(v))do,

Qrm+1(t) — Qn(0) = —— =75 Gs(tn, Qum(t))

Pymi1(t) = Ip(0) =

ZVm—H (t> - ZV (O>

olur ve ¢, i¢in

1-¢
ABC(()

* m / (t — )G (v, Xg(0)

X () — X (0) = G1(tm-1, Xpm-1(t))

Vum(t) — Y (0) = A}BC(CQ)GQ( m—1, Yrm—1(t))
; " —0) Ry (v v))dv
BEETE L = (e B,

Zym(t) — Z4(0) = A}B C(COGg( 15 Zrm—1(t))

4.125
¢ (4.125)

_— " — )¢t v v))av
BEGTT =0 G 2w

Tanlt) = Tal0) = 555 Crlbn1. T 1)
# " — )¢t v v))dv
FEErT ) e 0 G T

Qum(t) — On(0) = AlBC(COGS( m—15 Qrm—1(t))

¢ tm .
* m/o (tm — 0) ' G5(v, Qu(v))dv,
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1-¢
ABC(Q)

C

Xym(t) — XV(O) = GG(tm—la XVm—l(t))

- " — -1 UV, Apl(V v

Yom(t) — V(0) = A;Cfoca( et Poma(1)
; " — )¢t v v))dv
+ IBGET <<>/o (b — )< G (0, Yo (0))d,

Zyom(t) — Z5(0) = A;Cfc)Gs( m—1, Zvm-1(t))

# " — )¢t v v))av
FBEETT ), = Gl 2,

olarak bulunur. (4.124) ve (4.125) sistemlerinde denklemlerin herbirinin farki alinirsa,

1-¢

Xotmi1(t) — Xpm(t) = m{Gl(tm, Xy (1)) — G1(tm—1, Xpm—1(1)) }
; i — )¢t v v))dv
— ; 4 — )¢t v v))dv
THEETE [t 0G0 Ao
Vrnia ) = Yrun(1) = Gl Yo (1) = Galt1. V1 ()}

¢

& . & tm+1 . c—1 v b, v
s /0 (bner — )G (v, Vi (v)) s,

—4 " — )¢t v V))dv
TrearE L = 0T Gl Yl

Zain1(t) = Zun(t) = Gl Zun () = Gallonr, Zun 1 ()

¢

¢ tm+1 o c—1 v v .
+ABO(OF(O/O (=0l Zul)d

—; " — )¢t U v))dv
TG |t =0 6at0, 2wy,

o1 () — Toom() =~ (Gt Trom(®)) — Gt Toomos (1)}

ABC( ()
; ! — )¢t v v))dv
— —C " — )¢t v v))av
Qrin11(t) = Quin(t) = 5505 (Gt Qaunt) = Glt-1. Qo1 (1)

¢

¢ tm+1 . -1 v v .
+ BT / (tss — )G (v, Qpy(v))d,

—4 " — )¢t v v))av
THEEED [, tm =) Gl Qulo)i
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1-¢

P (1) = Xoa(t) = g Golb A1) = Coltnor, Ko (1)}
t e e~ 0 Galo, (e
e | = 0 Gl e
Pos1(8) = Bon(t) = 555 (Gl Fom (1)) = Gl T 1 (1)}
+ m /0 T e — 051G (0, V(o))

— ; tm o ¢—1 v v .
ABC(Q (g)/o (tm —0)* ™ Gr(v, Po(v))d

1—
m{gg( ms Zvm(t)) = Gs(tm—1, Zvm_1 (1))}

; m —v)S Gy(v v))av
+ABC(C)F(C)/0 Uy V) gl 0,

—; " — )t v v))av
TEEERT [, = o) (e 2,

olarak bulunur. Teorem (4.5)’e gore,

ZVm+1 (t) - ZVm@)

1 il
Xyma1 = Xym +G1(tm,XHm(t)){A30(CO 4 ABC(E)F(C)h
2ty iyt WS, |t
X[ ¢ T+l ¢ +<+1”
+ Gi(tm1, X (t)){ L C
1{Tm—1, Arm—1 ABC(¢)  hABC(QI(C)

hthr
m _'m ¢+1 1
X |: C C—i- 1 —0—75 :| } + %C

yazilarak boylece |[*R¢|| < M ’ye ulagtlir.

(4.127)

1 _
Vams1 = Vam + G2(tm’ yHm(t)){ ABC?C) * ABC(E)F(C)}L
2ht§n+1 tfn—:-ll htg, 5
X{ ¢ (+1 +C+1]}
+ Goltm_1,Y (t)){ L -
2(lm—1, VHm—1 ABC(¢) hABC(Q)I'(()

ht¢ o+
% { m+1l  Umyl +tfn+1}}—l—29{¢

(4.128)

¢ ¢+1
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yazilarak boylece ||*¢||oc < M’ye ulasilir.
Zrimen = Zon + Gl BunlO)] s+t
ABC(¢)  ABC(OT(O)h

X |:2ht$n+1 _ i1 _ i, + i }}
¢ (+1 ¢ (+1

- : (4.129)
X +Gy(tmr, ZHm—l(t)){ ABC(Q) ~ hABC(OT(C)
« |:ht§n+1 . tfn_:»ll 4 t<+1:| } + 39{
¢ o+l C
yazilarak boylece ||*R¢||o < M’ye ulagilr.
1-¢ ¢
Trm+1 = Trm + Galtm, %“)){Agcm T ABCQTOh
x {thfm i b 6 }}
¢ ¢+1 ggfii ’ (4.130)
x+G4mzhﬂm1@»{ABcg)_hABCKW@)
y |:ht$n+1 . tﬁn—:—ll + tC-I-l:l } _‘_45}{
¢ 1T C
yazilarak boylece ||*R¢|| < M’ye ulagilr.
B 1-¢ ¢
Q1 = Qun + Gt Qun)) T35 ¥ ABEGTOR
) |:2ht$n+1 ) tfﬁl] - ¢ {htg1 ot }}
¢ (+1] ABCOT(Oh| ¢ ¢+1 (4.131)
(-1 ¢ |
X +Gs(tm-1, Qﬂm—l(t)){ABC’(C) ~ hABC(QT(C)
y |:ht§n+1 . t$n++11 + tC+1:| } + 5%
¢ C+1 C
yazilarak boylece |[5%¢ || < M’ye ulagilir.
- 1-¢ ¢
kwwrﬂ%m+G4mywwﬂ)ABC@y+ABc@w@m
X |:2ht§n+1 _ o1 _ i, + e ]}
c ¢+1 ¢ ¢+1 (4.132)

(-1 ¢
+ GG(tm—l,XVm—l(t)){ABC(C) B hABC({)I'(C)

m _'m ¢+1 6
[Her - e
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yazilarak boylece ||*R¢ || < M’ye ulagilir.

B 1-¢ ¢
mi1 = Yym + G?(tmyvm(t)){ABC’(C) * ABC(QT(Oh

y [thfnﬂ tSH ht, tgjl]}

¢ i+1 ¢ T

- ] (4.133)
‘I’G?(tm—layVm—l(t)){ABC(C) - hABC ()T(C)
ht1<n+1 7fn—trll tC""l 79%
X{ TR ]}+ C
yazilarak béylece ||”R¢|| < M’ye ulasilir.
Zymi1 = Zym + Gs(tm, Z (t)){ nk S -
vt = Zvo+ Gl 2vu O\ ZBE0E T ABCOTON
X |:2ht§n+1 _ tfntrll _ ity + b 1}
¢ ¢+1 ¢ (¢+1 (4.134)

(1 ¢
M Gg(tml,Zle(t)){ABc(g) N hABC(¢)I'(C)

W 5
x = S )
[ ¢ C+rT :

yazilarak boylece |[*R¢||o < M’ye ulagilr.

Niimerik ¢oziimii yapilan (4.2) Zika matematiksel modelinin farkli ¢ kesirli tiirev

degerleri icin simiilasyonlar1 asagida verilmistir.

Sekil (4.1)’de duyarli birey popiilasyonunun farkli mertebeden tiirevleri incelenmistir.
Xy, duyarh birey popiilasyonunun zaman ile azaldig1 gézlemlenmistir. Sekil (4.2)’de maruz
kalan birey popiilasyonunun farkli mertebeden tiirevleri incelenmistir. Z,, maruz kalan birey
popiilasyonu belli bir miiddet artig gosterdikten sonra azaldig1 gbzlemlenmistir. Sekil (4.3)’de
enfekte birey popiilasyonunun farkli mertebeden tiirevleri incelenmistir. ), enfekte birey
popiilasyonu ani bir artis gosterdikten sonra azaldig1 gézlemlenmistir. Sekil (4.4)’de iyilesen
birey popiilasyonunun farkli mertebeden tiirevleri incelenmistir. 73 iyilesen birey popiilas-
yonunun siirekli bir artig gosterdigi gézlemlenmistir. Sekil (4.5)’de tasiyici birey popiilasyo-
nunun farkli mertebeden tiirevleri incelenmistir. Q tastyici birey popiilasyonunun 6ncelikle

bir artig gosterdigi daha sonra azaldig1 gozlemlenmistir.
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XH(t)

YH(t)

1000 1
800 1
— =1
600 f =09
400+ — ¢=08
— (=07
200+ | — =06
Or |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
t
Sekil 4.1. X, fonksiyonunun farkh ¢ degerleri icin simiilasyonlar:
150 a
— =1
100+ 8
— {=0.9
— (=038
50 1 — =07
— {=0.6
Or |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Sekil 4.2. ), fonksiyonunun farklh ¢ degerleri icin simiilasyonlari
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ZH(t)

TH(t)

300 1
250
200} o g=1
— =09
150 |
— (=08
100 | 1 — =07
50 — {=0.6
Or |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
t
Sekil 4.3. Z;, fonksiyonunun farkh ( degerleri icin simiilasyonlari
600 | "
500
400} =1
3001k — £=0.9
— 7=0.38
200} | — =07
100} — {=0.6
Or 1
0.0 0.5 1.0 1.5 3.0

Sekil 4.4. 75 fonksiyonunun farkh ¢ degerleri icin simiilasyonlar:
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QH(Y)

80;
60| 7=

I — {=0.9
40t

I — (=038

— =07

20

I — {=0.6
O ;l L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Sekil 4.5. Q3 fonksiyonunun farkh ¢ degerleri icin simiilasyonlari
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5. SONUC

Bu tezde Zika viriis matematiksel modelinin analizi yapilmistir. Sekiz farkli dife-
ransiyel denklemden olugsan matematiksel model: duyarl birey popiilasyonu, enfekte birey
popiilasyonu, maruz kalan (temasli) birey popiilasyonu, iyilesen birey popiilasyonu, tasiyici
birey popiilasyonu, duyarl sivrisinek popiilasyonu, enfekte sivrisinek popiilasyonu ve maruz
kalan (temasli) sivrisinek popiilasyonu olarak incelenmistir. Oncelikle Zika viriis matema-
tiksel modeli kesirli mertebeden Caputo anlaminda Atangana-Baleanu operatoriine genisle-
tilmigtir. Daha sonra sirasiyla modelin sabit nokta teoremi yardimiyla varlik-teklik ¢oziim-
leri, Hyers Ullam kararlilik teoremi yardimiyla kararlilik analizi ve Adams-Bashforth semasi
yontemi ile niimerik ¢oziimleri yapilmis ve grafikleri ¢izilmistir. Grafiklere gore duyarl
birey popiilasyonunda azalma olurken enfekte, tasiyic1 ve maruz kalan birey popiilasyon-
larinda artis gdzlemlenmistir. Gerekli 6nlem ve tedaviler yapildiktan sonra iyilesen birey
popiilasyonunda artig , enfekte, tasiyici ve maruz kalan birey popiilasyonunda azalma goz-
lemlenmistir.

Kesirli tiirev operatorleri alaninda ¢alisan arastirmacilar, farkli matematiksel model-
leri Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirev operatoriine genisleterek analizlerini

yapabilirler.

67



KAYNAKLAR

Agarwal, R. (1953). A propos dune note de humbert, pierre. Comtes rendus hebdomadaires

des seances de | academie des sciences, 236(21):2031-2032.

Agusto, F. B., Bewick, S., ve Fagan, V. (2017). Mathematical model of zika virus with
vertical transmission. Infec. Dis.Model, 2(2):244-267.

Alkahtani, B. S. T., Atangana, A., ve Koca, I. (2017). Novel analysis of the fractional zika
model using the adams type predictor-corrector rule for non-singular and non-local frac-

tional operators. J. Nonlinear Sci. Appl, s. 3191-3200.

Altin, A. (2011). Uygulamali Matematik. Gazi Kitapevi.

Atangana, A. ve Baleanu, D. (2016). New fractional derivatives with non-local and non
singular kernel: Theory and application to heat transfer model. Thermal Science,

20(2):763-769.

Atangana, A. ve Koca, I. (2016). Chaos in a simple nonlineaer system with atangana-

baleanu derivatives with fractional order. Chaos, Solitons and Fractal, s. 447-454.

Atangana, A. ve Owolabi, K. M. (2018). New numerical approach for fractional differential

equations. Mathematical Modelling of Natural Phenomena, 13(1):3.

Atici, F., Nguyen, N., ve Robinson, M. (2011). Development of fractional trigonometry
and an application of fractional calculus to pharmacokinetic model. Amera Almusharrf,

Western Kentucky University, s. 1048.

Bashforth, F. ve Adams, J. C. (1883). An attempt to test the theories of capillary action by

comparing the theoretical and measured forms of drops of fluid. University Press.

Benghorbal, M. (2004). Power series solutions of fractional differential equations and sym-
bolic derivatives and integrals”,. PhD thesis, Faculty of Graduate Studies The University
of Western Ontario, Canada,.

Bogoch, I. I., Brady, O. J., Kraemer, M. U., German, M., Creatore, M. 1., Kulkarni, Manisha

68



A and, B. J. S., Mekaru, S. R., Hay, S. 1., Groot, E., ve et al. (2016). Anticipating the

international spread of zika virus from brazil. Lancet, 387 (10016):335-336.

Bonyah, E., Dontwi, 1., ve Nyabadza, F. (2014). A theoretical model for the transmission
dynamics of the buruli ulcer with saturated treatment. Comput. Math. Methods Med,
2014.

Caputo, M. (1967). Linear models of dissipation whose q is almost frequency indepen-

dent—ii. Geophysical Journal International, 13(5):529-539.

Caputo, M. ve Fabrizio, M. (2015). A new definition of fractional derivative without singular

kernel. Progr. Fract. Differ. Appl, 1(2):1-13.

Din, C., Tao, N., ve Zhu, Y. (2016). A mathematical model of zika virus and its optimal
control. Control Conference (CCC), s. 2642-2645.

Dokuyucu, M. A. ve Celik, E. (2021). Analyzing a novel coronavirus model (covid-19) in the
sense of caputo-fabrizio fractional operator. Applied and Computational Mathematics, s.

49-609.

Dokuyucu, M. A., Celik, E., Bulut, H., ve Baskonus, H. M. (2018). Cancer treatment model
with the caputo-fabrizio fractional derivative. The European Physical Journal Plus, s.

1-6.

Gao, D., Lou, Y., He, D., Porco, T. C., Kuang, Y., Chowell, G., ve Ruan, S. (2016). Pre-
vention and control of zika as a mosquito-borne and sexually transmitted disease: a

mathematical modeling analysis. Bilim Tarihi Arastirmalari: Salgin Hastaliklar Tarihi,

6.

Hristov, J. (2015a). Approximate solutions to time-fractional models by integral-balance

approach. In Fractional dynamics, s. 78—109.

Hristov, J. (2015b). Diffusion models of heat and momentum with weakly singular kernels
in the fading memories: How the integral-balance method can be applied? Thermal

Science, 19(3):947-957.

69



Khan, M., Shah, S. W., Ullah, S., ve Gémez-Aguilar, J. (2019). A dynamical model of
asymptomatic carrier zika virus with optimal control strategies. Optimal Control Appli-

cations and Methods, 50:144-170.

Kilbas, A. A., Srivastava, H. M., ve Trujillo, J. J. (2006). Theory and applications of frac-

tional differential equations, volume 204. elsevier.

Koca, 1. (2018a). Analysis of rubella disease model with non-local and non-singular frac-
tional derivatives. An International Journal of Optimization and Control: Theories and

Applications (IJOCTA), s. 17-25.

Koca, I. (2018b). Modelling the spread of ebola virus with atangana-baleanu fractional op-

erators. The European Physical Journal Plus, 133:1-11.

Koca, 1., Akgetin, E., ve Yaprakdal, P. (2020). Numerical approximation for the spread of
sigr model with caputo fractional order derivative. Turkish Journal of Science, s. 3191-

3200.

Lee, E. K., Liu, Y., ve Pietz, FE. H. (2016). A compartmental model for zika virus with dy-
namic human and vector populations. American Medical Informatics Associatio Annual

Symposium Proceedings, 2016:743.

Losada, J. ve Nieto, J. J. (2015). Properties of a new fractional derivative without singular

kernel. Progr. Fract. Differ. Appl, 1(2):87-92.

Matignon, D. (1996). Stability Results for Fractional Differential Equations with Applica-

tions to Control Processing., volume 2.

Miller, K. S. ve Ross, B. (1993). An introduction to the fractional calculus and fractional

differential equations. Wiley.

Musso, D., Nilles, E., ve Cao-Lormeau, V. (2014). Rapid spread of emerging z ika virus in
the p acific area. Clin. Microbiol.Infec., 20(10):595-596.

Parildar, H. (2020). Tarihte bulasic1 hastalik salginlari. Tepecik Egitim ve Arastirma Has-
tanesi Dergisi, 30:19-26.

70



Podlubny, 1. (1998). Fractional differential equations: an introduction to fractional deriva-
tives, fractional differential equations, to methods of their solution and some of their

applications. Elsevier.

Podlubny, 1. (1999). Fractional differential equations, vol. 198 of mathematics in science

and engineering.

Samko, S. G., Kilbas, A. A., ve Marichev, O. 1. (1993). Fractional integrals and Derivatives.

Gordon and Breach Science.
Sherman, 1. W. (2016). Diinyamizi Degistiren On Iki Hastalik. 1s Bankas1 Kiiltiir Yayinlari.

Simpson, D. (1964). Zika virus infection in man. Trans. Roy. Soc. Tropical Med. Hygiene,
58(4):335-337.

Suparit, P., Wiratsudakul, A., ve Modchang, C. (2018). A mathematical model for zika virus
transmission dynamics with a time-dependent mosquito biting rate. Theoret. Biol. Med.

Model., 15(1):11.

Terefe, Y., Gaff, H., Kamga, M., ve Mescht, L. D. (2018). Mathematics of a model for zika
transmission dynamics. Theory Biosci., 137(2):209-218.

Tesla, B., Demakovsky, L. R., Mordecai, E. A., Ryan, S.J., Bonds, M. H., Ngonghala, C. N.,
Brindley, M. A., ve Murdock, C. C. (2018). Temperature drives zika virus transmission:

evidence from empirical and mathematical models. bioRxiv, 25953 1.

Yang., X. (2011). Local fractional laplace’s transform based on the local fractional calcu-
lus. roc. Of The 2011 International Conference on Computer Science and Information

Engineering, s. 391-397.

Yaprakdal, P. (2019). Kesirli basamaktan diferansiyel denklemler sitr modeli tizerine. Burdur

Mehmet Akif Ersoy Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Yiiksek Lisans Tezi.

Yurdakul, E. S. (2015). Tarihte 6nemli bulasic1 hastalik salginlari. Tiirkiye Klinikleri Halk
Sagligi Dergisi, 1(3):1-6.

71



OZGECMIS

72



